Planck e |lo spettro del corpo nero

Il 14 dicembre del 1900, durante un incontro organizzato dalla Societa di Hsica Tedesca, Max
Planck presento un saggio su “Lateoriadeladistribuzione dell’ energiain uno spettro normale”.
Questo scritto, che all’inizio non ricevette particolari attenzioni, prefigurava, in reata, una
rivoluzione nel campo dellafisica, segnando |a nascita dell a meccanica quanti stica.

Le osservazioni di Fanck traggono origine dallo studio delle proprieta della radiazone
termica, cioé della radiazone emessa ed assorbita da un corpo in virtu della propria
temperatura; piu precisamente, lo scienziato tedesco studio la radiazione emessa da un
particolare tipo di corpo, il cosddettto “cor po nero”, che emette una radiazione con uno spettro
di carattere universale, mentre, in generale, 1o spettro dipende dalla composizione del corpo in
guestione.

Un corpo s dice “nero” quando assorbe tutta la radiazione incidente su di esso; il nome e
Sicuramente appropriato perche tali oggetti non riflettono la luce ed appaiono di colore nero
guando latemperatura € suff icientemente bassa per impedire che brillino di luce propria




Ladistribuzione spettrale di una radiazione di corpo nero e caratterizzata
dalla quantita R,(v), chiamata radianza spettrale ed e definitain modo che
R.(v)dv sia pari all’ energia emessa per unitadi tempo con unaradiazione di
frequenza compresatrav ev + dv daun’unitadi areadi superficie ad una
certatemperaturaassolutaT.

L e prime accurate misure di tale quantita furono eseguite da Lummer e

Pringsheim nel 1899 e misero in evidenza la dipendenza dellaradianza

spettrale dalla frequenza e dalla temperatura ( vedi esempio dellafigura
successiva)

Radianza spettrale
di un corpo nero
per tre diverse
temperature
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Integrando R(v)dv su tutte |le frequenze S ottiene laradianza R,, ovvero
I’ energia complessiva emessa per unita di tempo, per unita di area da un
corpo nero ad una fissata temperatura.

Come si puo vedere anche ddla figura precedente la radianza R, cresce
rapidamente al crescere ddlatemperatura T; questo risultato corrisponde
dla legge di Stefan-Boltzmann e fu espliataa per la prima volta nd
1879. S ha che:

Rt=0T4

dove o vale 5,67*10° W/m? K4, La figura precedente, inoltre, ci mostra
come |o spettro S muova verso freguenze pu devate quando S abbia un
Incremento di temperatura; questa e lalegge di Wien, che espressa in
termini di lunghezza d' onda, anziche di frequenza, &fermache

Aoy 1 = COstante

L acostantevale 2.898 * 103 m K.




Una ottima approssimazione per un corpo nero e costituita da una cavita collegaa
dl’esterno da un foro aquanto piccolo; |a radiazione incidente sul foro dall’ esterno entra
nella cavita ed e riflessa ddle pareti, venendo anche assorbita da queste ultime Se la
superficie di tale foro € molto piccola rispetto a quella della cavita soltanto una quantita
trascurabile di radiazione sara riflessa oltre il foro dl’esterno, e la maggior parte della
radi azione incidente sara assorbita; molti corpi neri usati negli esperimenti di |aboratorio
sSono costruiti in base a questi parametri.

Ulteriore precisazione; finora abbiamo sempre parlato di radianza spettrale, ovvero di
energia E’ opportuno introdurre una nuova quantita, e cioe la densita di_energia p,(v),

che e dedfinita come I’energia contenuta in una unita di volume ddla cavita dla
temperatura T in un intervallo di frequenza compreso trav ev + dv; e evidente che la
densita di energia e proporziona e alaradianza

All’inizio del secolo scorso Rayleigh e Jeans effettuarono acuni calcoli sulla densita di
energia della radiazione in una cavita (corpo nero) che condussero a vistose discrepanze
tra evidenze sperimentali e previsoni teoriche.

Cons deriamo, innanzitutto, una cavita con pareti metalliche risca date uniformemente ad
una temperaura T, le padi emetono, ovviamente radiazione dettromagnetica
Assumiamo per semplicita che |a cavita riempita di radiazione € ettromagnetica abbia la
formadi un cubo di lato a, come mostrato nella pross mafigura.




Cavita metallica cubica con radiazione el ettromagnetica.




La radiazione che s riflette sulle pareti puo essere analizzata in tre componenti lungo le
tre direzioni mutuamente perpendicolari definite da bordi della cavita. Poiche le pardi
opposte sono tra loro paralee |e tre componenti della radiazione non s mescolano e noi
poss amo trattarl e separatamente.

S puo vedere, in base a considerazioni geometriche e di € ettromagnetismo, che le onde
stazi onari e associ ate all e varie componenti dellaradiazione debbano avere nodi (ampiezza
zero) ax=0ex=a,ay=0ey=a,az=0ez=a

Queste condizioni pongono unalimitazione ale possbili lunghezze d’ onda, e quindi alle
posshili frequenze, dellaradiazione € ettromagneticanella cavita.

Passamo, ora, a consderare la questione di contare il numero di onde stazionarie con
nodi alla superficie della cavita, la cui lunghezza d’onda giace in un intervalo A e A +
dA, ovvero in un intervalo di frequenzev ev + dv. Per focaizzare meglio |’ attenzione
sulle idee coinvolte nel cacolo limitiamoci a trattare una sola componente, quella lungo
|’ asse x.




I campo dettrico per onde dettromagnetiche stazionarie ad una
dimensione puo essere descritto matemati camente dall’ equazione

E(xt) = E, sen(2rx/A)sen(2nvt)

Poiche I’ampiezza € comunque zero, per quaungue tempo t, per
posizioni soddisfacenti la relazione 2x/A= 0,1,2,3,.. ’onda ha da nodi
fissi, e, cioe, un’onda stazionaria.

Per soddidare dla nchiesta che le onde abbiano nodi ad entrambe le
estremita di una cavita mono-dimens onale, scegliamo |’ origine dell’asse
x ad un estremo (x = 0) erichiediamo che all’altro 2x/A = nper x=aen
=123, ..

Questa condizione deteemina un indeme di vaori consntiti per A e
quindi anche per lafrequenzav=c/ A. Infatti sl hachev = cn/2a.




| modi permess che hanno lunghezza d’onda néll’intervalo A, A + AA Si calcolano a partire
dallacondizione2a/A = n, dacui: 2a/(A +AAN)=n-An.

Se AA << A ladifferenzatrale due quantita risulta essere;

An/a=2AAN/A?2

equindi An/AA = 4al A 2

Abbiamo moltiplicato 2a/A2 per un fatore 2 dd momento che per ognuna dele frequenze
consentite, d sono in redta due onde indipendenti corrispondenti a due possibili stai di

pol arizzazione dell e onde € ettromagneti che.

Quindi avremo cheil numero di modi A n ndl’intervallo di frequenzev, v+ Av (o di lunghezza
donda (A, A +AA) sara

A n=NA)AN= N(V)Av = 4a AA |\ 2=(4alc) Av
Estendendo il cacolo a caso tridimensonae s otterrache
N(v) Av = (8rv/c3)v2 Av

dove V= a3, il volume dellacavita




Calcolo ddl’energia totale media contenuta in ogni onda stazionaria di
frequenzav.

Per un sistema contenente un numero el evato di entitafisiche dello stesso genere che s trovano
in condizioni di equilibrio reciproco alla temperatura T, la fiSca classica fa delle ben precise
previsioni circai valori medi delle energie di tali grandezze.

Nella situazione da noi cons derata tutte queste condizioni sono verificate e, quindi, dobbiamo
applicarei dettami dellateoria classica e cioe lalegge di equipartizione dell’ energia.

Pertanto, ogni onda avrebbe una energia totale media <E> pari a KT, aon k costante di
Boltzmann, cioé un valore indipendente dalla f requenza delle onde stesse. Moltiplicando tale
valore per il numero di onde nell’ intervallo in frequenza e dividendo per il volume otteniamo

p,(v)dv =N(v) dv <E>= (8rvkT/c3)dv

Questa e laformula di Rayleigh-Jeans per |aradiazione di corpo nero.

Nella figura della pagina seguente osserveremo come, nel limite delle basse freguenze, ci sia
accordo tra previsioni teoriche e risultati sperimentali, mentre cio non accade per le alte

freguenze, dove la formula di Rayleigh-Jeans prevede di giungere addirittura ad energie
infinitel, -> “ catastrofe ultraviol etta” ;

L e evidenze sperimentali mostrano, invece, una energia tendente a zero per una fregquenza che
tende avalori sempre piu grandi.
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Previsioni di Rayleigh-Jeans confrontate
con | risultati sperimentall.




TEORIA DI PLANCK DELLA RADIAZIONE DA CORPO NERO

Per tentare di risolvere |la contraddizione esistente tra previsioni teoriche e risultdi
sperimentdi, Planck prese in considerazione I’'ipotesi di una violazione della legge di
equipartizione dell’ energia.

S rendeva necessario trovare una formula per I’energia che |la facesse tendere a zero
mentre la frequenza tende dl’infinito; la legge di equipatizione ddl’energia assegna,
Invece, adl’ energia media un val oreindipendente dalafrequenza.

Andiamo, per un attimo, aleorigini di questalegge di equipartizione; essa trae forma da
un risultato piu generde ddla meccanica statistica dassica chiamaa distribuzione di
Boltzmann, che dice che P(E) = eEXT/KT, dove P(E) € |a probabilita di trovare una data
entita del sstema in un intervallo compreso tra E e E+dE, quando il numero degli stati
energetici per un’entitain quell’intervalo eindipendente daE.

Per trovare|’ energia media basta eseguire

Epreaic™ Jo” E P(E) dE / [ P(E) dE

Il risultato e proprio quel KT che abbiamo visto nel paragrafi precedent




|| grande contributo di Planck fu quello di rendersi conto di poter ottenere una energia tendente a
zero per dtissme frequenze se avesse modificato il calcolo per arivare dl’E, ., trattando
|’ energia come una variabile discreta anziche continua.

Quantitativamente, questo puo essere fatto sostituendo, nella formula precedente, |’integrale con
una sommatoria. Planck postul 0, quindi, che |’ energia potesse assumere solo quantita discrete; in
particolare che

==N1p\V) con n=0,1,23,..

Il valore numerico della costante h, ottenuto confrontando |e sue previsione teoriche con i dati

sperimentali, era molto vicino aquello oggi riconosciuto ecioe h = 6.63*1034 J*s

|| valoredéd |’ energia mediautilizzando laformula di Planck per |’ energia e dunque
E(v) = hv/(eVkT-1)
e, corrispondentemente, il valoredelladensitadi energiae
p(v)dv = (8mthv3/c3(e/KT-1))dv

Questa e la formula di Planck per uno spettro di corpo nero, in completo accordo con i risultati
sperimentai.( Il vaoredi heoggi 6.57%1034 J*s)
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Previsioni di Planck (linea continua) confrontate con | dati
sperimentali (cerchi) per ladensitadi energia.




Deriviamo, ora, matematicamente laformuladi Planck per I’ energia media
Sappi amo che dobbiamo utilizzare |e sommatorie, anziche gli integrali, pertanto risulta

Enedgia = 2"EP(E) / 2 *P(E)

Ricorrendo alladistribuzione di Boltzmann, P(E) = eEkT/KT, considerando E = nhv ea = hv/kT
Eregia= KT “naen/y *eha

Questo puo essre valutato piu faciimente notando che

-a din(y *e"?) = -a d(> ©eM?)/Y*e™ = -y °a d(e™)/Y *e"* = Y *nae™/H 2e™

per cui E, i, = KT(-adIn}*e™) = -hvdin} g™

Org, Y*eM =1+e% + 20 + 30 + =1+ X + X2+ X3+....con X = ¢

ma(1-X)1=1+X + X2 +

-hvd In(1-e%)1 = hve?/(1-e®) = hv/(e”-1) = hv/(e"kT-1)

cosicche E iq =

Moltiplicando questa formula per il numero di onde N(v) e dividendo per il volume della cavita
otteniamo |’ espressione di Planck per lo spettro del corpo nero.




IL POSTULATO DI PLANCK E LE SUE IMPLICAZIONI

|| contributo di Planck puo essere espresso sotto formadi postul ato:
Qualsias grandezza fisica con un grado di liberta la cui “ coordinata” e una funzione

sinusoidale del tempo puo possedere solo energie totali E tali che sia soddisfatta la
relazione

E = nhv
dove v e lafrequenza dell’ oscillazione e h una costante universale

La parola coordinata e utilizzata nel suo significato generae per indicare quaungue
quantita che descrive le condizioni in quedl’istante della grandezza fisicain questione.

Un diagramma déa liveli energeticd come qudlo illustrao ndla prossma figura d
mostra il comportamento di una grandezza governaa da questo postulao, ed e
Istruttivo confrontarlo con il comportamento atteso sulle bas dellafisicaclassica

Il diagramma sulla sinistra presente presenta una continuita di linee da zero fino
dl’infinito, in accordo con le leggi della fisica classica; il diagramma sulla destra
poss ede un numero finito, , di linee, indicanti i vari livelli energetici.

L’ di una grandezza che obbedisce a postulato di Planck s dice , gli
stati energetici permess sono denominati stati quantici e il numero intero n e chiamato
numero guanti co.




Classical

Energie consentite in un sistema “classico” ed in uno
che segue il postulato di Planck.




Ci sono del sstemi fisici il cui comportamento sembra comunque essere in disaccordo
con il postulao di Planck; e il caso di un normde pendolo che compie semplic
oscillazioni armoniche, e tuttavia ta e sistema sembrain grado di possedere un intervallo
continuo di valori energetici.

Prendiamo, per esempio, un pendolo di massam = 0.01 Kg con un braccio di lunghezza
0.1 m edotato di una oscillazionemassmadi 0.1 rad conlaverticae.

La frequenza di oscillazione del pendolo e v = V(g/l) = 1.6 s?, |I’energia massima & mgh
= mgl(1-cosB) = 5* 10°j. L’energia de pendolo € quantizzata coscche le variazioni in
energia S manifestano con sati di grandezza AE = hv = 1033 || rapporto AE/E = 2* 10
23 per cui per misurare |a quantizzazione nella riduzione di energia e necessario misurare

I’energia con percentudi inferiori a 2 su 10%°; e evidente che anche |’apparato
sperimental e piu sens bile e compl etamente incapace di otteneretali risoluzioni.

Ovviamente lo stesso discorso vde per dtri esperimenti meccanid; la causa di tutto
guesto risiede chiaramente nd vdore estremamente piccolo ddla costante di Planck.
Infatti, e possibile ridurre formule quantistiche a loro limite class co facendo tendere h a
Ointali formule.

Possiamo verificare la validita del postulato di Planck solo per quel sistemi in cui la
frequenza e cosi alta o E piccola in modo che I’ordine di grandezza di AE sia il
medesimo di E.
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| a statistica classica prevede che il calore specifico di un solido s uguale a
3R, un riaultato verificato da per diveaes dementi a dte
temperature.

Applicando 1l teorema di equipartizione ddl'energia a un solido in cui
clascun aomo e trattalo come una paticdla con 3 gradi di liberta
traslazionai a cascuno de quali compete un termine di energia potenziale e
un termine di energia cingtica si puo stimare |'energia totale U relativa a una
mole di una determinata sostanza:

U=N, 3 kT +1kTE
2 2

dove N, e il numero di Avogadro e k la costante di Boltzmann.Per la
definizione di calore specifico avolume costante:




| datl sperimentali mostrano, tuttavia, una deviazione dal valore
3R per e basse temperature.

temperatura T




| potesi di Eingtein (1907):

- clascun atomo del solido e trattato come oscillatore indipendente,
tridimensonale, che vibra attorno alla sua posizione di equilibrio
con una frequenza propriav.

- I'energia classica KT ddl'oscillatore e sodituita dalla energia €,

ricavata dallaformula di Planck:




L’ espressione ricavata da Einstan riproduce |I’andamento del
caore specifico anche a basse temperature.

S vaifica inoltre che a tempeaure sufficentemente dte
gquando doe KT>>hv, questa eyressone tende d vdore

costante 3R dedlla teoria class ca.
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Andamento del calore specifico per il diamante in funzione dells temperatura secondo
il madello di Tinstein assumendo vg = 2,75 = 10% &7, | cerchietti rappresentanc i
puntl spermentali (A, Einstein, Ann. Phys, 22, 180 (1907)).




Tuttavia, atemperature estremamente basse laformula di Einstein non
interpolai dati in modo soddisfacente. Per avere un risultato piu vicino
all’ andamento sperimental e bisonga considerare che gli oscillatori (ioni del
cristallo) non hanno una sola frequenza di vibrazione ma presentano uno

spettro di frequenze.

Laformuladi Einstein deve essere moltiplicata per unafunzione di
distribuzione delle frequenze e integrata su tutto o spettro di frequenze.

S dimostra che C, dipende da T3 alle basse temperature.
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Figurn 5.6
Effetto fotoelettrico: (a) investito dalla luce, un elettrometro carico negativamenic si scarica,
un elettrometro carico positivamente no; (4) dispositivo per la misura dell’effetio fotoclettrico

(V, tensione applicatai; 7, corrente indoita).
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An apparatus used to study the
photoclectric effect. The collected
photoelectrons move in a direction
opposite to that indicated by the
conventional current arrows.




@ 1=1(v)

Esiste una
frequenzadi
soglia v,

(©)
Vmax = Vmax (V)
V. . dipendedala

frequenza v

Intensita luminosa P

A i |
L

- =

v Virax 1'%

ia) ]

Vian “ fear *

Inclinazionse hie

0 v - -
Ia

Va

il d}

Misura delleffetio fotoelettrico. (4 La corrente indotta / ¢ data in funzione dell frequenza
della tuce: al di sotto del valore limite vy, non si ha emissione di fotoelettroni. (5) Le curve
illustrano I'andamento della corrente [ in funzione della tensione applicata V: i valori positivi
di Vindicano che I'clettrodo illuminato é il catodo; V,, ¢ la pia grande differenza di poten-
niale negativa in presenza della quale i fotoeletironi riescono ancora a circolare guando viene
illuminato I'anode; la corrente di saturazione {4, & funzione dell’intensita luminosa P. (¢) Gra-
fico di Vax 10 funzione di v; i valori dj A/e e di ¥, sono misurati rispettivamente dalla pen-
denza deila retta e dall’intersezione di questa con I'asse delle ordinate, (') Andamento detla

corrente di saturazione /, in funzione di . la corrente cresce linearmente con intensit
luminosa,

(b) 1=1(V)

Vmax_(cioé I’epergia
cinetica massima)
non dipende dalla
potenza incidente P

La corrente di
saturazione |
cresce con P

(0) |=1(P)

| dipende
linearmente da P
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