ANALISI MATEMATICA I

UNITA 1

COMPITO DI ESAME DEL 21 GENNAIO 2014

1) Si calcoli il seguente limite di successione:

. {1 ~ (n!)sin (%)] (n— 1)!]2.

“ ()
1—cos|—
n

2) Si trovino le soluzioni dell’equazione in campo complesso

(|2] = 2)(J2| + 2) = 2(1 +14).

TEMPO: 1 ORA E 30 MINUTI

N.B.: Non & ammesso 'uso di alcuna calcolatrice e di libri di testo (sono consentiti la
dispensa del corso e gli appunti).



ANALISI MATEMATICA I

UNITA 2

COMPITO DI ESAME DEL 21 GENNAIO 2014

1) Si determini, al variare di A € R, il numero delle soluzioni (possibilmente specificandone
anche positivita e negativita) dell’equazione f(z) = A, essendo

f(x) = (z° — 62% + 8x) (1 + M)

2 — 2z

(potrebbe risultare utile sapere che f(2 + %g) =-2V3).

2) Si studi, al variare di o € R, la convergenza dell’integrale improprio

oo ] 1) —1
/ og(z+1) g
1

xOé

e si calcoli I'integrale stesso per a = 2.

TEMPO: 1 ORA E 30 MINUTI

N.B.: Non & ammesso 'uso di alcuna calcolatrice e di libri di testo (sono consentiti la
dispensa del corso e gli appunti).



SOLUZIONI

s (1) - [ ()]

ricordando lo sviluppo di Taylor della funzione seno, ossia sinz = x — %3 + 2tw(z) per
x — 0, si ottiene

o (3)] - gt - 3] s - G-

Dal limite notevole

1) Dal momento che

1 —cosz 1

lim —— = —
t—0 :L‘2 2
si ottiene 1 —cos 2 ~ 1. 4 = 2 dunque il limite dato & pari a
n 2 n n

2) Ponendo z = = + iy si ha

(Iz| = 2)(Jz] + 2) = |22 = 22 =2+ 9% — (2* — > + 2ixy) = 2y? — 2izy,
e dunque

207 — 2izy =2(1+1i) = ¢y’ —izy=(14+14) = (Y -1)—i(ay+1)=0,

y2 1= 07
zy+1=0.
Dalla prima equazione si ottiene subito y = +1, e sostituendo nella seconda equazione si

ottengono le soluzioni
Tr = 1, r = _17
e
y=—1, y =1

che si riconduce al sistema




3) La funzione data risulta definita per 2 — 2x # 0, ossia per x # 0 e x # 2.
Dal momento che

2% — 27| 2 sex<0Qox>2,
1+ ——7=

x? — 2 0 sel0<x<2,

si ha in effetti

2(x® — 6% +8x) sex <0ox>2,
flx) =

0 se < x <2

Consideriamo quindi la funzione cubica g(z) = 2(z® — 62% + 8z) = 2z(z — 2)(x — 4).
Essa non ha ovviamente asintoti, si annulla per x = 0, z = 2 e x = 4 (i primi due dovranno
poi venire esclusi per il dominio di f), € negativa per x < 0 e per 2 < x < 4 e positiva per
O<z<2ex >4
La sua derivata ¢ pari a ¢'(z) = 2(32? — 12z + 8), e ponendo ¢'(x) > 0 si trova facilmente
T <2— %g oxr>2+ %

23

La funzione g ha dunque il massimo in z = 2 —=¢* e il minimo in r = 2+ %g La funzione

f si ottiene ponendo a 0 la funzione g nell'intervallo |0, 2] e rimuovendo i punti z = 0 e

x = 2, pertanto non presentera piu il massimo (stretto) in z = 2 — %ﬁ ma conservera il

minimo x = 2 + %, dove assume valore —% 3.

Di sotto e riportato un grafico approssimativo della funzione.




Intersecando il grafico di f con la retta orizzontale y = X\ & possibile determinare
graficamente il numero delle soluzioni dell’equazione f(x) = A, e precisamente:

e per A\ < —%\/g I’equazione ha una radice negativa;

® per A\ = —%\/5 I'equazione ha due radici, una negativa e una positiva (compresa fra
2e4);

per —%\/g < A < 0 l'equazione ha tre radici, una negativa e due positive (comprese
fra 2 e 4);

per A = 0 l'equazione ha infinite radici, pitt precisamente ogni z €]0,2[ e = = 4;

per A > 0 ’equazione ha una radice positiva, con = > 4.

4) Per le proprieta del logaritmo I'integrale in questione puod anche essere riscritto come

/*mlog(x—i-l)—log:r;dx_/+°°10gx%1d$_/+0010g(1+%) d
1 1 1

xre x xre

Dal momento che la funzione integranda e positiva nell’intervallo di integrazione e che
log(1+t) ~ t per t — 0 (e dunque log (1 + 1) ~ 1 per z — +00), I'integrale dato converge
se e soltanto se converge l'integrale
+o0 1
/1 rotl dx

Cerchiamo ora una primitiva F' della funzione

e dunque per a > 0.

log (1+ 1)
f(x) = —
sull'intervallo [1, +oo[. Ponendo ¢t =1+ 1 si ha dt = —% dz e quindi

log (14 2 1
/ g( :c) dx:—/logtdt:—tlogt—i-/t';dt:_tlogt+t+cz

1'2
1 1 1
:—<1+—)10g(1—|——)+1+—+0
Z T Z

Ponendo ad esempio C' = —1 si trova la primitiva

F(x)z—(l%—é)bg(l%—i)—l—%



Ma allora si ha, posto M > 1,
Mlog (142 1 1\ 11"
1 x x x T,
1

Passando al limite per M — 400 si trova

T log (14 1)
/1 5 dr = 2log2 ~ 1.



