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Capitolo 1

Successionl e serie in ambito reale e
complesso

1 Successioni e sottosuccessioni

(1.1) Teorema Sia (v;) una successione in R. Allora esistono due sottosuccessioni
(x,,(h)) e (x,\(h)) di (xp) tali che

lim ;) = limsup zy,

h h

liflln Txn) = limhinf T, .

Dimostrazione. Poniamo

¢ = limsup xy,
h

e consideriamo anzitutto il caso ¢ € R. Costruiamo ricorsivamente una funzione v:N—N

ponendo

v(0)=min{neN: (-1<uz, <l+1},

h+2 h+2
In effetti, poiché ¢4 1 ¢ un maggiorante definitivo per (xy), esiste kg € N tale che z,, < (41

1 1
Vh € N: V(h—i—l)zmin{nEN: n>y(h),€——§$n§f+—}.

per ogni n > ky. Poiché ¢ — 1 non ¢ un maggiorante definitivo per (xy), esiste ng > ko
tale che z,,, > ¢ — 1. La definizione di v(0) ¢ quindi ben posta.

Supponiamo ora di aver costruito v(h). Poiché ¢ + h+r2 e un maggiorante definitivo

per (z,), esiste k1 € N tale che z,, < { + h+L2 per ogni n > ky,,1. Poiché ¢ — h+r2 non ¢
un maggiorante definitivo per (xy,), esiste

np1 > max {kpy1,v(h)}

5



6 CAPITOLO 1. SUCCESSIONI E SERIE IN AMBITO REALE E COMPLESSO

tale che xy,,, > ¢ — ;5. Pertanto anche la definizione di v(h + 1) & ben posta.

Evidentemente risulta

1
: - < <04 —
VheN: v(h)<vh+1), 14 h+1‘xu(h)_€+h—l—1

In particolare v e strettamente crescente, per cui (x,,(h)) ¢ una sottosuccessione di (zy,).

Dal Teorema del confronto si deduce che
li =/,
llgn IL‘V( h) 12

Consideriamo ora il caso ¢ = +o00. Costruiamo ricorsivamente una funzione v:N—N
ponendo

v(0) =min{n e N: z,, >0},
VheN: vh+1)=min{neN:n>v(h),z, >h+1}.

In effetti, poiché 0 non ¢ un maggiorante definitivo per (x,), esiste ny € N tale che x,,, > 0.
La definizione di v(0) ¢ quindi ben posta.

Supponiamo ora di aver costruito v(h). Poiché h+ 1 non ¢ un maggiorante definitivo
per (x), esiste np1q > v(h) tale che x,,,, > h + 1. Pertanto anche la definizione di
v(h + 1) & ben posta.

Evidentemente risulta
VheN: v(h)<vh+1), Tyny > h.

In particolare v e strettamente crescente, per cui (xy(h)) & una sottosuccessione di (zy).

Per il Teorema del confronto si ha
hirln Ty(n) = +00.
Nel caso ¢ = —oo, infine, si ha
limz, = —o0,
h

per cui basta porre v(h) = h per ogni h € N.
La dimostrazione riguardante il limite inferiore e simile e puo essere svolta per

esercizio. m



2. SERIE 7

(1.2) Corollario Sia (z;) una successione in R. Allora esistono { € R ed una
sottosuccessione (x,,(h)) tali che

limx,p =¢.
I}ILH T (h)
In altre parole, R é sequenzialmente compatto.
Dimostrazione. Si tratta di un’ovvia conseguenza del teorema precedente. m
Ricordiamo che dal corollario precedente segue il seguente risultato generale.

(1.3) Teorema Ogni successione limitata in K" ammette una sottosuccessione

convergente.
Come conseguenza, si ottiene una fondamentale proprieta di R.

(1.4) Teorema (Criterio di convergenza di Cauchy) Una successione (xp,) in R é

convergente se e solo se e di Cauchy. In altre parole, lo spazio metrico R e completo.

Dimostrazione. E un fatto generale che ogni successione convergente e di Cauchy. Vi-
ceversa, sia (z) di Cauchy in R. Ne segue che (z) ¢ limitata. Per il Teorema (1.3)
esiste una sottosuccessione (x,,(h)) convergente a ¢ € R. Essendo di Cauchy, (x},) stessa e

convergente a £ € R. m

2 Serie
(2.1) Teorema (Prodotto secondo Cauchy di due serie) Siano > x, e > yp due
h=0 h=0

serie assolutamente convergenti in C e sia
h
Zh = E TiYn—j -
7=0

o0
Allora la serie Y zj, € assolutamente convergente e
h=0

S () (5)
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Dimostrazione. Risulta

Zmr A NITE (Z\m) (é\ym) |

h=0 j=0

per cui la serie Z |z| ¢ assolutamente convergente, quindi convergente.
=0
Risulta anche

2k k k k—1 2k— 2k 2k—h
S () &) - [R5 r) 2 (0 5l
h=0 h=0 h=0 h=0 j=k+1 h=k+1 7=0
k—1 2k—h 2k—h
< (’xh’ > |yj|> + Z <|£Eh| > |y]~|> <
h=0 j=k+1 h=k+1 =0
<

(o) (2 1)+
+ (im) (im) .

Passando al limite per £ — 400, ne segue che
> (Xn) (Sm) -0

per cui la dimostrazione ¢ completa. m

o

(2.2) Teorema (Criterio di condensazione per le serie) Sia ) x), una serie a
h=0

termini reali positivi tale che la successione () sia decrescente. Poniamo y, = 2" zon.

Allora la serie Y xp, é convergente se e solo se la serie Y y, € convergente.
h=0 h=0

Dimostrazione. Risulta

antl_g
Vn>0: Z rp < 2"Ton =y,
h=2n
n 1
) -1
Vn>1: Z xp > 2" xgnzﬁyn,
h=2n—-141
per cui
2n+1 1

Z xh<xo+2yh,
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2n 1 1 n

> — yo+ = .
th_ﬂfo—i‘fﬁ 2y0+221/h
h=0 h=0

o0 o
Se la serie ) y, ¢ convergente, si ha che la serie ) x;, non puod essere positivamente
' h=0 h=0
divergente.

o0 o0
Se invece la serie > yp, € positivamente divergente, si ha che la serie > xj, non puo

h=0 h=0
essere Convergente. |

Esercizi

1. Sia
1

Vh+1'

oo
Si dimostri che la serie > x;, € convergente, mentre la serie prodotto secondo Cauchy di

Th = (—l)h

h=0
oo
> @, per se stessa non ¢ convergente.
h=0

o o
2. Siano ) xj una serie assolutamente convergente, » y, una serie convergente e

h=0 h=0
o0 o o
sia Y z, la serie prodotto secondo Cauchy di Y xp, per Y yp.
h=0 h=0 h=0
[e.e]
Si dimostri che la serie ) z, ¢ convergente e che
h=0

o0 o0 o0
E Zn = E Th E Yh
h=0 h=0 h=0

3. Si studi con i criteri della radice, del rapporto e di condensazione la convergenza

della serie
=1
Z ﬁ s o > 0 .
h=1



Capitolo 2

Funzioni esponenziali e circolari

1 La funzione esponenziale

(1.1) Proposizione Per ogni z € C la serie

2
h=0

¢ assolutamente convergente.

Dimostrazione. Se z = 0 il fatto e evidente. Se z # 0, risulta

|z|PHL Al I ||
1 ———— 5 = 1111
R (h+1D)! | T h+1

=0.

La tesi discende allora dal criterio del rapporto. m

(1.2) Definizione Per ogni z € C poniamo

. = Zh
expzi=Y 1
h=0

La funzione exp : C — C si chiama esponenziale complesso.
(1.3) Teorema La funzione exp : C — C ¢ continua. Inoltre valgono i sequenti fatti:
exp0=1,

Vz,w € C: exp(z +w) = (exp z)(expw),
Vze C: expz#0,

10
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Vz € C: exp(—2z) = (expz)~ ",

expz = expz,

VzeC:
-1
lim P 1,
z—0 z
Dimostrazione. Evidentemente exp(0 = 1. Per la formula del binomio di Newton si ha

h
1.1,

1 e
ol =53 ()2 - 25

Per il teorema sul prodotto secondo Cauchy di due serie, ne segue

exp(z + w) = (exp z)(expw) .

Poiché
—2)) = (exp z)(exp(—2)),

1 =-exp0=exp(z+(

—z) = (expz)~ L.

si ha exp z # 0 ed exp(
Risulta
z

DD IS

Passando al limite per & — 400 e tenendo conto della continuita della funzione coniugato

si ottiene exp; = exp 2.
Per ogni z € C con |z| <1 si ha

OOZ
hZF

oo
Zh

e

h=0

2
,_th, (exp )22

|(expz) — 1 — z

Ne segue
R 1' < (exp ).
z
da cui
lim P2 2 ! =1.

z—0 z

A maggior ragione si ha
limexpz =1,
z—0
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per cui

3}1_1& expw = ilill)z exp(z + (w —2)) = illnm(expzexp(w —2z)) =expz.

Pertanto la funzione exp e continua. m

(1.4) Corollario Sia z € C e sia f : R — C la funzione definita da f(x) = exp(zz).
Allora f € derivabile e

Ve eR: f'(z) = zexp(zx).

Dimostrazione. Se z = 0, il fatto € ovvio. Altrimenti si ha

exp(z€ — zx) — 1

lim exp(2t) — exp(za) = lim (z exp(zz)
P E—u =

) = zexp(za)

z€ — zzx

da cui la tesi. m

(1.5) Proposizione Per ogni v € R si ha expx € R.

Dimostrazione. Se x € R, si ha x = x. Ne segue

eXpr = exXpr = expz.

Pertanto expz € R. m

(1.6) Definizione La funzione expy : R — R si chiama esponenziale (reale). Per

semplicita viene denotata con lo stesso simbolo exp.
(1.7) Teorema Per ogni z,y € R si ha

exp(z +y) = (expz)(expy),
expr > 1+ .
Inoltre exp e l'unica funzione da R in R con tali proprieta.

Dimostrazione. La formula riguardante exp(z + y) discende dalla corrispondente formula

in ambito complesso.
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D’altronde, per ogni x € R, risulta

7\ 2
expr = (expg) >0.

Inoltre dal Corollario (1.4) segue che la funzione exp ¢ derivabile con
Ve e R: (exp)'(x) =expux,

per cui exp ¢ derivabile due volte con
Ve eR: (exp)’(z) =expx.

Se x > 0, dalla Formula di Taylor col resto di Lagrange si deduce che esiste t €]0, [ tale
che
1 2
expx = 1+$+§(expt)x >1+x.

Se x < 0, la dimostrazione ¢ analoga.

Infine, sia g : R — R un’altra funzione tale che

Ve,y eR:glz+y) =g(x)gly), gl@)=1+w.

Risulta che g(0) = 1 e che g & derivabile con ¢'(x) = g(z) per ogni z € R. Posto
9(@)
p

o(z) = , si ha che ¢ : R — R ¢ derivabile con
exp

g'(v)expz —g(z)expr  g(x)expr — g(z)expa

(expx)? - (exp )2 -

¢'(x) =

Ne segue che ¢ & costante. Poiché exp0 = g(0) = 1, deve essere ¢ = 1, ossia g = exp. m

(1.8) Osservazione FEvidentemente risulta

=1
€:Zm
h=0

Esercizi
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1. Si dimostri che per ogni k£ € N si ha

. exp T
lim = +00.
r——+00 xk

2. Si dimostri che il numero e ¢ irrazionale.

2 Le funzioni circolari

(2.1) Definizione Per ogni z € C poniamo

exp(iz) + exp(—iz)
2 Y

COs 2z =

exp(iz) — exp(—iz)
21 .

sin z :=

Le funzioni cos : C — C e sin: C — C si chiamano rispettivamente coseno e seno.

(2.2) Teorema Le funzioni cos : C — C e sin: C — C sono continue. Inoltre valgono
1 sequenti fatti:

Vz e C: exp(iz) =cosz+isinz,
cos0=1, sin0 =0,
Vz,w € C: cos(z + w) = cos zcosw — sin zsinw,

Vz,w € C: sin(z + w) = sin z cosw + cos z sinw ,

Vz € C: cos(—z) = cos z, sin(—z) = —sinz,
Vze C: cos?z+sinz=1,
Vze C: COS;:COSZ, sin;:sinz7
1 ;

iy C087 _0. imsmzzl’

z—0 yA z—0 Zz
o0 L 22 ‘ o0 L a2h

VZGC: COSZ:Z(—l) (Qh)' s SIHZ:Z(—l) m

h=0 h=0
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Dimostrazione. La continuita di coseno e seno segue per composizione dalla continuita

dell’esponenziale complesso. Dalla definizione segue immediatamente che
Vz € C: exp(iz) = cosz +isinz,

cos0=1, sin0 = 0.

Inoltre si ha

exp(iz) + exp(—iz) exp(iw) + exp(—iw)
2 2
exp(iz) — exp(—iz) exp(iw) — exp(—iw)
2 2

COSzCOoSw — sinzsinw =

1
= 1 (exp(iz + iw) + exp(iz — iw) + exp(iw — iz)+

+exp(—iz — iw) + exp(iz + iw) — exp(iz — iw) +

— exp(iw — iz) + exp(—iz — iw)) =

_ exp(iz + iw) +2exp(—zz —w) _ cos(z +w).

In modo simile risulta

exp(iz) — exp(—iz) exp(iw) + exp(—iw)
21 2
exp(iz) + exp(—iz) exp(iw) — exp(—iw)
* 2 2

sin zcosw + cos zsinw =

1 o L . .
= I (exp(iz + iw) + exp(iz — iw) — exp(iw — iz)+
i

—exp(—iz —iw) + exp(iz + iw) — exp(iz — iw) +

+exp(iw — iz) — exp(—iz — iw)) =

_ exp(iz + iw) —2§Xp(—zz —w) _ sin(z + w).
i

Dalla definizione di cos e sin segue direttamente che
Vz e C: cos(—z) =cosz, sin(—z) = —sinz,

Vze C: cos?z+sinz=1,

Vze C: cosz=cosz, sinz = sin z .

Risulta

cosz—1  exp(iz) +exp(—iz) —2 i (exp(z'z) —1  exp(—iz) — 1)
2 ' ’

z 2z 12 —1z
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per cui

In modo simile si ha

sinz  exp(iz) —exp(—iz) 1 (exp(iz) —1 N exp(—iz) — 1
z 2iz 2 ’

12 —1z
da cui

. sinz
lim =1.
z—0 Zz

Infine risulta

cos s — exp(iz) + exp(—iz) _

2
1 (X (i) & L (i2)"
- 5(2 Al 2.1 o
h=0 h=0
B 1 0 (zz)% B > N 22h
B 522(%)! =21 (2h)!
h=0 h=0
Analogamente si ha
Gny — exp(iz)—éxp(—zz):
21
1 (& (i) & , (i2)"
B Z(Z Y ) =
h=0 h=0
B 1 o (Z‘Z)2h+1 B 0 N Z2h+1
- ZZQ(QhH)' (=1) (2 + 1)1’

da cui la tesi. m

(2.3) Proposizione Per ogni v € R si ha cosz € R esinz € R.

Dimostrazione. Poiché x = x, risulta

COST = COST = COST,

sinx =sinx =sinz,

dacuicosz € Resinz € Rm
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(2.4) Definizione Le funzioni cosg : R = R e sing : R — R vengono ancora chiamate

con gli stessi momsi coseno e seno e denotate con gli stessi simboli cos e sin.
(2.5) Teorema Per ogni z,y € R si ha
cos’z +sin®z =1,

cos(x +y) = cosxcosy —sinzsiny,
sin(z +y) = sinz cosy + cosxsiny,

sin
0<|z]<1 = cosz < —<1.
x

Inoltre (cos,sin) & l'unica coppia di funzioni da R in R con tali proprieta.

Dimostrazione. Le prime tre formule discendono dalle corrispondenti formule in ambito
complesso.

Sia ora z € R con 0 < || < 1. Osserviamo anzitutto che per ogni k > 1 risulta

2k 2h 2k 2h
i X
(-1 < (=1)" 0
2 s 2 TV

In effetti questo equivale a

1‘4k_2 l’4k I’4k_2 $4k

T T S Ty Ty =Y

ossia

—(4k + 1)dk(4k — 1) + (4k + 1)a* < —(4k + D)4k +2° <0

che a sua volta equivale a

2 < (dk + 1)(4k — 2).

Quest’ultima disuguaglianza ¢ certamente vera per |z| < 1e k > 1.

Risulta quindi

1+Z

2h

Z 2h+)<1’

ossia

sinx
cosr < — <1.
T
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Sia infine (f, g) una coppia di funzioni da R in R con le stesse proprieta. Risulta che
f(0) =1, g(0) = 0 e che f,g sono derivabili con f'(x) = —g(x) e ¢'(x) = f(z) per ogni
_ f(@) +igla)

exp(izx)

Sz) = (ff<:c)+¢g/(a:))exp(z‘x)—_i;) () + ig(x)) exp(iz) _
(

x € R. Posto p(z) , si ha che ¢ : R — C ¢ derivabile con

(exp(iz))?

(=g(z) +if (&) exp(ix) — (if (x) — g(x)) exp(iz)
(exp(iz))?

Ne segue che ¢ ¢ costante. Poiché exp0 = f(0) +ig(0) = 1, deve essere p(z) = 1, ossia

=0.

f(z) +ig(x) = exp(iz) = cosz + isinz. Ne segue f(z) =cosz e g(x) =sinz. m

(2.6) Definizione Per ogni z € C con cos z # 0 poniamo

sin z

tan z = .
COS 2

La funzione tan si chiama tangente.

(2.7) Osservazione Sez,z' € C e p,0 € 0,400, 9,9 € R sono tali che

/!

z=o(cost +isind) , 2= ¢ (cos ¥ +isin?') ,
risulta
z = gexp(i), 2 = g exp(i)'),
27 = (00') exp (i(V + 7))
2= oexp(—iv),

1

240 = 27" = o lexp(—iv),

2" = 0" exp(ind).

3 Il teorema fondamentale dell’algebra

(3.1) Teorema (fondamentale dell’algebra) Sia

P(z) = Z a2
k=0
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una funzione polinomiale complessa con n > 1 ed a, # 0.

Allora esiste z € C tale che P(z) = 0.

Dimostrazione. Sia ((;) una successione in C tale che

) 1

Per ogni z # 0 risulta

n—1 n—1
[P(2)] > anll2]" = laxll2l* = |2[" (Ianl -3 |%|IZ|’“") :
k=0 k=0
Poiché

n—1
. n o k—n —
Jim ¢ (Ianl > alt ) +00,

k=0
esiste R > 0 tale che

n—1

-t o k—n :
Vi>R:t <|an| Z|ak|t >>£€1£|P(z)|+1.

k=0
Ne segue |(,| < R per ogni h, per cui la successione ((;) ¢ limitata.
Sia (Cy(n)) una sottosuccessione convergente a z, € C. Per la continuita della funzione
| P|, risulta
P = lim |P(¢, = inf |P(2)].
|P(z0)| = lim | P(Guqw)| = inf |P(2)
Pertanto

Vz e C: |P(z)| < |P(2)].

La tesi sara dimostrata, se proviamo che P(zy) = 0.

Sia @ il polinomio definito da Q(z) = P(z + zp). Sara

Qz) = Z by 2*
k=0

con b, = a,, ed inoltre
V2 e C: [Q(0)] < |Q(z)].

Si tratta di dimostrare che Q(0) = 0, ossia che by = 0.
Sia j taleche 1 <j<n,b; #0e

Q(2) =bo+ > b2*.
k=j
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Sia w € C tale che by + bjw? = 0. Allora si ha

t—0 tJ

=0.
Se per assurdo fosse by # 0, esisterebbe ¢ €]0, 1] tale che

J 1 J
Ne seguirebbe

Q(tw)| < [Q(tw) — by — bj(tw)’] + [by + b;(tw)’| <
1 . . 1 .
< §|bo|t] + [bo| (1 = t7) = [bo| — §|bo|tj < |Q(0)],

il che ¢ assurdo. m

Esercizi

1. Sia

n

P(z) = Z a2’

k=0

con ag, . ..,a, € R esia z € C tale che P(z) = 0. Si dimostri che P(;) = 0.

2. Siano ag,...,a, € R e sia

P(z) = Z apr”
k=0

conn > 1ed a, # 0. Si dimostri che P(x) ¢ divisibile esattamente per (z — «) oppure

per (2% — Bz + 7) per un’opportuna scelta di a, 3,7 € R con 5% < 4.



Capitolo 3

Calcolo integrale

1 Formula di Taylor col resto integrale

(1.1) Teorema (Formula di Taylor col resto integrale) Siano a,b € R, = € [a, b,
keNef:[ab — R una funzione derivabile (k + 1)-volte con derivata (k + 1)-esima

continua.
Allora per ogni & € [a,b] si ha
k

=3 g~ + L[ e - ot

Dimostrazione. Ragioniamo per induzione su k. Per £ = 0 si ha

+ /: f(t)dt

Supponiamo ora che la tesi sia vera per un certo k. Si ha

FE)-3 =0 ()€ —a) = — / PR () € — 0 dt— L O ) ¢ —
pt! S TEE =0 )L (k + 1) AT

P RSk Sy SV

t=x

21
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risulta
o 1 1 ¢
fO = w7 fM@E—a" = & [ (FH00) - F& D) (6 - )" dt =
2] 1/,
_ 1 1 by E=BF1]E
- y{ {‘ (f R

B (—k 1l / FE @) - 04+ dt,

da cui la tesi. m

(1.2) Corollario Per ogni x €] — 1,1] si ha

log(1 + x) i

h=1

Dimostrazione. Anzitutto la serie
oo
> (-
h=1
e assolutamente convergente per |z| < 1 per il criterio del rapporto e convergente per

x = 1 per il criterio di Leibniz.

Sia f(z) = —log(1l — x). Si verifica facilmente per induzione che
k—1)!
>1: f® = (

Ne segue per ogni z € [—1,1]

k 1 k T AV
f(x):Z—!f(h)(o)thr% f“““)(t)(x—t)’“dt:Z%x’Ur/O %dt.

per cui
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Ne segue

Se invece —1 < x <0, si ha

/j%dt' _ /mo(fﬁ__—ljgildtﬁfmo(t—x)kdt:
[M} GO P

k+1

Ne segue anche in questo caso

x—t
hm/ 1_tk+1dt:0’

per cui
Ve e |[—1,1]: —log(l —x) = —.
L1k —log(1 =) =305

Scambiando x in —z, si ottiene la tesi con facili passaggi. m

(1.3) Teorema Siano a,b € R con a < b e sia f : [a,b] = R una funzione continua.

Allora per ogni € > 0 esiste 6 > 0 tale che

Zf@ i) - /abf

ogniqualvolta a = xg < -+ < x, =b, § € [z;_1,7;] €

<e€

ijl,---,n: ij—l'j,1<6.

Dimostrazione. Dato € > 0, esiste 6 > 0 tale che

€
b—a’

Ve, & efab]: [€ =& <6 = |f() - f(E")] <
Se a =xy < --- < x, =b ¢ una qualunque suddivisione di [a, b] tale che
Vi=1l,---,n:x;—xj_1 <9

e se &}, &} sono punti di minimo e massimo per f su [z;_1,z;], risulta |} — £{| < 0. Ne

segue

Zf(f;’)(%'—ﬂ?j 1 Zf —zjq) <€,
j=1
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quindi
b n n
/ f=e < ) FEN —xjm) —e <Y FEN (w5 — o) <
a j=1 j=1
n n b
< D FEN (s —xim) <D FE) (@ —w) +e < / f+e.
i=1 i=1 a
Se ora &; € [r;-1, 7], si ha f(&}) < f(&;) < f(&}), quindi
b n n
JREEED WG RN ES S R
a j=1 j=1

n b
< YA ) < [ e

da cui la tesi. m

Esercizi

1. Si dimostri che il Teorema (1.3) continua a valere nellipotesi che f sia solo

integrabile.

2 Integrazione delle funzioni razionali

(2.1) Teorema Siano a, 3,7 € R cony # 0 em € N con m > 2. Valgono allora i

sequenti fatti:

1
/ dx =log|x — a| + ¢ su | —oo,a e sula,+oof,
r—a«

/(x;ﬁdm:llog((.r—ﬁ)2+72)+c,

r =)+ 2
1 _l r—f
/mdx—ﬁyarctan(—v )+c,
1 1
/(I—a)mdx:_(m_1)<$_a)m—1+C su | — oo, af e su|a,+oof,
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:C—ﬁ _ 1 .
/<@—ﬁV+v%m¢”‘ 2m — 1)((x — B + 1

1 - v p
/ @Bt ™ = Am— D@ Bt A
2m — 3

1
Tom - 1) / (=D

Dimostrazione. La prima e la quarta primitiva sono immediate. Tenendo conto che

-8 R (e N
/fu—ﬂv+wwd$‘2/fm—ﬁV+wwd’

si ottengono facilmente anche la seconda ed la quinta primitiva. Risulta

I T = R G

Infine si ha

1 _ 1 x—pf —|—'y—(x_6)2 o
/((x_ﬁ)”v?)mdm B / EETT
- 72/((ac—5) RPN dx +
1 B 2(x — ) -
“ 5%( g
- _/ 3)2 + 72 rdr +
((x — +7 Y=
—B
2( —1)2 ((x — B 42 +
! 1
_2(m — 1) / ((x = B)? 4+ ~2)m-1 dx =
_ z— i
2(m — D)2((z — B)2 + »2)m1

2m — 3

1
+2(m — 1)7? / ((x = B)2 4 2)m-1 %,

da cui la tesi. m

(2.2) Definizione Una funzione razionale P/Q si dice propria, se il grado del polinomio

P ¢ minore del grado del polinomio Q).
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Nel seguito denoteremo con gr (P) il grado di un polinomio P.

(2.3) Lemma Sia P/Q una funzione razionale propria e siano « € R e m € N con
m > 1 tali che Q(z) = (x — a)™Q(z) con Q(a) # 0.

Allora esistono a € R ed una funzione razionale propria Py/Qy tali che

gr(@Qr) <gr(Q)—1,
P(z) a Pi(x)
Q) o Qi)

Dimostrazione. Per ogni a € R risulta

P(z) a _ P(z) - aQ(x)

Q) (r—a)"  (z—a)mQ(x)
Poiché @(a) # 0, esiste uno ed un solo a tale che P(«) — aQ(a) = 0. Risulta allora

P(z) —aQ(z) _ (z—a)Pi(z) _ Pi(a)

(z—a)mQzx) (z-a)mQz) i(z)’

dove Q1(z) = (# — &)™ 'Q(x). Poiché gr (P —aQ) < gr(Q) — 1, la funzione razionale
Py /@ ¢ propria. m

(2.4) Lemma Sia P/Q una funzione razionale propria e siano B,y € R, v # 0, e
m €N, m > 1, tali che Q(x) = ((x — B)* ++*)" Q(z) con Q(B % iv) # 0.

Allora esistono b,c € R ed una funzione razionale propria Py/Qy tali che

gr(Q1) <gr(Q) -2,
P(z) bx + ¢ n P (x)
Qz)  ((z—=8)2+)"  Qi(x)

Dimostrazione. Per ogni b, c € R risulta

P(z) bx + ¢ _ P(2) — (bx + ¢)Q(x)

Q)  ((@=B2+"  ((z—p)2++2)"Qlz)
Poiché @(ﬁ +1iy) #0 ey #0, il sistema

. P(f 4 i)
wWb+e = ———=~
Prmbte = Savi)
, P(B —1iv)

— )b+ = —=
(b -imb+ QB —iv)
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ammette una ed una sola soluzione (b, ¢) in ambito complesso. Tenendo conto che P e @
sono polinomi a coefficienti reali, si verifica facilmente che anche (b, ¢) € una soluzione del
sistema. Per 'unicita, deve essere (b, c¢) = (b,c), ossia b, c € R.

Con tale scelta di b e ¢ risulta allora

P(x) = (br+c)Qx) _ ((z—B)*+*) Pi(z) _ Pi(z)

(= B2+ Q)  ((x=p)+72)"Qz) Qi2)’
dove Qi(z) = ((x — B8)2+~2)"""Q(z). Si verifica facilmente che la funzione razionale

Py /@ ¢ propria. m

(2.5) Teorema Ogni funzione razionale ammette una primitiva costituita da una

combinazione lineare a coefficienti reali di una funzione razionale e di funzioni del tipo
10g’17——(1|,

log ((z = 8)* +7%) ,

(=)
arctan { —— |
Y

Dimostrazione. Sia P/@) una funzione razionale. Si puo anzitutto eseguire la divisione

con a, B,y €R, v#0.

fra polinomi ottenendo P = QP; + R, dove P, e R sono due polinomi ed il grado di R e
minore del grado di (). Ne segue

P(x) R(x)

Q(x) Qx)

Naturalmente P; ammette per primitiva un polinomio. E quindi sufficiente trattare il

= Pi(z) +

caso in cui la funzione razionale P/Q ¢ propria.
A questo punto ragioniamo per induzione sul grado di ). Se ) ha grado 1, deve

essere

per cui la tesi discende dal Teorema (2.1).

Supponiamo ora che la tesi sia vera se gr(Q) < n e consideriamo il caso in cui

gr(@)=n+1.
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Se Q ammette una radice reale a, si ha Q(z) = (z — @)™Q(x) con Q(a) # 0. Dal

Lemma (2.3) si deduce che

P(z) B a Pi(x)
Q@) - Qi)

con gr(@) < gr(Q) —1 < n. Per l'ipotesi induttiva P;/(Q); ammette una primitiva

nella classe desiderata. D’altronde per il Teorema (2.1) anche il primo addendo ammette
primitiva nella stessa classe.

Se invece () non ammette radici reali, deve esistere per il Teorema fondamentale
dell’algebra una radice complessa (/5 4 i) con v # 0. Dal momento che i coefficienti di

@ sono reali, anche (5 — i7) ¢ una radice di ). Ne segue che ) ¢ divisibile per
(z =B —iy)(z = B+iy) = (r =) ++°.
Allora si ha
Q) = ((z =B +7)" Qx)
con Q(f + i) # 0. Dal Lemma (2.4) si deduce che

P(x) bxr + ¢ P (z)

Q@) (@=-Br+0" Qi)

con gr (@) < gr(Q)—2 < n—1. Per l'ipotesi induttiva P;/(); ammette una primitiva

nella classe desiderata. D’altronde

br + ¢ x—p 1

(O D (e e L) (e

La tesi discende allora dal Teorema (2.1). m

Esercizi

1. Sia R una funzione razionale di due variabili e sia ¢ : [1, +oo[— [1, +o0o[ definita

da
?+1

p(t) = 5
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Si dimostri che ¢ ¢ biiettiva e
(0(t)? =1 =1t—p(t),
o Hz) =z + Va2 —1.

Inoltre per ogni a,b € [1,400] si ha

#(b) b2 21\ 2 -1
/ R (V2 =1) dx:/R< ik > dt.
; ) ot

@ 2t 2

2. Sia R una funzione razionale di due variabili e sia ¢ : R —] — 7, 7[ definita da
©(t) = 2arctant.

Si dimostri che

11—t
t —
cos(o(1) = T 15
) 2t
sin(p(1) = o
o Hz) = tang :

Inoltre per ogni a,b € R si ha

#(®) b1 2t 2
/ R (cosz,sinz) dx = / R : dt
o(a) “ 1+t2"1+t2) 1+t




Capitolo 4

Spazi metrici e spazi normati

1 Spazi metrici completi

(1.1) Teorema (delle contrazioni) Sia X uno spazio metrico completo con X # () e
sia f: X — X un’applicazione lipschitziana di costante ¢ € [0, 1].
Allora esiste uno ed un solo & in X tale che f(§) =¢&.

Dimostrazione. Sia xy € X e sia (x,) la successione definita ricorsivamente da
Th1 = f (Jih) .

Dimostriamo che

(1.2) VYh >0 d(zp,on) < d(xy, m0) .

Per h =0la (1.2) ¢ vera. Se la (1.2) € vera per un certo h > 0, si ha

d(whi2, Thi1) = d(f(znia), f@n)) < ed(Thia, o) <
< cc'd(zy, 20) = (w1, 10)

per cui la (1.2) ¢ vera per h + 1. La (1.2) risulta quindi dimostrata per induzione su h.

Dimostriamo ora che per ogni h > 0 e per ogni 7 > 1 si ha

(1.3) d(zpyj, 0p) < (Z c’) d(xq1,x0) .

Per j =1 la (1.3) equivale alla (1.2), che ¢ vera. Se la (1.3) ¢ vera per un certo j > 1, si
ha

d(@hijt1, Tn) < d(@Thpjr1, Thgj) + d(Thay, 2n) <

30
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J

1
< ch+]d (x1,x0) ( cz) (21, 0)
=

(C’ + Z ) (21, 70) = " (Z Ci) d(z1,70),

=0
per cui la (1.3) & vera per j + 1. La (1.3) risulta quindi dimostrata per induzione su j.
In particolare, si ha per ogni h > 0 e per ogni j > 1

h

d(x1,x0) .

d(Thyj, xn) < ]

Dimostriamo allora che la successione () ¢ di Cauchy. Dato € > 0, sia h € N tale che

Ch

1—c

d(x1,x0) < €.

Se h,k > h e, per esempio, k > h, si ha k = h + j, quindi

h o
d <
1—c¢ (9131,330)_1_0

d(zg, 1) = d(Tpyj, zp) < d(x1,x0) < €.
Poiché X e completo, esiste £ € X tale che
lillin xp=£.
Dal momento che (zj,1) € una sottosuccessione di (z,), si ha
li}{ﬂ flzp) = hi{n Ther =E.
D’altra parte f e lipschitziana, quindi continua. Ne segue

lim /() = /(6),

da cui f(£) = £ per I'unicita del limite.

Se poi & fosse un altro elemento in X tale che f(£') = ¢, si avrebbe

(&, &) = d(f (&), F(£) < cd(&,€),

da cui
(1—-c)d(&¢) <0

quindi { = ¢ m
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(1.4) Definizione Sia X un insieme non vuoto e sia (Y,d) uno spazio metrico. Deno-
tiamo con B(X;Y) Uinsieme delle applicazioni limitate da X a valori in'Y e poniamo,

per ogni f,g € B(X;Y),

doo(f, 9) := sup{d(f(2), g(2)) : = € X} .

(1.5) Teorema Sia X un insieme non vuoto e sia (Y, d) uno spazio metrico. Allora du
¢ una metrica su B(X;Y). Inoltre, se (Y,d) é completo, risulta che anche (B(X;Y), dx)

e completo.

Dimostrazione. Osserviamo anzitutto che, fissato xy € X, si ha

d(f(x), g(x)) < d(f(x), f(x0)) + d(f(20), 9(x0)) + d(g(x0), g(x)) <

< diam (f(X)) + diam (g(X)) + d(f(x0), g(w0))

Pertanto d(f,g) < +o00. Inoltre gli assiomi (a), (b) e (¢) di metrica sono evidentemente

verificati. Siano ora f,g,h € B(X;Y). Per ogni z € X risulta

d(f(x), h(z)) < d(f(x), 9(x)) + d(g(x), M(2)) < do(f, 9) + dos(g, ) -

Ne segue

doo(f ) < doo(f,9) +dso(g, D),

per cui dy ¢ una metrica su B(X;Y).
Supponiamo ora che (Y, d) sia completo e consideriamo una successione di Cauchy

(fn) in (B(X;Y),d). Poiché per ogni = € X si ha

d(fu(z), fr()) < doo(fn, fr) 5

risulta che (f,(x)) ¢ una successione di Cauchy in Y. Allora per ogni x € X esiste uno

ed un solo f(z) € Y tale che
li}rln fu(z) = f(x).

Risulta cosi definita un’applicazione f : X — Y.
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Sia i € N tale che duo(fn, fx) < 1 per ogni h,k > h'. Allora per ogni z € X e per
ogni h,k > h' si ha
d(f(2), fi(z)) <1

da cui, passando al limite per & — +00, si ottiene

d(fn(z), f(x)) <1

per ogni x € X e per ogni h > h'. In particolare si ha per ogni z,y € X

d(f(x), f(y)) < d(f (@), fw(@)) + d(fw (@), fw(y)) + d(fw(y), [(y)) <

< 2+ diam (fi (X)) ,

da cui si deduce che f € B(X;Y).
Sia ora € > 0 e sia h € N tale che doo(fn, fi) < €/2 per ogni h,k > h. Ripetendo il

ragionamento precedente, si deduce che

d(fn(x), f(2))

IN

5
2
>

per ogni z € X e per ogni h > h. Allora per ogni h > h si ha

doo(fhaf)é%<57

per cui
lim fn=1

in (B(X;Y),dw). Pertanto (B(X;Y),d) € completo. m

(1.6) Definizione Sia X un insieme non vuoto e sia (Y, || ||) uno spazio normato su K.

Per ogni f € B(X;Y), poniamo

[flloe :=sup{[lf(z)]| - = € X} .

(1.7) Teorema Sia X un insieme non vuoto e sia (Y,|| ||) uno spazio normato su K.
Allora B(X;Y) ¢ un sottospazio vettoriale di Y e ||flloo ¢ una norma su B(X;Y)
che induce la metrica do. Se poi (Y, ||) € uno spazio di Banach su K, allora anche

(B(X;Y), ]| |loo) € uno spazio di Banach su K.
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Dimostrazione. Per ogni f,g € B(X;Y) si ha

[(f(z) +g(x) = (f(w) + gDl = I(f (=) = f(y) + (9(x) — g))[| <

< |f(z) = fFWl + [lg(z) — g(y)]| < diam (f(X)) + diam (g(X)) ,
per cui f+g € B(X;Y). Se poi A € K, si ha
[Af (@) = Af W) = [Al[[f (=) = f()] < [Aldiam (f(X)) ,

per cui anche \f € B(X;Y). Pertanto B(X;Y) ¢ un sottospazio vettoriale di Y.
Naturalmente si ha || f||cc = doo(f,0) €

doo(f59) = sup {[|f(z) — g(2)[| : v € X} =[|f — 9o -

Ne segue che gli assiomi (a) e (b) di norma sono verificati. Inoltre
1+ gllee = IIf = (=9)lloc = doc(f; —=9) < doo(f,0) + dec(0, —g) =

= doo(f,0) + ds(9,0) = || flloo + |9l oo

per cui anche la disuguaglianza triangolare della norma ¢ verificata.
Siano infine A € K e f € B(X;Y). Se A =0, & evidente che ||[Af|lco = |A|||f]loo- Se

invece \ # 0, si ha
Vo e X o IMf(2)]| = AL @) < A flloe

da cui

A lloo < AT Nloo -

Risulta anche

1£llee = NN e < ATHIA lloo = AT I Nloc »

ossia

A flloe < A fllos s

per cui [[Af]loo = |A|||f]loo- Se poi (Y, || ||) & completo, segue dal teorema precedente che
anche (B(X;Y), | |lw) € completo. m



1. SPAZI METRICI COMPLETI 35

(1.8) Lemma Siano X; uno spazio vettoriale su K, (X, || ||2) uno spazio normato su

Ke®: X, — Xy un’applicazione lineare ed iniettiva. Per ogni x in X, si ponga
[zl = [[®xll2 -
Allora || |1 € una norma su Xy. Se poi (Xa, | ||2) é uno spazio di Banach su K e
®(Xy) é chiuso in Xo, allora (X, || ||1) € uno spazio di Banach su K.

Dimostrazione. Si verifica facilmente che || ||; ¢ una norma su X (il fatto che [|z|; =0
implichi x = 0 segue dall’iniettivita di ).

Se poi X5 & completo e ®(X;) & chiuso in X5, allora ®(X;) & completo. D’altra parte
si verifica facilmente che ® : X; — ®(X;) € un’isometria suriettiva, per cui anche X; &

completo. m

(1.9) Teorema Siano (Xi,|| ||1) e (Xa, || ||2) due spazi normati su K. Per ogni L in
L(X1; Xs) poniamo

IL]] == sup {[| Ll - # € Xy, [y <17
Valgono allora i sequenti fatti:
(a) ||| éuna norma su L(X1;X5);
(b) per ogni L in L(X1; X2) e per ogni x in Xy si ha

[Lallz < [IL] s

(c) se (Xa,|| ||2) € uno spazio di Banach su K, anche (L(X1;X2),|| ||) é uno spazio di
Banach su K.

Dimostrazione.
(a) Poniamo D = {x € Xj : ||z||; < 1}. Dal momento che ogni L in £(X7; X5) ¢ limitata
su D, possiamo definire I'applicazione

O L(X1; X) = B(D; Xs)

L}—>L|D
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che ¢ evidentemente lineare. Se poi Lip =0 e x € X; \ {0}, si ha

Lo = ||z|h.L (i) —0,
llz||1

per cui L = 0. L’applicazione ® ¢ quindi anche iniettiva.
Poiché ||L|| = ||P(L)||co, si deduce dal Lemma (1.8) che || || € una norma su £(X7; X5).
(b) Se L € L(X1;X5) ex € X1\ {0}, si ha

1 T
L L, = HL (—)
EL Tl

Ll < L[|l

< [ILIf,
2

da cui si deduce

disuguaglianza evidentemente vera anche per x = 0.
(¢) Dimostriamo che ® ha immagine chiusa. Sia (Lj) una successione in £(X;; X») tale

che (®(Ly)) sia convergente a f in B(D; X5). In particolare
VeeD: li}{ﬂth = f(x).

D’altronde per ||z||; > 1 si ha

T
Lnz =zl L (m) ’

. x
h;LnLh:c = |lz|l.f (—) .

[

quindi

In conclusione, per ogni x € X esiste uno ed un solo L(z) € X, tale che
li}ILn Lpx = L(x)

e si ha L(z) = f(x) per ogni x € D. Rimane cosi definita un’applicazione L : X; — X5

tale che L|p = f. Passando al limite per h — +oo nelle relazioni
Ly(z +y) = Lyx + Lpy,

Lh()\l') = /\LhLC,

si deduce che L ¢ lineare.
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Se poi € X; \ {0}, si ha

gy vt = e ()L =1 G,

Ve e Xy o || Lallz < ([ fllollzfls -

< [l flloo »

quindi

Ne segue che L ¢ continua, per cui f = L|p appartiene all'immagine di ®. L’applicazione
® ha pertanto immagine chiusa.

Per il Lemma (1.8) ed il Teorema (1.7) si conclude che (£(X7; X5), || ||) ¢ di Banach,
quando (Xs, || ||2) € di Banach. m

2 Spazi metrici compatti

Per uno studio approfondito della nozione di compattezza ¢ opportuno disporre di alcune

nozioni che ora introduciamo.
(2.1) Definizione Siano X un insieme, E C X e {F;: j€ J} una famiglia di
sottoinsiems di X .

Diciamo che {F; : j € J} é un ricoprimento di E, se

Ec|JF.

jeJ

(2.2) Definizione Siano X un insieme, E C X, {F;: j € J} un ricoprimento di E e
{Gk : k € K} un’altra famiglia di sottoinsiemi di X .
Diciamo che {Gy : k € K} ¢é un ricoprimento di E subordinato a {F} : j € J}, se

EQUGk

keK

{Gr: ke K}y CA{F;: jeJ}.
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(2.3) Definizione Uno spazio metrico X si dice compatto (per ricoprimenti), se ogni
ricoprimento di X costituito da sottoinsiemi aperti ammette un ricoprimento subordinato

finito.

(2.4) Teorema Sia X uno spazio metrico. Allora sono fatti equivalenti:

(a) X ¢é sequenzialmente compatto;
(b) X e compatto per ricoprimenti;

(¢) ogni ricoprimento numerabile di X costituito da sottoinsiemi aperti ammette un

ricoprimento subordinato finito.

Dimostrazione.
(a) = (b) Sia {A; : j € J} un ricoprimento di X costituito da sottoinsiemi aperti.
Dimostriamo anzitutto che esiste r > 0 tale che ogni B (z,7) con x € X & conte-
nuto in qualche A;. Supponiamo per assurdo che 'affermazione sia falsa. Allora, posto
rn, = 1/(h + 1), esiste una successione (z5,) tale che ogni B (zp,7,) non & contenuto in
nessun A;. Sia (x,()) una sottosuccessione convergente a ¢ in X. Sia j, € J tale che
(€ Aj, esia o> 0 tale che B (¢, p) C Aj,. Scegliamo h € N in modo da avere r,;) < 0/2
e d(xyny,l) < 0/2. Per ogniy € B (a:,,(h), ry(h)) risulta allora

d(y. 0) < d(y, mg) + d(womy, 0) < Ty + 5 < 0.

Pertanto si ha

B (2u(n), 7vn)) € B (€, 0) C A, .

Questo e assurdo, perché per costruzione B (x,,(h), r,,(h)) non ¢ contenuto in nessun A;.
Dimostriamo ora che esistono xg, ..., x; € X tali che X = Uﬁ:o B (zp, ). Supponia-
mo per assurdo che 'affermazione sia falsa. Proviamo allora che esiste una successione
(xp) in X tale che
h
VheN: app & | B (1) .
j=0

Infatti, fissato xy a piacere e supposto di possedere xq, ..., x,, risulta

X #|JB(z,r) .

J=0
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Esiste quindi
h

Thi1 EX\UB(ZL‘j,’f’) .

Jj=0

Evidentemente si ha d(zj,zr) > r ogniqualvolta h # k. Pertanto (z;) non ammette
nessuna sottosuccessione di Cauchy, quindi nessuna sottosuccessione convergente, contro

I'ipotesi che X sia sequenzialmente compatto.

A questo punto, per ogni h =0,...,k sia j, € J tale che B (z;,r) C A;,. Ne segue

k k
X = UB(xh,r) C UAjh’
h=0 h=0
per cui {4;,,..., A, } ¢ un ricoprimento finito di X subordinato a {A; : j € J}.

(b) = (c¢) Ovvio.

(¢) = (a) Sia (z5,) una successione in X e sia C} la chiusura di {z), : h > k}. Eviden-
temente Cj, 1 € Cy e Cp # 0 per ogni k € N, per cui ogni intersezione di un numero
finito di Cy ¢ non vuota. Allora {X \ Cj : k € N} ¢ una famiglia numerabile di aperti e
X non puo essere ricoperto con un numero finito di tali aperti. Per l'ipotesi (¢) la famiglia

{X \ Ck : k € N} non puo essere un ricoprimento di X, quindi esiste

te X\ J&X\ G,

keN

ossia

te()Ck.

keN
Dimostriamo che esiste un’applicazione strettamente crescente v : N — N tale che
d(Zymy, ) < 1/(n +1). Poiché £ ¢ aderente a {xj, : h > 0}, esiste v(0) > 0 tale che
d(xy(0), ) < 1.
Supponiamo ora di possedere v(n). Poiché ¢ ¢ aderente a {z, : h > v(n)}, esiste
v(n+1) > v(n) tale che d(z,m+1),¢) < 1/(n+2).

Evidentemente (x,,(n)) € una sottosuccessione convergente a /. m
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3 Equivalenze fra metriche e fra norme

(3.1) Definizione Due metriche dy e dy su un medesimo insieme X si dicono

topologicamente equivalenti, se le applicazions

Id : (X,dl) — (X,dg)

Id : (X7d2) — (X,dl)

sono continue.

(3.2) Teorema Siano dy e dy due metriche topologicamente equivalenti su un insieme
XesianoUCX exe X.
Allora U € un intorno di x rispetto alla metrica dy se e solo se é un intorno di x

rispetto alla metrica ds.
Dimostrazione. Si tratta di una conseguenza della definizione di continuita. m

Se in uno spazio metrico (X, d) la metrica d viene sostituita da un’altra metrica d’
topologicamente equivalente a d, non cambiano tutte quelle nozioni che sono riconducibili
agli intorni, quali le nozioni di aperto, chiuso, limite, continuita, compattezza, connessione,

ete.

(3.3) Definizione Due metriche dy e dy su un medesimo insieme X si dicono

uniformemente equivalenti, se le applicazioni

Id: (X,dy) — (X, ds)

Id: (X, ds) — (X, dy)

sono uniformemente continue.

(3.4) Teorema Siano dy e dy due metriche uniformemente equivalenti su un insieme
X.

Valgono allora 1 sequenti fatti:
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(a) le metriche dy e dy sono topologicamente equivalenti;

(b) una successione (xy) é di Cauchy rispetto alla metrica dy se e solo se é di Cauchy

rispetto alla metrica dsy;

(¢) (X,dy) é completo se e solo se (X,dy) é completo.

Dimostrazione. La (a) e la (b) sono evidenti. La (¢) ¢ una conseguenza della (a) e della

(b). m

(3.5) Definizione Due metriche di e dy su un medesimo insieme X si dicono

equivalenti, se le applicazion:

Id: (X,dy) — (X, ds)

Id: (X,ds) — (X, dy)

sono lipschitziane.

(3.6) Teorema Siano d; e dy due metriche equivalenti su un insieme X.

Valgono allora i sequenti fatti:
(a) le metriche dy e dy sono uniformemente equivalenti;

(b) (X,dy) é limitato se e solo se (X, dy) é limitato.

Dimostrazione. Le affermazioni sono evidenti. m

(3.7) Proposizione Siano || ||1 e || |2 due norme su un medesimo spazio vettoriale X
su K e siano dy e dy le metriche indotte da || ||1 e da || ||2, rispettivamente.

Allora sono fatti equivalenti:
(a) le metriche dy e dy sono topologicamente equivalenti;

(b) le metriche dy e dy sono uniformemente equivalenti;
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(c) le metriche dy e dy sono equivalenti;

(d) le norme || ||1 e || ||2 sono equivalents.

Dimostrazione. Le implicazioni (¢) = (b) = (a) sono evidenti. Essendo ’applicazione
identica lineare, le implicazioni (a) = (d) = (c¢) discendono dalla caratterizzazione

della continuita nell’ambito delle applicazioni lineari. m

Esercizi

1. Si dimostri che
(a) R & aperto in R;

(b) la metrica subordinata da R su R & topologicamente equivalente alla metrica canonica

di R;

(¢) la metrica subordinata da R su R non & uniformemente equivalente alla metrica

canonica di R;
(d) R & isometrico allintervallo [—7/2, 7/2] munito della metrica canonica di R;

(e) R & compatto e connesso.

2. Sia (X, d) uno spazio metrico e sia
d'(x,y) = arctan(d(z,y)) .

Si dimostri che d’ ¢ una metrica su X uniformemente equivalente a d e che (X,d’) ¢

limitato.

3. Siano (Xi,dy),...,(Xn,d,) degli spazi metrici e sia
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Si dimostri che

d)(z,y) = max {d;(zD,y¥) : 1 < j <n}

sono delle metriche su X.

Denotata con d® la metrica canonica di X, si provi anche che per ogni z,y in X si

ha
A (z,y) < d?(z,y) < dP(z,y) < nd™(z,y)

e se ne deduca che d® e dV) sono equivalenti a d®.

4. Siano X1i,..., X, degli insiemi e sia

Si supponga che su ogni X siano definite due metriche equivalenti d; e d; e si considerino

su X le metriche

() = (Z (d;(x(j)7y(j)))2> |

j=1

Si dimostri che d e d’ sono equivalenti.

5. Sia X uno spazio vettoriale su K e siano || ||y e || ||2 due norme equivalenti su X.

Posto per ogni ¢ in X’
lelly = sup {[{p, 2)[ : # € X, [lz]L <1},

lell; = sup {[(p, 2)| - = € X, [lzll2 <1},

si dimostri che || ||] e || ||5 sono due norme equivalenti su X'.
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4 Spazi normati di dimensione finita

(4.1) Teorema Siano X eY due spazi normati su K di dimensione finita.
Allora LH(X;Y) ¢é aperto in L(X;Y) e Uapplicazione
LH(X;Y)— L(Y;X)
L+—— L7t

e continua.

Dimostrazione. Se dimX # dimY, si ha LH(X;Y) = 0, che & aperto in L(X;Y).
Altrimenti sia L € LH(X;Y). Per ogni x € X risulta

ol = (L™ o L)a[| < [|IL7"} | L]

Allora, se M € L(X;Y) non ¢ iniettiva, esiste x € X \ {0} tale che Mx = 0, da cui

1
mllxll < ||zl = [[Le — Mz| < [M — L||{lz]| .

Poiché x # 0, ne segue

1
M = L|| > —— -
[Fod|

Questo significa che ogni M € B(L,||L7'||7!) ¢ iniettiva, quindi biiettiva, dal momento
che dim X = dimY < +o0. Pertanto risulta B (L, |[L7!||7!) € LH(X;Y), il che dimostra
che LH(X;Y) ¢ aperto in L(X;Y).

Sia ora L € LH(X;Y) e sia € > 0. Poniamo

5 ) { 1 € }
— min , — )
20 L7 2 L2

Se M € LH(X;Y) e ||M — L| <6, risulta anzitutto per ogni x € X

- _ - 1 _
lzll < WL Ll < N27HHIE = Ml + L7 Ml < 5 el + L7 M)
da cui ||z|| < 2||[L7| || Mx]|, ossia |[M Y| < 2|[L7Y||. Ne segue
1M = LY = [[M 7 o (L— M) o LTH| < [MTH[[IL = MIHIL™H < 2IL7H* < e,

per cui 'applicazione {L — L'} ¢ continua. m
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5 Spazi metrici totalmente limitati

45

Uno studio ancora piu approfondito della nozione di compattezza puo essere effettuato

per mezzo della nozione che ora introduciamo.

(5.1) Definizione Uno spazio metrico X si dice totalmente limitato, se per ogni e > 0

esiste un ricoprimento finito di X costituito da sottoinsiemi di diametro minore o uguale

ad €.

(5.2) Proposizione Siano X; e Xs due spazi metrici isometrici. Allora X, é totalmente

limitato se e solo se Xo € totalmente limitato.

Dimostrazione. La semplice verifica puo essere svolta per esercizio. m

(5.3) Teorema Sia X uno spazio metrico totalmente limitato. Allora X é limitato.

Dimostrazione. Sia {Fy, ..., Ex} un ricoprimento di X tale che diam (E}) < 1 per ogni

h=1,...,k Possiamo supporre Ej, # () per ogni h. Sia x;, € Ej, per ogni h e sia

M =max{d(zp,z;): 1<h<k 1<j<k}.
Allora per ogni y1,y2 € X si avra y; € Ey,, y2 € Ej,, quindi
d(y1,y2) < d(yr, zn,) + d(zh,, Thy) + d(Thy, y2) <

<1+M+1=M+2.

Pertanto diam (X) < M +2. m

(5.4) Teorema Siano Xi,..., X, degli spazi metrici totalmente limitati.

prodotto cartesiano

e totalmente limitato.

Allora 1l
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Dimostrazione. Ragioniamo per induzione su n. Siano X; e X5 due spazi metrici total-
mente limitati. Dato € > 0, siano {E1, ..., F;} un ricoprimento di X; e {Fy,..., F,,} un

ricoprimento di X tali che diam (FEj) < 5/\/§ e diam (F}) < z—:/\/§ Allora
{Ep X F;: 1<h<k 1<j<m}
& un ricoprimento di X; x Xy e per ogni (zM, 2®), (yV,y?) € E,, x F; si ha
M, 1))2 @ @0 <& L&
(dl(z Y )) —|-(d2(l' Y )) SE"’EZE ’

per cui diam (E}, x F};) <e.
n
Supponiamo ora che la tesi sia vera per n. Poiché [[ X; ¢ totalmente limitato, anche
j=1
n+1
[T X; & totalmente limitato, in quanto isometrico a
j=1

(H X]) X Xn+1>
j=1

che ¢ totalmente limitato per il passo precedente. m

(5.5) Teorema Sia X uno spazio metrico totalmente limitato e sia Y un sottoinsieme

di X. Allora'Y (munito della metrica subordinata) ¢ totalmente limitato.

Dimostrazione. Dato € > 0, sia {E}, ..., E} un ricoprimento di X con diam (Ej) < ¢.

Allora {E1NY,..., ExNY} & un ricoprimento di Y con diam (E,NY) <e. m

(5.6) Teorema Sia X uno spazio metrico e sia Y C X. Allora'Y é totalmente limitato

se e solo se Y ¢ totalmente limitato.

Dimostrazione. Per il teorema precedente Y totalmente limitato implica Y totalmente
limitato.
Supponiamo viceversa che Y sia totalmente limitato. Dato ¢ > 0, sia {Fy,..., Ex}

un ricoprimento di Y con diam (Ej) < €. Poiché

Ep x Ep CH{(x,y) : d(z,y) <e},
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ne segue

Ey x By =FE, x B, C{(z,y): dx,y) <e}.

ossia diam (E_h) < e. D’altronde Y = E U- - -UE}, per cui {E, e ,Fk} € un ricoprimento
di Y con diam (E_h) <ée.nm

(5.7) Teorema Sia X wuno spazio metrico. Allora X é compatto se e solo se X ¢é

completo e totalmente limitato.

Dimostrazione. Supponiamo che X sia compatto, quindi sequenzialmente compatto. In
particolare, X e completo.

Supponiamo per assurdo che X non sia totalmente limitato. Sia € > 0 tale che non
esista nessun ricoprimento finito di X costituito da sottoinsiemi di diametro minore o

uguale ad e. Allora esiste una successione (z;,) in X tale che
" £
VheN: zhn gz]L:JOB <g;j,§> .

Infatti, fissato xy a piacere e supposto di possedere xq, ..., x,, deve essere

h
X%UOB(@@,

perché diam (B (xj, %)) < e. Esiste quindi

h
g
The1 EX\UB(.Z‘],§> .
=0

Evidentemente si ha d(xp,z) > €/2 ogniqualvolta h # k. Pertanto (xj) non ammette
nessuna sottosuccessione di Cauchy, quindi nessuna sottosuccessione convergente, contro
Iipotesi.

Viceversa, supponiamo che X sia completo e totalmente limitato. Per assurdo, sup-
poniamo che esista un ricoprimento aperto {A4; : j € J} di X che non ammette nessun
ricoprimento subordinato finito. Dimostriamo che esiste una successione (E},) di sottoin-
siemi di X tale che Ej 1 C Ej), diam (E}) < 1/(h+ 1) e nessun Ej, puo essere ricoperto

con un numero finito di A;.
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Infatti, per la totale limitatezza di X, esiste un ricoprimento finito {Fl(o), e ,Féo)}

di X tale che diam (FZ-(O) ) < 1. Poiché X non puo essere ricoperto con un numero finito

. . 0 < . . . .
di A;, deve esistere un FZ-( ) che non puo essere ricoperto con un numero finito di A;. Sia

FEy un tale Fi(o).
Supponiamo ora di possedere Ej. Per il Teorema (5.5) Ej ¢ totalmente limitato.

Sia {Fl(hﬂ), . ,Fé@hﬂ)} un ricoprimento finito di Ej, tale che diam <Fi(h+1)) <1/(h+2).

C 1 . . . . ) h+1
Poiché E}, non puo essere ricoperto con un numero finito di A;, deve esistere un FZ-( )

che non puo essere ricoperto con un numero finito di A;. Sia Ej,4; un tale P’i(h+1).

Sia ora z;, € Ej, per ogni h € N. Dato £ > 0, esiste h € N tale che 1/(h+ 1) < ¢.
Allora per ogni h, k > h si ha zj,, 7, € Er, quindi d(xp,, z,) < 1/(h+1) < . La successione
(xp) € pertanto di Cauchy in X.

Poiché X & completo, (x),) convergera ad un certo £ € X. Sia A; tale che £ € A; e sia
r > 0 tale che B (¢,7) C A;. Sia h € N tale che 1/(h+1) < r/2 e d(z;, ) < r/2. Allora
per ogni y € Ej, si ha

1 r
< _— -
d(y, 0) < dly,zn) +d(zn, ) < 3= +5 <7,

per cui Ej, C B(¢,r) C A;. Questo ¢ assurdo, perché E}, non puo essere ricoperto con un

numero finito di A;. m

(5.8) Teorema Sia X wuno spazio metrico completo e sia (xp) una successione in X.
Supponiamo che limmagine {z; : h € N} sia totalmente limitata.

Allora (xp) ammette una sottosuccessione convergente in X.

Dimostrazione. Se Y denota la chiusura di {xj : h € N}, Y & completo, perché chiuso
in un completo, e totalmente limitato per il Teorema (5.6). Per il Teorema (5.7) Y &

sequenzialmente compatto. Esistono quindi una sottosuccessione (x,)) e £ € Y tali che
limx, g = ¢
liILn T (h)

in Y. Evidentemente (x,()) ¢ convergente a ¢ anche in X. m
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(5.9) Teorema Sia X wuno spazio normato su K di dimensione finita e sia Y un

sottoinsieme di X. Allora Y ¢ totalmente limitato se e solo se Y ¢ limitato.

Dimostrazione. Per il Teorema (5.3) Y totalmente limitato implica Y limitato.
Viceversa, supponiamo che Y sia limitato. Allora Y & limitato e chiuso in X, quindi &
compatto. Ne segue che Y & totalmente limitato per il Teorema (5.7). Dal Teorema (5.6)

si deduce che Y ¢ totalmente limitato. m

(5.10) Proposizione Siano X e Xy due spazi metrici, f : X1 — Xo un’applicazione
uniformemente continua e Y un sottoinsieme di X totalmente limitato.

Allora f(Y') ¢ totalmente limitato.

Dimostrazione. Dato € > 0, sia 6 > 0 tale che
Ve,y € Xy @ di(x,y) <0 = da(f(x), f(y)) <e.

Sia {Ey,..., Ex} un ricoprimento di Y con diam (E) < 6/2. Per ogni z,y € Ej si
ha di(z,y) < /2 < §, quindi dao(f(x), f(y)) < e. Allora {f(E1),...,f(Ex)} ¢ un
ricoprimento di f(Y) tale che diam (f(E,)) < c. m

(5.11) Corollario Siano dy e dy due metriche uniformemente equivalenti su un mede-
simo insieme X . Allora X ¢é totalmente limitato rispetto a di se e solo se X ¢é totalmente

limitato rispetto a ds.

Dimostrazione. Si tratta di un’immediata conseguenza della proposizione precedente. m

(5.12) Definizione Siano (X1,d1) e (Xa,d2) due spazi metrici. Un insieme di applica-
zioni F C C(X71; Xs) si dice equi-uniformemente continuo, se per ogni € > 0 esiste 6 > 0
tale che

VieF,Ve,y e Xy : di(x,y) <d = do(f(x), f(y)) < €.

(5.13) Teorema Siano X; e Xy due spazi metrici totalmente limitali e sia F un

sottoinsieme equi-uniformemente continuo di Cp(X1; X2).
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Allora (F,ds) € totalmente limitato.

Dimostrazione. Dato € > 0, sia § > 0 tale che

Vf€F Vay € Xi: di(ey) <0 = dof(x). S 3)) < 5.

Siano {£; : 1 <7 < m} un ricoprimento di X; con diam (£;) < d e {F;: 1 <j<n} un
ricoprimento di X5 con diam (Fj) < ¢/3. Naturalmente possiamo supporre E; # (). Siano

& EFE, ..., ¢y € Ey. Perogni ji,.... 5, € {l,...,n}, sia
Eivjm=Af€F: f(&) € Fj, perognii=1,...,m} .
Poiché {F; : 1 < j <n} & un ricoprimento di X5, risulta che
{gjl---jm o1 S j17 s 7jm S n}

€ un ricoprimento di F.
Se f,g€ &, 4, ex e Xy, sihax € E; per qualche i = 1,...,m. Poiché dy(x,&;) <6
e diam (F},) < /3, risulta

i

da(f (), 9(x)) < do(f (), [(&)) + d2(f (&), 9(&)) + da(9(&i), () <

(5.14) Corollario (Teorema di Ascoli-Arzela) Siano X uno spazio metrico com-
patto e non vuoto e (fn) una successione limitata in (C(X;K"),| ||«) con immagine
{fn: h € N} equi-uniformemente continua.

Allora (fn) ammette una sottosuccessione convergente in (C(X;K"), || |lo)-

Dimostrazione. Anzitutto risulta C'(X;K") = Cy(X;K"). Essendo (f,) limitata, esiste
R > 0 tale che ||fu]lcc < R per ogni h € N. In particolare, si ha f,(z) € B (0, R) C K»
per ogni h € N e x € X. Ne segue che (f},) puo essere pensata come una successione nello
spazio metrico (C (X;B(0,R)), doo) .

Gli spazi X e B(0,R) sono totalmente limitati per i Teoremi (5.7) e (5.9). Dal

teorema precedente si deduce che l'immagine {f, : h € N} ¢ totalmente limitata in

(C(X; B (0, R)), doo>, quindi in (CCGE™, || lo).
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D’altronde (C(X;K"™),|| |l) € completo per il Teorema (1.7). La tesi discende allora
dal Teorema (5.8). m

Esercizi

1. Sia (x,) una successione di Cauchy in uno spazio metrico X. Si dimostri che

I'immagine {z : h € N} ¢ totalmente limitata.

2. Sia X uno spazio metrico. Si dimostri che X e totalmente limitato se e solo se

ogni successione in X ammette una sottosuccessione di Cauchy.

3. Siano X e Y due spazi metrici e F C C(X;Y) un insieme di applicazioni tutte

lipschitziane della stessa costante c. Si dimostri che F e equi-uniformemente continuo.

4. Siano X uno spazio metrico compatto, ¥ uno spazio metrico, f : X — Y un’appli-
cazione e ( fy) una successione in C'(X;Y") con immagine { f, : h € N} equi-uniformemente
continua. Si supponga che (f) converga a f puntualmente. Si dimostri che f & continua

e che (fy,) converge a f uniformemente.

5. Siano X uno spazio metrico compatto, Y uno spazio metrico e (f;) una succes-
sione in C'(X;Y") convergente uniformemente a f € C(X;Y). Si dimostri che I'immagine

{fn: h € N} & equi-uniformemente continua.



Capitolo 5

Calcolo differenziale

1 Serie di potenze

(1.1) Definizione Si chiama serie di potenze in C ogni espressione formale

Z cn(z —a)t

dove (cp,) € una successione in C ed a € C.

Si chiama raggio di convergenza della serie il numero reale esteso
-1
(lim sup 1/ |ch|)
h
con le convenzioni 0~ = 400 e (+o00)~t =0.

(1.2) Teorema Sia

(e 9]

Z cn(z —a)t

h=0

una serie di potenze in C e sia R € [0, +00] il suo raggio di convergenza.

Allora per ogni z € C con |z —a| < R la serie

Z cn(z —a)h

o0
h=0
¢ assolutamente convergente in C, mentre per ogni z € C con |z — a| > R tale serie non
¢ convergente.

Inoltre, per ogni r €)0,R[, la corrispondente serie in (C (B (a,r);@),H Hoo> e

totalmente convergente.

o2
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Dimostrazione. Se z € C e |z —a| > R, si ha
limhsup m >1,
per cui risulta ¢;(z — a)® > 1 per infiniti h. Allora non puod essere
li}ILn cn(z—a)" =0

e la serie
o0
Z cn(z —a)t
h=0

non puo quindi convergere in C.

Sia ora r €0, R[. Risulta

sup{|ch(z —a)": z € B(a,r)} < len|r™.

Poiché
limsup v/|cnlrh < 1,
h
la serie
oo
> lenlr”
h=0

¢ convergente in R per il criterio della radice. Ne segue la convergenza totale della serie

o
Z ch(z —a)h
h=0
su B (a,r).
In particolare, per ogni z € C con |z — a| < R la serie in questione ¢ assolutamente

convergente in C. m

(1.3) Teorema Sia

oo

Z ch(z —a)h

h=0

una serie di potenze in C con raggio di convergenza R €]0,+o0], sia

A={z€C: |z—a| < R}
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e sia f: A— C la funzione definita da

h=0
Valgono allora 1 sequenti fatti:
(a) la serie di potenze
SO+ Ve (=~ a)t
h=0

ha lo stesso raggio di convergenza R;

(b) la funzione f ¢ differenziabile (in senso complesso) e si ha

Vze A: fl(z Z Depgr(z —a).
h=0
Dimostrazione.
(a) Si ha

limsup v/(h+ 1)|cpi1| =
h

h+41

= lim sup ( "Wh+1 ’“r\1/|ch+1|)T = limsup /|cs] -
h h
(b) Definiamo g : A — C ponendo
VeeA:g Z Deper(z —a).

h=0
Siano z € A, |z —a| <r < Rew € C\ {0} con |z —a|+ |w| < r. Per ogni h > 0,

I’applicazione
0,1] = C

s (24 sw—a)"™ —s(h+1)(z — a)w
soddisfa le ipotesi della disuguaglianza di Lagrange. Sia s; €]0, 1] tale che

|(z+w—a)" = (z—a)"" = (h+ 1)(z — a)"w| <

< (h+Dwl|(z+siw—a)" = (z = a)"] .
Riapplicando la disuguaglianza di Lagrange a

[0, 81] — C

o (z+ow—a)
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si ottiene sy €]0, 51] tale che

|2+ s1w = )" = (2= )" | < hfw||( + sw = )"~ | < bl

Ne segue
k+1 k+1 k
Z cn(z +w—a)h — Z ez —a)t — Z (h + Deppr(z — a)w| =
h=0 h=0 h=0

k

k k

_ htl Yt h

= E Ch1(z +w —a) E Che1(z —a) E Depi(z —a)'w
h—0 h=0

h=0

k
< Jw 37 hlh+ Dlea |~

h=0

Passando al limite per k — oo e dividendo per |w|, si ottiene

flz+w) - f(2)

w

—9(2)

< Jw] Y h(h+1)|epp P!
h=0

Passando infine al limite per w — 0, si deduce che f ¢ derivabile in z e che f'(z)

Esercizi

1. Si calcoli il raggio di convergenza delle serie di potenze

— 1 - — (D"
hg_:h_ hg_% §(2h+1)zh+’
(=1)"~ izh

h=0

Mg

>
Il
—

2. Sia

Z cn(z —a)t

<

95

9(2).
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una serie di potenze in C con raggio di convergenza R €]0, +0oc], sia
A={z€C: |z—a| < R}

esia f: A — C la funzione definita da

f2) =) alz—a)

h=0

Si supponga che a sia di accumulazione per {z € A: f(z) = 0}.

Si dimostri che ¢, = 0 per ogni h > 0.

3. Siano a € C, r > 0 en : [0,2r] — C una funzione continua. Si definisca

f:C\ 0B (a,r) — C ponendo

0
0= S

dove y(t) = a + re® e si ponga anche
2m
n(t)
VYhel: ¢ = ———dt.
o= [ e

Si dimostri che

VzeB(a,r): f(2)= Z Ch(Z—a)ha

h=0
Vze C\B(a,r): f(z) =— Z c_p(z—a)™™.
h=1

(Suggerimento: si ricordi che

- 1

P

1—-=2
h=0

per ogni z € B(0,1)).

2 Il polinomio di Taylor

Sia X uno spazio normato su R di dimensione finita. Fissata una base in X, € possibile
scrivere il polinomio di Taylor anche in funzione delle componenti. In questo modo si

fanno pero comparire delle espressioni dipendenti dalla scelta della base stessa.
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(2.1) Definizione Siano X wuno spazio normato di dimensione finita, A un aperto in
X, A eReyelX.

0
Denotiamo con N\ — [’applicazione lineare

dy

%3dw%am

o\, | of
(Aa—y)f”a—y-

Inoltre, se A : C'(A) — C(A) & un’applicazione lineare e 1 < h < k, definiamo

definita da

A" CF(A) — C(A)
ponendo A" := Ao---oA h volte. Poniamo infine A° :=1d.

(2.2) Teorema Siano X uno spazio normato di dimensione finita, A un aperto in X,
0<h<k, f: A— R una funzione di classe C* ¢ {ey,...,e,} una base in X.

Allora per ogni x € A e per ogni y € X si ha

dove yM, ... y™ sono le componenti di y rispetto alla base {e, ..., e,}.

Di consegquenza si ha

Dimostrazione. Se g : A — R & una funzione di classe C, si ha

"0 " .09 Og
() — () _

> YV — | g=> Yy ===,

(j:l aej> = de; Oy

Applicando ripetutamente questa relazione, si ottiene la tesi. m

(2.3) Definizione Si chiama multi-indice ogni elemento o di N™. Si pone

n
|OZ| = Za/j )
j=1
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n
al = Haj! .
i=1

Il numero |a| si chiama lunghezza del multi-indice o, mentre a! si chiama fattoriale del

multi-indice «.

(2.4) Definizione Siano X wuno spazio normato di dimensione finita, A un aperto in
X, 1<k<oo, f: A= R una funzione di classe C* e {e1,...,e,} una base in X.

Per ogni x € A e per ogni a € N" con || < k poniamo

o) = flD@)(er, ... e, e, .. en) selal > 1,
—_——— —_———
oy wvolte o, volte

f(x) = f(z)  sela|=0.

Se poi y € X ha componenti yV, ... y™ rispetto alla base {e1,...,en}, poniamo

(2.5) Lemma Sia A un anello commutativo con unita e siano Ay, ..., A, € A. Allora

per ognit h € N si ha

(iAj) = h! Z Aal- A
j=1 '

|al= n <

Dimostrazione. Ragioniamo per induzione su h. Per h = 0 la tesi e evidente. Supponiamo

che la tesi sia vera per un certo h € N. Allora si ha

() - (Z) ( ) -

3

|8|=h
:h'ZZQIA A A =
J=1|Bl=h
= h! a1 LA =
hz Z ! a _1) an!All An -
J=1 |a|= h+1

a;>1
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Z ZajiA(l)‘l...Az‘" —

la|=h+1 j=1
1
= (h+ 1) Y AP A,
|a|=h+1 @

da cui la tesi. m

(2.6) Teorema Siano X uno spazio normato di dimensione finita, A un aperto in X,
0<h<k<oo, f: A— R una funzione di classe C* e {ey,...,e,} una base in X.
Allora per ogni x € A e per ogniy € X si ha

@) =1 S )y

|a|=h

dove yM, ... y™ sono le componenti di y rispetto alla base {e1,...,e,}. Di consequenza

st ha

SO = 3

| <k

Dimostrazione. Se g ¢ di classe C?, si deduce dal Teorema di Schwarz che

;! ) L0 0
G _“ @ Y [0 2 ©) i
(y 3€j> (y 362’) g (y 562’) (y 361) g

Pertanto 'espressione
Wiyt — [ (S0 2
fx)(y)" = E v 5 (z)
€j

0
@ ,y(”) —— fossero elementi di un

a—el,... 8en

puo essere sviluppata formalmente come se y
anello commutativo con unita.

Tenuto conto che per ogni @ € N" con |a| < k si ha

((y(” a%) o (ym) %) " f) (x) = f*(x)y"

la tesi discende dal lemma precedente. m
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3 I teoremi di inversione locale e delle funzioni
implicite

(3.1) Lemma Siano X uno spazio di Banach, r > 0 et : B(0,r) — X un’applicazione
lipschitziana di costante ¢ € [0, 1] tale che ¥(0) = 0. Poniamo ¢ = Id + 1.
Allora ¢ € iniettiva,

0 ' (B(0,r) = B(0,r)

¢ lipschitziana di costante 1/(1 —c) e

¢(B(0,r7)) 2B(0,7(1—¢)) .

Dimostrazione. Se x,y € B(0,r), si ha

le(@) =Wl = Iz =yl = lv(x) =yl =

2 |le =yl —cllz =yl = A = o)flz —yll.

Pertanto ¢ ¢ iniettiva e ¢! & lipschitziana di costante 1/(1 — ¢).

Se z € B(0,r(1 —¢)), sia ' > 0 tale che

2] <7 <.

1—c
Se [|z]| <7, risulta allora
Iz = ¥(@)[| < Izl + lo (@) = ll2]] + llv(z) = L0)]| <
<|zll +elz]| < A=)+’ =1".

Pertanto e possibile definire un’applicazione

v :B(0,7) — B(0,r")

ponendo ¥(z) = z — ¢(z). Evidentemente ¢ ¢ lipschitziana di costante ¢ e B(0,r/) ¢
completo, perché chiuso nello spazio completo X. Per il Teorema delle contrazioni esiste

x € B(0,7") C B(0,7) tale che J(x) = z, ossia ¢(z) = z. m
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(3.2) Teorema (di inversione locale) Siano X, e Xy due spazi normati di dimensione
finita, A un aperto in X1, f : A — Xy un’applicazione di classe C* e xg € A. Supponiamo
che lapplicazione lineare

df(l‘o) : X1 — XQ

sta bitettiva.

Allora esiste un intorno aperto U di xg in A tale che f(U) e aperto in X5 e
fiv: U — f(U)

e un diffeomorfismo.
Inoltre per ogniy € f(U) si ha
1

d(f ) = (df (f ')~

Dimostrazione. Per semplicita consideriamo il caso zop = 0, f(xy) = 0. Definiamo

¥ A — X ponendo
U(@) = (df(0) "' f(z) — .

L’applicazione v ¢ differenziabile e

dp(x) = (df(0))" o df () — Id.

Inoltre le applicazioni df e di sono continue e di(0) = 0.
Il sottoinsieme delle applicazioni lineari e biiettive ¢ aperto in £(X;; Xs). Poiché
0 appartiene alla controimmagine attraverso df di tale aperto, esiste r > 0 tale che
B(0,r) CAe
Vo € B(0,r): df(x) e biiettivo,

VreB(0r): dv()] < ;.

Evidentemente 1(0) = 0. Inoltre I'applicazione g, ¢ lipschitziana di costante %

Essendo di dimensione finita, X; € uno spazio di Banach. Posto

p(z) =z +1(x) = (df(0)) " f(2),

si ha per il Lemma (3.1)
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Se poniamo
v=¢'(B(0.5)) . V=ar0)(B(0.3)) = f@),
risulta che ¢ : U — B (0,7/2) & biiettiva con inversa lipschitziana e V' & aperto in Xo.

Allora anche f = df(0) o p: U — V ¢ biiettiva con inversa lipschitziana.

Dimostriamo che f~! ¢ differenziabile in ogni y € V e che

d(f) ) = df (f ()"
Per ogni € V, posto z = f~1(y) e £ = f~1(n), si ha
F7H) = M) = df () —y) =
=&—x—df(x)7'(f(&) — f(a) =
= —df(x)" (f(&) — f(a) — df(2)(§ —x)) =
= —[I€ = [lhdf (z) " (w(€)) =
==l ) = £ W df () (w (7)) -
Essendo f~! lipschitziana su V, esiste ¢ > 0 tale che

<

1

|- =g w) " ey
< clln = yllz [|df (=) 7" (w (F7" )] -

La differenziabilita di f~! in y discende allora dal fatto che f~! & continua in y, w &

continua in x e df (x)~! & continua in 0.

Per composizione si deduce infine che 'applicazione

{yr—dr (57 w)"}

¢ continua, per cui f~! ¢ di classe C'. m

(3.3) Teorema Siano X eY due spazi normati di dimensione finita, A un aperto in X,
f: A=Y unapplicazione di classe C* ed x € A. Siano X, e X, due sottospazi vettoriali

di X tali che X = X1 ® Xs. Supponiamo che f(x) =0 e che l'applicazione lineare

df(l')p(Q : X2 —Y
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sia biiettiva. Poniamo © = ) + 23 con M € X; e 2@ € X,.
Allora esistono un intorno aperto Uy di V) in X, un intorno aperto U, di x® in

Xy ed un’applicazione ¢ : Uy — X, di classe C* tale che p(Uy) C U, p(x1) = 25 €
vg(l) e U, Vf(z) cel,: f (5(1) + 5(2)) = () — 5(2) — <p(§(1)).
Inoltre si ha per ogni €Y € Uy e per ogni yM) € X,
df (9 + ¢(€™)) (de(€™)(y")) = —df (& + 0(€™)) ™).
Dimostrazione. Siano p; : X — X7 e po : X — X5 le applicazioni lineari tali che

VEe X &=pi§+pf£.

Definiamo un’applicazione g : A — X; X Y ponendo

9(§) = (m&, £(9)) -

Si verifica facilmente che ¢ & di classe C! e che

dg(&)(y) = (pry, df (€)(y)) -

Allora I'applicazione

dg(z) : X - X1 XY

¢ biiettiva. Per il Teorema di inversione locale, esistono un intorno aperto V' di z in X ed
un intorno aperto W di (z(V),0) in X; x Y tali che g : V — W sia un diffeomorfismo.

Siano U; un intorno aperto di z(M) in X; ed Us un intorno aperto di z® in X, tali
che

Ve e Uy, VD e Uy : €W 4@ eV
e Uy x {0} € W. Si puo allora definire un’applicazione ¢ : U; — X5 di classe C' ponendo

p(EW) =pa (97'(€W,0)) .

Poiché ¢(xM) = 3 a meno di rimpicciolire U; si pud ottenere anche l'inclusione

gO(Ul) g UQ.
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Osserviamo che, se £ € Uy, €@ € Uy e €& = p, (g71(€W,0)), si ha
g (€W, 0) =y +¢®
con yM € X;. Ne segue g (yV) +¢@) = (€1,0), da cui yV = M. Pertanto risulta

5(1) + 5(2) — gfl(g(l)’ 0).

Allora per ogni &1 € Uy e €@ € U, si ha
FEV+E@) =02 gV +£%) = (1, 0) & €V +£2) = g7, 0) &

& =py (7€M, 0)) & €2 = (M),

La formula sui differenziali ¢ una conseguenza del teorema di composizione. m

(3.4) Corollario (Teorema delle funzioni implicite o di Dini) Siano X, Y e Z tre
spazi normati di dimensione finita, A un aperto in X XY, f: A — Z un’applicazione di

classe C' e (x,y) € A. Supponiamo che f(x,y) =0 e che lapplicazione lineare

Y — A
w o~ df(x,y)(0,w)
sia bitettiva.
Allora esistono un intorno aperto V- di x in X, un intorno aperto W di y in'Y ed

un’applicazione ¢ : V — Y di classe C' tale che (V) C W, p(z) =y e
VEeV.VneW: f(&n) =0 n=p(().
Inoltre si ha per ogni £ € V' e per ogni v € X

df (£,#(£)) (0,de(§)(v)) = —df (&, ¢(£)) (v,0) .

Dimostrazione. Poiché

XxY=(Xx{0})a ({0} xY),

si tratta di un’immediata conseguenza del Teorema (3.3). m



4. SOTTOVARIETA 65

4 Sottovarieta

(4.1) Teorema Siano X wuno spazio normato di dimensione finita, M una sottovarieta
in X di classe C* ex € M. Siano U un intorno aperto dix e g : U — R™ un’applicazione
di classe C' conforme alla definizione di sottovarieta.
Allora st ha
T.M = N (dg(z)) .

In particolare, T, M ¢é un sottospazio vettoriale di X .

Dimostrazione. Proviamo l'inclusione
T.M C N (dg(x))

Siay € T,M e sia v :] — §,0[— X conforme alla definizione di spazio tangente. A meno

di rimpicciolire §, si puo supporre che (] — d,0[) C U. Allora g oy ¢ derivabile e si ha

(go)(t) =dg(~(t)(v'(t)).

Essendo g o 7y identicamente nulla, si deduce che

ossia y € N (dg(x)).
Proviamo ora l’inclusione

N (dg(x)) C T, M .

Sia X; = N (dg(x)), sia X3 un sottospazio vettoriale di X tale che X = X; & X, e sia

r =W 4+ 23 con 2 € X; e 2® € X,. Ne segue che I'applicazione
dg(x)x, : Xo = R™

¢ biiettiva. Allora per il Teorema (3.3) esistono un intorno U; di (! in X1, un intorno
Uy di 2@ in X, ed un’applicazione ¢ : U; — X, di classe C* tale che ¢o(U;) C U,
p(a) = 2 e g(¢W 4 p(EM)) = 0 per ogni &M € U.
Dato y € N (dg(z)) = X;, sia § > 0 tale che (2! + ty) € U, per ogni t €] — 4, d].
Allora
() = 2 4+ ty + p(zM + ty)
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definisce un’applicazione v :] — 6, d[— X di classe C! tale che v(0) = z e y(t) € M per
ogni t €] — 4, 4[. Inoltre si ha
dg(x) (dp(zV)y) = —dg(z)y = 0.
Poiché dp(x(V)y € Xy, risulta dp(z™M)y = 0. Allora si conclude che
7 (0) =y +dp(aV)y =y,

percuiy €T, M. m



Capitolo 6

Equazioni differenziali ordinarie

1 Equazioni del primo ordine in forma normale

(1.1) Definizione Siano E C R x R", f: E — R" un’applicazione, I un intervallo in
R edw: I — R"™ un’applicazione.

Diciamo che u e una soluzione dell’equazione differenziale
u' = f(t,u),
se u € deriwabile, (t,u(t)) € E per ognit € I e si ha
Viel: u(t)= f(t,u(t)).

Se poi (to,ug) € E, diciamo che u é una soluzione del problema di Cauchy

{ u = f(t,u)

u(to) = ug

se si ha anche ty € I ed u(ty) = up.

Le equazioni differenziali del tipo

si dicono del primo ordine in forma normale.

(1.2) Definizione Siano a,b € R cona <b e sia f : [a,b] = R™ una funzione continua.

/abfz/abf(:c)dx - (/abfu%‘_w/abf(n)) |

67

Poniamo
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(1.3) Teorema Siano a,b € R con a < b, siano f,g : [a,b] — R" due funzioni continue
e sta A € R.

Valgono allora 1 sequenti fatti:

fueo- o[
[on=r[r
[r=[r+]r

[l [

(e) se F:]a,b] - R™ é una funzione deriwvabile tale che F' = f, risulta

/:f_F(b)—F(a).

(a) siha

(b) si ha

(c) per ogni ¢ €]a,b| si ha

(d) si ha

Dimostrazione.
Le affermazioni (a), (b), (¢) ed (e) sono facilmente riconducibili alle proprieta dell’integrale
per funzioni a valori reali.

Per dimostrare la (d), poniamo y = ff f. Risulta allora

b b b
/f _ y.y:ym/f<1>+...+y<n)/f<n>:
b

_ /(y(l)f(1)+...+y(n)f(”>)§

a

< /ab|y||f|=|y|/ab|f|,

2

da cui la tesi. m

(1.4) Lemma Siano E CRxR", f: E — R" un’applicazione continua, I un intervallo
non vuoto in R ed u: I — R™ un’applicazione tale che (t,u(t)) € E per ognit € I.

Allora sono fatti equivalenti:
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(a) u risolve l’equazione differenziale

(b) u é continua e per ogni ty € I si ha
¢
Vi eI : u(t) = ul(ty) —i—/ f(r,u(r))dr;
to
(¢) u é continua ed esiste to € I tale che

Vtel: u(t) =ul(ty) —l—/t flru(r))dr.

Dimostrazione.

(a) = (b) Evidentemente u ed u' sono continue. Inoltre per ogni to,¢ € I si ha

t t

u(t) = u(to) —I—/ u' (1) dr = u(ty) +/ f(ryu(r))dr.
to to

(b) = (¢) Ovvio.

(¢) == (a) Per il Teorema fondamentale del calcolo integrale, ogni componente ul) &

derivabile e si ha (u?)/(t) = fU)(t,u(t)) per ogni t € I. Ne segue che u & derivabile e

soddisfa u/(t) = f(t,u(t)). m

(1.5) Teorema Siano a,b€R (a <b),z €R", r>0c¢
f:la,b x B(x,r) > R"
un’applicazione continua verificante le sequenti condizioni:

(a) esiste ¢ €]0,400[ tale che

VT € [aa b]? v517§2 €B (33',7“) : ’f(T7€1) - f(T7€2>’ < C|€1 - 52’?

(b) risulta
2(b—a)max{|f(7’,§)| T € [a,b], € € B(a:,r)} <r.
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Allora per ogni (to, up) € [a,b] x B (x,7/2) esiste una ed una sola soluzione
w: [a,b] = R"
del problema di Cauchy

U(to) = Ug -

{ U,:f<t7u)a

Inoltre applicazione

la,b] x B(x,r/2) = C([a,b]; R™)
(to,’do) — U

¢ lipschitziana.

Dimostrazione. Poniamo

M:max{|f(7',§)| : T € [a,b], € € B(m,r)} .

Dal momento che R™ ¢ completo, risulta che C([a,b]; R™), munito della norma || ||o, €

completo. Per ogni v € C([a, b]; R™) poniamo
[0]le = max {e~ Pl jp(#)] 1 a <t < b} .

Si verifica facilmente che || ||, € una norma su C([a,b]; R"™) equivalente a || ||, tenuto
conto che

lolliy < llvllso < e 0]l -

In particolare, (C'([a,b];R™), || ||+,) € completo. D’altronde

Y = {v € O([a,b;R") : v(t) € B (z,7) per ogni t € [a,b]}

¢ un sottoinsieme chiuso di C'([a, b]; R™), quindi completo nella metrica subordinata.

Fissata (to,ug) € [a,b] x B(x,r/2), per ogni v € Y definiamo ®(v) € Y ponendo
¢
Vt € [a,b] - (P(v)) () = ug —l—/ f(r,v(r))dr.
to
Evidentemente ®(v) € C([a,b]; R™). Inoltre per ogni t €]ty, b] si ha

|[@(0)(t) — uo| =

N3

/t:f(T,v(T)) dr

< / o o) dr < (b— a)M <
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Un’analoga disuguaglianza vale anche per ogni ¢ € [a, to], per cui

vt € [a,b]: [R(0)(t) = ] < D)) — ol + |uo — | < 5+ 5 =7

Quindi si ha effettivamente ®(v) € Y.

Per ogni v, w € Y e per ogni t €]ty, b risulta anche

|[@(0)(1) — @(w)(1)] =

<

[ )~ st i) e

to

/‘f” - f(r, (7'))|d7'§/tc|v(7)—w(7)’d7_:

to

¢
:/ ¢ ec(m—to) g—c(r— t°)| (1) —w(r)|dr < ||v—w||t0/ cecT=t0) gr —

to to

= (€7 — 1) JJo — wly, -
Ne segue
et 1B(0) (1) — @(w)(8)] < (1= e U [lo —wl],, <
< (1 _ e—c(b—a)) v — ws, -

In modo simile si prova che per ogni t € [a, to| si ha

e 0@ (0) (1) = B(w)(t)] < (1= e ) flo—wly

per cui
1@(v) — @(w)[|p < (1= e ) [Jo—wlls,

Pertanto I'applicazione @ : Y — Y e lipschitziana con costante di Lipschitz strettamente
minore di 1. Per il Teorema delle contrazioni esiste una ed una sola v € Y tale che

®(u) = u, ossia tale che

Vt € [a,b)] : —uo+/f7'u

D’altronde per il Lemma (1.4) si ha ®(u) = u se e solo se u ¢ una soluzione del problema
di Cauchy

u = f(t,u)

U(to) = Ug

che ammette quindi una ed una sola soluzione w : [a, b] — R™.
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Siano ora (g, ug), (S0, vo) € [a,b] x B(z,7/2) e siano w,v : [a,b] — R™ le soluzioni

dell’equazione differenziale tali che u(ty) = ug e v(sg) = vg. Poiché

Vit € [a,b] : u(t) = ug +/t f(ryu(r))dr,

Vt € [a,b] : v(t) = vy + /tf(T,U(T)) dr ,
si ha che

[u(t) = v(t)| < fuo —vol+

+ /8:0 f(r,v(r))dr

+ <

t
0

[ (F(ryu(r) — f(r.0(r))) dr

§|UQ—U0|+M|t0—SQ|+

/ (f(r,u(r)) — f(7,0(T))) dT| .

to

Ragionando come in precedenza, si deduce che

Vt € |a,b] : < (eC“_tO' —1) [Ju—vl,-

/ (f(ryulr)) — f(r,0(r)) dr

to

Pertanto si ha
e~ =10l () — w(t)| < Jug — vo| + Mt — so| + (1 — e~ Jlu— ]|y, ,

quindi

llu — ]|ty < |uo — vo| + M|to — so| + (1 - e’c(b’“)) lu — vy, -

In conclusione risulta

lu = vlloe < e flu— vy < € (Jug — vo| + Mlto — s0l) <

< (14 M) V2= Slug — vol? + [to — s0l?,
da cui la tesi. m

Nel seguito di questa sezione considereremo un intervallo non vuoto J in R, un
aperto A in J x R™ ed un’applicazione continua f : A — R™. Supporremo che per ogni

(t,x) € A esistano un intorno U di (¢,z) in A ed una ¢ €]0, +oo[ tali che

(16) v<7_7 61)7 (T7 52) € U : ‘f(Ta 61) - f(Ta 62)' S 0’61 - 62' .
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Il collegamento fra questo quadro di ipotesi e quello del Teorema (1.5) & costituito dal

risultato seguente.

(1.7) Proposizione Per ogni (t,z) € A esistono un intorno [a,b] di t in J, r > 0 e

¢ €]0, +oo] tali che [a,b] x B (z,r) C A,

V7 € [a,0], V&1, & € Bz,r) : [f(7,6) — f(7,8)] < & — &,
2(b—a)max{|f(7',£)| LT E [a,b],&EB(x,r)} <r.

Dimostrazione. Per ogni (t,z) € A esistono un intorno [a, f] di tin J, 7 > 0 e ¢ > 0 tali

che [, 8] x B(z,7) C Ae

VT € [, B, V€1,6 € B(w, 1) |f(7,61) — f(7,62)| < cf&1 — &l -

Sia [a, b] un intorno di ¢ in J tale che [a,b] C [a, (] e

2(b—a)max{|f(7,f)| DT E [a,ﬁ],SEB(x,r)} <r.

Con tali scelte di 7, ¢, a e b la tesi e verificata. m

(1.8) Lemma Siano uy : I — R" ed uy : Iy — R" due soluzioni dell’equazione

differenziale
u' = f(ta U) :
Supponiamo che esista t € I} N Iy tale che uy(t) = ua(t).

Allora uy = ug su I; N Iy e Uapplicazione u : I; U Iy — R™ definita da

{ ur(t) setel;

ult) = us(t) set e Iy

¢ una soluzione della stessa equazione differenziale.
Dimostrazione. Poniamo
C = {t c Il N ]2 . Ul(t) = Ug(t)} .

Evidentemente C' & un chiuso non vuoto nell’intervallo I;N 15, che € connesso. Dimostriamo

che C' ¢ aperto in I; N I5. Dato s € C, siano [a,b] un intorno di s in J, r > 0ec > 0
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relativi a (s,u1(s)) € A in conformita con la Proposizione (1.7). Sia [«, 8] un intorno di s
in I; N I, tale che o, B] C [a, b]. Allora uyja ed ug,g sono due soluzioni del problema

di Cauchy

U(to) = Up

{ u,:f(tvu)

con (tg, ug) = (s,u1(s)). Per il Teorema (1.5) si ha u; = us su [, f], ossia [a, f] € C. Ne
segue che C e aperto in I; N Iy, per cui C' = I; N I5.

L’applicazione u ¢ evidentemente continua e per ogni t € I; U I5 si ha

u(t) = u(t) +/t f(ru(r))dr.

Dal Lemma (1.4) si deduce che w risolve 'equazione differenziale v’ = f(t,u). m

(1.9) Definizione Diciamo che v : I — R™ ¢é una soluzione massimale dell’equazione

differenziale
(1.10) u' = f(t,u),

se u risolve (1.10) e se non esiste nessuna soluzione @ : I — R™ di (1.10) con I C I,

IT#T edu=usul.

(1.11) Teorema Per ogni (to,up) € A esiste una ed una sola soluzione massimale

u: I — R"™ dell’equazione differenziale

u' = f(tau)

tale che u(ty) = uy.

Dimostrazione. Sia T Dlinsieme degli intervalli I in R tali che esiste una soluzione

@: I — R™ del problema di Cauchy

1.12
( ) U(to) = Ug -

{ u’:f(t,u),

L’insieme Z non ¢ vuoto per la Proposizione (1.7) ed il Teorema (1.5). Sia I = (JZ.

Set e 1Nl con I1,I, € ZTedu : I = R"ed uy : Iy — R™ sono due soluzioni
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di (1.12), si ha uy(t) = us(t) per il Lemma (1.8). Si puo quindi definire un’applicazione
u: I — R" ponendo u(t) = a(t)set € [, I € T ed @i : I — R" ¢ una soluzione di (1.12).

Evidentemente u € continua e
t
Vi el : u(t) =u(ty) —I—/ f(r,u(r))dr.
to

Pertanto u € una soluzione di (1.12) ed ¢ massimale per costruzione.
Se poi @ : I — R™ & un’altra soluzione massimale con u(tg) = g, si ha I € Z, da cui

I CTIeda=usul. Perla massimalita di @ ne segue I=1e quindi & = u. m

(1.13) Osservazione L’intervallo I puo effettivamente dipendere da (to,up). Si

consideri in J X R® =R x R il problema
u=1+u?,
u(ty) = up .
St verifica facilmente che la soluzione massimale € la funzione
u(t) = tan (t — to + arctan(ug))

definita sull’intervallo

I=|tg— g — arctan(ug), to + g - arctan(uo)[ :

Nel risultato seguente forniamo una condizione sufficiente affinché la (1.6) sia

verificata.

(1.14) Proposizione Si supponga che per ogni (t,z) € A lapplicazione f(t,-) ammetta

derivate parziali prime in x e che per ogni j = 1,...,n 'applicazione

A— R"”

0
(t,x) — ax—{;)(t, x)

sta continua.

Allora la condizione (1.6) é verificata per f.
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Dimostrazione. Per ogni (t,z) € A lapplicazione f(t,-) ¢ differenziabile in x per il

Teorema del differenziale totale e si ha

Vo € R™ ¢ dpn f(t,2)(v) = Y ol axJ;‘) (t,x).
j=1

Inoltre per ogni (¢, x) € A esistono un intorno [a,b] x B (z,r) di (¢,z) in A e ¢ > 0 tali che

of
W(Taf)

n

Y(1,€) € [a,b] x B(x,r) : Z

Jj=1

2
<

— )

per cui

CILCTIED S 5 (r6)| < el
Ne segue che ||dgn f(7,€)]| < ¢, per cui
VT € [CL, b]7 v£17€2 €B (l’,T’) : ’f(T7£1) - f(T>£2>’ S 6’51 - 52’ .

Pertanto la (1.6) e verificata. m

(1.15) Teorema Sia u: I — R"™ una soluzione massimale dell’equazione differenziale
u' = f(t,u).
Allora valgono i sequenti fatti:
(a) Uintervallo I ¢ aperto in J;
(b) per ogni compatto K in A esiste s € I tale che (t,u(t)) € K per ogni t € IN|s,4o00[;

(c) per ogni compatto K in A esiste s € I tale che (t,u(t)) ¢ K per ognit € IN] — o0, s|.

Dimostrazione.
(a) Sia o € I e siano [a, b] un intorno di o in J, » > 0 e ¢ > 0 relativi a (o, u(o)) € A con-
formemente alla Proposizione (1.7). Dal Teorema (1.5) si deduce che esiste una soluzione

v : [a,b] — R™ del problema di Cauchy
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e, per il Lemma (1.8) e la massimalita di u, si ha [a,b] C I. Ne segue che I & aperto in J.
(b) Consideriamo un compatto K in A e supponiamo per assurdo che per ogni s € [
esista t € IN|s, +oo[ tale che (t,u(t)) € K. Allora supI ¢ I ed esiste una successione
(tn) crescente a sup ! tale che (tp,u(ty)) € K. Sia (ts,,u(ty,)) una sottosuccessione
convergente a (t,2) € K. Evidentemente { = sup /. Siano [a,b] un intorno di ¢ in J,
r > 0ec>0relativi a (¢,2) € A, conformemente alla Proposizione (1.7). Sia k tale che

(th,, u(tp,)) € [a,b] x B(z,r/2) e sia v : [a,b] — R" la soluzione del problema di Cauchy

{ v = f<t7 U) )
U(thk) = u(thk> :

Per il Lemma (1.8) e la massimalita di u, si ha [a,b] C I, il che & assurdo, perché t € [a, b].

(c) Si tratta di una semplice variante della (b). m

(1.16) Teorema Sia (top, uon) una successione in A convergente a (to, ug) € A e siano

up Iy > R" ed u: I — R™ le soluzioni massimali dell’equazione differenziale

u = f(t,u)

tali che up(ton) = uopn ed u(ty) = up.

Allora per ogni [a, ] C I si ha |o, B] C I, definitivamente per h — oo e
limup, = u
b

uniformemente su [, f].

Dimostrazione. Sia [a, ] C I. Possiamo supporre che ¢t € [a, (].
Consideriamo anzitutto un intorno [a,b] di tg in J, r > 0 e ¢ > 0 relativi a (tp, up) € A

conformemente alla Proposizione (1.7). Per ogni h sufficientemente grande si ha
(t07h, UO,h) S [a, b] x B (uo, 7’/2) .

Tenendo conto della massimalita di uj, ed u e del Teorema (1.5), si deduce che [a, b] C I,
la,b] C 1 e

limu, = u
h
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uniformemente su [a, b].
Possiamo allora porre T = sup S, dove S ¢ 'insieme degli s € [to, 3] tali che [tg, s] C I,

uniformemente su [tg, s]. L osservazione precedente garantisce che S # ().

Siano ora [a,b] un intorno di T"in J, r > 0 e ¢ > 0 relativi a (T, u(T)) € A,
conformemente alla Proposizione (1.7). Sia s € SN [a,b] tale che u(s) € B (uw(T),7/2).
Per ogni h sufficientemente grande si ha u,(s) € B (u(T), r/2), quindi [a, b] C I, [a,b] C I
e

limuy, = u
h

uniformemente su [a, b]. Per definizione di T, questo ¢ possibile solose T'= e f € S.

In maniera simile si prova che [«, to] C I), definitivamente per h — oo e che
limup, = u
h

uniformemente su [«, to], da cui la tesi. m

(1.17) Lemma (di Gronwall) Siano P € [0,+o00[, Q € R e sia v : [a,b] — R una

funzione continua tale che
t
Vt € [a,b] : v(t) < Q—I—P/ v(T)dr.

Allora st ha
Vt € [a,b] : v(t) < Qexp(P(t—a)).

Dimostrazione. Poniamo .
Vit)=Q+ P / v(T)dr.
Allora V e derivabile e si ha

V'(t)=Puo(t) < PV(t).

Ne segue che

V'(t) exp(—Pt) — PV (t) exp(—Pt) <0,
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ossia

(V(t) exp(—=Pt)) <0.

Allora si ha
V(t) exp(—Pt) < V(a) exp(—Pa) = Q exp(—Pa),

quindi

v(t) S V(1) < Q exp(P(t —a))

da cui la tesi. m

(1.18) Teorema Supponiamo che A = J x R™ e che per ogni o, 5] C J esista
P € [0, +oo] tale che

V(t,x) € [a, 5] x R™ : [f(t,2)] < P(1+ |z]).
Allora ogni soluzione massimale dell’equazione differenziale
u' = f(ta U)

e definita su J.

Dimostrazione. Sia v : I — R™ una soluzione massimale. Fissiamo a € [ e consideriamo

un qualunque 3 € J. Se § > «, per ogni t € I N [a, B] si ha

u(®)] < u(e)] +/ [f(r,u(r))| dr < |u(@)| + P(f — ) + P / u(7)| dT .

Dal Lemma di Gronwall si deduce che
[u(t)] < (lu(a)] + P(8 — a)) exp(P(8 — a)).

Consideriamo il compatto di A

K = [, f] x B(0, R),

dove R = (Ju(a)| + P(8 — «)) exp(P(8 — «)). Per il Teorema (1.15) esiste s € I tale che
(t,u(t)) & K per ogni t € IN]s, +oo[. Allora deve essere s > «. Inoltre, essendo I aperto

in .J, non puo essere s < . Ne segue che 3 € I.
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Se 6 < a, si prova in modo simile che g € I. Ne segue [ = J. m

(1.19) Teorema Siano J un intervallo non vuoto in R ed A : J — L(K™K"),

B :J — K" due applicazioni continue. Sia inoltre f . J x K* — K" definita da
ft,x) = A(t)x + B(t) .
Allora f ¢ continua, verifica la (1.6) e per ogni [a, 5] C J esiste P € [0, +00] tale che
V(t,x) € o, B x K" o |f(t,2)] < P(1+ |z]).
Ne seque che ogni soluzione massimale dell’equazione differenziale
u = A(t)u + B(t)

e definita su J.
Inoltre, per ogni (to,ug) € J x K", esiste una ed una sola soluzione u : J — K" del

problema di Cauchy
{ u = A(t)u+ B(t),

u(to) = up -

Dimostrazione. L’applicazione f & continua, perché composizione di applicazioni continue.
Se [a, f] € J, poniamo
c=max {[|A(t)| : t € [a,B]} .

Allora per ogni (t,x1), (t,22) € [a, 5] x K" si ha
[f(t, 1) = f(t, 22)] = [A() (21 — 22)| <

<A@ a1 = 22| < ey — .

Pertanto la condizione (1.6) ¢ verificata.

Inoltre per ogni (¢, ) € [, 8] x K" si ha

|f(t,£L‘)| < |f(t70)| + |f(t>$) - f(t,())l <

< |B(t)|+ c|z| < (argl?§>%|B(t)| —i—c) (1+|z|).
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L’affermazione riguardante il problema di Cauchy discende dal Teorema (1.11). m

Esercizi

1. Sia f : [, 5] x R — R una funzione continua verificante la (1.6), sia u : [o, 5] — R

una soluzione dell’equazione differenziale

u' = f(t,u)

e sia v : [, 8] = R una funzione di classe C' tale che
v < f(t ),
v(a) <u(a).

Si dimostri che v(t) < u(t) per ogni t € [«, ).

2. Si verifichi che le funzioni v(t) = 0 e w(t) = 3 sono entrambe soluzioni del

problema di Cauchy
u = 3vu2,
u(0) =0.

3. Sia f : R? — R definita da
3u

ftu)=4q 1t
3tu se u? > 0.

Si dimostri che f ¢ continua, di classe C'* su R?\ {(0,0)} e che v(t) = 0 e w(t) = t3 sono

se u? < 19,

entrambe soluzioni del problema di Cauchy

u/:f(t,u),
u(0) =0.

4. Sia f : R — R una funzione localmente lipschitziana e decrescente e sia u : I — R

una soluzione massimale dell’equazione differenziale

W= fou.
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Si dimostri che sup I = +o0.

5. Siano u, v : [, 5] — R™ due applicazioni continue tali che

B B
- [l = [ el
per ogni ¢ € C'([a, B]; R™) con ¢(a) = ¢(B) = 0. Si dimostri che u ¢ derivabile e che

u = w.

6. Sia L : [o, 5] x R" x R® — R una funzione continua. Si supponga che per
ogni t € [a, 8] la funzione {(g,v) + L(t,q,v)} sia di classe C' e che le applicazioni
V,L,V,L: [a, ] x R* x R* — R" siano continue.

Sia Y = {u € C'([o, B];R") : u(a) =u(B) =0} esia L:Y — R definita da

B
L(u) = / L(t,u(t),u'(t)) dt.
Si dimostri che

(a) L ¢ derivabile in ogni u € Y rispetto ad ogni w € Y e
L (u)(w) = /j [(VoL(t, u(t), w' () [w(t)) + (VoL(t, ult), u'(t))[w'(t))] dt ;
(b) si ha £'(u)(w) = 0 per ogni w € Y se e solo se I'applicazione
{t — V,L(t,u(t),u(t)}

¢ di classe C! e

VLt u(t), ' (t)) — % (Vo L(t, u(t), ' () = 0.

2 Il caso lineare a coefficienti costanti

In questa sezione consideriamo equazioni lineari di ordine n a coefficienti costanti, ossia

del tipo

n—1
D"u = Z a;D'u +b(t),

J=0
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dove ag,...,a,-1 € Keb:J — K e una funzione continua.

(2.1) Definizione Se
P(z) = Z ;2!
§=0
¢ un polinomio a coefficienti in C, definiamo un’applicazione lineare
P(D): C*(R;C) —» C*(R;C)

ponendo

P(D)(u) := Zajpju.

(2.2) Teorema Se P e Q) sono due polinomi a coefficienti in C, si ha
(P+Q)(D) = P(D)+Q(D),

(PQ)(D) = P(D) e Q(D).
In particolare, risulta P(D) o Q(D) = Q(D) o P(D).

Dimostrazione. Si verifica facilmente che

Vu e CF(R;C) : ((P+Q)(D)) (u) = (P(D) + QD)) (u).

Siano

Allora risulta .
(PQ)(2) = apz"t + Z(baj + a;_1)z’ + bag
j=1
ed anche

P(D)(Q(D)(u)) = P(D) (Du + bu) =

= anD”Hu -+ Z(ba]’ -+ CL];l)DjU + baou .
j=1

Pertanto si ha

(PQ)(D)) (u) = (P(D) e QD)) (u)

83
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In generale, per dimostrare che
(PQ)(D) = P(D)oQ(D),

ragioniamo per induzione sul grado di (). Se @) ¢ costante, la tesi ¢ evidente. Se @) ha
grado maggiore o uguale ad uno, si puo scrivere @ = Q1Q2 con Q2(z) = z + b. Allora si

ha
(PQ)(D)) (u) = (PQ1Q2)(D)) (u) = (PQ1)(D) (Q2(D)(u)) =

= P(D) (Q1(D) o Q2(D)(u)) = (P(D) o Q(D)) (u),

da cui la tesi. m

(2.3) Lemma Siano P un polinomio a coefficienti in C, A € C e m > 0.
Allora
(D — AId)™ (exp(At) P(t)) = exp(At) D™ P(t) .

Dimostrazione. Ragioniamo per induzione su m. Se m = 0, la tesi ¢ evidente.

Consideriamo m > 1 e supponiamo che la tesi sia vera per m — 1. Allora si ha
(D — Md)™ (exp(\t) P(t)) = (D — AId)(D — Md)™ ! (exp(\t) P(t)) =
= (D — AId) (exp(At) D" 'P(t)) =
= Aexp(At) D" 1 P(t) 4+ exp(\t) D™ P(t) — Aexp(\t) D™ ' P(t) =
= exp(A\t) D™P(t),

da cui la tesi. m

(2.4) Lemma Siano P un polinomio a coefficienti in C, A € C\ {0} e m > 0.

Allora esiste un polinomio QQ a coefficienti in C dello stesso grado di P tale che
D™ (exp(At) P(t)) = exp(At) Q(t) .

In particolare, QQ é identicamente nullo se e solo se P ¢ identicamente nullo.
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Dimostrazione. Ragioniamo per induzione su m. Se m = 0, la tesi e evidente. Conside-
riamo m > 1 e supponiamo che la tesi sia vera per m — 1. Sia () un polinomio dello stesso

grado di P tale che
D™ ! (exp(At) P(t)) = exp(At) Q(t) .
Allora si ha
D™ (exp(At) P(t)) = D D™ ! (exp(At) P(t)) =

=D (exp(M) Q1)) = exp(rt) (AQ() +Q'(1)) .
Essendo A # 0, il polinomio AQ(t) + Q'(¢) ha lo stesso grado di Q. m

(2.5) Teorema Siano ag,...,a,—1 € C e sia
n—1
2" — Zajzj =(z—=A)™ (2= A)™
=0

con A, ..., \p € C distinti e mq,...,my > 1.
Allora una base nell’insieme delle soluzioni u : R — C dell’equazione differenziale

omogenea
n—1
D"u = Z aij U
§=0
¢ costituita dalle funzioni
exp(\it), ..., t™ Lexp(M\it), ... exp(Mit), ..., ™ Lexp(Agt) .
Dimostrazione. Posto .
P(z) = 2" — Zajzj ,
§=0
si ha che u : R — C risolve I'’equazione differenziale
n—1
D"y — Zaiju =0
5=0

se e solo se P(D)(u) = 0.

Se () € un polinomio di grado al pitt m; — 1, si deduce dal Lemma (2.3) che

(D = \Td)™ (exp(At) Q1)) = 0.
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Allora per il Teorema (2.2) si ha
P(D) (exp(A;t) Q1)) =
= (D —XMId)™ -+ (D — A\Id)™ (exp(A\jt) Q(t)) = 0.
Ne segue che le funzioni
exp(Ait), ..., t™ Lexp(Ait), ..., exp(Mit), ..., "™ Lexp(Agt)
sono tutte soluzioni dell’equazione differenziale
n—1
D"y — Zaiju =0.
=0
Dimostriamo ora che, se )1, ..., Q% sono dei polinomi a coefficienti in C e
k
VieR: Zexp()\jt) Q;(t) =0,
j=1
allora ogni (); ¢ identicamente nullo. Ragioniamo per induzione su k. Se k = 1, il risultato

¢ evidente. Consideriamo k > 2 e supponiamo che la tesi sia vera per k — 1. Se d ¢ il

grado di @y, deriviamo d + 1 volte la relazione
k—1
D exp (A — Mo)t) Q;(t) + Qu(t) =0.
j=1

Tenendo conto del Lemma (2.4), si ottiene
k-1 N
> exp (A — An)t) @Q;(t) =0,
j=1

dove @17 ceey @k_l sono dei polinomi dello stesso grado di )y, ..., Qk_1, rispettivamente.
Per I'ipotesi induttiva, ogni @1, cee @k_l e identicamente nullo, per cui anche Q1, ..., Qr_1
sono identicamente nulli. Ne segue che anche @) € identicamente nullo.

Ora possiamo dimostrare che le funzioni
exp(Ait), ..., t™ Lexp(Ait), ..., exp(Mit), ..., ™ Lexp(Agt)

sono linearmente indipendenti. Se p;; € C sono tali che

mj;—1

k
Z wint" exp(\t) =0,

j=1 h=0
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risulta dal ragionamento precedente che ogni polinomio

mj—l

Z pint"
h=0

¢ identicamente nullo, per cui p;;, = 0 per ogni h, j.

Poiché mq + - - - + my, = n, le funzioni
exp(Ait), ..., t™ Lexp(Ait), ..., exp(Mit), ..., ™ Lexp(Agt)

sono esattamente n e costituiscono quindi una base nell’insieme delle soluzioni dell’equa-

zione differenziale data. m

(2.6) Corollario Siano ay,...,a,—1 € R e sia

n

n __ v

z E a;z° =
=0

= (2= A)™ - (2 = A)™ (2 = pngr — wn )™
(2 = png1 + iwpyr) ™ (2 = g — dwg) ™ (2 — g+ dwg)™

con

Als ooy Ay g1 10hg1s a1 — W1, o ke T W, pig — dwy, € C

distinti (Aj, pj,w; € R) emy,...,my > 1.
Allora una base nell’insieme delle soluzioni u : R — K dell’equazione differenziale

omogenea
n—1
D"u = E a; D’u
=0
e costituita dalle funzions

exp(Ait), ..., t™ Lexp(Mit), ..., exp(Apt), ..., t™  Lexp(Apt),

exp(ftns1t) cos(wpirt), exp(punait) sin(wpgit), - -, ™+ exp(pupait) cos(whait),
" 1L exp(ppgat) sin(wpiat), - - -, exp(pxt) cos(wit),

exp(pxt) sin(wyt), - -+, ™ L exp(pugt) cos(wyt), t™  exp(pugt) sin(wt) .
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Dimostrazione. Consideriamo dapprima il caso K = C. Per il teorema precedente le
funzioni
exp(Ait), ..., t"™ Lexp(Ait), ..., exp(Apt), ..., t"™  Lexp(Apt),
exp((pni1 + iwnga)t), - " exp((png + iwnia)t),
exp((pth1 — iwng1)t), - -+ 8™ exp((ppgr — iwnia)t), -
exp((pg + iwg)t), - - ™ Lexp((up + iwp)t),
exp((pg — dwi)t), -, ™ Lexp((pe — iwy)t)

costituiscono una base nell’insieme delle soluzioni dell’equazione differenziale
n—1
D"u = g a; D’ .

J=0

D’altronde si ha
exp((p + iw)t) = exp(ut) cos(wt) + i exp(ut) sin(wt) ,

exp((pu — iw)t) = exp(ut) cos(wt) — i exp(put) sin(wt) ,

exp(ut) cos(wt) = %exp((,u +iw)t) + %exp((u —w)t),

1

exp(ut) sin(wt) = - exp((u + w)t) — o exp(( — w)t).

Pertanto anche le funzioni
exp(Ait), ..., t"™ Lexp(Ait), ..., exp(Apt), ..., t"™  Lexp(Apt),

exp(fini1t) cos(wpiat), exp(ppyit) sin(wpyit), - -+, ™+ exp(ppy1t) cos(wpiit),
"1 exp(ppiat) sin(wpyat), - - - exp(uxt) cos(wit),
exp(pit) sin(wyt), - - -, ™ L exp(uxt) cos(wyt), t™ 1 exp(pxt) sin(wyt)

generano lo stesso spazio vettoriale e, essendo n, costituiscono una base.
Consideriamo ora il caso K = R. Le n funzioni appena considerate sono a valori
reali e soddisfano 'equazione differenziale data. FEssendo linearmente indipendenti su

C, esse sono a maggior ragione linearmente indipendenti su R. Poiché l'insieme delle
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soluzioni reali dell’equazione differenziale &€ uno spazio vettoriale di dimensione n su R,

esse costituiscono una base. m



Capitolo 7

Teoria della misura

1 La misura di Hausdorff

(1.1) Lemma Siano I, 1y,..., I degli n—intervalli chiusi e limitati in R™ tali che

Allora si ha .
ma(1) <Y ma(Iy) .

h=0
Dimostrazione. Per semplicita faremo la dimostrazione nel caso n = 2. Possiamo inoltre

supporre I # ().

Ragioniamo per induzione su k. Se & = 0, la tesi ¢ ovvia. Consideriamo k > 1 e
supponiamo che la tesi sia vera per k — 1.

Se I = IM x 1?1l punto (max I max [(2)) appartiene a qualche I,. A meno di
riordinare gli Iy, si puo supporre che appartenga ad I. Se I, = I,gl) x I ,52), si ha quindi

max /M < max ],gl) e max [ < max ],9). Posto a; = min I,gl) ed ay = min I,gZ), risulta

mQ(I) = mQ(Jl) + mg(JQ) + mg(J;»,) s

dove

Ji=1IN(—o0,a1] xR),
Jo = I N ([ay, +oo[x] — 00, as]),
J3 = 1IN ([a, +o0[x[az, +00).

90
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Per h=0,...,k — 1 poniamo
I,'L:Ihﬂ(]—oo,al]x]R),

I}/L/ = [h N ([al, +OO[><R) .

Evidentemente my(I,) = ma(1;) + ma(1})) €

k—1
J1 C U I,
h=0
k—1
LclJI,
h=0

Jgg[k

Tenendo conto dell’ipotesi induttiva, si deduce che

mg([) = mQ(Jl) + m2<J2> + m2<J3> S

k—1 k—1
<> ma(I) + Y ma(I)) + ma(L) =
h=0 h=0
k—1 k
= (ma(I}) + ma(I}) + ma(Ip) =Y _ma(ln),
h=0 h=0

da cui la tesi. m

(1.2) Proposizione Per ognim > 1,5 >0 e per ogni E C R"™ si ha

inf {i(diam (Ep)™: E = G Ey, diam (E},) < 5} =

h=0 =

= inf {Z(diam (Ap))™ . Ap € aperto in R", E C U Ap, diam (Ap) < 5} .
h=0 h=0

Dimostrazione. Se E C |J Ay con Ay aperto in R”™ e diam (Aj) < 6, si ha
h=0

E = [](AhmE)

h=0
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con diam (A, N E) < ¢, quindi

inf {i(diam(Eh))m B = G Ey, diam (Ej) < (5} <

h=0 h=0
Z (diam (A, N E))™ Z (diam (Ap))™
h=0 h=0

E pertanto evidente che

inf {i(diam(Eh))m B = D Ey, diam (Ej) < (5} <

h=0 h=0

< inf {Z (diam (Ap))™ : Aj, € aperto in R", E C U Ay, diam (A,) < 6} )
h=0 h=0

Sia ora

M > inf {i(diam (Ep)": E= G Ey, diam (E},) < 5}

h=0

esia £ = |J Ej, con diam (Ej) < 0 e

h=0
Z (diam (Ep))™ < M .
h=0
Sia € > 0 tale che o
> (diam (E,)™ < M —¢
h=0

e sia o, > 0 tale che diam (Ej,) + 20, < d e
(diam (E},) + 204)™ < (diam (E},))™ + 27 "1,

Poniamo

A, = {.CE e R": d(.ﬁE,Eh) < O'h}

se Ej, # ), altrimenti poniamo Ay, = (). Allora Aj, & aperto in R”, E C |J Ay, e si ha
h=0

diam (Ap) < diam (E}) + 20, < 6,

Z (diam (Ap))™ Z (diam (E},) + 207,)™
h=0 h=0
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< (diam (B)" +e) 27" < (M —¢)+e=M.
h=0 h=0
Pertanto
M > inf {Z(diam (Ap))™ : Ap € aperto in R", E C U Ay, diam (A,) < (5} .
h=0 h=0

Per 'arbitrarieta di M, deve essere
)

inf {i(diam(Eh))m : E= D Ey, diam (Ej) < (5} >

h=0 h=0

> inf {Z(diam (Ap))™ : Ap ¢ aperto in R", E C U Ay, diam (A,) < 6} ,
h=0 h=0
da cui la tesi. m

(1.3) Proposizione Per ognin > 1 si ha

>0 h=0 h=0

0 < sup <inf {i(diam (Ep))": [0,1]" = G Ey, diam (E}) < 5}) < 400.

Dimostrazione. Dato & > 0, sia k > 1 tale che k~'y/n < §. Dividendo ogni intervallo [0,1]
in k parti uguali, si ottiene una famiglia {5 : 1 < h < k"} di n—intervalli chiusi e limitati

che ricoprono [0,1]" e soddisfano diam (I;,) = k~'/n < §. Allora si ha

inf {i(diam (Ep)": [0,1]" = G Ey, diam (Ej) < 5} <

h=0 h=0
k’n
<> (diam (I,)" = k"E~"n"? = "2
h=1

Pertanto

sup (inf {i(diam (Ep)": 10,1]" = G E}y, diam (Ej) < 5}) <n"?.

>0 h—0 h=0

Sia ora (Ap) una successione di aperti in R™ tale che [0,1]" C |J Ap. Possiamo
h=0
supporre A, # () per ogni h € N. Per la compattezza di [0, 1]", si avra

k
[0,1]" € [ A,

1=0
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per certi hg,...,hy € N. Sia 2, € Ay, e sia
- H [ — diam (Ap) , xgj) + diam (Ah)] .

Evidentemente risulta
my, (1) = 2" (diam (A4y))"
ed A, C I, per cui

k
0.1]" €| J1n, -
=0

Tenendo conto del Lemma (1.1), si deduce che

0 k
Z (diam (Ap))" > Z(dlam (Ap)" =
h=0 =0

Risulta quindi

sup (inf {Z(diam (Ap))" : Ay € aperto in R™, [0,1]" C U Ay, diam (Ap) < 5}) >

5>0 =0 h=0

>27".

Tenuto conto della proposizione precedente, ne segue

sup (inf {Z(diam (Ep)™ = [0,1]" U Ey, diam (E}) < 5}) >27",

>0 h=0 h=0

da cui la tesi. m

(1.4) Teorema Per ognim > 1 e per ogni E C R™ esiste una successione (Ay) di aperti

in R™ tale che E C (] Ay e
heN

?WMD:HmOWAQ.

Dimostrazione. Dimostriamo anzitutto che per ogni § > 0 esiste un aperto A in R" tale

che EC Ae HJ(A) <H™(E)+9.
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Sia (Ap) una successione di aperti in R” tali che £ C |J Ap, diam (A,) < d e
h=0

U i(diam (A))™ < HP(E)+6 < H™E) +6.

Se poniamo
oo
A={]J A,
h=0

risulta che A € un aperto contenente FE e
O Y _(diam (A,))™ < H™(E) +6.
h=0

Dimostriamo ora la tesi. Sia 6, = e sia Aj, un aperto in R” tale che £ C Ay e

_1
A1
5 (Ap) <H™(E) + 6.

Risulta £ C () Ay e per ogni k € N
h=0

H (ﬂ Ah) < Hg (Ap) < H™(E) + 05 -

h=0
Passando al limite per £ — +o00, si ottiene
H" (ﬂ Ah> < H™E),
h=0

da cui la tesi. m

(1.5) Teorema Sen >1ed I = [[IY) ¢ un n—intervallo limitato e non vuoto in R™
j=1
con

sup IM — inf 1 - =sup I — inf 1
st ha

H(I) = mu(I).

Dimostrazione. Evidentemente H"([0,1]") = 1. Essendo [—2%,1]" isometrico a [0, 1]", si

) e([3)-
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Applicando un’omotetia di coefficiente 2A > 0, si deduce che H"([—A, \]") = (2A)". Poiché
per ogni € €]0, \[
A =2)"=H"([-A+e,A—¢]") <

SHY] = AAM) SH (XA = (20)",

risulta anche H"(] — A\, A[") = (2\)™.

Attraverso un’opportuna traslazione, I ¢ isometrico ad un n—intervallo J con
sup JV) =\, infJU) = ).

Poiché
| = MAPC T C =M A",

si ha H"(I) = H"(J) = 2A\)" =m,(I). m

Esercizi

1. Sia I un n—intervallo limitato in R™. Si dimostri che £™(I) = m,,(I).

2 Misure esterne

(2.1) Teorema Sia pn una misura esterna su R™. Supponiamo che per ogni coppia E, F

di sottoinsiemi non vuoti di R™ con
inf{lr—y|l:ze€E,yecF} >0

si abbia W(EUF) = p(E) + p(F).

Allora ogni aperto ed ogni chiuso di R™ é u—misurabile.

Dimostrazione. E sufficiente dimostrare che ogni chiuso ¢ g—misurabile. Dato un chiuso

non vuoto C' in R", basta provare che

p(F) 2 p(F0C) + p(F\ C)
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per ogni F' C R™ con pu(F) < +oc.

Poniamo per ogni h > 1

1 1
= F: _— < -
Sy, {xe h+1<d(x,0)_h}
Poiché
1
inf — | : >
inf{|z —y|: 2 € Sh, y € Shia} > D (h+2) >0,
si ha
Vh > 1: pu(Sh) + 1(Shiz) = p(Sp U Spya) -
Ne segue
k k
D (San) = p (U Szh) < u(F),
h=1 h=1
k
ZM(Szh—1) = U <U S2h—1> < u(F),
h=1 h=1
quindi
2%
h=1
da cui si deduce che
Zu(Sh) < 400
h=1

Essendo C' chiuso, si ha

r¢g C<—d(x,C)>0,

quindi
Vk>1: F\C =AU (Ush> :
h=Fk
Pertanto risulta
P(F\ C) < p(A) + > ul(Sh).
h=Fk

Tenuto conto che

1
inf{|x—y|:xEFﬂC,yGAk}2E>O,
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ne segue

H(F) = 0 ((F 1 C)U A = (F 1) + ) >
> W(FNC)+ u(F\C) = Y (S,
Passando al limite per k& — 400, si ottiene -
W(F) > w(F A C)+ u(F\C).

da cui la g—misurabilita di C. m

(2.2) Teorema Sia p una misura esterna su R™. Supponiamo che:
(1) ogni aperto di R™ sia p—misurabile;

(17) ogni sottoinsieme E di R™ sia contenuto in un’intersezione numerabile di aperti () Ap

heN
tale che

w(E) = p (ﬂ Ah) ;

heN

(13i) si abbia p(K) < 400 per ogni compatto K di R™.
Allora per ogni sottoinsieme u—misurabile E di R™ valgono i sequenti fatti:

(a) per ognie > 0 esiste un aperto A in R"™ tale che E C A e u(A\ F) < ¢;
(b) per ogni e > 0 esiste un chiuso C' in R™ tale che C C E e u(E\ C) < g;

(c) esistono una successione decrescente (Ay) di aperti in R™ ed un sottoinsieme Ej
p—trascurabile in R™ tali che

EUE, = ﬂAh,

heN

limp(Ap) = p(E);

(d) esistono una successione crescente (Kp) di compatti in R™ ed un sottoinsieme Ej

p—trascurabile in R™ tali che

E = (UKh> UE,.

heN
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Dimostrazione.

(a) Sia Ej, = EN] — h, h[" e sia (Aj ;) una successione di aperti in R™ tale che

E, C ﬂ Apj,
jEN
(En) = p (ﬂ Ah,j) :
jEN

Se poniamo

Ghj=]—hh["NApoN---NA,,

risulta che (G}, ;) € una successione decrescente di aperti di misura finita tali che

Ey, C ﬂ Gh; C mAh,j»

jeN jeN

p(En) = p (ﬂ Ghu’) :

jeN

Dato € > 0, esiste un G}, ; tale che
p(Ghy) < p(By) +e27"".
Chiamiamo Ap un tale Gj ;. Allora si ha £, C Aj, e

(A \ En) = p(An) — p(Bp) < 2771

(o]
Se poniamo A = |J Ay, risulta che A & un aperto contenente F e
h=0

A\NE C G(Ah\Eh)a

per cui

PANE) <Y u(Ap\ Ey) <) e27" ' =c.

h=0

99

(b) Sia A un aperto contenente R" \ E tale che u(A\ (R"\ F)) < e. Allora R"\ A & un

chiuso contenuto in E tale che

p(EN\ (R A)) = p(A\ (R*\ E)) <e.
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(c) Per ogni h € N sia Aj, un aperto contenente E tale che

1

AR\ FE) < ——.

pA\ B) < s

A meno di sostituire A, con AgN---N Ay, possiamo supporre che la successione (A;) sia
decrescente. Poniamo

Ey = (ﬂAh) \E.

heN
Allora ¢ ovvio che

EUE, = ﬂ Ay,
heN
ed inoltre
1
1(Eo) = pu <ﬂ(Ah\E)> < A\ E) < 5=
heN

per cui u(Ey) = 0.
Poiché
1

HUE) < plAn) < 0(B) + 17

risulta anche
lim p(Ap) = p(E).

(d) Sia (Ap) una successione decrescente di aperti contenenti R” \ E tale che

(mAh>\<Rn\E>:ﬂ<AmE>

heN heN
sia pu—trascurabile e sia Cj, = R™\ Aj. Allora (C},) ¢ una successione crescente di chiusi

contenuti in F tale che

E\ (Uch) =[(A,NE)

heN heN
sia pu—trascurabile. Se poniamo

Ky =Cy0[—h,h]",

EO:E\(UKh> :E\(U@) :

heN heN
si ha che (K}) € una successione crescente di compatti, Fy ¢ u—trascurabile e

E= (UKh> U Ey,

heN
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da cui la tesi. m

3 Funzioni misurabili

(3.1) Teorema Siano p una misura esterna su R™ e f : R — [0,4+00] una funzione
p—misurabile.
Allora esistono una successione (tp) in [0,+o0o[ ed una successione (E,) di

sottoinsiems p—masurabili di R™ tali che

EE:th::SUpfy
h=0
Vee R": f(x) = ZthXEh(l’)
h=0

In particolare,

e una successione crescente di funzioni p—semplici positive convergente puntualmente a f.

Dimostrazione. Se sup f = 400, poniamo t;, = 1/(h + 1). Se invece ¢ = sup f < +o0,

poniamo ¢, = 27" !¢, In ogni caso si ha

00
j{:thzzsupjn
h=0

VEEN: < Y .

h=k+1

Definiamo ricorsivamente Ej ponendo

Ey={zeR": f(z) >t} ,

h
Epy = {$ eR": f(x) — thXEj(if) > th+1} -
=0
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Ragionando per induzione su h, si verifica facilmente che
h
Ve e R": f(z) > thXEj (x)
=0

per cui

Vo e R": Z thXEh
h=0

Inoltre, dato x € R™, non puo esistere k € Ncon z € E, e x € Ej, per ogni h > k + 1,

perché ne seguirebbe

k—1
F@) < taxm, (@) + b, <
h=0
k—1
< thXEh Z thXEh ZthXEh
h=0 h=k+1

o
Si possono quindi verificare due possibilita: se z € () Ej, € ovvio che
h=0

flo) <sup f=> tixe,(x)
h=0

se invece = € Ey, con k; — +oo, risulta

Z thXE, (T) + ty, -

Tenuto conto che ¢, — 0, anche in questo caso risulta

0o
< > tnxm, (7).
h=0

da cui la tesi. m

(3.2) Teorema (di Lusin) Sia f: R" — R una funzione L"—misurabile.

Allora per ogni € > 0 esiste una funzione continua g : R™ — R tale che

L"({z e R": f(z) # g(x)}) <e
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Dimostrazione. Osserviamo anzitutto che per ogni sottoinsieme L£"—misurabile F di R”

e per ogni £ > 0 esiste una funzione continua g : R™ — [0, 1] tale che g7 }(1) C E e

L' ({z e R": xp(z) #g(z)}) <e.

Infatti esistono un chiuso C' C E ed un aperto A O E tali che L"(E \ C) < ¢/2 e
LA\ FE) <e/2. Se E # R", possiamo supporre A # R™. Poniamo

g(x) =0se C =1,

g(x) =1se E=R",
_ d(z,R"\ 4)
9) = G0y + d@ R\ A)

altrimenti. In ogni caso risulta

{r eR": xu(z) #g(x)} € (A\NC) = (A\E)U(E\C),

per cui g ha le proprieta richieste.
Sia ora f : R™ — [0, 7/2] una funzione £"—misurabile e sia ¢ > 0. Dimostriamo che

esiste g : R" — [0, 7/2[ con le proprieta indicate nella tesi. Sia

@) =3 tix, (@)

Dth=supf <3,
h=0

conformemente al Teorema (3.1). Siano g, : R" — [0, 1] delle funzioni continue ottenute

dal passo precedente in modo che

L"({x eR": xg,(v) #gn(2)}) < 2 h=lg

Se definiamo ¢ : R" — [0, 7/2] ponendo

g(x) = Z thgn(z)

si ha che la serie converge totalmente, per cui g ¢ continua.

Se si avesse g(x) = /2 per qualche z € R", risulterebbe anzitutto »_ ¢, = /2.
h=0
Inoltre per ogni h € N si avrebbe t;, = 0 oppure g,(z) = 1, quindi t,g,(x) = trxp, (),
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dal momento che g, (z) = 1 implica « € E}. Ne seguirebbe f(x) = 7/2, il che ¢ assurdo.
Pertanto g : R* — [0, 7/2].
Inoltre da f(z) # g(z) segue xg, () # gn(z) per almeno un h € N, per cui

L"({z € R": f(2) #g()}) < YL ({x €R": xp,(2) # gu(@)}) <e.

h=0

Consideriamo ora una qualunque funzione £"—misurabile f : R" — R. Le funzioni
arctano(fT),arctano(f~) : R" — [0,7/2]
sono L"—misurabili. Per il passo precedente esistono due funzioni continue
91,92 : R" — [0, 7/2]

tali che
L" ({x € R™: arctan(f*(z)) # gl(at)}) < %,

L ({z € R": arctan(f~(z)) # g2(2)}) < g
Allora la funzione
g9(z) = tan(gi(z)) — tan(gz(x))

ha le proprieta richieste. m

4 Funzioni integrabili
(4.1) Teorema Siano p una misura esterna su R™ e f, g : R" — [0, +oo[ due funzioni

u—semplici.

Allora valgono i sequenti fatti:

/(f+g)du=/fdu+/gdu;

(b) per ogni A € [0, +00] si ha
Jonan=x [ ran;

(a) siha
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(c) se f<g, siha

/fdus/gdu;

(d) risulta
/fd,uzsup{/@d,u: % é,u—sempliceeoggogf} .

Dimostrazione.

(a) Siano f(R") = {so,..., sk}, g(R") = {to, ... . tm}, (f +9)(R") = {00,..., 05},
Ey=f""(sn),
Fi=g'(t),

Gi=(f+9)" (o).

Per ogni h, 4, j si ha E, N F;NG; = 0 oppure 0; = s, + t;. Ne segue in ogni caso
oipn(EnNENG;) = (sp+t)n(EnNEFNG,) .

Poiché {Ey, ..., Ex}, {Fo,..., Fn} e {Go,...,G,} sono ricoprimenti di R" costituiti da

insiemi p—misurabili a due a due disgiunti, si ha

p(En) =) Y n(EnNFNG)),

i=0 j=0

h=0 =0
Allora risulta
D k- m p
/(f+9)du— D oG =Y Y Y ou(BaNFiNG)) =
Jj=0 h=0 i=0 j=0
k m p kK m p
=33 s (ENFNG)+> Y Y tu(BaNFNG)) =
h=0 =0 7=0 h=0 =0 j5=0
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(b) Se A =0, la tesi ¢ evidente. Se invece A > 0 e f(R™) = {to,...,tx}, si ha

AT ) = 7 () -

Ne segue che

/ Ydp =Y (Mn)p (f7 () =
—AEjWAf%m»—A/fw.

(¢) La funzione g — f & pu—semplice e positiva. Per la proprieta (a) si ha allora

[ran< [tans [o-pau= [ gin.

(d) Essendo f una funzione pu—semplice tale che 0 < f < f, & evidente che

/fd,ugsup{/godu: gpéu—sempliceeoggpgf}.

D’altra parte per ogni funzione u—semplice ¢ tale che 0 < ¢ < f si ha
/ pdp < / fdp.

sup{/godu: wép—sempliceeoggogf}g/fdu,

da cui la tesi. m

Ne segue

(4.2) Teorema Siano p una misura esterna suR™ e f,g: R" — R due funzioni tali che

f(z) = g(x) per p—q.o. x € R™.

Valgono allora i sequenti fatti:
(a) f & p—misurabile se e solo se g é p—misurabile;

(b) f & p—integrabile se e solo se g é p—integrabile, nel qual caso si ha

/fduz/gdu-
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Dimostrazione. Poniamo
E={zeR": f(z) #g(z)}.
(a) Se f & p—misurabile e ¢ € R, si ha
FH e, +o0l) \ g (Je, +o0]) C B,

g (e, +o0o]) \ f7H(Je, +od]) C B,

per cui f~(Je, +o0]) \ g7 (Je, +o0]) e g7 (]e, +00]) \ f~ (], +00]) sono entrambi p—tra-

scurabili, quindi g—misurabili. Poiché
9~ (Je, +o0]) =

= (f7 (e, +oo) \ (f (e, +00]) \ g™ (Je, +oa]))) U (g7 (Je, +00]) \ £ (Je, +00]))

'insieme g~'(]e, +00]) ¢ p—misurabile. Ne segue che g ¢ y—misurabile.

Essendo le ipotesi simmetriche rispetto a f e g, € evidente che la y—misurabilita di
g implica quella di f.
(b) Supponiamo anzitutto che f e g siano positive. In tal caso la p—integrabilita e
equivalente alla y—misurabilita. Pertanto f e py—integrabile se e solo se ¢ lo e, a causa
della (a).

Inoltre si ha

/(+OO)XE dp = (+00) /XE dp = (+o0)u(E) = 0.

Pertanto, se f e g sono u—integrabili, risulta

OS/fXEdMS/(+OO)XEdN:0

/QXEdMZO-
[t [ sxsdus [ s dn-

= /fXRn\E dp = /QXR”\E dp =

e, similmente,

Ne segue



108 CAPITOLO 7. TEORIA DELLA MISURA

:/QXR”\EdN+/gXEdM:/ng-

Nel caso generale, si ha f* = ¢g" e f~ = g~ per p—q.0. = € R", per cui la tesi

discende dal caso precedente. m

(4.3) Teorema Siano p una misura esterna su R™ e f : R™ — [0,4+00] una funzione

u—misurabile tale che
/f dp < +00.
Allora f(x) < 400 per p—gq.o. © € R™.

Dimostrazione. Sia E, = {z € R": f(x) > h}. Allora E} ¢ p—misurabile e si ha

/fduz/fthduz/thhduzhu(Eh) -

Ne segue che per ogni h > 1

n({z € R f(z) = +o0}) < i (Ey) < %/fdu,

per cui U'insieme {x € R : f(x) = 400} ¢ u—trascurabile. m

(4.4) Teorema Siano p una misura esterna su R™ e f : R™ — [0,4+00] una funzione

/fdu:().

Allora f(x) =0 per p—q.o. x € R™.

u—misurabile tale che

Dimostrazione. Sia E, = {x € R": f(x) > 1/h}. Allora si ha

1
N(Eh):h/ﬁXEhdMSh/de:O-

Ne segue che l'insieme

{zeR": f(x) £0} = | J B,

¢ p—trascurabile. m
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(4.5) Teorema Sia f : R" — R una funzione L"—sommabile. Allora per ogni e > 0

esiste g € C.(R™) tale che

/ (@) - g(a) dz < <.

Dimostrazione. Per ogni h € N poniamo
On(w) = min {(h = |#])*, 1},
Ju(x) = On(z) min{max{f(z), —h}, h}.
Poiché |f(z) — fu(z)| < |f(z)] e
Ve € R": lim fi(e) = (),

si deduce dal Teorema della convergenza dominata che

hm/|f x)|dx=0.

/|f \d%‘<§

Per il Teorema di Lusin esiste una funzione continua ¢ : R" — R tale che

Esiste quindi h € N tale che

3

L"({z e R": f(a) # ¢(2)}) < 17

Se poniamo
g() = Oy () min{max{p(x), ~h}, h},
si ha g € C.(R") e
£ ({z €R": fiulw) £ g(2)}) < =
Poiché | f(z) — g(z)| < 2h, risulta

Ne segue

J15@) =gl < [ 1) = @lde+ [ 1) - gla)ldo <.

da cui la tesi. m
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5 1l teorema di Fubini-Tonelli

(5.1) Definizione Sia A > 0. Chiamiamo suddivisione regolare di R™ di passo A la

partizione L di R™ costituita dagli n—intervalli I della forma
I = [k (k1 + DA[X - X [k, (b + 1A
con ky,..., k, € 7Z.

(5.2) Definizione Diciamo che un sottoinsieme P di R™ ¢ un pluri-intervallo regolare,

Se

P=Jr,

Ieg

dove J € un sottoinsieme finito di una suddivisione regolare T di R™.

(5.3) Lemma Ogni aperto di R"™ ¢ unione di una successione crescente di pluri-intervalli

regolari.

Dimostrazione. Sia Z;, la suddivisione regolare di R” di passo 27". Se A & un aperto di
R™, poniamo
Ih={1€Z,: ICAN|[-h—1,h+1["},

P, = UI.

IeJy,

Si verifica facilmente che (F}) ¢ una successione crescente di pluri-intervalli regolari in R”

tale che .
U P, CA.
h=0
D’altronde, per ogni z € A esiste h € N tale che h > |z| e
2 — 27k 2 p 2R x]z™ — 27k 2 49 h[C A,
Siano kq, ..., k, € Z tali che

x € [k 27" (ky 4+ 1)27"[x -+ x [kn27", (K, + 1)270].

Poiché
(k127" (kg + 1)27"[x - x [k,27" (k, + 1)27"[C
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ClaW — 27" 2 497w ... x]2™ — 27" 2™ Lo h[C AN[—h—1,h+1[",

si ha

k127", (ky + 1)27"[x -+ X [kn27", (kn + 1)27"[C P,

o
quindi € |J Py. Risulta pertanto
h=0

AC Gph,
h=0

da cui la tesi. m

(5.4) Lemma Sia A un aperto in R™ x R". Valgono allora i sequenti fatti:

(a) la funzione {x +— L"(A,)} ¢ LT —misurabile e la funzione {y — L™(AY)} e L"—mi-

surabile;

(b) risulta

£rn(4) = / £'(A,) dL™ () = / L7 (AY)dL(y)

Dimostrazione. Per semplicita trattiamo il caso m = n = 1. Consideriamo anzitutto un

pluri-intervallo regolare

p=|Jr,

Ieg
dove J C T ed Z ¢ una suddivisione regolare di R? di passo A. Allora per un opportuno

k sufficientemente grande si ha

k

LY P,) = Z (A X (hra[(2)

h=—Fk
dove jp, ¢ il numero di I € J della forma [hA, (b + 1)\[x[a,b]. In particolare, la funzione
{z — LY P,)} & L'—misurabile. D’altronde
k
=2 iV
h=—Fk
per cui

/ LYP,)dL (z Z JpA? =

h=—k
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Consideriamo ora una successione crescente (P,) di pluri-intervalli regolari in R? la
[e.e]

cui unione sia A. Per ogni © € R si ha (P,), C (Pyi1). ed Ap = U (Ph)., per cui
h=0

LH(Ar) = lm L ((Pn)z)

Ne segue che la funzione {z +— L'(A,)} ¢ L'—misurabile e, per il Teorema della

convergenza monotona, si ha

[ £ e @) =tim [ LR L' @) =
= li}rln L3(P) = L*(A).
In modo simile si prova che la funzione {y — £L'(AY)} & £'—misurabile e che
[ e i) = cw,

da cui la tesi. m

(5.5) Teorema Sia E un sottoinsieme L™ " —trascurabile di R™ x R".
Allora si ha
L'(E,) =0 per L"—q.0. © € R™,

LM(EY) =0 per L"—q.0. y € R™.

Dimostrazione. Esiste una successione decrescente (Ay) di aperti in R™ x R™ con £ C Ay,

e li}gn L™ (Ap) = 0. Posto
Ve €R™ : p(x) = lim £'(An)s),
si deduce dal Lemma di Fatou e dal lemma precedente che
[ ez <tim [ 2. dena) -

= lim L7 (4,) = 0.

Ne segue p(x) = 0 per L™ —q.0. z € R™. D’altronde da E, C (Ap), segue L"(E,) < ¢(x).
Pertanto £"(E,) = 0 per L™—q.0. x € R™.
In modo simile si prova che L™(EY) = 0 per L"—q.0. y € R". m
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(5.6) Teorema Sia E un sottoinsieme L™ —misurabile di R™ x R™.

Valgono allora 1 sequenti fatti:

(a) per L™—q.0. x € R™ linsieme E, é L"—misurabile e per L"—q.0. y € R™ l'insieme

EY e L™ —misurabile;
(b) la funzione {x — L"(E,)} é L™—misurabile e la funzione {y — L™(EY)} é L"—mi-
surabile;
(c) si ha
L () = / £ME,) dLm () = / L7 (EY) dLM(y)

Dimostrazione. Consideriamo anzitutto il caso in cui E ¢ anche limitato. Sia (Aj) una

successione decrescente di aperti in R™ x R” tale che £ C A,

L£rtn (ﬂ Ah\E> =0,
h=0

li}rbn LT (AR) = L7TY(E).
Se E C] — k, k[™*"  possiamo sostituire ogni Aj, con A,N| — k, k[™*". Possiamo quindi
supporre che gli Ay, siano anche limitati.

Posto B = () Ap, si ha che B, & l'intersezione degli aperti (Ap),, quindi £"—mi-
h=0
surabile. Inoltre per il teorema precedente (B, \ E,) = (B \ E), ¢ L"—trascurabile per

L™ —q.0. x € R™. Ne segue che

e L"—misurabile per L™—q.0. x € R™.
Poiché A, ¢ limitato, si ha £"((Ag).) < +oo per ogni x € R™. D’altronde per il

Lemma (5.4) risulta
/E”((AO)I) dL™(z) = L™ (Ap) < 400.
Ne segue che la funzione {x — L"((Ap).)} ¢ L™ —sommabile. Inoltre si ha

Vo € R™: im £7((Ay),) = L"(By) .
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Tenuto conto del Lemma (5.4), si deduce dal Teorema della convergenza dominata che la

funzione {x — L"(B,)} ¢ L™ —sommabile e che

/ £7(B,) dL™(x) = lim / £((Ap).) dL™(z) =
= li}rbn LT (AR) = L7TY(E).
Poiché L"(E,) = L"(B,) per L™—q.o. x € R™, si deduce che la funzione {z — L"(E,)}
e L™ —integrabile e che

/ £M(E,) dC™ (@) = / LB, dL™ (&) = L7(E).

Consideriamo ora il caso generale. Poniamo E, = EN| — h, h[™™™. Poiché E), &
L™ —misurabile e limitato, I'insieme (E}), ¢ £"—misurabile per L™—q.0. z € R™. Dal

momento che
o

Ex = U (Eh)x 5

h=0
ne segue che F, e L"—misurabile per L™ —q.0. x € R™. Inoltre risulta

LM(E,) = li}rln L"((ER)z) per L™—q.0. x € R™.

Pertanto la funzione {z — L"(E,)} ¢ L™ —misurabile e, per il Teorema della convergenza

monotona, si ha

/ £7(B,) AL (x) = lim / L () dE™ () =
— lim £7(B,) = £ (E).

In modo simile si prova che EY € L™ —misurabile per £L"—q.o0. y € R", che la funzione

{y — L™(EY)} ¢ L"—misurabile e che
[ erEnac) = e,

da cui la tesi. m

(5.7) Lemma Siano E un sottoinsieme L™ —trascurabile di R™ e F' un sottoinsieme

L"—trascurabile di R™.
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Allora gli insiemi E x R™ e R™ x F sono L™ —trascurabili.

Dimostrazione. Sia (Ap) una successione decrescente di aperti in R™ contenenti £ con
li}ILn L™(Ap) = 0. Per ogni k € NT'insieme Ay, x|—k, k[" & aperto, quindi £L™*"—misurabile.

Dal teorema precedente si deduce che
L (Apx] — k, k[") = /(Qk)"XAh (x)dL™(z) = (2k)"L™(Ap) .

Poiché
Vh € N: L™ (Ex] — k,k[") < (2k)"L™(An),

deve essere L™ (Ex| — k, k[") = 0. Tenuto conto che

E xR" = D(Ex]—k,k[”),

k=0

ne segue L™ (E x R™) = 0.

In modo simile si prova che L™ (R™ x F) =0. m

(5.8) Teorema Siano E un sottoinsieme L™—misurabile di R™ e F un sottoinsieme
L"—misurabile di R™.

Allora (E x F) ¢ L™ —misurabile e

LE x F) = L™(E) L"(F).

Dimostrazione. Siano (A,) una successione decrescente di aperti in R™ e (Bj) una

successione decrescente di aperti in R™ tali che E C Ay, F C B, e

m(ﬁAh\E> iy (ﬁgh\p> “o

Posto G = (| A, e H= () By, si ha
h=0 h=0

GXHIm(AhXBh>,

h=0
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per cui (G x H) & L™ —misurabile, in quanto intersezione di una successione di aperti.
Inoltre per il lemma precedente gli insiemi (G'\ E) x R™ e R™ x (H \ F') sono L™"—tra-

scurabili. Ne segue che
Ex F=(GxH)\((G\E) xR UR" x (H\ F)))

& L™ _misurabile.

Allora per il Teorema (5.6) si ha
LB x F) = [ £ EN) AL ) = £7(E) £(F).

da cui la tesi. m

(5.9) Corollario Sia I un n—intervallo limitato in R". Allora L™(I) = m,(I).

Dimostrazione. 11 caso n = 1 & contenuto nel Teorema (1.5). Tenuto conto del teorema

precedente, la tesi segue facilmente ragionando per induzione su n. m

(5.10) Teorema (di Fubini-Tonelli) Sia f : R™ x R" — R una funzione L™ " —inte-
grabile.

Valgono allora i sequenti fatti:

(a) per L"—q.0. x € R™ la funzione f(x,-) é L"—integrabile e per L"—q.0. y € R™ la

funzione f(-,y) ¢ L™ —integrabile;

{xH/f(%y) dﬁ"(y)}

e L™—integrabile e la funzione

{v— [ famaci]

(b) la funzione

e L™ —integrabile;

(c) siha
/f(x,y) AL (2, y) =

:/(/f(x,y) dﬁ”(y)) dcm(z) =/</f(a:,y) dﬁm(m)) dL"(y) .
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Dimostrazione. Consideriamo anzitutto il caso f = txg con t > 0 ed F sottoinsieme

L™t —misurabile di R™ x R™. Posto
F={xeR™: E, ¢ L"—misurabile} ,
risulta dal Teorema (5.6) che £ (R™ \ F') = 0. Poiché

f(x,y) = txe(r,y) = txe,(v),

ne segue che f(x,-) ¢ L"—integrabile per L™ —q.o0. x € R™. D’altronde

VreF: / Fo,y) dL"(y) = tL7(E,) |

{o [1@macm]
e L™ —integrabile e che

/(/f(x,y) dﬁ"(y)) dLc™(z) :t/ﬁ"(Ex) dLm () =

— 1L () = / f(,y) dL™ "z, )

Si deduce che la funzione

Se f: R™ x R" — [0,+00] & L™"—integrabile, esistono una successione (t;) in

[0, +00] ed una successione (Ej) di sottoinsiemi £™"—misurabili di R™ x R™ tali che

flay) =" tixe, (x,y).
h=0
Poniamo fh = thXEha
F={zeR™: fi(x,-) & L"—integrabile per ogni h € N} .

Per il passo precedente, si ha £ (R™ \ F') = 0. Poiché

Fla,y) =Y fulz,y),

Vo € F - /f(:c,y) dL"(y) = Z/fh(xuy) dL"(y),
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risulta che f(x,-) & L"—integrabile per L™—q.0. x € R™,

{x — /f(x,y) dﬁ”(y)}
e L™ —integrabile e

/(/f(x’y)dm ) L™ (w Z/(/fh 2, y) dLM(y ) A (z) =

= Z/fh(xvy) d£m+n(x7y) = /f(xay> d£m+”(:c,y).

Consideriamo infine una funzione £™+"—integrabile f : R™ x R* — R. Se, ad

/f 2,y) dL™ (2, y) = /(/f (z,y) dL"( ))dﬁm(x)<+oo,

/f‘(%y) dL™(y) < +oo

esempio,

si ha

per L™—q.0. © € R™. Ne segue che, per L™—q.0. z € R™, f*(z,-) & L "—integrabile e
f~(z,-) & L"—integrabile con

/f_(x,y) dL"(y) < +oo.

Pertanto f(z,-) & L"—integrabile per L™ —q.0. z € R™.
Posto

F= {l‘ eR™: fT(x,-) e f~(x,-) sono

L™ —integrabili e /f_(m,y) dL"(y) < +oo} ,

si ha che L™"(R™\ F)=0e

{:1: — xF(:v)/f‘(af,y) dﬁ"(y)}

¢ L™ —sommabile. Poiché

Vo e F: /fxyd.c" /f+xyd.c" /f (z,y) dL™(y) ,
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ne segue che

{o [1@macom]
e L™ —integrabile e

/ (/ fle.) dm(y)) dL™(w) = / (XF(x) / f(a,y) dﬁ"(y)) L™ (z) =

- [ () [ e iew) e - [ (v [ reniee) e -
:/(/ﬁ(x,y)dcn(y)) dL™(x /(/f ,y) dL"(y ) dL™ (z) =

=/f+(x,y) dLm ™ (z,y) —/f‘(x,y) dLm ™ (z,y) Z/f(w,y) dcm ™ (z,y) .
Se
/ F* (@, y) dE™ (3, ) < +o0,

il ragionamento ¢ analogo.
In modo simile si dimostra poi che per £L"—q.0. y € R" la funzione f(-,y) &

L™ —integrabile, che la funzione

{y — /f(x,y) dﬁm(l‘)}
e L"—integrabile e che si ha

[ sty - /(/fxydﬁm )dﬁ"<y>,

da cui la tesi. m

6 La formula dell’area

(6.1) Lemma Sia Q un aperto in R™. Allora esiste una successione (Ky) di compatti

in R™ con K, Cint (Kpyq) e Q= | Kp.
h=0
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Dimostrazione. Se poniamo per ogni h € N

1 -
Kh:{a:ERm: d(a:,Rm\Q)Zh—H}ﬂB(O,h—i—l) se Q #R™,

K, =B(0,h+1) se 1 =R",

si verifica facilmente che K} ha i requisiti richiesti. m

(6.2) Teorema Siano X; e Xy due spazi normati, A un aperto in X1 e f : A — X5
un’applicazione di classe C*.
Allora per ogni x € A esiste un intorno U di v in A tale che fiy ¢ lipschitziana. Di

consequenza, fix € lipschitziana per ogni compatto K C A.

Dimostrazione. Sia r > 0 tale che B (z,7) C A e
Ve e B(z,r): [ldf ()N < lldf (=) + 1.

Ne segue che fip(,,) ¢ lipschitziana.
Sia ora K un compatto in A. Supponiamo per assurdo che fjx non sia lipschitziana.

Siano (zp) e (yn) due successioni in K tali che

1/ (zn) = f(yn)ll > Bllzn = all -

Per la compattezza di K, esiste una sottosuccessione (xp, ) convergente a qualche z € K.

Poiché
1 2
lzn = ynll < o (LRl + 1L (a)ll) < 5 max | £]],

risulta che anche (yp,) converge a x. Siano r > 0 e ¢ > 0 tali che fig(y) sia lipschitziana

di costante c. Per k abbastanza grande si ha z, , yn, € B (z,7), quindi

thxhk - yhk” < ||f<xhk) - f(yhk)H < CHIhk - yhk” :

Ne segue hy < ¢ per ogni k sufficientemente grande, il che e assurdo. m

(6.3) Teorema Siano Q un aperto in R™ e ¢ : Q — R"™ un’applicazione di classe C*.

Valgono allora 1 sequenti fatti:
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(a) se E CQ é L"—trascurabile, p(E) ¢ H™—trascurabile;
(b) se E CQ é L™—misurabile, o(E) é H™—misurabile;

(c) se f:p(Q) = R ¢ una funzione e (f o ) & L™—misurabile, f ¢ H™—misurabile.

Dimostrazione.
(a) Sia (K}) una successione di compatti come nel Lemma (6.1). Per il Teorema (6.2),

'applicazione ¢k, € lipschitziana di una certa costante ¢;. Si deduce che
Hm(ﬁp(E N Kh)) < Cznﬁm(E N Kh) = 0,

per cui

(b) Esistono una successione crescente (Kj) di compatti ed un sottoinsieme
L™—trascurabile £y C R™ tali che
[e.e]
E= (U Kh> U Ey.
h=0
Essendo compatto, I'insieme ¢(K}) € H™—misurabile. D’altronde p(FEy) ¢ H™—misura-

bile, perché ‘H™—trascurabile. Ne segue che

p(E) = (U @(Kh)) U o(Ep)

h=0
¢ H™—misurabile.

(c)Se c€R, (fop) (e +x]) = ((fop)) e, +oo]) NQ & LM —misurabile. Allora

FH e, +o0]) = ¢ ((f o 9) ™ (Je, +00)))

¢ H™—misurabile per la proprieta (b). Poiché (f*)~!(Jc, +00]) & uguale a f~(]c, +0o0])
oppure a f~1(Je, +00]) U (R™\ ¢(Q2)), ne segue che (f*)~*(]c, +oo]) & H™—misurabile, per

cui f & H™—misurabile. m

(6.4) Lemma Siano L : R* — R"™ wun’applicazione lineare e biiettiva ed E un

sottoinsieme L™ —misurabile di R™.
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Allora
LY(L(E)) = |det LIL"(E) .

Dimostrazione. Consideriamo anzitutto il caso particolare in cui L ¢ diagonale. Sia quindi
L(zy,...,2,) = (M21,..., A\qzy). Se I & un n—intervallo limitato in R™, si ha che anche

L(I) & un n—intervallo limitato in R™ e dal Corollario (5.9) segue subito che
LML) =M -+ M| L) = |det LI L™(T) .
Se P ¢ un pluri-intervallo regolare in R", risulta allora
L"(L(P)) = | det L|IL"(P).

Se A & un aperto in R", sia (P,) una successione crescente di pluri-intervalli regolari la

cul unione sia A. Risulta
L"(L(A)) = li}{ﬂﬁ”(L(Ph)) = |det L] li}gnﬁ"(Ph) = |det LIL"(A).

Sia infine £ un sottoinsieme L£"—misurabile di R". Sia (A}) una successione decrescente

di aperti in R" tale che £ C A, e
li}ILn LAy =LM(E).
Poiché
LM(L(E)) < L"(L(Ap)) = | det LIL"(Ap) ,
passando al limite per A — oo si deduce che L"(L(E)) < |det L|L"(E). D’altronde anche

L' & diagonale con det(L™') = (det L)~!. Pertanto

1
| det L]

LM(E) = LML (L(E))) < |det L™ L"(L(E)) LY(L(E)),

da cui la disuguaglianza opposta.
Nel caso generale si ha L = U; DUy, dove U; ed U, sono trasformazioni ortogonali e

D e diagonale e biiettiva. Tenuto conto che U; ed U, sono isometrie, si ha
L*(L(E)) = L" (U2DUh)(E)) = L (DUL)(E)) =

— |det D|L™(U,(E)) = | det L|£"(E),
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da cui la tesi. m

(6.5) Lemma Siano Q un aperto in R™ e ¢ : Q — R™ un’applicazione di classe C' con
m < n.

Allora per ogni € €]0,1] e per ogni xy € ) tale che dp(xg) sia iniettivo esiste r > 0
tale che B (zg,7) CQ e

(1 —e)H™(p(E)) < / Vdet (dp(2)! dp(x)) dL™ () < (1+e)H™ (p(E))
E
per ogni sottoinsieme L™ —misurabile E contenuto in B (xo,r).

Dimostrazione. Esistono una matrice L m x m ed una matrice U n x m con U'U = Id
tali che dy(xg) = UL. Essendo dy(xg)iniettivo, risulta che L & iniettiva, quindi biiettiva.
Inoltre si ha

do(zo) dp(zy) = L'U'UL = L' L,

quindi

Vdet (do(xo)t do(xo)) = | det L] .

Sia ora ¢ €]0, 1] tale che
I+e)<(1—-¢™(1+¢), (1+¢)™(1l—-¢g)<1—c.
Sia r > 0 tale che si abbia B (xg,7) C € e, per ogni z € B (xq, 1),

lde(z) — dp(zo)|| < el L7HI71,

(1 —¢)|det L| < y/det (dp(z)t dp(z)) < (1 +c)|det L].

Consideriamo 'applicazione
(o L™Y) — U : L(B (z9,7)) — R".
Poiché per ogni y € L(B (xg,r)) si ha
ld(w o L™ (y) = Ull = lldp(L™"y) o L™ — dip(wo) o L7'|| <

< llde(L™"y) — de(zo)[[IL7H] < c,
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si deduce che I'applicazione (p o L™ — U) & lipschitziana di costante c. Allora per ogni

y1,y2 € L(B (z9,7)) si ha
(o L7 () — (po L) (ya)] <

< |Uyr — Uys| + ‘((900 L) = Uyr) = ((po L") (ye) — Uyz)‘ <
< (I +o)|yr — v

e, similmente,

(o L7 (y) — (po L7)(ya)] >
> |Uyr — Usa| = |((¢ 0 L)1) = Un) — ((po L7 (y2) — Uys) | >
> (1=c)|lyr — yal.

Pertanto (¢ o L™1) ¢ lipschitziana di costante (1 + ¢), iniettiva con inversa lipschitzia-

na di costante (1 — ¢)~1.

L™ —misurabile E C B (xg,r)

Tenendo conto del Lemma (6.4), si ha per ogni sottoinsieme

H™(p(E)) =H" (o L) (L(E))) < (1+ "L (L(E)) =

=(14+¢)"|det LIL™(E)

H™ (p(E)) =H™ ((po LT L(E))) > (1 — )" L™(L(E)) =
= (1 - ¢)™| det L|L™(E).

Allora risulta

[E /Aot (dp(@) dp(@)) dL™(z) < (1 + ¢)| det L|L™(E) <

<A =) "1+ JH™(p(E)) < (1+e)H™(p(E))

/E\/det (do(x)tde(x))dL™(z) > (1 —¢)| det LIL™(E) >
> (1 +0)"(1 = JH™(p(E)) = (1 — e)H" (0 (E)),

da cui la tesi. m
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(6.6) Teorema (Formula dell’area) Siano Q un aperto in R™ e ¢ : Q@ — R
un’applicazione iniettiva e di classe C* con m < n.

Valgono allora i sequenti fatti:

(a) se E CQ, risulta che p(E) é H™—misurabile se e solo se la funzione
E—R
v /It (@) dp(2))

e L™ —musurabile, nel qual caso

H(o(E)) = /E Vet (dp(2)t dp(z)) dL™(z) ;

(b) se f: ©(Q) = R ¢ una funzione, risulta che f ¢ H™—misurabile se e solo se la
funzione B
Q—R
v f(p(r))y/det (dp(x)" dip(x))

e L™ —misurabile;

(c) se f: ©(Q) — R ¢& una funzione, risulta che f ¢ H™—integrabile se e solo se la
funzione _
Q—R
x> f(p(z))y/det (dp(z)t do(z))

e L™—integrabile, nel qual caso si ha

/ y) dH™(y / F((x))v/det (dp(@) dp(x)) dL™(z)
()

Dimostrazione.
(a) Sia
C={zeQ: det (dp(z) dp(z)) =0}
e sia K un compatto in Q\ C. Per ogni € €]0, 1] e per ogni x € K esiste per il Lemma (6.5)
r(z) > 0 tale che

(1— ) H"(p(E)) < /E Vet (dp(€) dp(€)) dL™(€) < (1+ )H™((E))
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per ogni sottoinsieme £™—misurabile £ C B (z,7(z)). Per la compattezza di K esistono

x1,..., o € K tali che
k
K C B (r(e) -
j=1

Posto
E1 =K ﬂB (xl,T($1)) 5

By = (KNB(xj,7(z) \ (E1U---UE; 1) (2<j<k),

si ha che K ¢ 'unione disgiunta degli E; ed E; C B (z;,r(z;)), per cui

(1 —e)H™(p(E;)) < [E Vdet (dp(x) do(x)) dL™(2) < (1+e)H™ (p(E;)).-

J
Per l'iniettivita di ¢, ¢(K) € I'unione disgiunta dei ¢(E;), che sono H™—misurabili per
il Teorema (6.3). Ne segue

(1 - U™ (p(K)) < /K Vet (dp(a)f dpl(@)) dL™ () < (1 -+ /MM (p(E)

Per larbitrarieta di € €]0, 1], deve essere

H™(o(K)) = /K /et (dp(@)t dp(z)) dL™(z).

-1

Sia ora K un compatto in C, sia ¢y, : Q@ — R" x R™ definita da ¢p(z) = (¢(x),h ')

e sia m: R" x R™ — R" la proiezione canonica sul primo fattore. Poiché

donto) = (dpta), 114

risulta che dyp,(z) € iniettivo per ogni x € €. Tenendo conto del fatto che 7 & lipschitziana

di costante 1 e del passo precedente, si ha

H™(p(K)) =H" (7m0 @n)(K)) < H™(on(K)) =

— [ VAt dan(@) 4™ () < £7() mag /et dpn() dpn ()

Sia x5, € K tale che

vV det (depp(zn)t diop () = max Vdet (depy ()t dipp ()
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e sia (zp,) una sottosuccessione convergente a & € K. Si verifica facilmente che

lip max \/det (dipn, (2)" dipn, () = lim /det (dipn, (o0, )! dipn, (n,)) =

k zeK

= /det (dp(€)! dp(€)) = 0.
Ne segue H™(¢(K)) = 0.
Esistono una successione crescente di compatti (Kj,) ed un sottoinsieme
L™ —trascurabile Fy tali che

- (U)o

h=0
Per il Teorema (6.3) si ha H™(p(Ey)) = 0, per cui

H™(p(C)) = H™ <U SO(Kh)> = 0.
h=0
Sia ora E C ) tale che la funzione
E—R
7+ \/det (dp()! dp(2))

sia L™ —misurabile, ossia tale che

R™ — R

R Vdet (dp(z)t dp(z)) sex € E
0 sex € R™\ E

sia L™ —misurabile. Allora E \ C, che ¢ I'insieme su cui tale funzione ¢ strettamente
positiva, ¢ £™—misurabile. Esistono una successione crescente di compatti (K3) ed un

sottoinsieme L™ —trascurabile F tali che
E\C = (U Kh) U Ey.
h=0
Per il Teorema (6.3) si ha che o(E\C') ¢ H™—misurabile, H™ (¢ (Ep)) = 0 e per il Teorema

della convergenza monotona risulta

H (B C)) = A" (U so<f<h>) — (P (K) =
h=0
= li}an Vdet (do(x)t dp(z)) dL™ () = Vdet (do(x)t do(z)) dL™(z) .

Ky E\C
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D’altronde, poiché ENC C C, si ha H™(¢(ENC)) = 0. Pertanto p(E) ¢ H™—misurabile

e risulta

H" (p(E)) = H"(p(E\ C)) = Vdet (do(x)! dp(z)) dL™ () =

E\C

— [ Vatdela) date)) e o).
E
Viceversa, consideriamo anzitutto il caso in cui ¢(F) ¢ H™—trascurabile. Sia (A)

una successione di aperti in R™ con ¢(E) C Ay e H"(@(E)) = H™ ( N Ah> = 0. Allora
h=0

G=¢' (ﬂ Ah) =¥ ' (4n)

e L™ —misurabile e dal passo precedente si deduce che

| VAT G L @) = H () = 0.

Ne segue

Xc(x)\/det (do(x)tde(x)) =0 per L™—q.0. v € .

Poiché E C G, risulta a maggior ragione

XE(:E)\/det (do(x)tde(x)) =0 per L™—q.0. € 0.

Supponiamo infine che ¢(F) sia H™—misurabile. Consideriamo prima il caso

particolare in cui H™(¢(F)) < +oo. Sia (Aj) una successione di aperti in R™ con

p(B)C () An,  H"(p(B) =H" (ﬂ Ah> .

Posto
G =" <ﬂAh> . Ey=G\E,
h=0
si ha che G ¢ L™ —misurabile e H"(p(Fy)) = 0. Ne segue che la funzione

Q—R
T Xg(x)\/det (dp(z)tdp(x))

e L™ —misurabile, mentre

xE, (2)v/det (dp(z)t dp(z)) = 0 per LM™—q.0. z € )



6. LA FORMULA DELL’AREA 129

per il passo precedente. Poiché G e 'unione disgiunta di E ed FEj, si ha che

xp(x)V/det (dp(2)! dp(z)) =

= Xc(2)V/det (dp(2)! dp(x)) — Xz, (2)v/det (dp(2)" dip())
e L™ —misurabile.
Nel caso generale, sia (K}) una successione crescente di compatti conforme al

Lemma (6.1). Poiché

HP(o(0a) = [ et (dafa) date) L™ (o),

Ky,

risulta ()= |J ¢(K}) con p(K}) compatto e H™(¢p(K})) <—+o0o. Allora o(E) N p(K})
h=0
¢ H™—misurabile con H™(¢(E) N p(K})) < +00. Dal passo precedente segue che

{m = Xk, (2)V/det (de(x)! d‘p(x))}

e L™ —misurabile. D’altronde E & 'unione crescente degli £ N K}, per cui

Vo € Q1 yp()y/det (do(x)! dp(x)) = lim xpox, () v/ det (dp(x)! dp(x)) .

Si conclude che la funzione

{& = xple) Vet ([dple) doa)) |

e L™ —misurabile.
(b) e (¢) Consideriamo dapprima f : ¢(Q) — [0, +00].
Se f e H™—misurabile, si ha f = > taxpm,) con t, > 0 e p(E,) H™—misurabile.
h=0

Ne segue fop = > tyxpg,. Inoltre dalla (a) si deduce che
h=0

{x = Xp, (2)v/det (dp(z)! dSO(x))}

¢ L™ —misurabile, per cui anche

WE

Fpla) Vet (dp@) dp(@) = 3 (tax, (2)v/det (dp(@) dp(x)

>
Il

0

e L™ —misurabile.
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Infine dalla (a) si deduce che

y)dH™ (y) = / th Xt (Y) dAH™ (y Zt,ﬂ-lm
h=

AO(Q)

=3~ [ e, (o) VAot @) dpfa) 2™ () =
h=0

- / F (o)) /et (dp(@) dpla)) dL™ (x)

Supponiamo viceversa che

{x = f(p(x))/det (dy( )tdgp(x))}

sia £™—misurabile. Allora tale funzione ¢ £™—misurabile anche su 2\ C, il che equi-
vale a dire che f o ¢ ¢ L™—misurabile su 2\ C. Dal Teorema (6.3) si deduce che f ¢
H™—misurabile su p(Q2 \ C). D’altronde H™(¢(C)) = 0, per cui f ¢ H™—misurabile
anche su ().

Nel caso generale, in cui f : p(2) — R, & sufficiente ragionare su f* e f~, ricordando

che f=fT—f".m

Esercizi

1. Siano © un aperto in R™ e ¢ : Q — R" un’applicazione di classe C' (non
necessariamente iniettiva) con m < n.

Si dimostri che per ogni E C () tale che

EFE—R
T \/det (dp(z)t dp(x))

sia L™ —misurabile risulta

H™ (o(E)) < /E /et (dp(@)t dp(z)) dL™(z).
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(Suggerimento: si ripercorra la dimostrazione della Formula dell’area).

2. Se I & un intervallo in R, v : I — R™ & un’applicazione ed a,b € I (a < b), si

ponga
k

Vi (7) := sup {Z y(th) = y(th-1)l s a <tg < <t < b} :
h=1

Se a > b, si ponga V() := —V2(7). L’elemento V() di R si chiama variazione di y da
a ab.

Si dimostri che per ogni a, b, c € I si ha

Vo) = Vi) + V().
purché a secondo membro non si presenti 'espressione (+00) + (—00) 0 (—00) + (+00).

3. Se vy : [a,b] — R™ & un’applicazione continua e v ¢ di classe C! su |a, b], si dimostri
che ,
vie) = [ lace.

4. Sia 7 : R — R definita da y(t) = t* cos(¢t~2) per t # 0, v(0) = 0. Si dimostri che
7 & derivabile e che V! (y) = +o0.

5. Siano I un intervallo in R, ¢y € [ e v : I — R"™ un’applicazione continua tale

che Vb(y) < 400 per ogni [a,b] C I. Si definisca una funzione o : I — R ponendo
a(t) = Vi, (0)-

Si dimostri che o ¢ continua, crescente (in generale, non strettamente) e che

Vi, te € 12 |y(t) —(t2)| < o(tr) —o(ta)]

Posto J = o(I), sia n : J — R™ 'applicazione definita da no o = .
Si dimostri che 7 ¢ lipschitziana di costante 1, n(0) = (o) e

Vsi,80 € J: Vi2(n) =53 — 51.

Se poi v ¢ di classe C' su int (1) e 7/(t) # 0 per ogni t € int (I), si dimostri che 1 ¢ di
classe C'! su int (J) e

Vs eint(J): |n'(s)|=1.
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7 I teoremi della divergenza e di Stokes

(7.1) Lemma Siano Q un aperto in R™ e K un compatto contenuto in Q. Allora esiste

e CX(Q) tale che 0 < Y(x) <1 suR™ eyp(x) =1 su K.
Dimostrazione. Sia o : R — R la funzione definita da

exp((t* —1)7")

t) = se |t| <1,
=@ - a N
o(t)=0 se [t| > 1.
Risulta che p € C*(R), o(t) > 0 su R, o(t) = 0 fuori da [— e [olt

Sia ora n : R — R definita da
t
o) = [ (ol +2)~ ols —2)) ds.
-3
Alloran € C*(R), 0 <n(t) <1suR, n(t) =1su[-1,1] e n(t) = 0 fuori da [—3, 3].
Per ogni z € K sia r(z) > 0 tale che B (z,2r(z)) C Q. Per la compattezza di K

esistono x1,...,x € K tali che

B (zj,7;) ,

IN
TC -

dove r; = r(z;). Sia ¢; : R* — R definita da

o) —n (220

J
Allora 9; € C*(R"), 0 < ¢j(xz) < 1suR", ¢;(x) =1 su B(z;,7;) e ¢j(x) = 0 fuori da

B (xj,2r;). Posto
k

Yo) =1 1] = (@),

J=1

si ha che ¢ € C*°(R"), 0 < ¢(z) < 1suR" ¢(z) =1su K e ¢p(z) =0 fuori da

xj, 273

C?r

Jj=1

per cui ¢ € C°(€2). m
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(7.2) Teorema (Formula di Gauss-Green I) Siano Q un aperto in R", f € C'(Q) e
g€ CLR).
Allora per ogni j =1,...,n si ha

/D (@) gla) dL"(x /f ) dL"(z).

Dimostrazione. Consideriamo anzitutto il caso @ = R™. Sia M > 0 tale che g(z) = 0
fuori da [—M, M]". Ne segue che D;g(x) = 0 fuori da [-M, M]|". Per il Teorema di

Fubini-Tonelli e la formula di integrazione per parti, si ha

[ Dt gta) deia) =

/(/D f(x) g(x) dL! (zY )) A (W, 20D U0 )y =
/ ( / D;f () g(w) dL )) AL (M, g0 g0t ) =
/ ( / f(x) Djg(a) dL' 2V )) Tl C I b RPCA s I 0)
/ ( / f(@) Dig(x) dL*(a" )> AL (a0 U0 gy =
/f x) dL"(x) .

In generale, sia K un compatto in 2 tale che g(z) = 0 fuori da K e sia ¢ € C°(Q2)
tale che 0 < ¥(z) < 1suR” e ¢(z) = 1 su K. Allora la funzione f : R* — R, definita da

Y(z)f(x) sex e,
0 sex € R\ Q,

¢ di classe C'. Tenuto conto che D;g(z) =0 su R"\ K e che D;i(z) = 0 su K, dal passo

precedente si deduce che

/ﬂpjf(x) )dL™ (x /D f(x) g(z)dL™(z) =

/ flx x) dL"(x / fla x) dL" (),

da cui la tesi. m



134 CAPITOLO 7. TEORIA DELLA MISURA

(7.3) Proposizione Siano Q2 un aperto in R™, x € 0Q e vy,v5 due versori normali
esterni ad ) in x.

Allora vy = vs.

Dimostrazione. A meno di una traslazione, possiamo supporre che x = 0. L’insieme
A, ={£€B0,r): £ 11 <0< E-1n}

¢ aperto in R™. Se per assurdo vy # s, si ha Ay # 0, perché vy — vy € Ay, quindi
L"(Ay) > 0. D’altronde

A, C{eB0,r)NQ: -1, >0U{{eB0,7r)\Q2: -1y <0},

per cui
ey S =o.
D’altronde si ha
LA L)

rn AL

per cui si ha una contraddizione. m

(7.4) Teorema Siano Q ed U due aperti in R", g : U — R una funzione di classe C*

tale che

QNU={£cU: g <0}

e sia x € UN I tale che Vg(z) # 0.
Allora g(x) =0 e

e il versore normale esterno ad €2 in x.

Dimostrazione. Tenuto conto della continuita di g, ¢ ovvio che g(z) =0. Siaw : U - R

tale che

vEeU: g(§) = Vg(x) - (€ — ) + € — z[w(E).-
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Sia (rj,) una successione in |0, +oo[ decrescente a 0 e sia

{9 cemins)

Evidentemente anche (g5,) € decrescente a 0. Se £ € B (x,r,) N {2, si ha

Vy(z) - (€ = 2) +[€ - z|w(§) <0,

da cui
%.(5_@ <enle—al.
T e (feesinane: o 28 0))
<rrer({eeBom) o< —a) T <ol ) -
=L" ({5 €EB(z,1): 0< (£ —2x)- |§zg;| <enl¢ —I|}) :
Poiché

(feepen o< Gy <ale—})

costituisce una successione decrescente di sottoinsiemi £"—misurabili di misura finita con

intersezione vuota, si ha

lim £ ({geB(m); 0<(E—1)- ;igi; <6h|§—x|}) ~0.

In modo simile si prova che

lim 7" L" ({geB(x,r)\Q: (€ — ). 2IW) <0}> ~0,

r—0

da cui la tesi. m

(7.5) Teorema (Formula di Gauss-Green II) Siano Q un aperto limitato in R" tale
che H1(0Q) < 400 e f,g: Q — R due funzioni lipschitziane. Supponiamo che f e g
siano di classe C! in Q e sia v : 9Q — R™ la normale esterna ad Q.

Allora valgono i sequenti fatti:

(a) ogni V) ¢ H ' —misurabile e limitata, dove V9 denota la j—esima componente di v;
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(b) per ognij=1,...,n si ha

| Dit@)ata) den (o) =
= [ 169005 17 (s) = [ 1o Dyglo) a7,
o0
Dimostrazione. Limitiamoci al caso particolare in cuin =2 e
Q={zeR*: —-1<2W<1,0<2® <p@")}

con (3 : [—1,1] —]0, 400 lipschitziana su [—1,1] e di classe C* su ] — 1,1[. Si verifica

facilmente che
oN=Tulbullsulyu{(1,0),(1,5(1)),(—1,5(-1)),(=1,0)},

dove

:{xeRQ:—1<:L'(1)<1,:U(2)=0},
={zecR*: 2V =1,0<2® <p1)},
={zeR?: -1<2W <1,2® =g},
Ty={reR®: 2 =—-1,0<2® <p(-1)}.

Se definiamo v :] — 1, 1[x]0, +o0o[— R ponendo

y(x) =2® — W),

si ha che 7 ¢ di classe O,
Q={x €] —1,1[x]0, +o0[: y(x) < 0}
e Vy(x) # 0 per ogni x € T'3. Dal Teorema (7.4) si deduce che

X L) = - Bl(m(l)) 1
Ve ly: v(z) = ( JEEO)RE 11 \/(5’($(1)))2+1> |

Utilizzando nuovamente il Teorema (7.4), si dimostra anche che

(0,—-1) sex ey,
v(iz) =< (1,0) sexely,
(—1,0) sexely.
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In particolare, risulta che v, v(?) : 9O — R sono H'—misurabili e limitate.

Supponiamo inizialmente che g sia costantemente uguale a 1. Risulta allora

/Q Dy () dC2(x) =

1 B(zM)
-/ (/ Dy f(2) dﬁl(x@))> =
—1 0

— /_ (f(:v(l),ﬂ(:v(l))) _ f(x(l)’(m dﬁl(fg(l)) =

1

= /1 f(lﬂ(l),5($(1)))V(2)(x(1),B(m(l))) (8'(z(M))2 + 1d£1(x(1))+

1

1
+/ (@™ 0)rP (W 0)act (V).

1
Se poniamo ¢y (t) = (¢,0), p3(t) = (¢, B8(t)), otteniamo

/Q Dy f(z) dL2(x) =
- / OO0 /fsol o1 ()|t (B)] dLM(t) =

A f(s)y(g)(s)d”;’-ll(s)—l— A f(s)y(2)(s)d7-[1(s):

F(s)v@(s) dH!(s) .

9
Tenuto conto del Teorema di derivazione sotto il segno di integrale, risulta anche

Bla)
D, (/ f(x) dﬁl(ﬂf(Q))> =
0

B(zV)
— [, BB (=) + / D, f(z) AL (z?)
0

1 B(zM)
) 20\ — ) 1(,.(2) 1.1y
/Q Dy f(x) dL(2) / 1 ( / Dy f(z) L (x >> ac (20
1 Ba)
— / D,w ( / f(x>d£1(x<2>)) ALt (zM)+
—1 0

Ne segue
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[ stz ) =
-1
o B(-1)
0

0
+/1 f(x(l)’ﬁ(x(l)))y(l)(x(l),5(x(1))> (B'(z))2 + 1d£1(x(1))_

Se poniamo anche ¢o(t) = (1,1), @4(t) = (—1,1), otteniamo

/ D, f(z) dL*(z) =
Q

5(1) A1)
= /0 Floa(0)rD (2 (1)) 02 ()| AL (t) + /0 Floa®)rD (@a(t))lpd ()] AL (1) +

+ [ fles@®)rD (@) s’ (1) L (1) =

-1

:/r Fls)pW(s) M (s) + - F) WD (s)ydH (s)+ [ f(s)rWV(s)dH (s) =

I's

= | fs)v(s)dH (s),
i9)

da cui la tesi.

Se g non e costantemente uguale a 1, e sufficiente applicare il caso precedente alla
funzione f(z) = f(x)g(x). m
Il prossimo risultato e una variante della formula dell’area.

(7.6) Teorema Sia Q un aperto limitato in R* con H'(0Q) < +oo, sia v : 0 — R? la

normale esterna ad S e sia T : 00 — R? definita da
(rW (@), 7P (2)) = (=P (2), vV (2)).
Siano A un aperto in R?, ¢ : A — R™ un’applicazione iniettiva e di classe C' e
f:o(A) = R una funzione.
Allora f & H'—integrabile su p(ANON) se e solo se la funzione
Q—R
z = fp(x)) |do(z)T(r)]

¢ H'—integrabile su AN O, nel qual caso si ha

/ £(y) dH () = / F (@) |dg)r(2)] dH (z)
(ANONQ)

AN
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Dimostrazione. Limitiamoci al caso particolare in cui
Q= {xE]RQ: —1<2W<1,0<2® <ﬁ(3:(1))} ,

con 3 : [—1,1] —=]0, +o0[ lipschitziana su [—1, 1] e di classe C* su ] —1,1[, e
AnoQ={zeR®: -1< e <1, 23 = ﬁ(x(l))} :

Inoltre supponiamo a priori che {t — (f o ¢)(¢, 3(¢))} sia L'—misurabile su | — 1, 1[.
Poiché

Ve e ANOQ: v(z) = (— pat) L )
VEEET EEE1)
risulta "
1 p'(z)
Vee ANON: 7(x) = — , .
sAnos T (¢<B'<x<1>>>2 1 1)
Se poniamo (t) = (t, 5(t)), otteniamo
[ i = | ) dH () =
©(ANON) (poy)(1-1,1))

= [ st ool aco =
= [ SO e 0) 1,5 @) 420 =
= [ Heaemamo) holic -
- [yu—u[) fp(@)) ldp(a)r(x)| dH' (z) =

- /AmBQ fle()) |dp(z)r ()| dH (z),

da cui la tesi. m

(7.7) Teorema (di Stokes) Siano A un aperto in R?, B un aperto in R®, p: A — R3
un’applicazione iniettiva e di classe C* con ¢(A) C B e f: B — R? un’applicazione di
classe C*. Sia Q un aperto limitato tale che Q C A e H'(0Q) < +o00 e sia v : IQ — R?

la normale esterna ad €.
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- ( se do(x)(—
"0 = o) (o). 0] AN
7(y) =0 se dp(z)(—v? (z), vV (z)) =0,
e, per ogni y € p(Q) con y = p(x),
Dywyp(x) X Dyeyp(x)

= D x D 0
n(y) ‘Dx(l)ﬁp(l') < D;,;(?)SO(@’ se x<1)90(x) I(Q)QO(ZE) 7é )
n(y) =0 se Dy (x) x Dyeyp(z) = 0.
Allora ogni ) : ©(0Q) — R & H'—misurabile e limitata, ogni n9) : () — R ¢

H2—misurabile e limitata e si ha
[ r s s = [ (el £0) - nfo) ).
»(0Q2) »(52)

Dimostrazione. Limitiamoci al caso particolare in cui ¢ : A — R3 ¢ di classe C? e non
dimostriamo che ogni 7U) : p(9Q) — R & H'—misurabile ed ogni n) : p(Q) — R &
H?—misurabile.

Consideriamo dapprima una qualunque applicazione g : A — R? di classe C!. Dalla

formula di Gauss-Green segue che

/mgw(sw / D™ () dC2(z)
/mg@(sﬂ / D,y () dC2(z)
da cui
(7.8) / 9(s) - (—(s),10(s)) dH'(s) =
o0

= [ (D) = D (@) d22(0)

Definiamo ora un’applicazione g : A — R? di classe C' ponendo
g(x) = dp(z)" f(o(x)) = (f(o(2) - Dy p(2), f(p(2)) - Dy p()) -
Dal Teorema (7.6) si deduce che

/ fls)-m(s)dH (s) = [ [lp()) - 7(p(2)) [do(a)(—v® (2), V!V (@) dH (a) =
»(092) 0N
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= | flp()) - (do(a)(—vP (@), 1!V ())) dH' () =

o0

- /a (dpla) £(p(@)) - (<0 a). D (a) ) o) =

_ / o) - (—@ (2), vV (2)) dH (x).
o0
D’altronde si ha

/ (e F) () () =
- / (curl £)(o(x)) - n(2(x)) | D p(x) x Dyeoripla)] dL2(xr) =

- / (curl £)(p(2)) - (Dao(x) x Dycopl)) dL3(z).
Peraltro risulta

(curl ) (p(2)) - (Dyp(x) X Dyerp()) =

3
- Z 8ijkDy(j)f(k)<30('r)> giman(l)gp(m)Dx@)Qp(n) =
i,J,k,m,n=1
3
= Y (GmOn = Gubim) Dyor [P (0(2)) Dy o™ Dy 0™ =
J,k;m,n=1
= Z D mf 2)) D,V D, o* Z D mf( 2)) D, 0™ Dy pP =
Ji:k=1 7,k=1

=D, (fow) Dy — Do (fop):  Dyayp =
=D, ((fo¢) - Dyarp) — Dy ((f 0 9) - Dyyp) = Dy 9 — Dyrg™V.
Ne segue
[ (e F) n) ) = [ (Davg® = Duasg™) ().
© Q

La tesi discende allora dalla (7.8). m
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8 Applicazioni a valori vettoriali

(8.1) Proposizione Siano p una misura esterna su R™ e f: R" — R una funzione.
Allora f ¢ p—misurabile se e solo se per ogni aperto A in R la controimmagine f~(A)

e p—misurabile.

Dimostrazione. Supponiamo che f sia p—misurabile. Gli insiemi f~!(—o00), f~(+00) e
f~([a,b]) con a,b € R sono u—misurabili. Ne segue che per ogni pluri-intervallo regolare
P in R la controimmagine f~!(P) ¢ y—misurabile. Per il Lemma (5.3), per ogni aperto A
in R la controimmagine f~'(A) & py—misurabile. Consideriamo infine un aperto A in R.
Dal momento che ANR ¢ aperto in R, si ha che f~'(ANR) ¢ y—misurabile. D’altronde
S~ (A) ¢ uguale a f~'(ANR) unito eventualmente a f~'(—o0) e f~(4+00). Ne segue che
f7Y(A) & in ogni caso pu—misurabile.

Viceversa, supponiamo che per ogni aperto A in R la controimmagine f~!(A) sia
p—misurabile. In particolare, per ogni ¢ € R l'insieme f~*(]c, +0c]) ¢ u—misurabile, per

cui f ¢ p—misurabile. m

(8.2) Definizione Siano u una misura esterna su R™ ed Y uno spazio metrico. Un’ap-
plicazione f : R" — Y si dice p—misurabile, se per ogni aperto A in'Y la controimmagine
f~YA) é p—misurabile.

Per la proposizione precedente, tale definizione e consistente con la definizione nel

caso Y = R.

(8.3) Teorema Siano p una misura esterna suR™, Y uno spazio metrico e f : R" — Y
un’applicazione costante.

Allora f € p—misurabile.

Dimostrazione. Per ogni aperto A in Y, la controimmagine f~!(A) pud essere solo () o

R™. In ogni caso f~(A) & p—misurabile. m

(8.4) Teorema Siano Y uno spazio metrico e f : R™ — Y un’applicazione continua.

Allora f e H™—misurabile per ogni m > 1.
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Dimostrazione. Per ogni aperto A in Y linsieme f~!(A) ¢ aperto in R", quindi

H™ —misurabile. m

(8.5) Teorema Siano p una misura esterna su R™, Y1, Y, due spazi metrici, f:R"— Y]
un’applicazione p—misurabile e g : Y1 — Yy un’applicazione continua.

Allora (g o f) é p—misurabile.

Dimostrazione. Se A & aperto in Y, la controimmagine g~!(A) & aperta in Y;. Ne segue

che
(go /) M (A) = f"(g7(4))

¢ pu—misurabile, per cui (g o f) € p—misurabile. m

(8.6) Teorema Siano p una misura esterna suR™, (Y, || ||) uno spazio normato su R di
dimensione finita, {a1, ..., amn} una base inY, f : R — Y un’applicazione e fV, ... f(™
le componenti di f rispetto a tale base.

Allora sono fatti equivalenti:
(a) f & pu—misurabile;
(b) ogni componente fUY9) ¢ p—misurabile;

(c) per ogni p € Y' la funzione (po f): R® — R & u—misurabile.

Dimostrazione.
(a) = (b) La funzione ¢’ : Y — R & lineare e continua, per cui fU) = a’of & y—misurabile
per il teorema precedente.

(b)) = (c¢) Se ¢ € Y, si ha
o= Na
j=1
con A, ..., A\, € R. Ne segue

pof=2 Nf9,
j=1

per cui (po f) & p—misurabile.
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(¢) = (a) Consideriamo prima il caso Y = R". Se {ey,...,e,} ¢ la base canonica in R"
e fM ... f™ sono le componenti di f, si ha fU) = e/ o f, per cui le componenti di f
sono tutte p—misurabili.

Se ¢, pM .. a p™ € R, si ha che

o <ﬁ[a(j),b(j)[> — ﬁ(f(j))—l([a(j)7b(j)[>
j=1 j=1

¢ p—misurabile. Ne segue che, per ogni pluri-intervallo regolare P C R", l'insieme
f7Y(P) & p—misurabile. Per il Lemma (5.3), si conclude che per ogni aperto A in R”
la controimmagine f~!(A) ¢ y—misurabile, per cui f & y—misurabile.

Nel caso generale sia ¥ : Y — R"™ un’applicazione lineare e biiettiva. Se ¢ : R® — R

e lineare, si ha che p oW : Y — R ¢ lineare. Ne segue che

po(Wof)=(poW)of

¢ p—misurabile. Per il passo precedente si ha che (¥ o f) & p—misurabile. Essendo ¢!

continua, si conclude che f = ¥~ o (¥ o f) & y—misurabile. m

(8.7) Corollario Siano p una misura esterna su R™ e f : R — C una funzione.
Allora f e p—misurabile se e solo se le funzioni Re f,Im f : R — R sono pu—misu-

rabili.

Dimostrazione. Consideriamo C come spazio vettoriale su R e scegliamo {1,7} come base

in C. La tesi discende allora dal teorema precedente. m

(8.8) Corollario Siano p una misura esterna su R™, (Y, || ||) uno spazio normato su K
di dimensione finita e A\ : R" - K e f,g: R" =Y delle applicazioni u—misurabili.

Allora le applicazioni (f + g), Af e || f]| sono p—misurabili.

Dimostrazione. Consideriamo Y come spazio normato su R. Per ogni funzione R—lineare
p:Y — Rsiha
po(f+g)=wof+ypoy,

po(Af) =Awof).
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La p—misurabilita di (f + g) e Af discende quindi dal Teorema (8.6).
La funzione || f|| ¢ p—misurabile, in quanto composizione dell’applicazione p—misu-

rabile f con la funzione continua || ||. m

(8.9) Teorema Siano p una misura esterna su R™, (Y| ||) uno spazio normato
su K di dimensione finita e (f,) una successione di applicazioni p—misurabili da R™
in Y. Supponiamo che la successione (fy) converga puntualmente ad un’applicazione
f:R*—=Y.

Allora f e p—misurabile.

Dimostrazione. Consideriamo Y come spazio normato su R. Per ogni funzione R—lineare

¢:Y — Rsiha
Ve e R": (po f)(x) = li}an(goo fn)(x),
per cui (po f) & p—misurabile. La p—misurabilita di f discende allora dal Teorema (8.6).

(8.10) Definizione Siano p una misura esterna su R™ e (Y, ||) uno spazio normato
su K di dimensione finita. Un’applicazione f : R — Y si dice p—sommabile, se f ¢
pu—misurabile e

/||f||du < too.

Si noti che la nozione di sommabilita ora introdotta e consistente con quella introdotta

nel caso Y = R.

(8.11) Proposizione Siano p una misura esterna su R™, Y uno spazio normato su R
di dimensione finita e f : R™ — 'Y un’applicazione p—sommabile.

Allora esiste uno ed un solo y € Y tale che
VoY (p.a) = [ (o f(@)) dut).

Dimostrazione. Per ogni ¢ € Y| la funzione ¢ o f & p—misurabile per il Teorema (8.5) e
si ha

(o, f@N] < llll I f ()]l -
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Ne segue che la funzione ¢ o f & y—sommabile.

Inoltre la funzione
Y — R

o [{p, f(2)) du(z)

e evidentemente lineare. Avendo Y dimensione finita, esiste uno ed un solo y € Y tale

che
VweY“<%y%=/Wwﬂ@ﬂw@%

da cui la tesi. m

(8.12) Definizione Siano p una misura esterna su R"™, Y uno spazio normato su R di

dimensione finita e f: R™ — Y un’applicazione p—sommabile. Poniamo

[ t@duta) = [ rani=y,

dove y € Y e l’elemento individuato dalla proposizione precedente.
Se'Y ¢é uno spazio normato su C di dimensione finita e f : R" — Y ¢ un’applicazione

p—sommabile, [ f(x)du(x) viene definito considerando Y come spazio normato su R.

Nel caso reale, I'integrale di f rispetto a u & quindi, per definizione, I'unico elemento

[ f(z)du(z) di Y tale che

VweY“@%/f@MM@%j/wJ@DWW)

Nel caso complesso, l'integrale di f rispetto a g & Punico elemento [ f(z)du(z) di Y tale

o ([ roa) = [t

per ogni funzione R—lineare ¢ : Y — R.

che

(8.13) Lemma Sia X wuno spazio normato su R di dimensione finita. Allora per ogni

x € X esiste p € X' tale che
lell = ll=ll

(o) = [l=]|*.

Dimostrazione. Introduciamo un qualunque prodotto scalare su X e denotiamo con || ||;

la norma indotta.
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Consideriamo anzitutto il caso ||z|| = 1. Sia D = {y € X : |ly|| < 1}. Essendo chiuso

e limitato, D ¢ compatto. Posto
h+1

h

Ty = €,

esiste &, € D tale che
VyeD: [lan —&nlly < llon =yl

Scegliendo y = x, si deduce che (&) converge a . Inoltre si verifica facilmente che D ¢

convesso, per cui risulta
Vy € D, vt €]0,1] : o — &7 < llan — & — tly — &)lli =

= llzn — &ll} — 2t(zn — &) - (y — &) + Elly — &lIT,

da cui
VyeD: (zn—&) - (y—&) <0.
Sia
Uy = xp — &
lzn — &l

e sia (v, ) una sottosuccessione convergente a v € X. Evidentemente v # 0. Risulta
VyeD: Vhy, '(y_ghk) <0,

da cui

VyeD:v-(y—x) <0,
ossia, potendo scambiare y con —y,
VyeD: |lv-y|<v-x.

In particolare v - x > 0.

Definiamo ¢ € X’ ponendo
1

(so,y>=V x(v-y)-

Risulta
Vye D: [(p,y)| <1,

per cui ||| < 1. Inoltre si ha (p,z) =1, da cui ||¢| = 1.
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Sex#0e x| #1, esiste p € X' con ||p|| =1e

Allora ||z]|¢ ha i requisiti richiesti. Se poi x = 0, basta scegliere ¢ = 0. m

Il lemma precedente vale anche se X non ha dimensione finita. In tal caso la

dimostrazione e pero assai pitt complessa.

(8.14) Teorema Siano p una misura esterna su R™ e (Y, ||) uno spazio normato su
K di dimensione finita.

Valgono allora 1 sequenti fatti:

(a) se f,g:R" =Y sono p—sommabili, (f 4+ g) ¢ u—sommabile e si ha

/(f+g)du=/fdu+/gdu;

(b) sexeKe f:R" =Y épu—sommabile, \f é p—sommabile e si ha

Jonan=x [ ran;

(c) se f:R™ =Y ¢&p—sommabile, si ha

H/fduH < [ dw

(d) se {ai,...,am} € una base inY, f: R =Y ¢ un'applicazione e fO), ..., f™ sono
le componenti di f rispetto alla base {ay,...,an}, si ha che f é u—sommabile se e

solo se tutte le componenti sono p—sommabili, nel qual caso

/fdﬂzé(/fwu)aj-

Dimostrazione.
(a) L’applicazione (f + g) & u—misurabile e || f(z) + g(z)|| < || f(x)] + |lg(z)||. Ne segue
che (f + g) & p—sommabile.

Se ¢ : Y — R ¢ una funzione R—lineare, risulta

(fe o) (f ) o fo)-
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~ [wondu+ [(ogdn= [(oo(r+a)dn

La tesi discende allora dall’arbitrarieta di .
(b) L’applicazione Af & p—misurabile e [|A\f(z)|| = |Al]|f(z)||. Ne segue che \f & p—som-
mabile.

Sia L : Y — Y lapplicazione definita da L(y) = A\y. Evidentemente L ¢ K—lineare,

quindi R—lineare. Se ¢ : Y — R ¢ una funzione R—lineare, anche po L : Y — R ¢

w(A/fdu) — (polL) (/fdu> _

:/(sOO(LOf))du:/(sOO(Af))du-

La tesi discende allora dall’arbitrarieta di ¢.

R—lineare, per cui

(¢) Per il lemma precedente esiste una funzione R—lineare ¢ : Y — R tale che

el = | [ 7 dn
()1

H/fdu Zzw(/fdu)z/(wf)dué

< [ 16l du =l [ 11 du=

. H/fduH/llfHdu,

(d) Per il Teorema (8.6) f & p—misurabile se e solo se ogni componente f) & y—misurabile.

)

2

Allora si ha

da cui la tesi.

Inoltre si ha

[fP(@)] = la’ (f@)] < e[| f ()]

1f ()]l < Z a1 19 ()],

per cui f & p—sommabile se e solo se ogni componente f) & y—sommabile.



150 CAPITOLO 7. TEORIA DELLA MISURA

Se K = R, si ha per definizione di integrale

o (/fdu> —/(ajof)du_/f(j)dﬂa
/fdﬂzzz(/f(j)dﬂ)aj-

Se invece K = C, risulta che le funzioni Re,Im : C + ReRe oa/,Imoa’ : Y — R

ossia

sono R—lineari, per cui

Re (aj (/fd;z)) :/Re (ajof) du = Re (/f(j)dy)
e, similmente,

Im (aj </fd,u>) :/Im (ajof) dp = Im (/f(j)du) )
Ne segue che
a’ (/fdu) Z/f(j)du,

da cui la tesi. m

(8.15) Teorema (della convergenza dominata o di Lebesgue) Siano i una misura
esterna suR™, (Y} || ||) uno spazio normato su K di dimensione finita e (f) una successio-
ne di applicazioni p—sommabili da R™ in'Y. Supponiamo che (f) converga puntualmente
ad un’applicazione f : R™ — 'Y e che esista una funzione u—sommabile g : R™ — R tale
che ||l < g.

Allora f €& p—sommabile e si ha

im [ 151~ flldn =0,

N

Dimostrazione. L’applicazione f & p—misurabile e || f|| < g. Ne segue che f & u—somma-

bile.
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Inoltre (||fn — f||) & una successione di funzioni p—sommabili convergente puntual-
mente a 0 tale che ||f, — f|| < 2¢. Dal teorema della convergenza dominata nel caso reale

si deduce che
i [ s~ Fld=o0.

Poiché per il teorema precedente si ha

o fro]-| -0

S/Mﬁ—ﬂWm

im [ fudu= [ o,

risulta anche

da cui la tesi. m

(8.16) Definizione Siano u una misura esterna su R™, Y uno spazio normato su K di
dimensione finita, E un sottoinsieme p—misurabile di R™ e f: E —'Y un’applicazione.
Diciamo che f e p—misurabile, se l'applicazione f*: R™ =Y, definita da

. f(z) sexeFE,
f(x)_{() sex € R"\ E,

e p—masurabile.

Similmente, f si dice uy—sommabile, se f* ¢ u—sommabile, nel qual caso si pone

| r@an) = [ gau= [ i

(8.17) Teorema Siano m > 1, E un sottoinsieme H™—misurabile di R", Y uno spazio
normato su K di dimensione finita e f: E — Y un’applicazione continua.

Allora f é H™—misurabile.

Dimostrazione. Si tratta di un’ovvia variante del risultato con f a valori reali. m

(8.18) Teorema Siano K un compatto in R, Y uno spazio normato suK di dimensione

finita e f: K — 'Y un’applicazione continua.
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Allora f é L"—sommabile.

Dimostrazione. Per il teorema precedente f ¢ L"—misurabile. Inoltre esiste M € R tale

che ||f(x)|| < M per ogni z € K. Allora si ha

/ TR / Mse dyt = ML () < 400,

per cui f e L"—sommabile. m

Esercizi

1. Siano p una misura esterna su R", Y] e Y5 due spazi normati su K di dimensione
finita, f : R" — Y; un’applicazione y—sommabile e L : Y} — Y5 un’applicazione lineare.

Si dimostri che L o f ¢ p—sommabile e che

/(Lof)du:L</fdu> .

2. Siano Y uno spazio normato su R di dimensione finita e v : [a,b] — Y un’appli-

cazione continua. Se v ¢ di classe C' su ]a, b[ e 7/ & sommabile, si dimostri che

b
+(b) — ~(a) = / V() dLME)

3. Siano p una misura esterna su R", F un sottoinsieme p—misurabile di R" con
u(E) < +o00, Y uno spazio normato su K di dimensione finita e (f;) una successio-
ne di applicazioni da F in Y p—misurabili e limitate convergente uniformemente ad

un’applicazione f : F — Y limitata. Si dimostri che f;, e f sono p—sommabili e che

lif{n/thdu—/Efdu.



Capitolo 8

Forme differenziali lineari

1 Aperti 1- e 2-aciclici

(1.1) Definizione Sia A un aperto in uno spazio normato X suK di dimensione finita.

Diciamo che A ¢ 1—aciclico, se ogni 1—forma w : A — X' di classe C' e chiusa ¢ esatta.
Evidentemente ogni aperto stellato e 1—aciclico.

(1.2) Teorema Siano Ay, Ay due aperti in uno spazio normato X su K di dimensione
finita. Supponiamo che Ay, Ay siano entrambi 1—aciclici e che Ag N Ay sia connesso
(eventualmente vuoto).

Allora Ag U Ay e 1—aciclico.

Dimostrazione. Sia w : Ay U A; — X’ una 1—forma di classe C! e chiusa e siano
fo: Ay > Ke fi : Ay — K due primitive di w su Ag ed A; rispettivamente. Esi-
ste ¢ € K tale che fi(x) = fo(x) + ¢ per ogni z € Ay N A;. Possiamo allora definire
f:AgUA; = K ponendo

fo(x)+c sex € Ag,
f(z) =
fi(z) sex € A,

Evidentemente f ¢ una primitiva di w su AgU A;. m

(1.3) Esempio Si ha che R*\ {0} ¢ 1—aciclico.

Dimostrazione. Poniamo
AozRg\{x€R3: W = 2@ =0, 0 20} ,

153
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A =R\ {z eR®: x(l):x(2):O,x(3)§O}.

Si verifica facilmente che A, & stellato rispetto a zo = (0,0, —1), mentre A; & stellato
rispetto a o = (0,0, 1). Pertanto Ay ed A; sono 1—aciclici.

D’altronde P'applicazione @ :]0, +0o[xR x R — R? definita da
O (p,1,2) = (0cos¥, psind, z)

e continua ed ha per immagine Ay N A;. Si deduce che Ay N Ay & connesso.

La tesi discende allora dal Teorema (1.2). m

(1.4) Definizione Sia A un aperto in uno spazio unitario X su R di dimensione 3
orientato. Diciamo che A ¢ 2—aciclico, se ogni campo di vettori F : A — X di classe C*

e solenoidale ammette potenziale vettore.
Evidentemente ogni aperto stellato ¢ 2—aciclico.

(1.5) Teorema Siano Ag, Ay due aperti in X. Supponiamo che Ay, Ay siano entrambi
2—aciclici e che Ay N Ay sia 1—aciclico (eventualmente vuoto).

Allora Ag U Ay e 2—aciclico.

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione. m

(1.6) Esempio Si ha che

e 2—aciclico.

Dimostrazione. Siano anzitutto
Bi={zeR®: zW >0}, By={reR®:2)<0}.

Evidentemente B; e B, sono due aperti stellati e disgiunti. Dal Teorema (1.2) si deduce
che By U By e 1—aciclico.
Siano ora

Ay=R*\{z eR?: 2z =0,z >0},
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AlzR?’\{xER?’: x(l):O,x(2)§0}.

Evidentemente Ay € un aperto stellato rispetto a xy = (0, —1,0), mentre A; € un aperto
stellato rispetto a xy = (0, 1,0). Inoltre AyNA; = ByUB; ¢ 1—aciclico. Dal Teorema (1.5)

si deduce che

AOUA1:R3\{95€R3: x(l):x(z):O}

¢ 2—aciclico. m

Esercizi

1. Si dimostri che R™ \ {0} ¢ 1—aciclico per ogni n > 3.

2. Si dimostri che R™ \ {0} ¢ 2—aciclico per ogni n > 4.

2 Aperti semplicemente connessi

(2.1) Proposizione Siano A un aperto in uno spazio normato X su K di dimensione
finita ed w: A — X' una 1—forma di classe C*.

Allora sono fatti equivalenti:
(a) la 1—forma w é chiusa;

er ogni x € A esiste un intorno aperto iz in A tale che wyy sia esatta.
(b) per ogni A esist it perto U di x in A tale che wy si tt

Dimostrazione.
(a) = (b) Per ogni x € A esiste r > 0 tale che B (z,7) C A. Essendo B (x,r) stellato,
segue che w ¢ esatta su B (z, 7).

(b) = (a) Se x € A ed U ¢ un intorno di = conforme alla (b), segue che
Vo, w e X 1 (dw(x)v,w) = (dw(z)w,v) .

Per I'arbitrarieta di x, w e chiusa. m
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(2.2) Definizione Sia A un aperto in uno spazio normato X suK di dimensione finita.
Una 1—forma w : A — X' si dice chiusa, se w ¢ localmente esatta, ossia se per ogni x € A

esiste un intorno aperto U di x in A tale che wyy sia esatta.

Per la proposizione precedente, la definizione e consistente con quella introdotta per

w di classe C1.

(2.3) Proposizione Siano A un aperto in uno spazio normato X su K di dimensione
finita, w: A — X' una 1—forma continua e chiusa e 7y : [a,b] - A una curva.

Allora valgono i sequenti fatti:

(a) esiste una suddivisione a =ty < --- < tp = b di [a,b] tale che ogni v([t;_1,t;]) sia

contenuto in un aperto convesso su cui w € esatta;

(b) sea =1ty < -+ <t ="b ¢ una suddivisione conforme alla (a), sen: [a,b] = A ¢ la

poligonale definita da

—t t—tj

J
ti_
Y(tj-1) + t—t; 4

= "}/(tj) per tj,1 S t S tj
tj — tj—l

n(t)

e sery ¢ di classe C' a tratti, si ha

foof

(c) sea=sy<--<sg=beda=1ty<-- <ty =>sono due suddivisioni conformi

alla (a) e £ en sono le poligonali associate, si ha

ol

Dimostrazione.
(a) Per ogni z € v([a,b]) esiste r(x) > 0 tale che w sia esatta su B (z,7(z)). Per la

compattezza di y([a, b]), esistono xy,. .., x, € y([a,b]) tali che

y(lab]) € ,QB (mh, %r(mh)> |
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Per I'uniforme continuita di v, esiste > 0 tale che
1
Vs,t € la,b]: [t —s| <d=||y(t) —v(s)|l < min{ir(xh) :1<h< m} .

Siaa =ty < --- <t = b una suddivisione di [a,b] con [t; —t;_1| < d perognij =1,... k.

Allora per ogni j esiste h tale che v(t;_1) € B (wy, 37(24)), per cui

Y([t-1,45]) © B (2, 7)) -

(b) Sia v([tj—1,t;]) C Uj;, con U; aperto convesso su cui w ¢ esatta. Allora si ha

b k t
[o= [womroa=3 [ wom.o-

=3 [ o= [y oi= [o.

(¢) Sia ¢ la poligonale associata alla suddivisione di [a,b] che si ottiene considerando i
punti di entrambe le suddivisioni. Evidentemente ogni ¢ ([s,_1,s,]) € contenuto in un
aperto convesso su cui w ¢ esatta. Inoltre £ ¢ la poligonale che si ottiene dalla curva C*

a tratti ¢ considerando la suddivisione a = sy < --- < s = b. Per la (b) ne segue

[k
[

In modo simile si prova che

da cui la tesi. m

(2.4) Definizione Siano A un aperto in uno spazio normato X su K di dimensione
finita, w: A — X' una 1—forma continua e chiusa e 7y : [a,b] = A una curva.

Definiamo l'integrale di w lungo ~, ponendo

fouf

dove 1 : [a,b] — A ¢ la poligonale associata ad una suddivisione a =ty < --- <t =0b di

la,b] conforme alla (a) della proposizione precedente.
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Tale definizione & ben posta, a causa della (a) e della (¢), ed & consistente con con

quella introdotta nel caso C! a tratti, a causa della (b) della proposizione precedente.

(2.5) Definizione Sia Y uno spazio metrico. Due curve chiuse vo,71 : [a,b] = Y si

dicono omotope, se esiste un’applicazione continua
H :[a,b] x [0,1] =Y

tale che
Vt € [a,b] - H(t,0) = v(t) e H(t,1) = 7(t);
Vs €[0,1]: H(a,s) =H(b,s).

Un’applicazione H con tali proprieta e detta un’omotopia fra vy e ;.

(2.6) Definizione Sia Y uno spazio metrico. Una curva chiusa v : [a,b] — Y si dice

contrattile, se é omotopa ad una curva costante da [a,b] in Y.

(2.7) Teorema Siano A un aperto in uno spazio normato X su K di dimensione finita,

w: A — X' una 1—forma continua e chiusa e vy, 71 : [a,b] — A due curve chiuse omotope.

Allora si ha
/ W / W
Yo Y1

Dimostrazione. Sia H : [a,b] x [0,1] — A un’omotopia fra vy e ;.
Per ogni x € H([a,b] x [0, 1]) esiste r(z) > 0 tale che w sia esatta su B (z,r(x)). Per
la compattezza di H([a,b] x [0, 1]) esistono 1, ..., x,, € H([a,b] x [0,1]) tali che

H(la,b] x [0,1]) C QB (g;j, %r@j)) |

Per 'uniforme continuita di H, esistono una suddivisione a =ty < --- < t; = b di [a, b]
ed una suddivisione 0 = s < -+ < s, = 1 di [0, 1] tali che ogni H([tp_1,tn] X [si—1, Si])
sia contenuto in qualche B (z;,r(z;)).

Sia 7 : [0,1] — A la curva definita da n(s) = H(b, s) e siano &,; : [0,4] — A le curve
chiuse definite da
thor +7(th — th1), Si—1) se0<7<1,
thySic1+ (1 —1)(s; —si-1)) sel<7<2)
th+ (T —2)(tho1 — th),s5) se2<7<3,
tho1,8i+ (T —3)(si.1 —si)) sed3<7<4.

&ni(T) =
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Allora si ha

0=

m
/w:/w+/w—/w—/w:/w—/w,
—1 Y&ni Y0 n 7 n 0 7

k
h=1 1

da cui la tesi. m

(2.8) Definizione Un aperto A in uno spazio normato X su K di dimensione finita
si dice semplicemente connesso (o 1—connesso), se A é connesso ed ogni curva chiusa a

valori in A ¢ contrattile in A.

(2.9) Teorema Sia A un aperto stellato in uno spazio normato X su K di dimensione
finita.

Allora A ¢ semplicemente connesso.

Dimostrazione. Sia xg € A conforme alla definizione di aperto stellato. Anzitutto, I'aperto
A & connesso. Sia 7y : [a,b] — A una curva chiusa e sia H : [a,b] x [0, 1] — A I'applicazione
continua definita da

H(t,s) = (1 —s)y(t) + sxo.

Risulta che v € omotopa alla curva costantemente uguale a z(. m

(2.10) Teorema Siano A un aperto semplicemente connesso in uno spazio normato X
su K di dimensione finita ed w : A — X' una 1—forma continua e chiusa.

Allora w é esatta.

Dimostrazione. Sia 7 : [a,b] — A una curva chiusa di classe C! a tratti e sia 7 : [a,b] — A

una curva costante a cui 7 sia omotopa. Per il Teorema (2.7) si ha

forfeee

Ne segue che w ¢ esatta. m

(2.11) Corollario Sia A un aperto semplicemente connesso in uno spazio normato X

su K di dimensione finita. Allora A é 1—aciclico.
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Dimostrazione. Si tratta di un’ovvia conseguenza del teorema precedente. m

Esercizi

1. Siano A e B due aperti semplicemente connessi in uno spazio normato X su K
di dimensione finita. Si dimostri che, se AN B & connesso e non vuoto, allora AU B e

semplicemente connesso.

2. Si dimostri che R™ \ {0} ¢ semplicemente connesso per ogni n > 3.
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