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CAPITOLO PRIMO

SPAZI VETTORIALI TOPOLOGICI

1. Alcuni richiami di topologia generale

Nel seguito considereremo acquisita una conoscenza elementare della

topologia generale. In questa sezione vogliamo solo richiamare i cosiddetti

assiomi di separazione.

(1.1) DeFinizioNE. Uno spazio topologico X si dice To’ se per ogni coppia
di punti distinti x, e X, in X, esiste un intorno Uo di x, con X, & UO

oppure esiste un intorno U1 di X, con x 3 U1.

(1.2) DerinizioNe. Uno spazio topologico X si dice T1’ se per ogni coppia
di punti distinti x, € X, in X, esistono un intorno U0 di X, ed un intorno

U di x conconx ¢ U ex ¢ U.
1 1 1 0 0 1

(1.3) DeFinizioNe. Uno spazio topologico X si dice T2 o di Hausdorff, se
per ogni coppia di punti distinti X, e X in X, esistono un intorno Uo di

x0 ed un intorno U1 di x1 con con U0 n U1 = 2.

Evidentemente ogni spazio topologico di Hausdorff & anche T1 ed ogni

spazio topologico T1 € anche To'

(1.4) Dermnizione. Uno spazio topologico X si dice T3 o regolare, se

valgono i seguenti fatti:
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a) per ogni x € X il singoletto {x} & chiuso in X;
b) per ogni chiuso C in X e per ogni X, € X \ C esistono due aperti A0 ed

A inXtaliche x e A, C<S A edd nA = e.
1 0 0 1 0 1

Tenuto conto che il singoletto (xl} ¢ chiuso, si verifica facilmente che

ogni spazio topologico regolare & anche di Hausdorff.

(1.5) DeFmizioNe. Uno spazio topologico X si dice T4 o normale, se
valgono i seguenti fatti:

a) per ogni x € X il singoletto {x} & chiuso in X%;

b) per ogni coppia di chiusi disgiunti C0 e C1 in X esistono due aperti Ao

ed A in Xtaliche C € A,C €A edA nA = o.
1 0 0 1 1 (] 1
Negli spazi topologici normali vale la seguente proprietda fondamentale.

(1.6) Lemma (di Urisohn). Sia X uno spazio topologico normale e siano C0 e
C1 due chiusi disgiunti in X.
Allora esiste una funzione continua ¢:X — [0,1] tale che
\-/xeCO: plx) =0,

VxeCl: plx) =1.

(1.7) DeFmnizioNE. Uno spazio topologico X si dice Ta,s o completamente

regolare, se valgono i seguenti fatti:

a) per ogni x € X il singoletto {x} & chiuso in X;

b) per ogni chiuso € in X e per ogni x, € X \ C esiste una funzione
continua ¢:X — [0,1] tale che

go(xo) =0,
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VxelC ox)=1.

Tenuto conto del lemma di Urisohn, si verifica facilmente che ogni
spazio topologico normale & anche completamente regolare.

D’altronde, se X & completamente regolare e ¢ & una funzione continua
conforme alla b), gli aperti A = 0 '(0-w,1/20) ed A = 0 (1172, +0[)
verificano la b) della definizione 1.4. Pertanto ogni spazio topologico
completamente regolare & anche regolare.

Concludiamo questa sezione, ricordando wuna condizione sufficiente

affinché uno spazio topologico sia normale.

(1.8) TeorEMA. Ogni spazio metrico € normale.

Dimostrazione. Sia X uno spazio metrico. E ben noto che per ogni x € X il
singoletto {x} & chiuso in X.

Siano ora Co e C1 due chiusi disgiunti in X. Se entrambi i chiusi sono
non vuoti, possiamo definire una funzione continua ¢:X — [0,1] ponendo

d(x,C )
p(x) = 0

d(x,C )+d(x,C))

0 1
Si verifica facilmente che ¢ soddisfa la tesi del lemma di Urisohn. Se
C0 = @, basta porre ¢(x) = 1, mentre, se C1 = @, basta porre ¢(x) = 0. In
ogni caso esiste quindi una ¢ verificante la tesi del lemma di Urisohn. A

questo punto & sufficiente porre Ao = q>_1(]—0°,1/2[) ed

a = 0 (11/2,+[). =
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2. Spazi vettoriali con topologia

Nel seguito il simbolo K denotera il campo R o il campo C. Se X & uno
spazio vettoriale su K, E,F € X e A € K, poniamo

E+F := {xc+y: x e Ee y € F} ,

AE :={Ax: A € Ae x € E} .

Se inoltre x € X e A € K, poniamo

x+E = {x}+E ,
Ax = Ax) ,
AE := {A}E .
Poniamo infine -E := (-1)E ed E - F := E+(-F). E importante non confondere

la differenza algebrica E - F con la differenza insiemistica E \ F.

(2.1) DeFmnizIoNE. Un sottoinsieme E di uno spazio vettoriale X si dice

simmetrico, se -E = E.

(2.2) DeFinizioneE. Un sottoinsieme E di uno spazio vettoriale X si dice

bilanciato, se

VAaAekK V x e E: Al =1 =— Ax € E .

(2.3) DeFinizioNE. Un sottoinsieme E di uno spazio vettoriale X si dice

convesso, se

Vteloll, Vx,x e E: (1-t)x + tx € E .
0’1 0 1

(2.4) DermizioNE. Un sottoinsieme E di uno spazio vettoriale X si dice

assorbente, se

X=U @E).
t>0
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Evidentemente ogni sottoinsieme assorbente contiene 1’origine.

Nel seguito di questa sezione, considereremo uno spazio vettoriale X su
K munito di una topologia che renda continue le operazioni di somma e

prodotto per scalare.

Si verifica facilmente che per ogni a € X e A € K \ {0} le applicazioni

X — X
X+—— Xx+a

X — X
X—— AX

sono degli omeomorfismi. In particolare, U ¢ un intorno di O se e solo se
x+U €& un intorno di x. Per questo motivo da ora in poi gli intorni di x
saranno quasi sempre posti nella forma x+U con U intorno di 0. Osserviamo
anche che, se E € un sottoinsieme di X ed A4 un aperto in X, l’'insieme E+4

pud essere posto nella forma

E+4 = U (x+4)
xeFE

e risulta quindi aperto in X, in quanto unione di aperti.

(2.5) LEMmA. Sia n = 2. Allora per ogni intorno V di O esiste un intorno

aperto e simmetrico U di O taleche U + «++ + U € V.

n-volte

Dimostrazione. Consideriamo il caso n = 2. Poiché 0+0 = 0, dalla continuita
della somma si deduce che esiste un intorno W di O tale che W+W < V. Allora
U = int(W)n(-int(W)) & un intorno di O con le proprietd richieste.

I caso n =2 si ottiene applicando ripetutamente il ragionamento

precedente. Nel caso generale, esiste k tale che 2¥ = n. Per il passo

precedente, esiste un intorno U di O che verifica la tesi rispetto a 2.
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Poiché 0 € U, ne segue che U verifica la tesi anche rispetto a n. m

(2.6) TeorEMA. Siano K un compatto in X e C un chiuso in X disgiunti.

Allora esiste un intorno aperto U di 0 tale che (K+Un(C+U) = @. In

particolare, esistono due aperti A0 ed A1 in X tali che K < Ao’ C ¢ A1 ed
AnA = o.
0 1

Dimostrazione. Se K = @, basta porre U = X. Altrimenti, per ogni x € K
denotiamo con Wx un intorno di O tale che (x+WX)nC = @. Per il lemma
precedente esiste un intorno aperto e simmetrico Vx di O tale che
VX+VX+VX < Wx. Tenuto conto della simmetria di V , ne segue

X

(x+VX+Vx)n(C+Vx) = @. Evidentemente si ha

Ke U [x+Vx] .

xeK

Per la compattezza di K esistono xl, ++«,x in K tali che
n

K < G [x_+Vx]

. J .
Jj=1 J

Poniamo U =

[ R-

Vx. Ovviamente U & un intorno aperto di O. Inoltre
n n
K+U < U [x_+V +U] c U [x_+V +V ]
J X J x X,
j=1 J j=1 J J
ed ogni [xj+Vx +V ] é disgiunto da C+U. Ne segue (K+U)n(C+U) = @.
X
J J

Posto A0 = K+U ed A1 = C+U, si ha che A0 ed A1 sono due aperti disgiunti

contenenti rispettivamente K e C. m

(2.7) TEOREMA. Siano € un chiuso in X e x, € X \ C. Allora esiste una
funzione continua ¢:X —— [0,1] tale che
go(xo) =0,

VxelC olx)=1.
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Dimostrazione. A meno di una traslazione, possiamo supporre che si abbia
X = 0 e che X \ C sia un aperto contenente |’origine.
Applicando ripetutamente il lemma 2.5, si pud costruire una successione
(Vh) di intorni aperti e simmetrici di O tali che
V1 + V1 EX\NC,
Vv +V <V

h+1 h+1 h ’

Poniamo D = {2 m: n21, 1 =m=2" SereDe

con 1 = h1 < -0 < hk, poniamo

Ar) =V + -+ + 7V
h h
1 k

Poniamo anche A(1) = X. Evidentemente ogni A(r) & un intorno aperto e

simmetrico di 0. Dimostriamo che per ogni r,s € D con r+s < 1 si ha

Alr) + A(s) <€ Alr+s) . (2.8)
Posto

N

r = 2 7,
j=1
n ~m

s = z 2 F s
p=1

ragioniamo per induzione su max{hk,m }. Se hk =m =1, la (2.8) & ovvia,
n n
perché A(1) = X. Supponiamo ora che la (2.8) sia vera se max(hk,mn) =N e

supponiamo max(hk,mn} = N+l. Se hk < m = N+l, si ha
n

~-N-1

A(r) + A(s) = Alr) + As-2 7 ) + V. ¢

N+1

C Ar+s-2"Y + V. = Alr+s) .
N+1
Se m < hk = N+1, si giunge alla stessa conclusione con ragionamento
n

analogo. Se hk = m = N+l, risulta
n

Ar) + As) = Ar-2"Y + v+ As-2VYH sV <
N+1 N+1

< Alr+s-2Y) + 42™) ¢ Alr+s) .



12 Spazi vettoriali topologici | Cap. 1

La (2.8) & quindi dimostrata.
Come conseguenza, se r,s € Der < s, si ha
A(r) € A(r) + A(s-r) < A(s) . (2.9)

Definiamo ¢:X — [0,1] ponendo

o(x) = inf {r €eD: x € A(r)} .

Ovviamente si ha ¢(0) = 0. Inoltre per ogni € > O esiste r € D con r < e.
Allora A(r) & un intorno di O e
VxeAr): 0s¢lx)sr<e.
Pertanto ¢ ¢& continua in O. Poiché ogni A(r) & simmetrico, risulta
9(-x) = ¢(x). Proviamo che ¢(x+y) = @(x)+p(y). Se p(x)+p(y) = 1, il fatto &
ovvio. Altrimenti, per ogni € > O esistono r,s € D tali che x € A(r),
r < plx)te, y € A(s) e s < ¢(y)+e. Possiamo supporre r+s =< 1. Per la (2.8)
ne segue x+y € Alr+s), quindi
plx+y) = r+s < olx) + o(y) + 2¢ .
Per l’arbitrarieta di € deve essere @(x+y) = ¢(x)+p(y).
Come conseguenza, si ha
e(y) = ply-x) + p(x) .
Scambiando x con y e tenendo conto che ¢ & pari, si deduce che
lo(y) - e(x)| = o(y-x) .
La continuita di ¢ discende allora dalla continuitd di ¢ in O.
Infine, se ¢@(x) <1, si ha x € A(r) per qualche r €e D con r < 1. Se

r > 1/2, risulta
x eV +A[r—l]sv +V SXNC.
1 2 1 1

Se r = 1/2, si ha a maggior ragione
xelV sV +V cX\C.
1 1 1

Pertanto ¢(x) = 1 per ogni x € C. m
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(2.10) TeoreMA. Lo spazio X & completamente regolare se e solo se e To'

Dimostrazione. Ovviamente, se X & completamente regolare, ne segue che X
é To'

Supponiamo viceversa che X sia To' Tenuto conto del teorema precedente,
la tesi sard provata se dimostriamo che i singoletti sono chiusi in X.
Proviamo anzitutto che X \ {0} & aperto in X. Consideriamo quindi x # O.
Poiché X e To’ esiste un intorno U di O con O ¢ x+U oppure esiste un
intorno V di O con x ¢ V. Nel secondo caso -V & un intorno di O con
O ¢ x-V. In ogni caso esiste quindi un intorno U di O con O ¢ x+U, ossia
x+U < X \ {0}. Ne segue che l’insieme X \ {0} & aperto, per cui {0} &

chiuso in X. Poiché ogni singoletto {x} & immagine di {0} attraverso una

traslazione, quindi un omeomorfismo, si conclude che {x} & chiuso in X. m

3. Proprieta generali degli spazi vettoriali topologici

(3.1) DeFmnizioNe. Uno spazio vettoriale topologico su K & una coppia
(X,7), dove X & uno spazio vettoriale su K e T & una topologia di Hausdorff
su X che rende continue le operazioni di somma e prodotto per scalare .

Per il teorema 2.10, ogni spazio vettoriale topologico & completamente

regolare.

(3.2) TeEOREMA. Sia X uno spazio normato su K. Allora X, munito della

topologia indotta dalla norma, & uno spazio vettoriale topologico su K.
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Dimostrazione. Essendo indotta attraverso una metrica, la topologia in
questione & di Hausdorff. E poi ben noto che in uno spazio normato le

operazioni di somma e prodotto per scalare sono continue. m

(3.3) TEoREMA. Sia X uno spazio vettoriale topologico. Allora per ogni
E,F € X e A € K valgono i seguenti fatti:

a) E = N (E+U), dove U é la famiglia degli intorni di O;
Uil

b) E+F € E+F e AE = AE ;

¢) se E & un sottospazio vettoriale di %X, anche E é un sottospazio
vettoriale di X;

d) se E é convesso, anche E ed int(E) sono convessi;

e) se E é bilanciato, anche E é bilanciato;

f) se E e bilanciato e 0 € int(E), anche int(E) & bilanciato.

Dimostrazione.

a) Si ha x € E se e solo se (x+U)nE # @ per ogni U € U, ossia

X € N (E-U) = N (E+U) .
Uell Uell

b) Siano x € E e y € F. Per ogni intorno V di O esiste un intorno U di O
tale che U+U <€ V. Siano € € (x+U)nE ed n € (y+U)nF. Allora

£+n € (x+y+U+UN(E+F) € (x+y+V)n(E+F) .
Pertanto x+y € E+F.

Se A = 0, si ha ovviamente AE = AE. Se invece A # O, risulta AE = AE,

erché 1’applicazione {x+—— Ax} & un omeomorfismo.
P PP

c) Tenuto conto del punto precedente, si ha E+E € E+E = E, per cui la somma

di due elementi di E appartiene ad E. Inoltre per ogni A € K risulta

AE = AE < E. Pertanto il prodotto fra A ed un elemento di E appartiene
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ad E.
d) Per ogni t € 10,1[ si ha
(1-0)E + tE = (I-0)E + tE < (1-t)E+iE = E ,
per cui E & convesso. D’altronde risulta anche
E 2 (1-t) int(E) + t int(E) = int((1-t)E) + int(tE) ,
dove l'ultimo insieme & aperto in X. Ne segue
(1-t) int(E) + t int(E) € int(E) ,
ossia int(E) & convesso.
e) Per ogni A € K con |A] =1 si ha AE = AE <€ E, per cui E & bilanciato.
f) Sia A € K con |A|l = 1. Se A # 0, si ha A int(E) = int(AE) € int(E). Se
A =0, si ha per ipotesi A int(E) = {0} € int(E). Pertanto int(E) &

bilanciato. =

(3.4) TeoreMA. Sia X wuno spazio vettoriale topologico. Valgono allora i

seguenti fatti:

a) per ogni intorno V di O esiste un intorno chiuso e bilanciato U di O
contenuto in V; di conseguenza int(U) €& un intorno aperto e bilanciato
di O contenuto in V;

b) per ogni intorno convesso V di O esiste un intorno chiuso, bilanciato e
convesso U di O contenuto in V; di conseguenza int(U) & un intorno

aperto, bilanciato e convesso di 0 contenuto in V.

Dimostrazione.
a) Proviamo anzitutto che esiste un intorno bilanciatc U di O tale che
U< V. Poiché 0-0 = 0, esistono 8 >0 ed un intorno W di O tali che

B(0,8)W < V. Allora

U = U (W)
A€B(0,8)
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€ un intorno bilanciato di O contenuto in V.

Consideriamo ora il punto O ed il chiuso X \ int(V). Per il teorema 2.6
esistono due aperti A0 ed A1 disgiunti contenenti rispettivamente 0O e
X N\ int(V). Ne segue Zo € XN A1 € int(V) € V. Per il passo precedente

esiste un intorno bilanciato U di O tale che U € Zo' Allora U & un intorno

chiuso e bilanciato di O tale che U ¢ Zo

[[a}

V.

b) Sia x € V e sia £ € (x-V)nV. Risulta x € £+V, quindi

1 1 1
- xe-E+=-V V.
2 2 2

Pertanto W = V & un intorno convesso e chiuso di O contenuto in V.

N | =

Poniamo

U= n uw.
[l=1

Evidentemente U ¢& convesso e chiuso, in quanto intersezione di convessi
chiusi. Inoltre U € W € V. Se U’ & un intorno bilanciato di O contenuto in
W, si ha U’ € U, per cui U & un intorno di 0. Sia infine A € K con |A| = 1.

Poniamo A = |[Alv con |v| = 1. Anzitutto si ha

vww= n W)= n @) =U.
[pl=1 ful=1

Poiché U & un convesso contenente O, ne segue
AU = |AlvU = AU € (I-|ADU + [A|lU €U .

Pertanto U é bilanciato. m

(3.5) DEFINIZIONE. Sia X uno spazio vettoriale topologico. Un sottoinsieme
E di X si dice limitato, se per ogni intorno U di O esiste t > O tale che
E € tU per ogni t = t.

Se Y €& un insieme, un’applicazione f:¥ — X si dice limitata, se

I’immagine f(Y) & limitata in X.
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Si verifica facilmente che, se X & uno spazio normato, la nozione di
limitatezza ora introdotta coincide con quella usuale.

Se invece d € una metrica su X, che induce la topologia di X, ma non
proviene da wuna norma, la limitatezza di E nel senso della definizione
precedente pud non essere equivalente a diam(E) < +w. In questo caso, salvo
avviso esplicito contrario, la nozione di limitatezza a cui fare

riferimento & quella della definizione precedente.

(3.6) TEOREMA. Sia E un sottoinsieme di uno spazio vettoriale topologico X.
Allora sono fatti equivalenti:

a) E e limitato;

b) se (xh) € una successione in E e (Ah) € una successione infinitesima in

K, si ha A x —— 0.
h h

Dimostrazione. Sia E limitato. Per ogni intorno bilanciato ¥ di 0 in X

esiste t > O tale che E € tV per ogni t =2 t. Sia h € N tale che I?\hlf =1

per ogni h = h. Per tali h risulta Ahxh € Ath € V. Pertanto Ahxh — 0.
Viceversa, supponiamo che E non sia limitato. Esistono quindi un intorno

V. di O ed wuna successione (th) positivamente divergente tali che

1

E \ thV # @. Se x € E N\ thV, si ha <che la successione (t;l) é

S -1 \ -1
infinitesima, ma th x, ¢ V. Pertanto non puod essere th x, —> O =

(3.7) TeEoREMA. Sia X uno spazio vettoriale topologico. Valgono allora i
seguenti fatti:
a) se U e un intorno di 0 e (th) é una successione in R positivamente

divergente, si ha

XxX= U tu ;
heN
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b) se E € X é limitato, anche E é limitato;
c) se E € X e compatto, E e limitato;
d) se U €& un intorno limitato di 0 e (Bh) € una successione infinitesima in

10,+ol, la famiglia {ShU: h € N} costituisce un sistema fondamentale di

intorni di O.

Dimostrazione.

a) Per ogni x € X si ha O-x = 0. Esiste quindi 8 > O tale che B(0,8)x < U.
Se th > &% ne segue th_lx € U, ossia x € thU.

b) Sia ¥ un intorno di O e sia U un intorno chiuso di O contenuto in V. Sia
t >0 tale che E € tU per ogni t = . Allora si ha E € tU <€ tV per ogni
t = t. Pertanto E & limitato.

c) Sia ¥V un intorno di O e sia U un intorno aperto e bilanciato di O

contenuto in V. Per la a) risulta

[v:]
Ec<c U nu.
h=1
Dalla compattezza di E si deduce che esistono hl,- . ->,hk = 1 tali che
EchUv - --vhU.
1 k

Se t = max{hl,---,hk} et=1t si ha hU < tU, perché U e bilanciato. Ne
J

segue E € tU < tV.
d) Evidentemente ogni ShU € un intorno di 0. Sia ¥V un intorno di O e sia
t >0 tale che U € tV per ogni t = t. Se 8 = 1/t, risulta U < 6;1V, ossia

U cV. =
h

(3.8) DEFINIZIONE. Diciamo che uno spazio vettoriale topologico X &
localmente convesso, se l'origine ammette un sistema fondamentale di

intorni costituito da sottoinsiemi convessi.
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(3.9) DeFINIzIONE. Diciamo che uno spazio vettoriale topologico X ¢

localmente compatto, se l'origine ammette un sistema fondamentale di

intorni costituito da sottoinsiemi compatti.

(3.10) ProposizionE. Uno spazio vettoriale topologico & localmente compatto

se e solo se l'origine ammette un intorno compatto.

Dimostrazione. Se U & un intorno compatto dell’origine, U & limitato. Ne
segue che la famiglia {h_lU: h = 1} costituisce un sistema fondamentale di
intorni di 0. Inoltre ogni v e compatto.

Il viceversa é ovvio. =

(3.11) DeFmnizIONE. Diciamo che uno spazio vettoriale topologico X &
localmente limitato, se 1’origine ammette un sistema fondamentale di

intorni costituito da sottoinsiemi limitati.

(3.12) ProposizioNE. Uno spazio vettoriale topologico e localmente limitato

se e solo se l'origine ammette un intorno limitato.

Dimostrazione. Si tratta di una semplice variante della proposizione 3.10 m

4. Spazi metrizzabili

(4.1) DeFiNIZIONE. Sia X uno spazio vettoriale. Diciamo che una metrica d

su X & invariante per traslazioni, se per ogni x,y,a € X risulta
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d(x+a,y+a) = d(x,y) .

(4.2) TeorEMA. Sia d una metrica invariante per traslazioni su uno spazio
vettoriale X. Allora per ogni n € N e x,y € X si ha
d(nx,0) = nd(x,0) ;

d(x+y,0) = d(x,0) + d(y,0) .

Dimostrazione. Per la prima proprietd ragioniamo per induzione su n. Il
caso n = O ¢ evidente. D’altronde, se la tesi & vera per un certo n, si ha
d((n+1)x,0) = d{x+nx,nx) + d(nx,0) =
=< d(x,0) + nd(x,0) = (n+1)d(x,0) .
Quanto alla seconda proprieta, risulta

d(x+y,0) = d(x,-y) = d(x,0) + d(0,-y) = d(x,0) + d(y,0) . m

(4.3) TeEoREMA. Sia X uno spazio vettoriale topologico. Supponiamo che
l’origine ammetta un sistema fondamentale di intorni numerabile.

Allora esiste una metrica d su X invariante per traslazioni, con B(0,p)
bilanciato per ogni p > 0, che induce la topologia di X.

Inoltre, se X é localmente convesso, la metrica d pud essere scelta in

modo che B(x,p) sia convesso per ogni x € X e p > O.

Dimostrazione. Sia (Wh) un sistema fondamentale di intorni di O numerabile.
Se X € localmente convesso, possiamo supporre che ogni Wh sia convesso.

Per il teorema 3.4 esiste un intorno apertc e bilanciato V1 di O tale
che V1 < W1' Se W1 € convesso, possiamo supporre che anche V1 sia convesso.

Tenuto conto del lemma 2.5, esiste Wh tale che Wh + Wh [« V1 eW <cW.
2 2 2 2

Sia V2 un intorno aperto e bilanciato di O tale che V2 < Wh. Ne segue
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V2 + V2 = V1 e V2 = Wz' Se Wh ¢ convesso, possiamo supporre che anche V2
2

sia convesso. Procedendo ricorsivamente, rimane definito un sistema
fondamentale (Vh) di intorni di O tale che ogni Vh ¢ aperto e bilanciato e

4 + sV .

h+1 h+1 h
Se X ¢& localmente convesso, si pud fare in modo che ogni Vh sia anche
CONvesso.

A questo punto ripetiamo la costruzione fatta nella dimostrazione del

teorema 2.7. Osserviamo che ogni A(r) ¢ bilanciato. Inoltre, se X &

localmente convesso, ogni A(r) & convesso.

Poniamo d(x,y)

f(x-y). Evidentemente d(x,x) = 0, d(y,x) = d(x,y) e

]

d(x,z) = flx-z) = f(x-y) + f(y-z) = d(x,y) + d(y,z) .
Poiché (Vh) é un sistema fondamentale di intorni, per ogni x # O esiste Vh
tale che x ¢ Vh = A(Z_h). Tenuto  conto della (2.9), ne segue
Fflx) = 2 > 0. Pertanto d(x,y) = O implica x = y. La funzione d & quindi
una metrica su X, evidentemente invariante per traslazioni.

Come abbiamo gia osservato, risulta B(O,Z_h) < Vh. D’altronde per ogni
€ > O esiste h tale che 2 < €. Ne segue

V, € {x € % dx,0) = 27} € B(0,e) .

Pertanto la metrica d induce la topologia di X.

Poiché per ogni p > 0O

B(0,p) = U Al ,
r<p

ogni B(0,p) & bilanciato. Se X & localmente convesso, ogni A(r) & convesso.
Tenuto conto della (2.9), si deduce che B(0,p) & convesso. Data

I’invarianza per traslazioni, ogni B(x,p) & convesso. m

Un’interessante conseguenza del teorema precedente & che, se uno spazio
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vettoriale topologico & metrizzabile, allora & metrizzabile attraverso una

metrica invariante per traslazioni.

(4.4) ProPosiziONE. Siano X uno spazio vettoriale topologico metrizzabile,
d una metrica su X invariante per traslazioni che induce la topologia di X
e (xh) una successione in X.

Allora sono fatti equivalenti:
a) la successione (xh) e di Cauchy;

b) per ogni intorno V di O esiste h € N tale che x X, € V per ogni

h,k = h.

Dimostrazione.

a) = b) Per ogni intorno ¥V di O esiste € > O tale che B(0,e) € V. Sia
h € N tale che d(xh,xk) < & per ogni h,k = h. Per tali h,k, tenuto conto
dell’invarianza per traslazioni, risulta d(xh-xk,O) < g, da cui x -x € V.

b) = a) Per ogni € > 0 esiste h € N tale che X -x € B(0,e) per ogni
h,k = h. Per tali h,k risulta quindi d(xh—xk,O) < g, da cui d(xh,xk) < e

per l’invarianza per traslazioni. m

(4.5) DEFINIZIONE. Sia X uno spazio vettoriale topologico (non
necessariamente metrizzabile). Diciamo che una successione (xh) in X e di

Cauchy, se per ogni intorno V di O esiste h € N tale che x -x € V per ogni

h,k = h.

Occorre porre attenzione al fatto che, se X & metrizzabile e si
considera su X una metrica che induce la topologia di %X, ma non &
invariante per traslazioni, pud accadere che la definizione precedente non

sia consistente con quella usuale. In questo caso la nozione a cui fare
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riferimento, salvo avviso esplicito contrario, & quella della definizione

precedente.

(4.6) TEOREMA. Sia (xh) una successione in uno spazio vettoriale topologico
X. Valgono allora i seguenti fatti:
a) se (xh) e convergente, (xh) e di Cauchy;

b) se (xh) e di Cauchy, (xh) é limitata.

Dimostrazione.

a) Per ogni intorno ¥V di O esiste un intorno simmetrico U di O tale che
U+U € V. Sia £ € X il limite di (xh) e sia h € N tale che X, € £+U per ogni
h = h. Allora per ogni h,k = h si ha

x X € U-U=U+ €V .
b) Per ogni intorno V di O esiste un intorno bilanciato U di O tale che
U+U < V. Sia h € N tale che x -x € U per ogni hk = h. Sia t = 1 tale che
x € tU per ogni h = h. Allora per ogni t = % si ha

h=h = x €U ctUcty,

hzh = x ex +UStU+UstU+tUcStl.
h

Pertanto 1’immagine {xh: h € N} & limitata. m

(4.7) DeFinizioNE. Uno spazio vettoriale topologico metrizzabile X si dice

completo, se ogni successione di Cauchy in X & convergente in X.

(4.8) LemMma. Sia X uno spazio metrico completo e sia (Ch) una successione

decrescente di chiusi non vuoti in X tale che

lim diam(Ch) =0.
h

Allora esiste uno ed un solo £ € X tale che
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£€e n Ch.
heN

Dimostrazione. Per ogni h € N sia x € Ch. Per ogni € > O esiste h € N tale

che diam(C ) < e. Se hk =2 h, si ha x.,x €C , quindi d(xh,xk) < e.
h h

Pertanto la successione (xh) ¢ di Cauchy. Sia £ € X il limite di (xh). Per
ogni k € N si ha x € Ck definitivamente per h — ®o. Ne segue € € Ck,

quindi £ € N C . Poiché n C < C, risulta diam[ n ¢ ] = 0. Pertanto
k k k k
kelN kelN kelN

N Ck pud contenere solo un elemento. m
kel

(4.9) TeoremA. Siano X uno spazio vettoriale topologico e Y un sottospazio
vettoriale di X. Supponiamo che Y sia metrizzabile e completo.

Allora Y é chiuso in X.

Dimostrazione. Sia d una metrica su Y invariante per traslazioni che induce

la topologia di Y. Per ogni h = 1 sia Uh un intorno di O in X tale che

1
UhnW = {er.d(y,0)<E}.

Sia (Vh) una successione di intorni chiusi e bilanciati di O in X tali che
V4 < U eV cv.
h h h h+l h

Per ogni x € Y consideriamo la successione [(x+Vh)nY(]. Si tratta di una
successione decrescente di chiusi non vuoti in Y. Se Yy, € (x+Vh)nY(, si
ha

- - -
y, }’ZE(Vh Vh)nW_UhnY(,

per cui d(yl,yz) < 1/h. Pertanto

lim diam[(x+Vh)nV] =0.
h

Per il lemma precedente esiste € € Y tale che
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]

N (x+Vh)nY( = (& .
h=1

Consideriamo ora un qualunque intorno chiuso W di O in X. Tenuto conto
dell’inclusione
[x+(thW)] nY < (x+Vh)r\Y(

e del lemma precedente, si ha necessariamente

r_] [x+(thW)]nW = (& .

h=1

In particolare, & € x+W per ogni intorno chiuso W di O in X. Questo &
possibile solo se £ = x, per cui x € Y.

Pertanto Y & chiuso in X. m

5. Applicazioni lineari e continue

(5.1) ProposizioNE. Siano Xl e Xz due spazi vettoriali topologici
metrizzabili, d1 e d2 due metriche invarianti per traslazioni che inducono
le rispettive topologie di Xl e Xz, E < Xl e ft1E — XZ.

Allora sono fatti equivalenti:
a) f € uniformemente continua;

b) per ogni intorno V di 0 in Xz esiste un intorno U di O in Xl tale che

Vx,yeE yxelU = Ffly)-fix)eV.

Dimostrazione.

a) = b) Per ogni intorno V di O esiste € > 0 tale che B(0,g) € V. Sia

8 > 0 tale che

V x,y € E: dl(y,x) <8 = dz(f(y),f(x)) <eg .
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Allora B(0,8) ¢ un intorno di O e per ogni x,y € E con y-x € B(0,8) si ha
dl(y—x,O) < 8, quindi dl(y,x) < 8 per linvarianza per traslazioni. Ne
segue dz(f(y),f(x)) < g, quindi dz(f(y)—f(x),o) < € per !’invarianza per
traslazioni, ossia f(y)-f(x) € B(0,e) € V.
b) = a) Per ogni £ > O esiste un intorno U di O tale che

Vx,yeE yxeU = fly)-flx) e B(O,e) .
Sia 8 > O tale che B(0,8) € U. Allora per ogni x,y € E con dl(y,x) < 8 si

verifica che dz(f(y),f(x)) <g m

(5.2) DEeFINIZIONE. Siano Xl e Xz due spazi vettoriali topologici (non
necessariamente metrizzabili), E <€ Xl e [iF —> Xz un’applicazione. Diciamo
che f ¢ uniformemente continua, se per ogni intorno V di O in XZ esiste un

intorno U di O in Xl tale che

Vx,yeE y-xeU = fly)-fix)eV.

A proposito della nozione ora introdotta si possono ripetere le
considerazioni fatte a proposito della nozione di successione di Cauchy.
Anche in questo caso, se si considerano metriche non invarianti per

traslazioni, la definizione precedente pué non essere consistente con

quella usuale.

(5.3) TEOREMA. Siano Xl e Xz due spazi vettoriali topologici, E < X e

fiE — X(z un’applicazione uniformemente continua. Allora f é continua.

Dimostrazione. Sia x € E e sia f(x)+V un intorno di f(x) con V intorno di O
in Xz. Sia U un intorno di O in Xl tale che f(y)-f(x) € V ogniqualvolta

y-x € U. Allora per ogni y € x+U si ha f(y) € f(x)+V, da cui la continuita

in x. =
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(5.4) TEOREMA. Siano Xl e X(z due spazi vettoriali topologici e L:X1 — Xz
un’applicazione lineare. Allora sono fatti equivalenti:

a) L é uniformemente continua;

b) L e continua;

c) L é continua in O.

Dimostrazione. Abbiamo gia visto che a) implica b) ed & ovvio che b)
implica c). Supponiamo che L sia continua in 0. Sia V un intorno di O in Xz
e sia U un intorno di O in Xl tale che L(U) € V. Allora per ogni x,y € Xl

con y-x € U si ha Ly-Lx = L(y-x) € V. Pertanto L & uniformemente

continua. m

(5.5) Teorema. Siano Xl e Xz due spazi vettoriali topologici e sia

L:)’(1 — XZ un’applicazione lineare e continua. Allora L e limitata sui

limitati.

Dimostrazione. Sia E un limitato in Xl e sia ¥V un intorno di O in Xz. Sia U
un intorno di O in Xl tale che L(U) €V e sia t > O tale che E € tU per
ogni t = t. Allora per tali t risulta

LE) stLU) €tV . m

(5.6) TeorEMA. Sia X uno spazio vettoriale topologico e sia ¢:X —> K una
forma lineare su X non identicamente nulla. Allora sono fatti equivalenti:
a) ¢ e continua;

b) Nl(e) é chiuso in X;

c) N(@) non é denso in %;

d) esiste un intorno di O in X su cui ¢ €& limitata.
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Dimostrazione.
a) = b) Il nucleo di ¢ & la controimmagine del chiuso {0}.

b) = c) Poiché ¢ non & identicamente nulla, si ha ¥(p) = N(p) = X.

c) = d) Slano x € X ed U un intorno bilanciato di O in X tali che
(x+U)nN(p) = @. Ne segue -px ¢ @(U). Tenuto conto che @(U) & bilanciato in
K, risulta @(U) € B(O, |¢px]|).

d) = a) Siano U un intorno di O in X e R > O tali che ¢(U) € B(O,R). Per
>

ogni € > 0, U & un intorno di O in X e

)

€ _ € € _
@[ﬁ U] R pU) < R B(O,R) = B(0,¢) .

Pertanto ¢ & continua in O. Per il teorema 5.4 ¢ & continua. m

(5.7) LEMMA. Se (xh) € una successione infinitesima in uno spazio
vettoriale topologico metrizzabile X, esiste una successione positivamente

divergente (nh) in N tale che nx — 0.

Dimostrazione. Sia d una metrica invariante per traslazioni che induce la

-1/2
n = [[d(x,o)+1] ]
h h h

dove [s] denota la parte intera di s. Evidentemente n_ — 4o D’altronde

topologia di X. Poniamo

per il teorema 4.2 si ha d(n_x ,0) = nd(x ,0), per cuinx — 0. m
h"h h  h h h

(5.8) TEoREMA. Siano X uno spazio vettoriale topologico metrizzabile, Y uno
spazio vettoriale topologico e L:X —> Y un’applicazione lineare.
Allora sono fatti equivalenti:
a) L é continua;
b) L é limitata sui limitati;

c) per ogni successione infinitesima (xh) in X Uimmagine {Lxh: h e N} e
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limitata in Y;

d) per ogni successione infinitesima (xh) in X si ha Lxh —> 0 in Y.

Dimostrazione.
a) = b) Si tratta del teorema 5.5.
b) = c¢) Per il teorema 4.6 (xh) ¢ limitata. Ne segue che I’immagine
{Lxh: h € N} & limitata.
c) = d) Per il lemma precedente esiste una successione (nh) in N
positivamente divergente tale che nx — 0. Poiché (L(nhxh)) ¢ limitata,
per il teorema 3.6 si ha

Lx = n: L(nhxh) — 0.

d) = a) Dalla d), tenuto conto della metrizzabilitd di X, si deduce che L

¢ continua in 0. Ne segue che L & continua. =

6. Spazi localmente convessi

(6.1) DEFINIZIONE. Sia X wuno spazio vettoriale su K. Diciamo che una
funzione
DX — R
€ una seminorma su X, se per ogni x,y € X e per ogni A € K si ha
p(Ax) = |Alp(x) ,

plx+y) = p(x) + p(y) .

(6.2) TeoREMA. Sia p una seminorma su uno spazio vettoriale X. Valgono

allora i seguenti fatti:
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a) per ogni x € X si ha p(x) =2 0 e p(0) = 0;
b) per ogni x,y € X si ha
Ip(x) ~ p(y)| = plx-y) ;
c) Uinsieme {x € %: p(x) = O} & un sottospazio vettoriale di X%;

d) per ogni r > 0 l’insieme {x € X: p(x) < r} e bilanciato, convesso ed

assorbente.

Dimostrazione.
a) Si ha
p(0) = p(0-0) = 0-p(0) = O .
Poiché
0 = p(0) = plx) + p(-x) = 2p(x) ,
risulta p(x) = 0.
b) Si ha
plx) = plx-y) + p(y) .
Scambiando x con y e tenendo conto che p(y-x) = p(x-y), si ottiene la
proprieta desiderata.
c) Se p(x) = ply) =0e A € K, si ha
0 = p(Ax+y) = p(Ax) + p(y) = |Alp(x) + p(y) =0 .
d) Se px) <r, A e€eK e |A] =1, si ha p(Ax) = |A|lp(x) < r. Se p(x) <r,
ply} <ret e 10,1, si ha
pl(1-t)x+ty) = p((1-t)x) + p(ty) = (1-t)p(x) + tply) < r .

Infine, per ogni x € X si ha

x =

plx)+l rx p[ rx] r o m

r plx)+1’ plx)+1

(6.3) TEoREMA. Siano Xl e Xz due spazi vettoriali su K, p, una seminorma su

Xz e <I>:X1 — X(z un’applicazione lineare. Allora
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pl(x) = p2(<I>x)

€ una seminorma su Xl.

Dimostrazione. La semplice verifica pud essere svolta per esercizio. m

(6.4) DeFINIZIONE. Sia P una famiglia di seminorme su uno spazio vettoriale
X. Diciamo che P ¢& separante, se per ogni x € X \ {0} esiste p € P tale che

plx) # 0.

(6.5) TeEOREMA. Sia P una famiglia separante di seminorme su uno spazio
vettoriale X. Denotiamo con T la famiglia degli A < X tali che per ogni

x € A esistono pl,---,pk e Penz1con
1 1
. - K Z e - i c .
{Ee)’(pl(ix) — ,pk(i_{x)<n} A

Allora T € una topologia su X e (X,t) € uno spazio vettoriale topologico

localmente convesso. Inolire la famiglia degli insiemi della forma
: 1o 1 >
{ x € X: p (x) < TR pk(x) < } (p, p, € P, nz1)

costituisce un sistema fondamentale di intorni di O in X.

Dimostrazione. Evidentemente &,X € T. Inoltre, se {Aj: jeJr & una

famiglia di elementi di 7T, si verifica facilmente che U A4 € t. Siano

JjeJ
A,B € T. Per ogni x € AnB esistono pl,---,pk e P, nzl, pk+1,"',pm e Pe
h = 1 tali che
1 1
. - ~ eea —_ — C
{Ee)’(.pl(ix)<n, ,pk(Ex)<n}—A,
1 1
. - _ [ - _ [
{Ejex.pk+l(§x)<h, ,pm(Ex)<h}—B-

Posto N = max{n,h}, ne segue
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{E € X: p(E-x) <<, -+, p (E-x) <l} S AnB,
1 N m N
per cui AnB € tT. Pertanto T ¢ una topologia su X.

Sex e X, pe Per >0, per ogni y € X con p(y-x) < r esiste n = 1 tale

che 1/n = r-p(y-x). Poiché

p(&-x) = p(&-y) + ply-x) ,

ne segue

{EeX:p(ij—y)<%} < {Eex:p(éj—x)<r}-

Pertanto {§ € X: p(§-x) < r} & aperto in X. Ne segue che ogni sottoinsieme

della forma

1 1
. - < = e - < =
{EEX p(&-x) < — -+, p (§-x) n}
¢ aperto, in quanto intersezione finita di aperti, ed & quindi un intorno

di x. D’altra parte ogni intorno U di x contiene un aperto 4 con x € A. Per

definizione di T esistono allora P, P, € P en =1 tali che
{SGX: p(E—x)<l,---,p(§—x)<i} € A € U.
1 n k n
Pertanto la famiglia dei sottoinsiemi di X della forma
1 1
{ € € X p(€-x) < ~ ot pEx) < - } (p,--+p € P, nz1)

costituisce un sistema fondamentale di intorni di x. Nel caso x = O,

ciascuno di questi insiemi & bilanciato, convesso ed assorbente.

Se x,y € X, per ogni intorno W di x+y esistono PP, € Pen=1con
{EEX:p(i_{—x—y)<l,---,p(g—x—y)<l} S w.
1 n k n
Posto
1 1
= . - = e - < =
U {Eex.pl(gx)<2n, ,pk(Ex) Zn},

<
]

1 1
{E € X p(§-y) < = pk(E-y) <o } ,
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si ha che U ¢ un intorno di x, V & un intorno di y e U+V € W. Pertanto la

somma & continua in (x,y).

Se A € Ke x € X, sia W un intorno di Ax e siano

{E € X: p (§-x-y) < % 200 P (Ex-y) < %} s w,

U = {sezz: pl(s)<§,---,pk(£)<ﬁ}.

Sia 8 > O tale che x € & 'U. Se i€ JA-8,A+8] e

1 1 = x4
£ex+ {y € X ply) < Zn(Tatsay P ) < 2n(IAI+6)} =X U

si ha

u(E—x)el—”—UsU,

(p—h)xe“—;A-USU,

perché U & bilanciato. Ne segue
pE - Ax = p(E-x) + (u-A)x e U + U,
quindi p& € W. Pertanto il prodotto per scalare & continuo in (A,x).
Infine, per ogni x # O esiste p € P tale che p(x) # 0. Se n =1 & tale

che 2/n = p(x), risulta

{EEX: p(€)<%}n{§ex:p(i-x)<%} = o.

Tenuto conto che le traslazioni sono omeomorfismi, si deduce che T & una

topologia di Hausdorff. m

(6.6) TeorEMA. Sia P una famiglia separante di seminorme su uno spazio
vettoriale X e sia Tt la topologia indotta da P.

Valgono allora i seguenti fatti:
a) ogni p € P e continua rispetto alla topologia T;

b) E € X e limitato se e solo se p(E) & limitato in R per ogni p € P;
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c) (xh) e di Cauchy in X se e solo se per ogni p € P e per ogni € > O
esiste h € N tale che p(xh—xk) < & per ogni h,k = h;
d) si ha (xh) —> £ in X se e solo se p(xh—ll) — O per ogni p € P;

e) se P e al piu numerabile, T é metrizzabile.

Dimostrazione.

a) Siano pe€ P e x € X. Per ogni € > 0 esiste n =1 tale che 1/n = e.

Allora
U={gex: p(E)(%}
€ un intorno di O e per ogni € € x+U si ha

Ip(€) - plx)| = p(&-x) <

=g .

5=

Pertanto p & continua in x.
b) Sia E limitato in X e sia p € P. Poiché
V={xe X plx) <1}
¢ un intorno di O, esiste t > O tale che E € tV per ogni t = . Ne segue
p(x) < t per ogni x € E.
Per provare il viceversa, consideriamo un qualunque intorno V di O.

Siano PP, € P en =1 tali che

{xEX: pl(x)<i,---,pk(x)<%} c V.

Sia R > O tale che p(x) < R per ogni x € E e j = 1,---,k. Allora per ogni
J

t 2 nR si ha

E ¢ {xeX: pl(x)<£,---,pk(x)<£} c tr.

c) Supponiamo che (xh) sia una successione di Cauchy in X. Poiché p &
continua, per ogni € > O esiste un intorno V di O tale che p(€) < € per
ogni € € V. Sia h € N tale che x -x €V per ogni hk = h. Per tali h,k

. _ < e
risulta p(xh xk) €
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Per provare il viceversa, consideriamo un intorno ¥V di O e

{EEX: pl(E)<%,"',pm(€)<%} c V.

Sia h € N tale che p,(xh—xk) <L per ogni hk=h e j =1,-++,m. Allora per
j n
tali h,k si ha x -x e V.
h "k
d) Si tratta di una semplice variante della dimostrazione precedente.

e) Se P & al piu numerabile, la famiglia
1 1
{xex. pl(x)<;, ,pk(x)<;} (pl, ,pke?,nZI)

¢ al piu numerabile. Per il teorema 4.3 T & metrizzabile. m

(6.7) DeFinizione. Una famiglia P di seminorme si dice diretta, se per ogni
i >

p,p, € P esiste p, € P tale che p,=p ep,=p,

(6.8) TEOREMA. Sia P una famiglia separante e diretta di seminorme su uno

spazio vettoriale X.

Allora un sistema fondamentale di intorni di O e costituito dagli

{xe)f(: p(x)<%}

insiemi della forma

conpePenz=l.

Dimostrazione. Se U & un intorno di O in X, esistono P, P, € Pen=z=l1

tali che

{xeﬂ: pl(x)<%,---,pk(x)<%} c U.

Dal momento che la famiglia P e diretta, esiste p € P tale che p = p, per

ogni h = 1,---,k. Ne segue

{xeX:p(x)<%} [« {xeX: pl(x)<%,---,pk(x)<%} € U.n
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(6.9) DEFINIZIONE. Sia E un sottoinsieme assorbente di  uno spazio

vettoriale X. Definiamo uE:X —> R ponendo
uE(x)=inf{t>0:xetE}.

La funzione Mo si chiama funzionale di Minkowski o jauge relativo ad E.

(6.10) TeoreMA. Sia E un sottoinsieme assorbente e convesso di uno spazio
vettoriale X. Valgono allora i seguenti fatti:
a) per ogni x,y € Xet = 0 si ha
pE(tx) = tuE(x) ,
uE(x+y) = uE(x) + uE(y) ;
b) se E e bilanciato, M € una seminorma;

c) risulta

N

{x € X uE(x) <} €SEC<S{xeX uE(x) =1} ;

d) se p é una seminorma su X ed E = {x € X: p(x) < 1}, si ha K. = P

Dimostrazione.

a) Se t = 0, & evidente che uE(tx) = tuE(x). Set >0, siha
uE(tx)=inf{s>0: txesE}=inf{ts:s>0,xesE}=tuE(x).

Per ogni € > O esistono s,t > O tali che x € sE, y € tE e
< .
s<uE(x)+s, t uE(y)+e

Tenuto conto della convessita di E, ne segue

t

s
x+yesE+tE—(s+t)[mE+m

E] <€ (s+t)E ,
quindi
p,E(x+y) =s+t< uE(x) + p,E(y) + 2¢ .

Per l’arbitrarieta di e, deve essere pE(x+y) = uE(x) + uE(y).

b) Se A € K \ {0} e x € tE, si ha Ax € tAE = t|A|E. Ne segue uE(Ax) = t|Aal,
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quindi uE(Ax) = IAIuE(x) per lD’arbitrarietd di f. Allora si ha anche
p.E(x) = uE(A_IAx) = I?xl_luE(?\x), da cui p.E(Ax) = I?\IuE(x). Il caso A =0 &
contenuto nel punto a).

c) Se uE(x) < 1, esiste t € ]0,1[ tale che

x € tE € (1-1)E + tE € E .

Se invece x € E, & ovvio che pE(x) = 1.

d) Se xeX e t>plx), si ha p(x/t) <1, ossia x/t € E, da cui
p.E(x/t) = 1. Ne segue uE(x) = t, quindi uE(x) = p(x) per l’arbitrarieta di
t. Se invece t > uE(x), si ha pE(x/t) <1, quindi x/t € E, ossia

p(x/t) < 1. Ne segue p(x) <t, quindi p(x) = uE(x) per l’arbitrarieta

dit. m

(6.11) TEOREMA. Sia X uno spazio vettoriale topologico localmente convesso
e sia B un sistema fondamentale di intorni di O costituito da insiemi

bilanciati e convessi.

Allora {uv: Ve ’B} € una famiglia separante e diretta di seminorme su X

che induce la topologia di X.

Dimostrazione. Osserviamo anzitutto che, se X & localmente convesso, esiste
effettivamente, per il teorema 3.4, un sistema fondamentale di intorni di O
costituito insiemi bilanciati e convessi. Inoltre per il teorema 3.7 ogni

intorno di O & assorbente.

Per il teorema precedente, {p.v: V e ’B} ¢ una famiglia di seminorme su X.

Se x € X \ {0}, esiste V € B tale che x ¢ V. Ne segue uv(x) = 1, per cui la

famiglia & separante. Inoltre, se U,V € B, esiste W € B tale che W & UnV.

Ne segue Koy = By € Ky = M, Per cui la famiglia & anche diretta.

Sia U un intorno di O nella topologia originaria di X e sia V € B tale
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che V € U. Allora si ha

{xex:uv(x)<1}SVSU,

per cui U & un intorno di O anche nella topologia indotta dalle seminorme

[T

v
Viceversa, sia U un intorno di O nella topologia indotta dalle seminorme
B, e siano Vl,---,Vk € Ben =1 tali che
xefp (e)<i, - (x)<: tecuU
’ ”V n’ ’ ”V n - )
1 K
Allora risulta
1
—[Vn---nV]sU,
2n 1 k

per cui U € un intorno di O nella topologia originaria di X. m

(6.12) DeFInizIONE. Diciamo che X & uno spazio di Fréchet su K, se X & uno

spazio vettoriale topologico su K localmente convesso, metrizzabile e

completo.

(6.13) TEoREMA. Sia X wuno spazio vettoriale topologico. Allora X e

normabile se e solo se esiste un intorno di O convesso e limitato.

Dimostrazione. Se |l I & una norma che induce la topologia di X,
{x € %: lixll < 1} & un intorno di O convesso e limitato.

Viceversa, se W & un intorno di O convesso e limitato, esiste per il
teorema 3.4 un intorno ¥ di O bilanciato e convesso con V € W. Naturalmente
V ¢ anche limitato. Inoltre V & assorbente per il teorema 3.7, per cui My, &
una seminorma su X. Per lo stesso teorema, {h—lV: h =1} & un sistema
fondamentale di intorni di O, per cui per ogni x € X \ {0} esiste h =1

tale che hx ¢ V. Ne segue huv(x) = 1, per cui M, é una norma su X.
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Se U ¢ un intorno di O nella topologia originaria di X, esiste h = 1
tale che h’'V € U. Ne segue B(O,h_l) € U, per cui U & un intorno di O anche
nella topologia indotta dalla norma M-

Viceversa, se U & un intorno di O nella topologia indotta da M esiste
r > 0 tale che B(0,r) € U. Ne segue % V € U, per cui U & un intorno di O

nella topologia originaria. m

7. Spazi di dimensione finita

(7.1) TeoreMA. Valgono i seguenti fatti:

a) se Y é uno spazio vettoriale topologico su K di dimensione finita e
LK — Y ¢ un’applicazione lineare e biiettiva, allora L €& un
omeomorfismo;

b) se Y & un sottospazio vettoriale di dimensione finita in uno spazio

vettoriale topologico X%, allora Y € chiuso in X.

Dimostrazione. Dimostriamo contemporaneamente la a) e la b) per induzione
sulla dimensione di Y.

Se Y ha dimensione 1 e L:K — Y & lineare e Dbiiettiva, si ha
L(A) = AL(1). La continuita di L discende allora dalla continuitd del
prodotto per scalare. D’altronde L™y —> K & una forma lineare con nucleo
N(L™Y) = {0} chiuso in Y. Per il teorema 5.6 L' & continua, per cui L & un
omeomorfismo.

Consideriamo ora un sottospazic Y di dimensione 1 in wuno spazio

vettoriale topologico X. Se L:K — Y ¢& lineare e biiettiva, per il passo
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precedente L & un omeomorfismo. Poiché K & metrizzabile e completo, anche Y
¢ metrizzabile e completo. Dal teorema 4.9 si deduce che Y & chiuso in X.
La a) e la b) sono quindi vere quando dim Y = 1.

Supponiamo ora che la a) e la b) siano vere ogniqualvolta dim Y = n. Sia

Y uno spazio vettoriale topologico di dimensione n+l e sia L:K™! —> Y

lineare e biiettiva. Se {61" e +1) ¢ la base canonica in D(n+1, risulta
v
n+1
_ )
L(x) = x“Lie) .
J
Jj=1

La continuita di L discende allora dalla continuitd di somma e prodotto per

scalare. D’altronde, posto a = L(e), si ha che {al,---,a +1) € una base
J J

o}

in Y. Ne segue

n+l
L_I(y) = z aJ(y)ej ,
j=1

n+1} ¢ la base duale in Y’. Ogni aky —> K & una forma

dove {al,---,a
lineare avente per nucleo /V(aj) un sottospazio vettoriale di Y di
dimensione n. Per l’ipotesi induttiva, /V(aj) e chiuso in Y. Dal teorema 5.6
si deduce che al & continua, per cui anche L™ ¢ continua. Pertanto L~ &
un omeomorfismo.

Sia ora Y un sottospazio vettoriale di dimensione n+l in uno spazio
vettoriale topologico X. Se LK™ —> Y €& lineare e biiettiva, per il

N . . 1 < n+l . s
passo precedente L €& un omeomorfismo. Poiché K € metrizzabile e

completo, anche Y & metrizzabile e completo. Dal teorema 4.9 si deduce che

Y & chiuso in X. =

(7.2) CoroLLARIO. Siano X e Y due spazi vettoriali topologici e sia
L:X — Y un’applicazione lineare. Supponiamo che X abbia dimensione
finita.

Allora L e continua.
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Dimostrazione. Sia &:K" — X un’applicazione lineare e biiettiva. Per il
-1 . . ’

teorema precedente & X — K" & continua. D altronde, se {el,---,e}

n

. . n .
denota la base canonica in K, si ha

(Lod)() = x(j)(L°<I>)(ej) ,
j=1

per cui la continuitd di Lo® discende dalla continuita delle operazioni di

spazio vettoriale. Per composizione L = (Lc><I>)o<I>_1 é continua. m

(7.3) CoroLLARIO. Sia X uno spazio vettoriale su K di dimensione finita.

Allora esiste una ed una sola topologia di spazio vettoriale topologico

su X.

Dimostrazione. Poiché esiste una norma su X, & chiaro che esiste almeno una
topologia di spazio vettoriale topologico su X. Siano T oeT, due topologie
di spazio vettoriale topologico su X. Allora Id:(X,'cl) — (X,rz), essendo

lineare, & un omeomorfismo per il corollario precedente. Ne segue che

(7.4) CoroLLARIO. Sia X uno spazio vettoriale topologico di dimensione
finita. Valgono allora i seguenti fatti:

a) X é metrizzabile e completo;

b) X é localmente convesso, localmente compatto e localmente limitato.

. - . n epe . . Py
Dimostrazione. Lo spazio K verifica chiaramente la a) e la b). Poiché
. . - n
esiste un omeomorfismo lineare &K —— X, anche X ha le stesse

proprieta. m

(7.5) TeoreMA. Sia X uno spazio vettoriale topologico localmente compatto.
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Allora X ha dimensione finita.

Dimostrazione. Sia U un intorno compatto di 0. Poiché

ve U [x + 1 int(U)] ,
xeU 2

esistono xl,- ., x € U tali che
n

vec U [x_ + 1 int(U)] .
IER

Se Y €& il sottospazio vettoriale generato da xl,- ++,X , Dhe segue

UcyY + % U. Di conseguenza % UcyY+ % U, per cui

Proseguendo in questo modo (ossia ragionando per induzione), si verifica

facilmente che

0

U c [Yi + 2_hU}
h=1

Poiché U ¢& limitato, (Z—hU: h = 1} & un sistema fondamentale di intorni di
0. Per il teorema 3.3, linclusione precedente equivale allora a U < V.
D’altronde si ha dim Y = n, per cui Y & chiuso in X. Ne segue U <€ Y. Per il

teorema 3.7 si conclude che

n=1

per cui X = Y ha dimensione finita. m

8. Esempi

(8.1) DeFINIZIONE. Sia © un aperto in R'. Diciamo che (Kh) & una

successione esaustiva di compatti in Q, se ogni Kh é compatto,
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Kh < int(Kh+1) eQ= U int(Kh).
helN

(8.2) TeorEMA. Ogni aperto di R” ammette una successione esaustiva di
compatti.
Dimostrazione. E sufficiente porre

K
h

{x e R™ d(x,R" \ Q) 2%

} n B(O,h) se Q # R,

K
h

B(0,h) se Q

Il
=
|

(8.3) TEOREMA. Sia Q un aperto in R". Per ogni compatto K in Q definiamo
una seminorma Py Su C(Q), ponendo
pK(f) = IIfIKII00 .
Allora {pK: K & compatto in Q} e una famiglia separante e diretta di
seminorme che induce su C(Q) una topologia di spazio di Fréchet. Inoltre

nessun intorno di 0 é limitato, per cui la topologia di C(Q) non é

normabile.

Dimostrazione. Si verifica facilmente che ogni Py ¢ una seminorma. Inoltre,
se K1 e Kz sono due compatti in §, anche K1UK2 € un compatto in Q e

pK1UK2 = pKl’ pK1UK2 z pKz' Ne segue che la famiglia

ol

(pK: K & compatto in Q} & diretta.
Sia (Ch) una successione esaustiva di compatti in Q. Se f # O, esiste

x € Q tale che f(x) # 0. D’altronde esiste h € N tale che x € Ch. Ne segue

P¢ (f) # 0. Pertanto
h

{pC:hE[N},
h

{ Pyt K & compatto in Q }
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sono due famiglie separanti di seminorme su C(Q). Dimostriamo che inducono

la stessa topologia.

Se U & un intorno di O rispetto alla famiglia { Pg }, € ovvio che U e
h

ang}}‘e un intorno di O rispetto alla famiglia { Py }

Viceversa, sia U un intorno di O rispetto alla famiglia { Py } e siano K

un compatto in Q e k = 1 tali che
{feC(Q): pK(f)<i}SU-

Poiché K < U int(Ch), esiste h € N tale che K ¢ Ch. Ne segue
heN

{feC(Q): pc(f)<%} < {feC(Q): pK(f)<i-} c U,
h

per cui U €& un intorno di O anche rispetto alla famiglia { Pe }
h

Poiché { Pc } ¢ numerabile, la topologia indotta rende C(Q) uno spazio
h

vettoriale topologico localmente convesso e metrizzabile.

Sia (fh) una successione di Cauchy in C(Q). Per ogni compatto K in Q la
successione (fhl K) € di Cauchy in (C(K),1 Ilm). Considerando anzitutto i
compatti della forma {x} con x € , si deduce che ( fh(x)) é di Cauchy in R.
Esiste quindi una funzione f:Q — R a cui ( fh) converge puntualmente. Per
ogni x € Q esiste r > 0 tale che B(x,r) € Q. Considerando il compatto
K = B(x,r), si deduce che (thK) converge uniformemente ad una funzione
continua su K, che non pud che essere f lK. Ne segue, in particolare, che f
€ continua in x, per cui f e C(Q). Infine, per ogni compatto K in Q (thK)
converge uniformemente a f I K Per cui pK(fh—f) —> 0. Pertanto fh — f
nella topologia di C{Q). Risulta quindi che C(Q) & uno spazio di Fréchet.

Sia U un intorno di O in C(Q) e sia

{feC(Q):pK(f)<£}gU.
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Sia x €e Q N\ K e sia f € CO:(Q \ K) tale che f(x) = 1. Per ogni h = 1 si ha
pK(hf) = 0, per cui hf € U. Poiché h_l(hf) = f non €& una successione

infinitesima, U non é& limitato. m

(8.4) Osservazione. Se d & una qualunque metrica su C(Q) che induce la
topologia di C(Q), B(0,1) & un intorno di O in C(Q) di diametro finito.
Pertanto non esiste nessuna metrica su C(Q) che induca la topologia di C(Q)
e che abbia la proprieta che un sottoinsieme di C(Q) & limitato se e solo

se ha diametro finito.

n

(8.5) LEmmA. Siano Q un aperto in R, (fh) una successione in C(Q) e

f,gl,---,gn € C(Q). Supponiamo che (fh) converga a f in C(Q) e che (Djfh)
converga a gj in C(Q).

Allora f € C'(Q) e Df = g,
J
Dimostrazione. Sia x € Q e sia r > 0 tale che Bi(x,r) € Q. Per ogni
t € l-r,rl si ha
t
flxste) - £,00) = Io Df,(ese) ds .

Poiché (D_fh) converge a g uniformemente sul compatto {x+sej: Is| = |tl]},
J J

¢ lecito passare al limite per h — ®, ottenendo
t
flx+te) - flx) = J g (x+se) ds .
J o 3 J

Dal teorema fondamentale del calcolo integrale si deduce che f & derivabile

in x rispetto ad € e Djf(x) = gj(x). Ne segue la tesi. m

(8.6) TEoREMA. Sia Q un aperto in R". Per ogni compatto K in Q definiamo

una seminorma P, g SU clq), ponendo
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o}

Py ) = Pylf) + J-Zl Py(Df) .

Allora (p1 K K & compatto in Q) & una famiglia separante e diretta di
seminorme che induce su Cl(Q) una topologia di spazio di Fréchet. Inoltre

nessun intorno di O e limitato, per cui la topologia di Q) non &

normabile.

Dimostrazione. Si tratta di una variante del teorema 8.3. Dimostriamoc solo
la completezza. Se (fh) € una successione di Cauchy in CI(Q), allora le
successioni (fh),(leh),"',(anh) sono di Cauchy in C(Q). Per il teorema
8.3 esse convergeranno rispettivamente a f,gl,- . -,gn in €(Q). Dal lemma.
precedente si deduce che f € CI(Q) e Djf = gj. Allora per ogni compatto K

in Q si ha P, K(fh—f) —> 0, per cui fh —> f in clQ). m

(8.7) TeOREMA. Sia Q un aperto in R". Per ogni m = 1 e per ogni compatto K
in Q definiamo una seminorma P, g SU c®@), ponendo
o
Py =)  pdn .

fee|=m

Allora {pm kK m =z 1 e K € compatto in Q} e una famiglia separante e
diretta di seminorme che induce su C(Q) una topologia di spazio di
Fréchet. Inoltre nessun intorno di O é limitato, per cui la topologia di

c®(Q) non é normabile.

Dimostrazione. Si verifica facilmente che (pm Kk m 2z 1 e K & compatto in Q}
& una famiglia separante e diretta di seminorme su C (Q). Sia (Ch) una
successione esaustiva di compatti in Q. Per ogni m =z 1 e per ogni compatto

K in Q esiste h € N tale che m = he K ¢ Ch. Ne segue pm,K = ph,Ch’ per cui

{ph ¢’ h e [N} ¢ una famiglia numerabile di seminorme che induce la stessa
>“h
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topologia della famiglia {pm K}' Si tratta quindi di una topologia di

spazio vettoriale topologico localmente convesso e metrizzabile.

Se ( fh) eé una successione di Cauchy in C°°(Q), si ha che (fh) é di Cauchy
in Q). Esiste quindi f e CYQ) con f,—>f e Df — Df in C@.
Peraltro anche (Djfh) ¢ di Cauchy in CI(Q), per cui Djf e cl@ e
D?jfh — D?jf in C(Q). Procedendo induttivamente, si deduce che f € Cm(Q)
e che DOLfh — D“f in C(Q) per ogni o € N°, ossia fh — f in c®().
Pertanto C(Q) & uno spazio di Fréchet.

Ragionando come nel teorema 8.3, si deduce che ¢”(Q) non ammette intorni

di O limitati. m



CAPITOLO SECONDO

SPAZI DI SECONDA CATEGORIA

1. I1 teorema di Banach-Steinhaus

(1.1) DEFINIZIONE. Siano Xl e Xz due spazi vettoriali topologici, E € Xl e
® wuna famiglia di applicazioni da E in Xz. Diciamo <che & &
equi-uniformemente continua, se per ogni intorno V di 0O in Xz esiste un

intorno U di O in Xl tale che

Vfed VxyeE: yxelU = fly)fix)eV.

(1.2) TeEOREMA. Siano Xl e XZ due spazi normati e A una famiglia di
applicazioni lineari e continue da Xl in Xz.
Allora sono fatti equivalenti:

a) A é equi-uniformemente continua;

b) sup ILI < +w .
LeA

Dimostrazione.
a) = b) Sia U un intorno di 0 in Xl tale che
YVLeAVxye Xl: y-x €e U = Ly-Lx € B(0,1)

e sia 8 > O tale che B(0,8) € U. Per ogni x € Xl con IIxII1 =1 si ha

N O

x € B(0,8), quindi

da cui
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Ne segue IILII =

ol N

per ogni L € A.

b) = a) Posto ¢ = sup ILI, per ogni L € A e per ogni x,y € Xl si ha
LeA

ILy - LxII2 = ILI Ny - xII1 =c lly - xlI1 .
Poiché le applicazioni L € A sono lipschitziane della medesima costante c,

si deduce facilmente che A & equi-uniformemente continua. m

(1.3) TeoreMA. Siano Xl e Xz due spazi vettoriali topologici e A una
famiglia di applicazioni lineari da Xl in Xz.

Allora A € equi-uniformemente continua se e solo se per ogni intorno V
di O in Xz esiste un intorno U di O in X1 tale che

VLeA LU)cV.

Dimostrazione. Si tratta di una semplice variante del teorema I1.5.4. m

(1.4) TeoreMA. Siano Xl e Xz due spazi vettoriali topologici e A una

famiglia equi-uniformemente continua di applicazioni lineari da Xl in )Kz.

Allora per ogni sottoinsieme E limitato in Xl si ha che U L(E) e
LeA

limitato in Xz.

Dimostrazione. Si tratta di una semplice variante del teorema I1.5.5. m

(1.5) DeFiNizioNE. Sia X uno spazio topologico e sia E € X. Diciamo che E &
di prima categoria in X, se esiste una successione (Ch) di chiusi in X con

int(Ch) =@ tale che E ¢ U Ch. Diciamo che E & di seconda categoria in X,
heN

se non € di prima categoria in X.

(1.6) Teorema (di Baire). Sia X uno spazio metrico completo oppure uno
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spazio topologico di Hausdorff localmente compatto.
Allora valgono i seguenti fatti:
a) X é di seconda categoria in se stesso;

b) se (Ah) € una successione di aperti densi in %, l’intersezione N Ah é
heN

densa in X.

Dimostrazione.
b) Sia x € X e sia U un intorno di x. Essendo A1 denso in X, esiste
£ e Alnint(U).

Se X & metrizzabile e completo, esiste r e ]0,1]1 tale che
B(€,r) < Alnint(U). Posto C = B(&,r), si ha int(Cl) *@, C < Alnint(U) e
C1 € un chiuso con diam(Cl) = L

Se X € di Hausdorff e localmente compatto, esiste un intorno compatto C1
di £ tale che C1 < Alr\int(U ). Evidentemente int(Cl) # @.

Procedendo ricorsivamente, si pud costruire quindi una successione (Ch)
di chiusi in X tali che int(Ch) £ @,

C1 [« Alnint(U) ,
hzl = C .S Ah+lnint(Ch) .

Inoltre, se X €& metrico completo, diam(Ch) = Se X é& di Hausdorff e

1
.

localmente compatto, Ch € compatto.

o«
Se X € metrico completo, si ha N Ch # @ per il lemma 1.4.8. Se X & di
h=1
[vs]
Hausdorff e localmente compatto, si ha Ch # @, perché (Ch) & una
h=1
K
famiglia di chiusi nel compatto C1 e N Ch # @ per ogni hl,- . -,hk = 1.
=1
[+1] L] 0
Se y € nCh, si ha y e [ N Ah] n U, per cui x & aderente a N Ah.
h=1 h=1 h=1
o0
a) Se per assurdo X & di prima categoria, si ha X = U Ch con Ch chiuso in

h=1
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X e int(Ch) = @. Allora Ah =X\ Ch € un aperto denso in X per ogni h =1
]

con Ah = @, in contraddizione con la b). =
h=1

(1.7) Teorema (di Banach-Steinhaus). Siano Xl e Xz due spazi vettoriali
topologici e A una famiglia di applicazioni lineari e continue da Xl in XZ.
Denotato con E l’insieme degli x € Xl per cui Uorbita {Lx: L € A} ¢

limitata in Xz, supponiamo che E sia di seconda categoria in Xl.

Allora E = Xl e A é equi-uniformemente continua.

Dimostrazione. Sia W un intorno di O in Xz e sia V un intorno di O chiuso e

bilanciato in Xz tale che V4V < W. L’insieme

c=n L'm
LeA

é chiuso in Xl. Inoltre per ogni x € E esiste k = 1 tale che
{Lx: L € A} € kV .

Ne segue x € kC, per cui

o]

Ec< Ukec.
k=1

Essendo E di seconda categoria, esiste ko = 1 tale che int(kOC) # @. Poiché
P’applicazione {x+—— kox} ¢ un omeomorfismo, ne segue int(C) # @. Siano
x € int(C) ed U un intorno di O in Xl con (x+U) € C. Poiché U € C-x € C-C,
per ogni L € A si ha
LW s LC) -LCO)SV -V=V+VeW.

Per il teorema 1.3 A é equi-uniformemente continua.

Poiché {£} & limitato per ogni £ e Xl, dal teorema 1.4 si deduce che per
ogni £ € Xl ’orbita {L&: L € A} & limitata in XZ. Pertanto £ = X. m

1

(1.8) CoroLLARIO. Siano Xl uno spazio vettoriale topologico melrizzabile e
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completo, Xz uno spazio vettoriale topologico e A wuna famiglia di
applicazioni lineari e continue da Xl in X(Z. Supponiamo che per ogni x € Xl
Uorbita {Lx: L € A} sia limitata in Xz.

Allora A é equi-uniformemente continua.

Dimostrazione., Per il teorema di Baire Xl é di seconda categoria in se

stesso. La tesi discende allora dal teorema di Banach-Steinhaus. m

(1.9) CoroLLARIO. Siano Xl uno spazio vettoriale topologico melrizzabile e
completo, X(z uno spazio vettoriale topologico e (Lh) una successione di
applicazioni lineari e continue da Xl in Xz convergente puntualmente ad
un’applicazione L:X1 — XZ.

Allora L e lineare e continua.

Dimostrazione. Per ogni x € Xl la successione (th) é convergente, quindi
limjtata in XZ. Dal corollario precedente si deduce che la famiglia
(Lh: h € N} & equi-uniformemente continua.

Ovviamente L ¢& lineare. Sia W un intorno di O in Xz e sia ¥V un intorno
di O chiuso in Xz con ¥ € W. Sia U un intorno di O in XI tale che Lh(U) cv
per ogni h € N. Per ogni x € U si ha th € V, quindi Lx € V. Ne segue
LU) €cV €W, per cui L & continua in 0. Per il teorema 1.54 L ¢

continua. m

Concludiamo questa sezione <con una variante del teorema di

Banach-Steinhaus.

(1.10) TeEOREMA. Siano Xl e XZ due spazi vettoriali topologici, A una

famiglia di applicazioni lineari e continue da Xl in Xz e K un compatto
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convesso in Xl. Supponiamo che per ogni x € K l’orbita {Lx: L € A} sia
limitata in XZ.

Allora U L(K) e limitato in X .
2
LeA

Dimostrazione. Sia W un intorno di O in Xz e sia V un intorno di O chiuso e

bilanciato in Xz tale che V+V < W. L’insieme

c=qn LW
LeA

€ chiuso in Xl. Inoltre per ogni x € K esiste k = 1 tale che
{Lx: L € A}y € kV .

Ne segue x € kC, per cui

[s9]
K = U (KnkC) .
k=1

Poiché X & regolare, si deduce facilmente che K & di Hausdorff e localmente
compatto. Per il teorema di Baire K & di seconda categoria in se stesso.
Esiste quindi ko = 1 tale che intK(KnKOC) # @. Siano x € intK(KnkOC) ed U

un intorno di O in Xl con

(x +UNK < Knk C .

0 0

Essendo K—x0 compatto, esiste s = 1 tale che K—xo € sU. Allora per ogni
x € K, posto

y = (l—s_l)x0 + s,
si hay e Ke

-1
y-x =s (x-xo)eU.
Ne segue y € kOC, quindi
X = sy - (s—l)x0 € skOC - (s—l)koC .

Per ogni L € A risulta

Lx € sk V - (s-1)kV € sk V + sk V = sk (V+V) .
o o 0 0 )
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Posto t = sk , per ogni t = t si ha

U LK) € T(V+V) € tV+V) < tW .
LeA

Pertanto U L(K) & limitato in X . m
2
LeA

2. 1 teoremi dell’applicazione aperta e del grafico chiuso

(2.1) Teorema (dell’applicazione aperta). Siano Xl e Xz due spazi
vettoriali topologici metrizzabili e completi e L:X1 —> XZ un’applicazione

lineare, continua e suriettiva.

Allora L e aperta.

Dimostrazione. Proviamo anzitutto che per ogni intorno U di O in Xl
I’immagine L(U) & un intorno di O in Xz.

Sia d una metrica su Xl invariante per traslazioni che induca la

topologia di Xl. Dato U, sia r > O tale che
{x € Xl: d(x,0) = r} cU.
Per ogni h =z 0 poniamo
U= {x € % d(x,0) = Z_hr} :

Osserviamo che per ogni x,y € Uh+1 si ha
d(x-y,0) = d(x,y) = d(x,0) + d(0,y) = 27 ,

per cui U -U € U . Dimostriamo che ogni L(U ) & un intorno di O
h+1 h+l h h
in X_.
2
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0 0
Poiché X = U kU , risulta X = U kL(U ). Per il teorema di Baire
1 k=1 h+l 2 k=1 h+1

Xz e di seconda categoria. Esiste quindi ko =1 tale che

int{k L(U )] # @. Ne segue int[L(U )] # @, Siano y € int[L(U )] eV
0 h+1 h+1 0 h+1

un intorno di O in Xz tali che yo+V < L(Uh+1). Allora si ha

V= yo+V -, < L(Uh+1) - L(Uh+1) =

= - [ - <
L(Uh+1) + L( Uh+1) < L(Uh+1 Uh+1) < L(Uh) )
per cui L(Uh) € un intorno di O in Xz.
Proviamo ora 1’inclusione L(U1) € L{U). Fissato y, € L(U1)’ si ha
[y1 - L(Uz)] n L(Ul) 0.
Esiste quindi x € U1 tale che Lx1 €y, - L(Uz). Posto y, =¥, - Lxl,

risulta y, € L(Uz). Procedendo ricorsivamente, & possibile costruire una

successione (xh) in Xl ed una successione (yh) in Xz tali che x € Uh,

v, € L(Uh) ey, =Y - Lxh. Per ogni intorno chiuso W di O in XZ esiste
h =

1 tale che U < L'W) per ogni h=h Ne segue L(U ) < W, in

particolare y, € W per ogni h = h. Pertanto lim y, = 0. D’altronde

h
k+j k k+j
d th’th =dz xh,O =
h=1 h=1 h=k+1
k+j k+]j -h
-
< z d(x,,0) = z 27 .
h=k+1 h=k+1
Per la completezza di )’('1, esiste x € Xl tale che
[»4]
P ox =x.
h
h=1
Poiché d(x,0) = r, risulta x € U. Inoltre
k k
Lx = Llim z Lxh = lim Z [yh - yml] =
k h=1 k h=1
= l;m [yl_yk+1] = yl'
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Ne segue y, € L(U), da cui Tul) € L(U). Tenuto conto del passo precedente,
si conclude che L(U) & un intorno di O in X

Sia ora A un aperto in Xl e sia y € L(4). Sara y = Lx con x € A. Poiché
A-x & un intorno di O in Xl, L(A)-Lx = L{A-x) & un intorno di O in Xz. Ne

segue che L(A) & un intorno di Lx = y. Pertanto L(4) & aperto in X(z. |

(2.2) CoroLLARIO. Siano Xl e Xz due spazi vettoriali topologici

metrizzabili e completi e L:X1 —> X(Z un’applicazione lineare, continua e
biiettiva.

Allora L™ e continua.

Dimostrazione. Per il teorema dell’applicazione aperta L & aperta. Pertanto
per ogni aperto A in % Iinsieme whla e aperto in X . Ne segue la

continuita di L. m

(2.3) CoroLLARIO. Sia X uno spazio vettoriale e siano T e, due topologie
su X che rendano entrambe X uno spazio vettoriale topologico metrizzabile e
completo. Supponiamo che T sia piu fine di T_.

Allora Tt = T.
1 2

Dimostrazione. Consideriamo 1’applicazione identica da (X,tl) a valori in
(X,Tz). Si tratta di un’applicazione lineare, biiettiva e continua, perché
T ¢ piu fine di T, Dal corollario precedente si deduce che 1’applicazione

identica & un omeomorfismo, per cui T =T, ®m

(2.4) Teorema (del grafico chiuso). Siano Xl e XZ due spazi vettoriali

topologici metrizzabili e completi e L:X1 —> Xz un’applicazione lineare

con grafico chiuso in Xl X Xz.
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Allora L e continua.

Dimostrazione. Siano d1 e d2 delle metriche invarianti per traslazioni che

inducono le topologie di Xl e Xz, rispettivamente. Come & noto, la metrica
2 2)1/2
d[(xl,xz),(yl,yz)] = [d1(x1’y1) + dz(xz,yz)]
induce su Xl X Xz la topologia prodotto ed ¢& invariante per traslazioni.
Ragionando con le successioni, si verifica facilmente che le operazioni di
spazio vettoriale di Xl X XZ sono continue. Pertanto Xl X Xz € uno spazio

vettoriale topologico metrizzabile e completo.

Poniamo
Y(={(x,Lx):xeX}SX x X .
1 1 2

Essendo un sottospazio vettoriale chiuso di Xl X Xz, anche Y é& uno spazio

vettoriale topologico metrizzabile e completo. Sia & = = dove moem,

1|y

sono le proiezioni canoniche di X(l X XZ sui due fattori. Poiché & &
. . ce s . . -1 R
lineare, continua e biiettiva, per il corollario 2.2 & :X1 —> Y é

)°<I>_1. Pertanto L & continua. m

continua. D’altronde risulta L = (nzw



CAPITOLO TERZO

FORME LINEARI E CONTINUE

1. Il1 teorema di Hahn-Banach

(1.1) Teorema (di Hahn-Banach - forma analitica). Siano X uno spazio
vettoriale su R, Y un sottospazio vettoriale di X, p:X —> R una funzione
tale che

YVi>0,VxeX pltx) =tplx),

V x,y € & plxt+y) = p(x) + p(y)
e ¢:Y —> R una forma lineare tale che

Vye¥Y: oly) =ply).
Allora esiste una forma lineare ®:¥ —> R tale che @lv =¢ e

VxeX &x)=pl.

Dimostrazione. Consideriamo l’insieme ¥ delle coppie (V,3) tali che V & un
sottospazio vettoriale di X contenente ¥ e ®:¥W —> R & una forma lineare
tale che <I>|W = ¢ e ®v) = p(v) per ogni v € V. Poiché (Y,p) € F, l’insieme
F non é& vuoto. Per ogni (W1,<I>1),(W2,<I>2) € ¥, diciamo che (W1,<I>1) = (W2,<I>2)

~

se \\I1 < Wz e <I>2|W = <I>1. Si verifica facilmente che questa & una relazione
1

d’ordine in ¥. Sia

{(W_,@_): J € J}
i

un sottoinsieme di ¥ totalmente ordinato. Allora V= U V. & un
JjeJ
sottospazio vettoriale di X ed & possibile definire &V —— R lineare

ponendo

&(v) = @ (v) sevelV .
j i
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Si verifica facilmente che la definizione di & & consistente e che
(V,®) € ¥. Ne segue (Wj,@j) = (V,®) per ogni j € J.
Per il lemma di Zorn esiste un massimale (V,®) € . Dimostriamo che
V = X. Sia per assurdo x € X \ V e sia W lo spazio vettoriale generato da V
e x. Definiamo ¥:W — R lineare ponendo
Y(v+tx) = o(v) + ta ,

dove « € R verra determinato in seguito. In ogni caso & ovvio che V € W e

che \IIIW = ®. In particolare \IllY( = ¢. Dobbiamo determinare un « per cui si
abbia

VwelW: ¥w) = pw),
ossia

VveVlV,VteR &y +ta = plvitx) .
Per t = O la disuguaglianza & vera per ogni « € R. Distinguendo i casi
t>0 e t <0 e dividendo rispettivamente per t e -t, la condizione si

traduce in

d(u) + a = plutx) VueV

IA

®(v) - a = p(v-x) VveV
D’altronde per ogni u,v € V si ha
®(u) + &(v) = plu+v) = plu+x) + p(v-x) ,
da cui
®(v) - plv-x) = -®(u) + plu+tx) .
Per il principio di Dedekind esiste un elemento separatore o € R tale che
VuveV: dv)-plv-x)=a=s-0u)+ plutx) ,

ossia

d(u) + a = plu+x) YVueV

®(v) - o = p(v-x) VveV
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Con tale scelta di « si ha allora (W,¥) € ¥. Ne segue (V,d) = (W,9) e
(V,8) # (W,¥), contro la massimalita di (V,®). Pertanto V = X.

Evidentemente ® ha i requisiti richiesti. =

(1.2) CoroLLARIO. Siano X uno spazio vettoriale, Y un sottospazio

vettoriale di %X, p una seminorma su X e ¢:Y —> K una forma lineare tale

che
VyelY: le(y)| = ply) .
Allora esiste una forma lineare ®:%X — K tale che & y-%e
YV x e X [®(x)| = p(x) .

Dimostrazione. Consideriamo il caso K =C. I caso K =R pud essere
trattato in modo simile con ovvie semplificazioni.

Evidentemente X €& in modo naturale uno spazio vettoriale su R. La
funzione ¥ = Re ¢:Y —> R & R-lineare e ¥ly) = lo(y)| = p(y) per ogni
y € Y. Per il teorema di Hahn-Banach (forma analitica), esiste una forma
R-lineare ¥:X —» R tale che \IIlY( = ¢y e ¥(x) = p(x) per ogni x € X. Poniamo
®(x) = ¥(x) - i¥(ix). Si verifica facilmente che ®X —> C & C-lineare,
Re @ =V ¢ le=q). Per ogni x € X esiste A € C tale che |[A] =1 e

|®(x)| = A®(x). Poiché p & una seminorma, ne segue

[o(x)| = &(Ax) = ¥(Ax) = p(Ax) = |Alp(x) = p(x) . =

(1.3) DeFINIZIONE. Sia X uno spazio vettoriale topologico. Denotiamo con X’
I’insieme delle forme lineari e continue su X. L’insieme X’, che ha una

naturale struttura di spazio vettoriale su K, si chiama duale topologico

di X.

(1.4) Teorema (di Hahn-Banach - forma geometrica). Siano X uno spazio
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vettoriale topologico ed A e B due convessi non vuoti e disgiunti in X.
Valgono allora i seguenti fatti:
a) se A é aperto in X, esistono ¢ € %X’ \ {0} e ¥ € R tali che
Vxed VyeB Rec<px><y=Rec<py> ;
b) se X € localmente convesso, A €& chiuso e B é compatto, esistono
¢ € X \ {0} e o, € R tali che

VxeA VyeB Re<px><ac<f< Rec<py.

Dimostrazione.
a) Consideriamo anzitutto il caso B = {yo} e K=R A meno di wuna
traslazione, possiamo supporre O € A. In tal caso A & un aperto convesso
contenente 1’origine. Inoltre, per il teorema 1.3.7, A & assorbente. E
quindi possibile considerare il funzionale di Minkowski B, associato ad A.
Sia Y il sottospazio vettoriale generato da y, © sia ¥:Y — R la forma
lineare tale che w(yo) = p.A(yo). Set >0, si ha
Wity ) =t (y)) = p (ty ) .

Se invece t = 0, risulta

lll(tyo) = tuA(yo) =0 = p.A(tyo) .
Pertanto y(y) = uA(y) per ogni y € Y.

Tenuto conto del teorema 1.6.10 e del teorema di Hahn-Banach (forma
analitica), esiste una forma lineare ¥:X —s R tale che \I/lY( =y e
T(x) = p.A(x) per ogni x € X. Per ogni x € An(-4) risulta ¥(x) = 1 ed anche

-¥(x) = ¥(-x) = pA(-x) =1,
per cui
Vx e An(-4): [¥(x)| =1.
Per il teorema 1.5.6, ¥ & continua. Posto y = 1, risulta
Vxed <Ux>=s ”A(X) =y = ”A(yo) = <\1/,yo> .

In particolare ¥ # 0. Ragionando sulla funzione {t—— <¥,tx>} e tenendo
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conto che A & aperto, si conclude che
VxeAd <Ux><y.

Nel caso B = (yo) e K =C, si deduce dal ragionamento precedente che

esistono una forma R-lineare e continua ¥:X —> R e ¥ € R tali che
Vxed <Ux><ys=s <\Il,yo> .

Posto <¢,x> = <¥,x> - i<¥,ix>, si ha che ¢:X —> C & una forma C-lineare e
continua con Re ¢ = ¥. Pertanto ¢ ha i requisiti richiesti.

Nel caso generale poniamo C = A-B. Allora C & un aperto convesso e O ¢ C

perché AnB = @. Per il passo precedente esistono ¢ € X’ \ {0} e ¥ € R tali

che
VzeC: Re <p,z> <y =0,
da cui
VxeAVyeB Re<px>< Re<py> .
Posto

'ar=sup{7€e<<p,x>: xeA},
si ha ovviamente
VxeAd VyeB Rec<px>=y = Rec<py>.
D’altronde, ragionando sulla funzione {t—— Re <p,tx>} e tenendo conto che
A & aperto, si deduce anche questa volta che
Vxed Rec<px><y.
b) Per il teorema 1.2.6, esiste un intorno U di O in X tale che
An(B+U) = @. Per la locale convessitd di X esiste un intorno aperto e
convesso V di O tale che V € U. Allora An(B+V) = @ e B+V & un aperto
convesso. Per la a) esistono ¢ € X’ \ {0} e ¥ € R tali che

VxeA VyeB: Re<p,x> =75 < Re <p,y> .

Essendo { Re <¢,y>: y € B } un compatto in R, esistono «,B8 € R tali che



§ 1 I Il teorema di Hahn-Banach 63

7<a<B<min{Re<¢,y>: yeB},

da cui la tesi. m

(1.5) CoroLLARIO. Siano X wuno spazio vettoriale topologico localmente
convesso, B un sottoinsieme convesso e bilanciato di X e xo € X \B.

Allora esiste ¢ € X’ tale che

sup |[<e,x>| <1,
x€B

Re <q>,x0> >1.

Dimostrazione. Possiamo applicare la b) del teorema precedente al chiuso B
ed al compatto {xo}. Siano ¢ € X’ ed «,B € R tali che
V x € B: .‘Re<<p,x><o¢<(3<7%e<go,xo>.

Poiché O € B, deve essere B > 0. A meno di sostituire ¢ con B_lgo, possiamo

quindi supporre B = 1. Per ogni x € B esiste A € K tale che |A] =1 e
[<p,x>| = A<p,x>. Essendo B bilanciato, si ha Ax € B, per cui
[<@,x>| = <p,Ax> = Re <@,Ax> < « .

Ne segue

sup 1<, x>| =a<1.m
xeB

(1.6) CoroLLARIO. Siano X uno spazio vettoriale topologico localmente
convesso, Y un soltospazio vettoriale di X e xo e X\ V.

Allora esiste ¢ € X' tale che <<p,x0> =1e <p,y> = 0 per ogni y € Y.
Dimostrazione. Evidentemente Y & convesso e bilanciato. Per il corollario
precedente esiste Yy € X’ tale che

sup |<y,y>| <1,
yeY
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Re <|/1,x0> >1.
Dal momento che y(Y) & un sottospazio vettoriale di K, deve essere
WY,y> = 0 per ogni y € Y. D’altronde <|/1,x0> # O, per cui €& possibile
definire ¢ = <l/1,x0>_ll/1. Si verifica facilmente che ¢ ha i requisiti

richiesti. m

(1.7) CoroLLARIO. Siano X uno spazio vettoriale topologico localmente
convesso, Y un sottospazio vettoriale di X e ¢:Y —> K una forma lineare e

continua.

Allora esiste & € X’ tale che <I>|

Dimostrazione. Se ¢ = 0, & sufficiente scegliere ® = 0. Sia quindi ¢ # O,
sia y, € Y tale che <p(y0) =1 e sia Wl = qp_l(O). Per la continuita di ¢, Y,
non € aderente a Wl in Y. Ne segue che y, non ¢ aderente a Y nemmeno in X.
Per il corollario precedente esiste ® € X’ tale che <<I>,y°> =1e <9,y> =0
per ogni y € Y(l. Per ogni y € Y risulta y -~ qo(y)yo € Wl, per cui

0 = <®,y> - w(y)<¢>,yo> =<3,y> - o(y) . m

2. Topologie deboli

(2.1) DEFINIZIONE. Sia X uno spazio vettoriale e sia ¥ € Hom(X:;K). Diciamo

che ¥ & separante, se per ogni x € X \ {0} esiste ¢ € F tale che p(x) # O.

(2.2) TEOREMA. Sia X uno spazio vettoriale topologico localmente convesso.

Allora il duale topologico X’ e separante.
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Dimostrazione. Evidentemente {0} é& un sottospazio vettoriale chiuso in X.

Se x € X \ {0}, per il corollario 1.6 esiste ¢ € X’ tale che <p,x> = 1. m

(2.3) ProposIZIONE. Siano X uno spazio vettoriale, ¥ < Hom(X;K) e, per ogni
¢ € ¥, sia pq)(x) = |p(x)].
Valgono allora i seguenti fatti:

a) pq) € una seminorma su X per ogni ¢ € %;

b) la famiglia di seminorme {pq): Q€ ?} € separante se e solo se ¥ ¢

separante.

Dimostrazione. La semplice verifica pud essere svolta per esercizio. m

(2.4) DEFINIZIONE. Siano X uno spazio vettoriale e ¥ un sottoinsieme
separante di Ham(X;K). La topologia debole indotta da § (denotata anche col

simbolo o(X,¥)) & la topologia su X indotta dalla famiglia di seminorme

{pq): p € ?} con pq)(x) = |eo(x)].

(2.5) TeorEMA. Siano X uno spazio vettoriale e ¥ un sottoinsieme separante
di Hom(%;K).
Valgono allora i seguenti fatti:
a) (X,0(X,¥)) e uno spazio vettoriale topologico localmente convesso;
b) o(X,¥) € la topologia meno fine su X che renda continua ogni ¢ € ¥;
c) se (xh) e una successione in X e £ € %, si ha x — £ nella topologia

(X, ¥F) se e solo se

VoeedF lim <go,xh> = <@, &> ;
h

d) se ¥ e un sottospazio vettoriale di Hom(X;K), il duale topologico di X
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munito della topologia c(X,¥) & F.

Dimostrazione.

a) Si tratta di un caso particolare del teorema I.6.5.

b) Per ogni ¢ € F

U= {x e X |<p,x>| < 1}

€ un intorno di O rispetto a o(X%). Poiché ¢ ¢& limitata su U, la

continuita di ¢ discende dal teorema I.5.6.

Sia ora T una qualunque topologia su X che renda continua ogni ¢ € ¥.

Per ogni x € X, ¢ € ¥ e n 2 1 'insieme

{ € € X: |<p,E-x>] < %} = { € € X |<p,&> - <p,x>| < %}

€ un aperto rispetto a T, quindi un intorno di x rispetto a t. Ne segue che

anche ogni insieme della forma
{ £ e X |<p E-x>| <t ,er, |<p E-x>| < i}
1 n k n

con P -,(pk € ¥ ¢ un intorno di x rispetto a T. Pertanto ogni intorno di
X vrispetto alla topologia o(X,¥) & wun intorno di x rispetto alla
topologia T.

c) Si tratta di un’ovvia conseguenza del teorema 1.6.6.

d) Dalla b) si deduce che ¥ € X’. Sia ¢ € X’ e sia U un intorno di O tale
che y(U) < B(0,1). Siano QTP € F en =1 tali che

{xex: |<gol,x>| <%,---, |<(pk,x>| <%} c U.

Allora si ha

k
w[ n Mo) ] < BO,D

da cui

N M) < ¥ .
j=1
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Esistono quindi Al,- . -,Ak € K tali che

per cui Yy € F. =m

(2.6) DEFINIZIONE. Sia X uno spazio vettoriale topologico in cui X’ sia

separante. La topologia debole di X & la topologia o(X%,%X’).

Poiché ogni ¢ € X’ & continua per definizione rispetto alla topologia
originaria di X, risulta che la topologia o(%,X’) & meno fine della
topologia originaria di X. Dal momento che X’ & un sottospazio vettoriale
di #am(X;K), il duale topologico di (X,0(X,%’)) & lo stessoc X’.

Un sottoinsieme E di X si dice debolmente chiuso, debolmente limitato,
etc., se e chiuso, limitato, etc. in (X,0{%,%X*)). Se (xh) € una successione
in X debolmente convergente a £ € X, si usa scrivere xh —— £. Questo

equivale a dire che

VeoeX: lim <q),xh> = <p,&> .
h

(2.7) TeorREMA. Sia X uno spazio vettoriale topologico in cui X’ sia

separante. Se (X,0(X,X’)) & localmente limitato, X ha dimensione finita.

Dimostrazione. Sia U un intorno debole di O debolmente limitato in X e

siano P €N = 1 tali che
1 1
: < > <=, e >| < = < .
{xexlgol,xl -, ,|<§0k,x| n} U
Kk
Se x € /V((pj), risulta hx € U per ogni h € N. Per il teorema 1.3.6 si ha
=1

x = h_l(hx) —— 0, da cui x = 0. Ne segue che l'applicazione lineare
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X NN
X > (<q)1,x>, . -,<q)k,x>)

¢ iniettiva, per cui dim(X) = k. m

(2.8) TeorEMA. Sia X uno spazio vettoriale topologico localmente convesso e

sia C un convesso in X.

Allora la chiusura debole di C coincide con la chiusura di C.

Dimostrazione. Se C = @ la tesi & ovvia. Sia C # @. Ovviamente la chiusura
di C ¢ contenuta nella chiusura debole di C. Sia y, € X \ C, dove C denota
la chiusura di C. Allora C e {yo} sono un convesso chiuso ed un convesso
compatto non vuoti e disgiunti. Per il teorema di Hanh-Banach (forma
geometrica) esistono ¢ € X’ ed «,8 € R tali che

Y x € C: fRe<go,x><oc<B<fRe<q>,yo>.

In particolare

A ={y € X :Re <p,y> > [3}

€ un aperto debole, quindi un intorno debole di Y, che non interseca C.

Pertanto y, hon appartiene alla chiusura debole di C. m

(2.9) DeFinizIONE. Siano X uno spazio vettoriale, E € X e € la famiglia dei

convessi di X contenenti E. Poiché X € €, la famiglia ® non & vuota.

Poniamo

conv(E) := n C.
Cet

L’insieme conv(E) si chiama inviluppo convesso di E.

(2.10) TeorREMA. Siano X uno spazio vettoriale ed E € X. Valgono allora i

seguenti fatti:
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a) conv(E) é il pitu piccolo convesso di X contenente E;

b) y € conv(E) se e solo se esistono X, tx, € E e tl,---,tk € [0,1] con

k

X t =1 tali che
K J

=1

Dimostrazione.
a) Poiché un’intersezione di convessi & convessa, l’insieme conv(E) &
convesso. Ovviamente conv(E) & il piu piccolo convesso contenente E.

b) Sia H l’insieme degli y € X della forma

Kk
= t
Y z J'xJ'
Jj=1
k
con x, ,x €E, t,---,t € [0,1] e Z t =1 Evidentemente
1 K 1 k . J
=1
H < conv(E). D’altronde, se
i ri
y = tx ) zZ = tx
=17 j=ke1 V)

appartengono a H, per ogni s € 10,1[ risulta

(1-s)y + sz =

~1~

(1-s)tx. + stx. ,
73 i

j=1 j=k+1

k m

Z(l—s)t_ + Z st = 1,
; J . j

j=1 j=k+1

per cui H & convesso. Ne segue conv(E) € H. m

(2.11) CoroLLARIO. Sia X uno spazio vettoriale topologico localmente
convesso e metrizzabile e sia (xh) una successione in X debolmente
convergente a 4.

Allora esiste una successione (yn) in X convergente (rispetto alla

topologia originaria di X) a £ con ciascun y della forma
n



70 Forme lineari e continue l Cap. 3

Dimostrazione. Sia E = {xh: h € N} e sia C = conv(E). Poiché x — L 2
appartiene alla chiusura debole di C. Per il teorema 2.8 £ appartiene

allora alla chiusura di C. Essendo X metrizzabile, esiste una successione

(yn) in C convergente a {. m

(2.12) ProposIzIONE. Sia X uno spazio vettoriale topologico. Per ogni x € X
definiamo Jx € Hom(X’;K) ponendo
YVoeX: (Ux)p) :=<p,x>.
Allora J:X —> Ham(X’;K) € un’applicazione lineare e J(X) & un

sottospazio vettoriale separante di Hom(X’;K).

Dimostrazione. Si verifica facilmente che J & lineare, per cui J(X) & un
sottospazio vettoriale di #Hom(X’;K). Se ¢ € X* \ {0}, esiste x € X tale che

<p,x> # 0. Ne segue (Jx)(p) # 0. m

(2.13) DeFmnIzIONE. Sia X uno spazio vettoriale topologico. La topologia
debole” su X’ & la topologia o(X’,J(X)). Per semplicita, si usa scrivere

o(X’,X) invece di o(X’,J(X)).

Poiché J(X) €& wun sottospazio vettoriale di Hom(X’;K), il duale
topologico di (X’,e(X’,X)) & J(X).
Se (goh) € una successione in X’ convergente rispetto alla topologia

* *
debole a ¥ € X’, si usa la notazione ¢, — Y. Questo equivale a dire che

VXxekX lim <<ph,x> = <, x> .
h

(2.14) DEFINIZIONE. Siano X uno spazio vettoriale topologico ed E € X.

Poniamo



§ 2 | Topologie deboli 7

E° := {q; e X' [<p,x>] = 1 per ogni x € E} ,

1
E := {q) € X': <p,x> = 0 per ogni x € E} .

1
L’insieme E° si chiama polare destro di E, mentre l’insieme E si chiama

ortogonale destro di E.

(2.15) DEFINIZIONE. Siano X uno spazio vettoriale topologico e F < X’.

Poniamo

°F := {x € X [<p,x>| =1 per ogni ¢ € F} ,

1
F := {x € X <p,x> = O per ogni ¢ € F} .

1
L’insieme °F si chiama polare sinistro di F, mentre !’insieme F si chiama

ortogonale sinistro di F.

(2.16) TeorEMA. Siano X uno spazio vettoriale topologico ed E < X. Allora

E® e un sottoinsieme bilanciato, convesso e chiuso rispetto alla topologia
* 1

debole , mentre E €& un sottospazio vettoriale chiuso rispetto alla

topologia debole*.

Dimostrazione. Si verifica facilmente che per ogni x € E 1’insieme

{q) € X': I<p,x>| = 1}

*
¢ bilanciato, convesso e chiuso rispetto alla topologia debole . La tesi

discende allora dal fatto che

E° = n {q)EX’: [<p,x>| 51}.

xeFE

1
Le proprieta di E si deducono in modo simile, tenendo conto che

1L
E = n {q)eX’: <q),x>=0}.l
xek
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(2.17) TeorEmA. Siano X uno spazio vettoriale topologico e F & X’. Allora
L
°F e un sottoinsieme bilanciato, convesso e chiuso in X, mentre F é un

sottospazio vettoriale chiuso in X.

Dimostrazione. Si tratta di una semplice variante della dimostrazione

precedente. m

(2.18) TeEoREMA. Sia X uno spazio vettoriale topologico. Valgono allora i

seguenti fatti:

a) se C e un sottoinsieme di X’ bilanciato, convesso e chiuso rispetto alla
topologia debole*, si ha (°C)° = C;

b) se Y é un sottospazio vettoriale di X’ chiuso rispetto alla topologia

* 1 1
debole , si ha ( YY) = Y.

*
Dimostrazione. Muniamo X’ della topologia debole. In questo modo X’
diventa uno spazio vettoriale topologico localmente convesso.
a) L’inclusione € € (°C)° é evidente. Per provare it  viceversa,

consideriamo ¢, € X’ N\ C. Per il corollario 1.5 esiste x € X tale che

sup <@, x>| <1,
peC

Re <q)o,x> >1.
Ne segue x € °C, quindi v, ¢ (°c)e.
» . J- J_ ~ . . .
b) L’inclusione Y < ( Y) ¢ evidente. Per provare il  viceversa,
consideriamo ®, € X’ N\ Y. Per il corollario 1.6 esiste x € X tale che
Vg el: <p,x> =0 ,
< = .
ppx> =1

1 o L1
Ne segue x € Y, quindi 0, ¢ (Y) . m
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(2.19) TeorREMA. Sia X uno spazio vettoriale topologico localmente convesso.

Valgono allora i seguenti fatti:

a) se C e un sottoinsieme di X bilanciato, convesso e chiuso, si ha
°(C°) = C;

1 1
b) se Y e un sottospazio vettoriale chiuso di %, si ha (Y ) = Y.

Dimostrazione. Si tratta di una semplice variante del teorema precedente. m

L’'importanza della topologia debole*E ¢ legata al seguente fondamentale

teorema.

(2.20) Teorema (di Banach-Alaoglu-Bourbaki). Siano X uno spazio vettoriale

topologico ed U un intorno di 0O in X.

Allora U° e compatto rispetto alla topologia debole*.

Dimostrazione. Per ogni x € X esiste t(x) > O tale che t(x)'x € U. Ne
segue
l<p,tx) x> =1,
quindi
VoelU: |<x>| =tlx).
Sia [KX I’insieme delle applicazioni f da X in K. L’insieme [KX € in modo
naturale uno spazio vettoriale su K. Per ogni x € X sia Sx:[l(X —> K la

forma lineare definita da & (f) = f(x). Si verifica facilmente che
X
I’insieme {6 : X € X} ¢ separante. Sia T la topologia indotta su [KX. Si
X

tratta della topologia meno fine che rende continue tutte le applicazioni

8 con x € X. Poniamo
X

m= {f € [KX: [Ff(x)| = t(x) per ogni x € X} .
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Per il teorema di Tychonoff, (II,T) & compatto.

Evidentemente U°® < T. Dimostriamo che U°® & chiuso in (I,T). Per ogni

x,y € X e A € K poniamo
yx’y = {f eI 6x+y(f) =38 (f) + 8y(f)} ,

P = {f eI alx(f) = hax(f)} )

A, X

/Vx = {f e II: |6x(f)| = 1} .

Poiché ciascun ¥ , P e ¥ & chiuso in (I,t), anche
X,y A, X x

yLe ey " A e " L "

yeX xeX
€ chiuso in (M,t). Tenuto conto dei teorema 1.5.6, tale insieme &
esattamente U°, che & quindi chiuso in (I,r). Essendo chiuso in un
compatto, (U°,T) & compatto.

Dimostriamo infine che su U° la topologia T coincide con la topologia
o(X",X). In effetti per ogni xe€ X e per ogni ¢ € U° si ha
Sx(tp) = <p,x> = (Jx)(p). Pertanto sia T che o(X’,X) sono la topologia meno
fine che rende continue tali applicazioni. Ne segue che (U°o(X’,X)) &

compatto. m

(2.21) TEOREMA. Sia X uno spazio vettoriale topologico separabile e sia K
un sottoinsieme di X’ compatto rispetto alla topologia debole*.

Allora K e metrizzabile rispetto alla topologia debole*.

Dimostrazione. Sia D un sottoinsieme al pil numerabile denso in X. Per ogni
@ € X' \ {0} esiste € € D tale che <p,£> # 0, ossia (JE)(p) # 0. Pertanto
J(D) & un sottoinsieme separante di Hom(X’;K). Per il teorema 1.6.6,

o(X’,J(D)) & metrizzabile. Inoltre da J(D) € J(X) segue che o(X’,J(D)) &
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meno fine di ¢(X’,X).

Sia C un chiuso in K rispetto alla topologia o(X’,X). Essendo chiuso in
un compatto, C & compatto. Poiché la topologia o(X’,J(D)) & meno fine di
o(X’,X), C & compatto anche rispetto a o(X’,J(D)). Essendo compatto in uno
spazio di Hausdorff, C & chiuso rispetto a ¢(X’,J(D)). Pertanto su K le due

topologie o(X‘,X) e o(X’,J(D)) coincidono. Ne segue che o(X%X',X) &

metrizzabile su K. ®

(2.22) TeoREMA. Siano X uno spazio vettoriale topologico separabile ed U un

intorno di 0 in X

*
Allora U° é sequenzialmente compatto rispetto alla topologia debole .

Dimostrazione. Si tratta di combinare il teorema precedente col teorema di

Banach-Alaoglu-Bourbaki. m

(2.23) TeoREMA. Sia X uno spazio vettoriale topologico con X’ di dimensione

infinita. Allora la forma bilineare

X x A — K
(p,x) —— <@,x>

non e continua, se X’ e munito della topologia debolea.E e X della sua

topologia originaria.

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo di avere la continuita in (0,0).
Siano U un intorno di O in X’ e V un intorno di O in X tali che

VoelU Vxel: [<p,x>| < 1.
Siano xl,---,xk € Xen =1 tali che

1 1
‘. < > < = < > < = [« .
{¢EX Isv,xll — ,Iso,xkl n} U

Avendo X’ dimensione infinita, 1’applicazione lineare



76 Forme lineari e continue | Cap. 3

k

X’ > R
pr—> (<¢,x1>, .. -,<<.o,xk>)

non pud essere iniettiva. Sia ¢ € X’ \ {0} tale che <<p,xh> = 0 per ogni
h=1---,k. Per ogni x € X esiste 8 >0 tale che tx eV per ogni
t € 10,8[. Poiché per tali t risulta anche t_zq) € U, si ha

Vielosl: t' |<px>| <1.

Ne segue <@,x> = O per ogni x € X, il che & assurdo. m

(2.24) TeorREMA. Sia X wuno spazio vettoriale topologico metrizzabile e
completo. Allora per ogni successione (q)h) in X’ convergente a ¢ nella

topologia debolei'E e per ogni successione (xh) in X convergente a x si ha

L}i;m <<ph,xh> = <p,x> .

Dimostrazione. Per ogni € € X l’insieme

{ <q)h,§>: heNlN }

€ limitato in K. Dal corollario II.1.8 si deduce che la famiglia
{(ph: h e [N} ¢ equi-uniformemente continua.

Dato € > 0, sia U un intorno di O in X tale che q>h(U) € B(0,g) per ogni
h € N. Sia h € N tale che (xh—x) € U per ogni h = h. Allora risulta
= h: < -x>| < g .
Yhzh | P,x X | <e
Pertanto <g0h,xh—x> — 0. D’altronde & evidente che <q)h—go,x> —> 0. Poiché
< > - <@, x> = < -X> + <P -0, x>
(ph’xh P,X wh,xh x> + ﬂoh P, x> ,

ne segue la tesi. m

(2.25) TEOREMA. Sia X uno spazio vettoriale topologico localmente convesso
e sia E <€ X

Allora E e debolmente limitato se e solo se E & limitato.



§ 3 | Il teorema di Krein-Milman 77

Dimostrazione. Poiché ogni intorno debole di O & un intorno di 0, &
evidente che E limitato implica E debolmente limitato.

Viceversa, sia E debolmente limitato. Per ogni intorno U di O esiste un
intorno chiuso, bilanciato e convesso V di O con V € U. Per ogni ¢ € X’
I'insieme {x € X: |<¢,x>| < 1} & un intorno debole di 0. Esiste quindi
tlp) > O tale che [<p,x>| < t(¢) per ogni x € E. In particolare, si ha che

per ogni ¢ € V° I’insieme

U Ux)e)

xeFE

¢ limitato in K. Inoltre 1’applicazione Jx:X’ —> K ¢& lineare e continua
rispetto alla topologia debole*E e V° & convesso e compatto rispetto alla
topologia debole*E per il teorema di Banach-Alaoglu-Bourbaki. Dal teorema

II1.1.10 si deduce che l’insieme

U Ux)we)

xeFE

¢ limitato in K. Sia £ > O tale che
VxeE Yoel: |<px>| =t,
ossia E € t °(V°). Tenuto conto del teorema 2.19, per ogni t =1t si ha

EStV StV € tU. m

3. Il teorema di Krein-Milman

(3.1) DerFinrzionE. Siano X uno spazio vettoriale e F € X. Un insieme E € F

si dice estremo per F, se E # @ e

VxyeF, Vteloll: (-t)xtty e E = x,y € E .
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Un punto z € F si dice estremo per F, se {z} & estremo per F.

(3.2) LEMMA. Siano X uno spazio vettoriale topologico, F € X, E € F un
compatto estremo per F e ¢ € X'. Denotiamo con Eq) Uinsieme dei punti di
massimo di Re q)l E

Allora Ew € un compatto estremo per F.

Dimostrazione. Evidentemente EQD ¢ compatto e non vuoto. Siano x,y € F e
t € 10,1l con (1-t)x+ty € Eq)' Poiché E ¢& estremo per F, si ha anzitutto
x,y € E. Ne segue

Re <p,x> = Re <¢,(1-t)x+ty> ,

Re <p,y> = Re <p,(1-t)x+ty> ,

per cui Re <p,x> = Re <p,y>. Pertanto x,y € Eq). ]

(3.3) TEoREMA. Sia X uno spazio vettoriale topologico localmente convesso.

Allora ogni compatto estremo per F contiene un punto estremo per F.

Dimostrazione. Sia E € F un compatto estremo per F e sia K la famiglia dei
compatti estremi per F contenuti in E. Poiché E € K, la famiglia K non &

vuota. Se K1’K2 € K, diciamo che K1 =< K2 se K1 < K2. In questo modo la

famiglia K risulta essere ordinata. Sia {K Jj € J} un sottoinsieme
J
totalmente ordinato di K. Poiché N K. # @, si verifica facilmente che
jeJ !
N K e K, per cuiy K = K _per ogni j € J.
JjeJ J JjeJ . .
Per il lemma di Zorn esiste K € K minimale. Per concludere la
dimostrazione, proviamo che K = {x}. Siano, per assurdo, x,y € K con x # y.

Per il teorema 2.2 esiste ¢ € X’ tale che <@,x-y> # 0. A meno di

sostituire ¢ con ip, possiamo supporre Re <p,x-y> # 0. Allora, per il lemma
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precedente, K(p e K, Kq) €S Ke K(p # K, contro la minimalita di K. m

(3.4) Teorema (di Krein-Milmam). Sia X uno spazio vettoriale topologico

localmente convesso, sia K un compatto in X e sia P l'insieme dei punti

estremi per K.

Allora si ha K € conv(P).

Dimostrazione. Sia per assurdo y € K \ conv(P). Dal teorema precedente si
deduce che P # @. Per il teorema di Hahn-Banach (forma geometrica) esistono
¢ € X ed a,B € R tali che

YV x € conv(P): Re <p,x> < a < B < Re <@, y> .
Per il lemma 3.2 Kq) ¢ un compatto estremo per K che non interseca conv(P).

Questo & assurdo, perché per il teorema precedente Kq)nP ¥ 2. n



CAPITOLO QUARTO

TEORIA DELLE DISTRIBUZIONI

1. Lo spazio delle funzioni test

Nel corso di questo capitolo Q denotera un aperto in R”. Il simbolo Cm(Q)
[o4

indichera lo spazio CO:(Q;C) e cosi Cm(Q), C(Q), etc.

(1.1) DeFmnizIoNE. Denotiamo con & I’insieme delle funzioni @:Q — N

limitate sui compatti di Q. Per ogni ¢ € & € per ogni f € COZ(Q) poniamo

sup | o(x) ID%F(x) |

p (f) :
¢ xefl

[ o] =p(x)

(1.2) ProposizioNE. Valgono i seguenti fatti:

a) la collezione {pq): Q€ <I>} e una famiglia separante di seminorme

su Cm(Q);
C
b) se ¢ € &, K € un compatto in Q, m € N e ¢(x) =2 m su K, si ha

c(m)

1A

p (),

00
vV fecC Q) pm,K(f) 0

N s . . . . n
dove c(m) e il numero di multiindici € N con |a| = m;

c) se p € &, K & un compatto in Q, m € N e ¢(x) = m su K, si ha
pw(f) =m pm,K(f)

per ogni f € CO:(Q) con f(x) = 0 fuori da K.

Dimostrazione.

a) Si verifica facilmente che p(p & una seminorma su C (Q). Se ¢(x) = 1 su
(o}
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Q, si ha pq)(f) z Ilfllm, per cui la famiglia {p(p: p € <I>} € separante.

b) Per ogni « con |a| = m e per ogni x € K si ha

ID%f(x)]

1A

= (x) D%l = Zp (),

1z

m
[ac]=p(x)

da cui pK(Daf) = i pq)(f). Ne segue

. clm)
pm,K(f) = - pq)(f).

c) Risulta per ogni x € Q

p(x) Z ID*f(x)] = m Z pK(D“f) = mp, L),
[o]=p(x) || =m

per cui p(p(f) = (). m

m pm,K

(1.3) DeFmuzioNE. Denotiamo con D(Q) lo spazio vettoriale C™(Q) munito
C
della topologia indotta dalla famiglia di seminorme {pq): ¢ € <I>}. Gli

elementi di D(Q) si chiamano funzioni test. Denotiamo con D(QR) il

sottospazio degli elementi di D(Q) a valori reali.

Evidentemente D(Q) & wuno spazio vettoriale topologico localmente

convesso. Dati m € N ed un compatto K € Q, sia ¢(x) = m su Q. Allora si ha

c(m) p () .

(o]
Y fe CC(Q): pm,K(f) = m Py

Ne segue che la topologia di D(Q) & piu fine della topologia indotta dallo
spazio di Fréchet C7(Q).

Per ogni compatto K € Q poniamo
fDK(Q) = {f € D(Q): flx) = 0 fuori da K} .

Nel seguito iDK(Q) sara munito della topologia subordinata da D(Q).
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(1.4) TeoreMA. Sia K un compatto in Q. Valgono allora i seguenti fatti:
a) la topologia di fDK(Q) coincide con la topologia subordinata da C(Q);

inoltre per ogni m € N e per ogni compatto C € Q con K € C risulta

o
V f e DK(Q): pm,C(f) = Z D f||w ;
leel=m

b) iDK(Q) é chiuso sia in C*(Q) che in D(Q);

c) ﬂ)K(Q) € uno spazio di Fréchet.

Dimostrazione.
a) Evidentemente la topologia di iDK(Q) ¢ piu fine di quella subordinata da
¢”(Q). D’altronde per ogni ¢ € & esiste m € N tale che ¢(x) = m su K. Ne
segue

V fe EDK(Q): pq)(f) =m pm’K(f) ,
per cui la topologia subordinata da C€~(Q) & piut fine della topologia di
‘DK(Q).

Poiché f & nulla fuori da K, & ovvio che

P o) = Z ||D°‘f||m.

loe|=m

b) Sia (fh) una successione in fDK(Q) convergente a f € Cm(SZ). In
particolare si ha fh(x) —> f(x) per ogni x € Q, per cui f(x) = O fuori da
K, ossia f € 5DK(Q). Tenuto conto della metrizzabilita di Cm(Q), ne segue
che ﬁDK(Q) & chiuso in ¢(Q).

Di conseguenza SDK(Q) ¢ chiuso in Cl:(Q) munito della topologia
subordinata da CT(Q). A maggior ragione ‘DK(Q) & chiuso in D(Q).
c) Per il punto a), iDK(Q) € uno spazio vettoriale topologico localmente

convesso € metrizzabile. Essendo chiuso in Cw(Q), iDK(Q) ¢ anche completo. =

(1.5) LEmMA. Sia (Kh) una successione esaustiva di compatti in Q. Allora
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esiste una successione (I[lh) in D(QR) tale che

!/ll € fDK Q) ,
2

h22=>l/JhED (Q)l

Dimostrazione. Sia l,[ll € C:[int(Kz)] tale che O = wl(x) =1 e l//l(x) =1

su K.
1

Supponiamo ricorsivamente di aver costruito l,Ul," ',l[lh con i requisiti
richiesti. Sia © € C:[int(szz)] tale che 0 =3d(x) =1 e d(x) =1 su

K . Allora
2h+1

Wy = L=y = -y

h+1 1

ha i requisiti richiesti. m

(1.6) TEOREMA. Valgono i seguenti fatti:
a) se U € D(Q) e convesso, si ha che U ¢ un intorno di 0 in D(Q) se e solo
se Un‘DK(Q) e un intorno di 0 in SDK(Q) per ogni compatto K € Q;

b) E € D(Q) e limitato se e solo se

Voo e N% sup{ ||D°‘f||m: feE} <+
ed esiste un compatto K € Q con E < iDK(Q);

c) se fh,f e D(Q), si ha fh —> f in D(Q) se e solo se

VaeN: Llim ||D°‘fh - D°‘f||m =0
h

ed esiste un compatto K £ Q con fh € iDK(Q) per ogni h € N
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Dimostrazione.
a) Se U & un intorno di O in D(Q), & ovvio che UnfDK(Q) é un intorno di O
in fDK(Q).

Viceversa, supponiamo che UniDK(Q) sia un intorno di O in fDK(Q) per ogni
compatto K € Q. Sia (Kh) una successione esaustiva di compatti in Q e sia
(lllh) una successione in D(QBR) conforme al lemma precedente. Sia j1 € N

tale che
, -1
YV f e DQ): J, pj1’Kz(f) <1 = yfe2U.

Per ogni h =z 2 sia poi jh € N tale che

VFeD@: J op (fl <1 = whfez‘hu.
Jh’KZh\th—s

Possiamo supporre che (jh) sia crescente. Definiamo ¢:Q — N ponendo

j1c(j1) . se x € int(Kl)
p(x) =

JhC(Jh) se x € Lnt(KZh_l) N mt(th-a)’ h=z2

dove c(m) ¢& il numero dei multiindici « con |a| = m. Evidentemente ¢ &

limitata sui compatti di Q. La tesi sara provata, se dimostriamo che

{f € D(Q): p(p(f) < 1} cU.

Sia quindi f € D(Q) con p‘p(f) <1 e sia k € N tale che f(x) = O fuori da

K , in modo da avere
2k-1
k
f= Y ur.
h=1
Per ogni h = 1,---,k si ha ¢(x) = JhC(Jh) su th\KZh—s' Ne segue
J p (fH = p(f) <1,
P K NK ¢
%o 2n-3

quindi ¥ f e 2y Essendo U un convesso contenente 1’origine, si ha
h



§ 1 | Lo spazio delle funzioni test 85

U+ vy f e 27U+ 42T €

N
N

a2 2w = U,
da cui la tesi.

b) Sia E limitato in D(Q). Supponiamo per assurdo che non si abbia
E ¢ tDK(Q) per nessun compatto K € Q. Sia (Kh) una successione esaustiva di

compatti in Q e siano fh € E N @K Q) e x € Q \ Kh tali che fh(xh) = 0. A
h

meno di passare ad una sottosuccessione, possiamo supporre che gli x siano
tutti distinti. Sia m € N con mhlfh(xh)l > h e sia ¢:Q — N definita da

m se X = X
h h
o(x) =

0 altrimenti

Allora risulta
> >
pq)(fh) = go(xh)lfh(xh)l h,
in contraddizione con la limitatezza di E.

Sia quindi K un compatto in Q con E € @K(Q). Evidentemente E & limitato

anche rispetto alla topologia di c”(Q). Ne segue
VaeN: sup{uD“fum: feE} < oo .
Per provare il viceversa, consideriamo ¢ € &. Se E < fDK(Q), esiste m € N
tale che ¢(x) = m su K. Poiché per ogni f € fDK(Q) si ha
pq)(f) =m pm’K(f) ,
ne segue
sup {pw(f): fe E} < 4o,
Pertanto E & limitato in D(Q).

c) Supponiamo che (fh) sia convergente a f. Per il teorema 1.4.6 (fh) é
limitata in D(Q). Per la b) esiste un compatto K € Q tale che fh € fDK(Q)

per ogni h € N. Poiché fh —> f anche nella topologia di Cm(Q), risulta
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VaelN: Llim ||D"‘fh - D(xfllm =0.
h

Per provare il viceversa, consideriamo ¢ € ®. Se fh € ‘DK(Q) per ogni h,

si ha necessariamente f fDK(Q). Sia m € N tale che ¢(x) = m su K. Allora

risulta

P ) = mp (F,-F)

da cui

l}i;m pq)(fh-f) =0.

Pertanto fh — fin D(Q). m

(1.7) TeoreEMA. Lo spazio D(Q) non é metrizzabile ed é di prima categoria.

Dimostrazione. Sia (Kh) una successione esaustiva di compatti in Q e sia

fh € D(Q) tale che fh(x) =1 su Kh. Supponiamo per assurdo che D(Q) sia

metrizzabile e consideriamo una metrica d che induca la topologia di D(R).

Sia ¢t > 0 tale che d(t f£,0) < 1 Allora si ha tf — 0 in D(Q), in
h h” h h h" h

contraddizione col teorema precedente.

Osserviamo anche che :DK (Q) & un sottospazio vettoriale proprio di D(Q),
h

per cui iDK () ha parte interna vuota in D(Q). Inoltre

h
D = U D, @.
heN h
Poiché ogni fDK (Q) & chiuso in D(Q), D(Q) & di prima categoria. m

h

(1.8) TeoREMA. Siano Y uno spazio vettoriale topologico localmente convesso
e L:D(Q) —> Y un’applicazione lineare. Allora sono fatti equivalenti:
a) L é continua;

b) L e limitata sui limitati;
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c) se fh — 0 in D(Q), si ha th — 0 in Y;

d) per ogni compatto K € Q la restrizione L e continua.

| D ()

Dimostrazione.
a) = b) Si tratta di un caso particolare del teorema I.5.5.
b) = c¢) Se fh —> 0 in D(Q), esiste un compatto K € Q con j"h € fDK(Q) per

ogni h € N. Evidentemente anche L|D @) € limitata sui limitati. Tenuto
K

conto della metrizzabilita di @K(Q), la tesi discende allora dal teorema
1.5.8.

c) = d) Se fhﬁ 0 in fDK(Q), si ha fh—>0 anche in D(Q), quindi
th — 0 in Y. La tesi & allora una conseguenza del teorema I.5.8 e della
metrizzabilita di fDK(Q).

d) = a) Sia W un intorno di O in ¥ e sia V un intorno convesso di O in Y

con V € W. L’insieme L_I(V) e convesso. Inoltre per ogni compatto K £ Q si

ha che
-1
L_I(V)nfDK(Q) = [ ] W)

é un intorno di O in fDK(Q). Ne segue che LYV) & un intorno di 0 in D(Q) e

L
| D ()

quindi anche L_I(W) € un intorno di O in D(Q). Pertanto L & continua in O,

quindi continua. =

(1.9) CoroLLARIO. Per ogni a € N" l’applicazione lineare

p%D(Q) — D(Q)
f— Daf

e continua.

Dimostrazione. Sia fh — 0 in D(Q) e sia K un compatto in Q con fh € iDK(Q)

per ogni h € N. Poiché DOLfh € fDK(Q) e
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lim uDBD“fum =0
h

per ogni B € N", si ha Docfh —> 0 in D(Q). Dal teorema precedente si deduce

o .
che D~ & continua. =

(1.10) TeoreMA. Sia T una forma lineare su D(Q). Allora sono fatti
equivalenti:
a) T e continua;

b) per ogni compatto K € Q esistono m € N e ¢ = O tali che
VFeDQ: I<Tf>| sc Z ||D"‘f||Oo )
lec|=m
Dimostrazione.

a) => b) Sia K un compatto in Q. Poiché T é continua, esiste un

|D (@

intorno U di O in iDK(Q) su cui T & limitata. Sia

b=sup{|<T,f>|: er}

e sia m € N tale che

N
<

feD@: m Z ||D°‘fuoo < 1
o] =m

Allora per ogni f € iDK(Q) \ {0} si ha

2m Z nD°‘f||00 f e U,
loc| =m

quindi

I<T,f>| = 2b Z IIDafIIm.
loe|=m

b) = a) Sia K un compatto in Q@ e siano m € N e ¢ 2 O conformi alla b).

Allora TlDK(Q) ¢ limitata su
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f e D Q) g ID%Fn < 1%,
00
o] =m

che & un intorno di O in TDK(Q). Ne segue che T é continua. Per il

| D, (@

teorema 1.8 T & continua. =

2. Distribuzioni

(2.1) DeFiNizIONE. Denotiamo con D’(Q) il duale topologico di D(Q). Gli
elementi di D’(Q) si chiamano distribuzioni su Q. Nel seguito D’(Q) verra
munito della topologia debole*. Di conseguenza, D’(Q) & uno spazio

vettoriale topologico localmente convesso.

(2.2) DerFmizioNE. Diciamo che T € D’(Q) ha ordine finito, se esiste m € N

con la proprieta che per ogni compattoc K £ Q esiste ¢ = O tale che

VFeDQ: I = c Z llDafllw.
lal=m

Se T ha ordine finito, si chiama ordine di T il minimo m € N per cui & vera

la proprieta precedente.

(2.3) Esempio. Sia (Kh) una successione esaustiva di compatti in Q e sia

Eh € Q\ Kh. Allora la relazione

00 6hf
V f e DQ): <T,f> = > e (€ )
h h
dx
h=0 1

definisce una distribuzione T su Q di ordine infinito.
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(2.4) DeFmuzione. Sia T € D’(Q). Diciamo che T & reale, se per ogni

Ff € DIGR) si ha <T,f> e R. Denotiamo con D’(QR) !’insieme delle

distribuzioni reali su Q.

(2.5) TeoremA. Sia T € D’(Q). Per ogni f € D(Q) poniamo
<Re T,f> := Re <T,Re f> + i Re <T,%m F> ,

<Im T,f> :

It

Fm <T,Re > + i Im <T,$m > .
Allora Re T ed $m T sono due distribuzioni reali su Q tali che

T=ReT+1i FmT.

Dimostrazione. La semplice verifica pud essere svolta per esercizio. m

(2.6) DEFnIZIONE. Sia T € D’(Q). Le distribuzioni Re T ed $m T definite

dal teorema precedente si chiamano rispettivamente parte reale e parte

immaginaria di T.

(2.7) TEOREMA. Siano Th — T in D'(Q) e fh — f in D(Q). Allora si ha

< > < >,
Th,fh — T’f

Dimostrazione. Sia K un compatto in Q tale che fh € DK(Q) per ogni h € N.

Evidentemente si ha fh —> f in i)K(Q) e T nella

—> T
h|iDK(Q) |5DK(Q)
topologia debole* di (DK(Q))'. Poiché ﬂK(Q) ¢ metrizzabile e completo, la

tesi discende dal teorema I11.2.24. m

(2.8) DEFINIZIONE. Se u € Li (Q), definiamo wuna forma lineare Tu su D(Q)

ocC

ponendo
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V feDQ: <T ,f>:= J FOx) ulx) de™(x) .
u Q

(2.9) TEorREMA. Per ogni u € Li (Q) si ha che Tu é una distribuzione di
ocC

ordine O su Q. Inoltre l’applicazione

Lioc(Q) — 5 D (Q)

ur—— T
u

é lineare ed iniettiva.

Dimostrazione. Se K € un compatto in Q, per ogni f € §DK(Q) si ha

| IQ Fx) ulx) d€™(x) | < [JK

Ne segue che Tu ¢ una distribuzione di ordine O su Q.

n
fu{x)| d¥ (x) ] IIfIIm .

Si verifica facilmente che ’applicazione {ur—— Tu) ¢ lineare. Sia

u e Lioc(Q) tale che Tu = 0, ossia
Y f e DQ): I FO) ulx) d€x) = O .
Q

Allora risulta u(x) = O per £°-q.0. x € @, da cui u = O in Lioc(Q). n

In base al teorema precedente, Li (Q) & isomorfo ad un sottospazio
ocC

vettoriale di D’(Q). In particolare, C(Q) pud essere identificato in modo

naturale con un sottospazio vettoriale di L (), quindi con un

loc
sottospazio vettoriale di D’(Q). In base a tali identificazioni, si usa

spesso scrivere, con abuso di notazione, C(Q) < Li (Q) € D'(Q).
oC

(2.10) TeoreMA. Sia w:P(Q) — [0,+0] una misura esterna finita sui

compalti che renda p-misurabili tutti gli aperti di Q. Allora la relazione
V£eD@: <T,f> s I F0x) dplx)
Q

definisce una distribuzione TM di ordine 0 su Q.
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Inoltre per ogni f,g € DIQR) con f < g si ha <T#,f> € R, <T”,g> eRe

<T ,f> = <T ,g>.
w' we

Dimostrazione. Se f € D(Q), evidentemente f & p-misurabile. Sia K un

compatto in Q tale che f(x) = O fuori da K e sia ¢ = max |f|. Allora la
K

funzione Xy ¢ p-sommabile e si ha |f(x)| = cxK(x). Ne segue che f &
u-sommabile, per cui TP- ¢ ben definita come forma lineare su D(Q).

Se K & un compatto in Q e f € DK(Q), risulta

H £ duta) | = ) 1fn
Q [0

per cui T” € una distribuzione di ordine O su Q.

L’ultima affermazione & evidente. m

(2.11) Teorema. Sia T € D’ (Q). Allora per ogni « € N la relazione
VfeD@: <0°T,f> = (-1 <r p%e>

definisce una distribuzione DaT su .
Inoltre valgono i seguenti fatti:
a) l’applicazione

p%:D’ (Q) — D’ (Q)
T—s %1

é lineare e continua;
b) per ogni a,B € N* si ha DPD* = D*DB,
c) se T ha ordine al piu m, D*T ha ordine al pitt m+|«l;

d) seu e €C"Q) e |la| =m, si ha

Dimostrazione. Evidentemente D*T ¢ una forma lineare su D(Q). Per ogni

compatto K in Q esistono m € N e ¢ = O tali che
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Vfe DK(Q): [<T,f> = ¢ IIDBfllm .

Allora per ogni f € fDK(Q) risulta
|<D°T,f>1 = |<1,0%>| =

-

< B 7
< ¢ Z ID"D7fI = ¢ 5 ID"fFN_ .
[Bl=m |y =m+|al

Ne segue che D*T & una distribuzione su Q e che l'ordine di D*T & al piu

I'ordine di T piu |a].
Si verifica facilmente che l’applicazione D%:D’(Q) —> D’(Q) & lineare.

Sia V un intorno di O in D’ (R) e siano fl,- . -,fk € D(Q) e N = 1 tali che
1 1
’ . <& el < = [ .
{ TeD(@: I<T.f>l <, s I<T,f > N} 14
Allora
U = {T e D' (Q): |<T,D°°f1>| < % e |<T,D°‘fk>| < %}

¢ un intorno di O in D’(Q) tale che D*(U) € V. Pertanto I’applicazione p* &

continua.

Se «,8 € [Nn, risulta per il lemma di Schwartz

P15 = (-1)1Bl <% pBrs = (cpy!BI¥lel o papBe _

= (!Bl o By _ p%pBr >

Infine, se u € C"(Q) e |a|l = m, applicando ripetutamente la formula di

Gauss-Green, si ottiene
<> = (-0 < ,0%> = (-] J' D¥F(x) ulx) d€(x) =
Q

- J' FO) D%ulx) d€™x) = <T . f> . m
Q p%u

Se identifichiamo nel modo naturale CI(Q) con un sottospazio di Lioc(Q),
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quindi con un sottospazio di D’(Q), I’ultima proprietd ci dice che su Q)

la nozione classica di derivata e la nozione distribuzionale coincidono.

(2.12) TeoremA. Siano u € CV(Q) e T € D’ (Q). Allora la relazione
V feDQ): <uT,f> :=<T,fu>
definisce una distribuzione uT su Q.
Inoltre valgono i seguenti fatti:
a) se u —> uin c®(Q) e T —> T in D'(Q), si ha uT —> ul in D’ (Q);
b) lordine di uT € minore o uguale all’ordine di T;

c) per ogni j =1,"*+,n si ha
Dj(uT) = (Du)T + u(DjT) ;
i

d) seuec®™@eve Lioc(Q), si ha

Dimostrazione. Evidentemente uT é& ben definita come forma lineare su D(R).

Per ogni compatto K € Q esistono m € N e ¢ = O tali che

VFeD: I s e Z llDafIIm.

lee|=m
Allora per ogni f € iDK(Q) si ha
|<uT,f>| = I<T,fu>] = ¢ Z IIDa(fu)IIw <
o] =m
= co 1%l Z 1D*Fl
o] [++}
o] =m ol =m

Pertanto uT & una distribuzione di ordine minore o uguale all’ordine di T.
Siano u —u in ¢°(@Q) e Th —— T in D’(Q). Per ogni Ff € D(Q) si ha
evidentemente fuh —> fu in D(Q). Per il teorema 2.7 ne segue

<Th,fuh> —> <T,fu>,  ossia <uhTh,f> — <uT,f>. Pertanto uhTh —> uT
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in D' (Q).
Per ogni f € D(Q) risulta
<DJ_(uT),f> = - <uT,DJ_f> = - <T,(Djf)u> =
= <T,f(Dju)> - <T,Dj(fu)> = <T,f(Dju)> + <DJ_T,fu> =

= <(Dju)T,f> + <u(DjT),f> .

Infine, se v € ! (Q), si ha
loc

W T,f> = <T fu> = J'Q Fe) uGx) vix) d€°x) = <T, > . m

(2.13) TEOREMA. Sia (Th) una successione in D' (Q) e sia T una forma lineare

su D(Q) tale che

VFfeDR): Llim <Th’f> = T(f) .
h

Allora T € D' (Q) e Th ~—— T in D' (Q).

Dimostrazione. Sia K un compatto in Q. Evidentemente si ha

Ve fDK(Q): l:llm <Th’f> = T(f) .

Essendo fDK(Q) metrizzabile e completo, si deduce dal corollario II.1.9 che

T|.‘D Q) ¢ continua. Ne segue la continuitd di T su D(Q). E poi evidente che
K

Th —> T in D/'(Q). =

(2.14) Dermizione. Siano T € D’(Q) ed A un aperto in Q. Diciamo che T si

annulla su A, se

VfeDA: <I,f>=0.

(2.15) LEmMA. Siano Ao,---,Ak degli aperti in R" e sia K un compatto in
k

U Ah. Allora esistono l/lo € fD(Ao;[R),- . ',l/lk € iD(Ak;[R) tali che
h=0
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VxeAh: OSlllh(x)Sl,

YV x € K: wh(x)=1.

Dimostrazione. Se esiste j con A =R, ¢ sufficiente  scegliere

l[lj e D(RR) tale che O = l/lj(x) =1suR e y(x)=1su K e porre lph =0
J

per h # j.

Altrimenti sia

r=min{max{d(x,an\A):OShSK}}.
xeK h
k
Poiché K < U Ah, risulta r > 0. Sia R > O tale che K € B(O,R) e sia
h=0

K = { x € R™ d(x,R" \ A)=r } n B(O,R) .

k
Allora K & un compatto in A eK¢c u K.
h=0

Sia 8 € D(A;R) taleche 0 =9 (x) s 1sud ed(x) =1suK e sia
h h h h h h
\110="90,

lllh = (1-190)' . '(1-19h_1)'6h per 1 = h =k .

Ragionando per induzione, si verifica facilmente che

ﬁMx

S wh =1- (1—00)- . -(1—«9k) ;

Ne segue che |/1h ha i requisiti richiesti. m

(2.16) ProposizioNE. Sia T € D’(Q) e sia
U=U{A:AéapertoinQeTsiannullasuA}.

Allora T si annulla su U.

Dimostrazione. Sia f € D(U) e sia K un compatto in U con f(x) = O fuori da

K. Essendo K compatto, esistono Ao,---,Ak su cui T si annulla tali che
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k

Kc U Ah. Siano l/lo,"‘,l,llk conformi al lemma precedente. Poiché
h=0

l/lhf 3 5D(Ah), risulta

k
<T,f> = hZO <TYf>=0.m

(2.17) DeFmizioNe. Se T € D’(Q), poniamo supt(T) := Q \ U, dove U &
I’aperto di cui alla proposizione precedente. L’insieme supt(T) si chiama

supporto di T ed & chiuso in Q.
(2.18) DEFINIZIONE. Se u € Lioc(Q), poniamo supt(u) := supt(Tu).

(2.19) TeoreMA. Sia u e C(Q). Allora supt(u) e la chiusura in Q di

{x e Q ulx) # 0}.

Dimostrazione. Si tratta di provare che

U=int[{xe$’2: u(x)=0}].

Evidentemente Tu si annulla su int[ {x € Q ulx) = 0} ], per cui

U2int[{xe§2: u(x)=0}].

D’altronde per ogni f € D(U) si ha
J Fx) ulx) d€™(x) = <T ,f> =0 .
U u
Ne segue u(x) = O per .‘Bn—q.o. Xx € U, quindi per ogni x € U. Risulta allora
Ug{er: u(x)=0},

da cui

Usint[{xefz: u(x)=0}] ,
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perché U é aperto. m

(2.20) Teorema. Se T € D’(Q), valgono i seguenti Ffatti:

a) se f € D(Q) e supt(flnsupt(T) = @, si ha <T,f> = 0;

b) se ue C(Q ed ulx) =1 su un aperto A contenente supt(T), si ha
ul =T;

c) se supt(T) é compatto, esistono m € N e ¢ = O tali che

VfeDR): I<T.Ff>| =< ¢ Z ||D°‘f||m,-
le|=m

in particolare, T ha ordine finito.

Dimostrazione.
a) Se supt(f) € Q \ supt(T), risulta f € D). Ne segue <T,f> = O.
b) Sia f € D(Q). Poiché flx)ulx)-f(x) # 0 solo su Q \ 4, risulta
supt(fu-f) € Q \ A, quindi supt(fu-flnsupt(T) = @. Tenuto conto del punto
precedente, ne segue
UuT,f> = <T,fu> = <T,f> .

c) Siano K e K’ due compatti in Q tali che

supt(T) € int(K’') € K’ < int(K)

e sia u € D(int(K)) tale che u(x) = 1 su K’. Sianom € N e ¢ = 0O tali che

(14
V f e DK(Q): I<T,f>| = ¢ Z D fIIco .
loc|=m

Allora per ogni f € D(Q) risulta
[<T,F>| = |<uT,f>| = I<T,fu>| = ¢ Z ||D°‘(fu)||0‘J =
|| =m

< co IID“uIIw ||D°‘f||oo . m

lee|=m loci=m
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(2.21) Lemma. Sia p € D(B(0,1);R) con plx) =2 0 e J plx) d€%(x) = 1, sia

ph(x) = hnp(hx), sia f € D(Q) e sia h0 = 1 tale che

b <o
]

f,(x) = J F) p (x-y) a€’(y)

{ x € R dlx,supt(f)) =

=

Allora per ogni h = h0 la relazione

definisce una fh € D(Q) tale che

lim fh = f
h

in D(Q).

Dimostrazione. Si verifica facilmente che ogni fh ¢ nulla fuori dal

)

compatto

{ x € R™: dlx,supt(f)) =

o=

di Q. Pertanto si ha fh e D(Q) e

lim If - FfI = 0.
h h 0

Poiché
D f(x) = f (D) p,Ge-y) aL(y)
si verifica per induzione che
, o o _
lim D fh - D fIIc0 = 0

h

per ogni a € N°. Ne segue fh ~—> fin D(Q). =

(2.22) TeorREMA. Sia T € D’ (Q). Allora esiste una successione (uh) in D)

tale che

Il
~

lim T
u

in D’ (Q).
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Dimostrazione. Sia (Kh) una successione esaustiva di compatti in Q e sia
l/lh € D(Lnt(Kh+1)) tale che wh(x) =1 su Kh. Sia .kh = ] tale che

n 1
{xEIR'd(x’Khu)ST{h} < Q

e sia

uh(x) = <T,l/1h(}')th(x—y)>y .

Se x, — x si ha P, (xj-y) — P, (x-y) in D(R"). Ne segue che u é
j
h h

continua. Inoltre uh(x) = O fuori dal compatto

n 1
{ x € R: d(x,Kh+1) < Eh }

di Q. Poiché

Djuh(x) = <T,l.llh(y)(Djpkh)(x—y)>y )

si verifica per induzione che u € D(Q).

Per ogni f € D(Q) poniamo
fk(x) = J F(y) pk(y—x) ae’(y) .

Poiché p(-x) ha le stesse proprietd di p(x), segue dal teorema precedente

che fk — f in D(Q). Inoltre risulta

IQ £ u () ag(x) = J'Q Flx) <T,|/1h(y)pkh(x—y)>y ag(x) =

= [ T, 61reop, > aghe) =
Q h y

= <T,|,11h(y)J.Q f(x)pkh(x—y) dg (x)>y = <T,|ph(y)fkh(y)>y )
Poiché l/lhfk — f in D(Q), si ha
h

lim T, .f> = <I,f>. =
h h
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3. Teoremi di struttura

(3.1) LemMA. Sia Q = I-R,R[" con R > O. Per ogni f € D(Q) poniamo

a"f
8x +--0x '
n 1

Af =
Valgono allora i seguenti fatti:

a) per ogni m € N esiste ¢ = O tale che

Y £ e D(Q): Z IIDafIIm < cj IA™ M F(x) ] de™(x) ;
la|=m Q

b) se w € LI(Q),

Q(x) ={EeQ: §j>xj per ognij=1,---,n}

vix) = J w(g) ag™(&) ,
Q(x)

si ha chev € C(Q) e

V f e DOQ): I F) wlx) de”(x) = I Af(x) vix) d€%x) .
0 Q

Dimostrazione.

a) Per ogni f € D(Q) e per ogni j = 1,---,n risulta

IFGT = [£(x) - fle,--+,x_,-Rx__,*++,x )| = (x+R) ID fll_,
1 j-1 j+1 n j 5 o
IFOAT = 1706) = fle,x WRx yeeyx )]s (R-x) D f1l .
Ne segue
|fx)l =R IIDJ_fIIm ,
quindi

IIfIIm =R IIDJfIIeo .

Applicando ripetutamente tale disuguaglianza, si deduce che esiste ¢ = 0O
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tale che per ogni @ € N" con |a] = m si abbia
ID%FI =< ¢ 1A™FI
o] [+4]

Inoltre risulta

X
1

_[ e e ) =
flx) = f_R Gy o, at'E) =

2 — L) 1
I—R J ax ax (E E Xy .’xn) af (El’gz) - -
- I AF(E) d2™E)
Q (x)

dove
0,(x) ={EGQ: € < x, per ognij=1,---,n}-

Poiché A™'f € D(Q), ne segue

IIDafIIm =c llAmfIIm < ¢ J IA™ ()| d€™(x)
Q

da cui la a).
b) Dal teorema della convergenza dominata si deduce facilmente che

v € C(Q). Inoltre per il teorema di Fubini-Tonelli si ha

J‘ Flx) wix) d€(x) = j f AF(E) wix) dE(E)dL(x) =
Q Ql(x)

= I J AF(E) wix) deP(x)dE™E) = J' AF(E) v(E) dE™E) . m
(&) Q

(3.2) Teorema. Sia T € D’(Q). Allora per ogni compatto K € Q esistono
uecC epB eN tali che
Y f e fDK(Q): <T,f> = <DBTu,f> .

Inoltre, se m € N e ¢ = 0 sono tali che

VFeD @ < s c Z nD“fuw,
lee|=m

si pud scegliere B = (m+2,:++,m+2).
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Dimostrazione. Siano m € N e ¢ = O tali che

VIeDQ: T = c Z IIDafIIm
lecl=m

e sia R > 0 tale che K ¢ = ]-R,R[". Dal lemma precedente si deduce che

Q
’applicazione lineare AL K(Q) — DK(Q) e iniettiva. Inoltre

Am+1(iDK(Q)) € un sottospazio vettoriale di L K). Sia Y la forma lineare su

m+1

A (fDK(Q)) definita da
V f € D) W, A = <T, > .

Dal lemma precedente si deduce che esiste ¢’ = O tale che

m+l

[<Y,A" "> = |<T,f>| =c Z ||D°‘f||oo =

|| =m

< cc’ J IA™F )| de™(x) .
K

Per il corollario III.1.7 esiste una forma lineare e continua ¥ su LI(K)

che estende y. Ne segue che esiste w € L¥(K) tale che
VgelK): <v,g = J gx) wix) de™(x) .
K

In particolare si ha

m+1

V fe iDK(Q): WY, > = J Am+1f(x) wix) d€"(x) .
K

Estendiamo w a tutto R" ponendo w(x) = O su R" \ K e definiamo v € C(R")

ponendo

vix) = J w(&) dg™E) ,
Q(x)

dove

Q(x) ={€e0: § > x, per ognij=1,---,n}-

Posto B8 = (m+2,---,m+2), risulta allora per ogni f € fDK(Q)

m+l

<T,f> = <P, A™p> = j A" E () wix) de™(x) =
0
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- f A2 (x) vix) d€(x) = j DBFix) vix) de™(x) =
Q 0

= (-p!B! J DPF(x) ulx) de™(x) = <oPr s>,
Q

dove u = (—l)lBI V. n

(3.3) Teorema. Sia T € D’(Q) con supt(T) compatto. Sia A un aperto in Q con
supt(T) € A, sia m € N l’ordine di T e sia B = (m+2,- - -,m+2).
Allora per ogni o € N" con o = B esiste u, € C (A) tale che
Cc

T=§D°‘T.
u
o

o=

Dimostrazione. Sia K un compatto in A tale che supt(T) <€ int(K), sia
v € D(A) tale che v(x) =1 su K e sia K’ = supt(v). Per il teorema

precedente esiste u e C(Q) tale che

V f € DK, (Q): <T,f> = <DBTu,f> .
Allora per ogni f € D(Q) risulta
<T,f> = <T,f> = <T,fv> = <DBTU, fv> =

= (- B I DPrx) ulx) df™(x) =
Q

= (-p !Bl J u(x) Z ¢, Do) DPv(x) agte) =
Q

=R

= Z (—1)|°L| j‘ Daf(x) [(—1)|OC|+”3I C, u(x) DB—av(x)] de™(x) .
o= Q

La tesi si ottiene ponendo

u 0) = (I8 e DB %) L m
o [+ 4

Se u e CQ) ed « € N, & evidente che la distribuzione DOLTu ha ordine
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finito. Il teorema di struttura per le distribuzioni di ordine finito, che

ora dimostriamo, stabilisce una forma di viceversa.

(3.4) TeoreMA. Sia T € D’(Q) di ordine finito m e sia B = (m+2,-+-,m+2).

Allora per ogni a € N" con a = B esiste u, € C(Q) tale che

T=§DOCT.
u
o

o=

Dimostrazione. Sia (Kh) una successione esaustiva di compatti in @ e sia

(l/lh) una successione in D(R) conforme al lemma 1.5. Allora !/IhT & una

distribuzione di ordine al piu m con

supt(u/llT) [= K2 < int(Ks) ,

supt(q/JzT) < K4\K1 < Lnt(Ks) ,

Vh=3 suptyT) sK K <intK, JNK,_ .

Poniamo A = int(K ), A = int(K) ed A = int(K NK per h = 3. Per
1 3 2 5 h 2h+1”  2h-4

il teorema precedente per ogni a € N® con « =< 8 esiste u o € Cc(Ah) tale

che
T = Z p*T
p h,o
Poniamo
©
ua(x) = hzl uh’a(x) .

Poiché ogni x € Q ammette un intorno che interseca solo un numero finito di

aperti Ah, risulta definita una funzione u, continua su Q. Inoltre per ogni

f € D) si ha

0 0

<T,f> = Z <T,fY > = z Y T,f> =

h=1 h=1
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ARl

§ (-plel I DY) u_ () ag(x) =
Q «
1 oa=<R

- Z (-p el J‘Q D¥F(x) u (x) dL%x) =

a=p
o
= <
Z DTu,f>.l
a

a=p

Dimostriamo ora il teorema generale di struttura per le distribuzioni.

(3.5) TeoreMA. Sia T € D’(Q). Allora per ogni a € N' esiste u, € c(Q) tale

che:

a) ogni compatto K € Q interseca supt(ua) solo per un numero finito di
multiindici o;
b) risulta
o

V f € D(Q): <T,f>=z <D°T , > .

Yo
n
aeN

Dimostrazione. Siano (Kh), (!/lh) e (Ah) come nella dimostrazione del teorema

precedente. Sia m I’ordine della distribuzione th e sia

Bh = (mh+2,- . -,mh+2). Allora  per ogni o € N" con o = Bh esiste

u € C (A ) tale che
h,0. ¢ h

o
T = DT .
ll,h U o
os ’
Bh
Poniamo u o= O per ogni « € N" che non verifica la condizione o = B .

s h

Allora si ha

YV Ff e DQ): <t/1hT,f> = Z (_l)locl J. D“f(x) uh(x(x) de%(x) .
S‘z »

n
oelN
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Definiamo u, € C(Q) ponendo

[s7]
u(x(x) = z uh’a(x).
h=1

Se K & un compatto in Q, si pud avere Knsupt(ua) # @ solo se esiste h tale
che KnAh # 2 ed a = Bh. Questo & possibile solo per un numero finito di
multiindici «, per cui vale la a).

Tenuto conto che per ogni f € D(N) si ha supt(f)r\supt(ua) # @ solo per

un numero finito di multiindici «, si deduce che

(o] 00

<T,f> = z <T,fY > = Z <Y T.f> =

h=1 h=1

= Z Z (-plel IQ D%F0) u () afe) =

n
h=1 oaeN

= z (—1)IOCI J D“f(x) u (x) df™(x) . m
Q o

n
oeN

4. Distribuzioni di ordine zero

(4.1) DeFinizioNE. Sia T wuna forma lineare su D(Q). Diciamo che T &
monotona (o positiva), se per ogni f,g € DIQR) con f < g si ha <T,f> € R,

<T,g> € R e<T,f> = <T,g>.
(4.2) TeoreMA. Sia T una forma lineare monotona su D(Q). Allora T e una
distribuzione di ordine 0 su Q.

Dimostrazione. Sia K un compatto in Q e sia ¢ € D(R) tale che

0 =y(x) =1suQewylx) =1suK. Per ogni f € fDK(Q) si ha



108

Teoria delle distribuzioni | Cap. 4
-||f||°°|/} = Re f = IIfIIw!// ,
—IIfIIml,[/ =%m f = IIfIlell .
Ne segue
|<T,Re F>| = <T,|p>||f||m )
[<T,¥m F>| = <T,t/1>||f||m ,
quindi

I<T,f>| = |<T,Re Ff>| + i|<T,¥m F>| =< 2<T"l’>"f"m . m

(4.3) TEoREMA. Sia T € D’(Q) di ordine 0. Allora esiste una ed una sola

forma lineare monotona |T| su D(R) tale che

VgeDUR): g =20 = <|T|,g> =
= SUP{ I<T,f>|: f € D(Q), |fl = g} .

Dimostrazione. Per ogni g € D(QR) con g = 0 poniamo

<|T|,g> := sup{ [<T,f>|: f € D), |f] = g} .

Se K ¢ un compatto fuori dal quale g & nulla e ¢ = O & tale che
YV fe fDK(Q): I<T,f>] = ¢ llfllw ,

si ha per ogni f € D(Q) con |f| = g
I<T,f>| = ¢ Ilfllm <c Ilgllm .
Pertanto 0 = <|T],g> < +w. Inoltre si verifica facilmente che

Ys=z0,V ge DYGR): gz20 — <|Tl|,sg>

s <|Tl,g> ,

1A

Vg8, € DIQR): 0=g =g =— <ITlgp>

< > .
=g ITlg,

Dimostriamo che |T| & additiva. Siano g8, € D(Q;R) con gj = 0. Per

ogni £ > O esistono f1’f2 € D(Q) tali che Ifjl < gj e
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|<T,fj>| =<|Tl,g> - ¢ .
i

Siano z,z, € C tali che Isz =1le zj <T,fj> = |<T,fj>|. Allora si ha
<|Tl,g1> + <|T|,g2> = |<T,f1>| + |<T,f2>| + 2e =
= Iz1 <T,f1> + z, <T,f2>| + 2 =
= l<T,zlf1 +zf> + 2 = <lTl,gl+g2> + 2,
da cui <|T|,g1> + <|T|,g2> = <|T|,g1+g2> per ’arbitrarieta di €.
Sia ora f € D(Q) tale che |f]| = g * &, sia ¥ € DIGR) con O = Y(x) =1
su Q e Ylx) = 1 su supt(f) e sia € > 0. Definiamo fl,f2 e D(Q) ponendo

gj(x)f(x)

flx) = .
) gl(x) + gz(x) + g

Evidentemente si ha

_ Flx)
flx) = fl(x) + fz(x) + € g1(x) " gz(x) et
If.l =g, ,
J J
| Fix)]

Yix) .

gl(x) + gz(x) + €

Ne segue

Flx)

’ gl(x) + gz(x) + e

ISTf>| = ISTf o1+ I<T,f ] +e|< T

= <|T|,g1> + <|Tl,g2> + e<|T|,y> .

Per l’arbitrarieta di € si deduce che
I<T,f>1 = <ITlgp> + <ITl,g> ,
per cui <|T|,g1+g2> = <|T|,g1> + <|T|,g2>.
Ragionando come nella dimostrazione del teorema 4.2, si verifica che per
ogni f € D(QR) esiste g € D(GR) con g = 0 e g = f. Poniamo
<ITl,f> = <ITl,g> - <ITl,g-f> .

Se g ¢ un’altra funzione con le stesse proprieta, risulta
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g+[§—f] §+[g—f],

quindi

<IT|,g> + <ITl,g-f>

<ITl,g> + <ITl,g-f> .
Pertanto la definizione & ben posta. Si verifica facilmente che |T| é& una
forma lineare monotona su D(QR). Infine, se f € D(Q), poniamo

<IT1,f> := <|IT[,Re f> + i|T|,¥m > .
Si verifica facilmente |T| & una forma lineare monotona su D(Q) con i
requisiti richiesti.

L’unicita di |T| segue dal procedimento di costruzione. m

(4.4) DeFiniziONE. Sia T € D’(Q) di ordine 0. La forma lineare e monotona

|T| definita dal teorema precedente si chiama variazione totale di T.

(4.5) Teorema. Sia T € D’ (R) di ordine 0 e siano

[|T| + T] ,
[ITI - T] .

Allora T e T sono due forme lineari monotone su D(Q) tali che

+

T :=

(SN

T :=

N =

T =T-T e |T| = T'+T".

Dimostrazione. Per ogni f € D(R) con f = O si ha

- <T)f> = |<T’f>|

1A

<ITl,f>,
quindi
<|T|+T,f>= 0 .
Ne segue che T" & monotona. In modo simile si verifica che anche T &

monotona. Ovviamente si ha T = T'-T e IT| = T'+T . m

(4.6) DerFmizioNE. Sia T € D’/(;R) di ordine 0. Le forme lineari monotone
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T" e T definite dal teorema precedente si chiamano rispettivamente parte

positiva e parte negativa di T.

(4.7) TeoreMAa. Sia T € D’(Q) di ordine 0. Allora esistono quattro forme
lineari monotone T1’ Tz’ T3 e T4 su D(Q) tali che

T =T -T +iT_-T).
1 2 3 4

Dimostrazione. Si verifica facilmente che Re T ed $m T hanno ordine 0. E
allora sufficiente porre T1 = (Re T)+, T2 = (Re T), T3 = (Im T e

T =(3mT). =
4

Veniamo ora al teorema principale sulla rapresentazione delle forme

lineari e monotone su D(Q).

(4.8) TeorREMA. Sia T una forma lineare e monotona su D(Q). Allora esiste
una ed una sola misura esterna u:P(Q) —— [0,+n] tale che:
a) ogni aperto di Q & p-misurabile;
b) per ogni E € Q si ha
n(E) = inf { p(A4): A & aperto in Qed E € 4 } ;
c) p é finita sui compatti;

d) si ha

V f e DQ): <T,f> = J‘ Flx) dulx) .
9]

Dimostrazione. Per ogni E € Q poniamo

WE) := inf { l:;m <I,f > f, € D(R), 0 = £ =y l}ilm £, =X } .

I) p & una misura esterna.
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Si verifica facilmente che u(g) = 0 e che u(E) = u(F) ogniqualvolta E < F.

[v o]
Sia (EJ_) una successione di sottoinsiemi di Q e sia E = U E. Per ogni
. j

j=0
€ >0 e per ogni jeN sia (f,h) una successione in D(Q;R) con
Js
= = i =
0= in = T l.ﬁm T xEje

lim <T,f. > = wE) + ¢ 2797,
h Jsh J

Posto

, E "’
h h J
quindi
lim gh = Xp
h
Allora si ha
h h h 1
<T,g> = z <T.f, > = z [um <T,fj’h>] = z [u(Ej) +e 2 ] ,
Jj=0 j=0 h j=0
quindi
2]
w(E) = lim <T,g > = Z wE) + €.
h J
h j=0
Per l’arbitrarieta di € ne segue
0
WE) = ) WE),
=o

per cui p € una misura esterna.

IT) Vale la a) del teorema.

Siano E1 ed E2 due sottoinsiemi non vuoti di Q con
inf{d(x,y): erl,yeE2}=o->0

e siano
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1

A = { x € R™: d(x,E) <
1

b
b

llli(X) = J Xc (y) pk(x—y) ae"(y) ,

N9

1

C = { x € R™: d(x,Ei) =

ST

Sia k = 1 tale che ko > 4 e sia

dove P, € definita come nell’enunciato del lemma 2.21. Allora I,Ui € Cw([Rn),
0 = !lli(X) =1 su R, l,bi(x) =0 fuori da A e wi(x) =1 su E. In
1

particolare si ha wl(x) + l/lz(x) =<1 suR"

Sia (fh) una successione in D(QR) con O = fh = fh+ e lim f

per cui

i"h i’ h+ E ’

1

Allora si ha O = Y f =y f , e lim '/’ifh =y
h
WE) + uE) = l;m Ty f >+ l;m Ty f )=

=11 =< li < .
l:,m <T,(l/11+|,[12)fh> = l;m T,fh>

Ne segue
u(El) + u(Ez) = u(E1 v Ez) ,

per cui ogni aperto di Q é p-misurabile.

I1I) Vale la b) del teorema.

Dato E € Q, & anzitutto evidente che
H(E) = inf { (A4): A & apertoin Qed E € 4 } .

Per provare la disuguaglianza opposta, supponiamo di avere M > u(E). Sia

3 € 10,1 tale che

ME) + &
—1-s5 - M
e sia (fh) una successione in D(Q;R) con O =< fh = fh+1, lim fh = Xp e

lim <T,fh> = w(E) + 8.
h
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Posto

A= U {er:f(x)>1—6},
heN h

risulta E € 4 e le 1 f

-5 per cui

A 3
inf { n(A4): A & aperto in Q ed E € } <

= u(4) = le%<Tf><&]f)-:-+6—as

=

Per 1’arbitrarieta di M, deve essere

u(E) =z inf { H(A): A & aperto in Q ed E € 4 } .

IV) Se E € Q, ¢y € DIGR) e x. = ¢, si ha p(E) = <T,y>.
E =

Infatti ¢ sufficiente considerare nella definizione di u(E) la successione

(fh) costantemente uguale a .

In particolare, se K € Q & compatto, esiste y € D(R) tale che y =

Ne segue u(K) = <T,Y> < +w, per cui p & finita sui compatti di Q.

V) Se K € Q & compatto, ¥ € D(YR) e y = Xy si ha <T,¥> = u(K).

Sia infatti € € ]0,1I e sia (fh) una successione in  D(R)

0 = fh < fh+1 e l}l;m fh = Xg Poiché
Ke U {er; fh(x)>1—€},
heN

per la compattezza di K esiste h € N tale che
KS{er: fh(x)>1-e},
ossia fh(x) > 1-e su K. A maggior ragione si ha fh = (l-e)y, per cui
(1 -¢€) <Ty> =1lim <T,fh> .
h

Ne segue (1-€)<T,y> = p(K), quindi <T,y> = u(K) per ’arbitrarieta di e.

VI) Vale la d) del teorema.

Xk

con
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Sia f e D(R), sia K

supt(f) e sia k=1 Siano M = Ilfllm ed

e =k IfIl_. Per -k < h = k-1 poniamo

Eh={er: ehsf(x)<e(h+1)}nK.

Per la b) e per la continuitd di f, esistono degli aperti Ah in Q con

€

E ¢ Ah, u(Ah) = u(Eh) * X

. e f(x) < €(h+2) su Ah. Per il lemma 2.15
k-1
esistono l/lh € iD(Ah) con |//h(x) z 0 su Ah e hZ_k !llh(x) =1 su K.
Allora risulta

k-1 k-1
<T,f> = hz_k <TY > = hz_k e(h+2)<Ty >

k-1
= z [M+s(h+2)]<T,|,0 > - M z <Ty>
h=-k h h=-k

IA

k-1
= z (M+s(h+2)]p.(supt(l/lh)) - Mu(K) =
h=-k
k-1
< Z [M+e(h+2)] wA4) - MuK) =
h=-k
k-1
= Z [M+e(h+2)] [u(Eh)+%} - Mu(K) =
h=-k
k-1
=) €(h+2)[u(Eh)+%] + 2eM =
h=-k
k-1

shp(Eh) + 2¢ [u(K)+c+2M] =
h=-k

k-1
= Z J Flx) dulx) + 2¢ [u(K)+s+2M] =
h=-k “E

= J Flx) du(x) + 2¢ [u(K)+e+2M] .
Q
Passando al limite per k —» ®, si ottiene

<T,f> = J F(x) dulx) .
Q

Potendo scambiare f con -f, ne segue

<T,f> = j Fx) dulx) .
Q
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Infine, per ogni f € D(Q) si ha

<I,f>=<T,Re f> + i <T,$m > =

= J' Re Flx) dulx) + i I Fm Fix) dul(x) =
Q Q

= J Flx) dulx) .
Q

VII) La misura p & unica.

Sia A:P(Q) —— [0,+w] un’altra misura esterna verificante le a), b), c)
e d). Sia A un aperto in Q e sia (Kh) una successione esaustiva di compatti
in A. Sia fh € il)(Lnt(Kh+1);R) tale che O = fh(x) =1 su Lnt(Kh+1) e
fh(x) =1 su Kh. Allora (fh) € una successione crescente puntualmente a y 1

Dal teorema della convergenza monotona si deduce che
AW4) = lim I £,(x) dA(0) = lim J’ £,(6) dulx) = p(d) .
h h

Per la b) ne segue A(E) = p(E) per ogni E € Q. =

(4.9) Teorema. Sia w:P(Q) —> [0,+w] una misura esterna verificante le a),

b) e c) del teorema precedente.

Allora per ogni E € Q esiste una successione (Ah) di aperti in Q tale

che E € 0 Ahep.(E)=u[ N Ah].
helN helN

Di conseguenza per ogni sottoinsieme p-misurabile E di Q valgono i
seguenti fatti:
a) per ogni € > O esiste un aperto A in Q tale che E € A e u(A\E) < €;
b) per ogni € > O esiste un chiuso C in Q tale che C € E e p(E\C) < ¢;
c) esistono una successione decrescente (Ah) di aperti in Q ed un

sottoinsieme Eo p-trascurabile in Q tali che

EuE0 = N 4.,
heN
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lim u(Ah) = uE) ;
h

d) esistono una successione crescente (Kh) di compatti in Q ed un

sottoinsieme E0 p-trascurabile in Q tali che

E=[UK]UE
h o]

heN
Dimostrazione. Sia E € Q. Per ogni h € N esiste un aperto Ah in Q tale che
1
E ¢ Ah e u(Ah) = u(E) + — Ne segue E € Ah e p(E) = u[ N Ah ]

helN helN

Le affermazioni successive discendono da un teorema generale di teoria

della misura. =

(4.10) TEOREMA. Sia T € D’'(;R) di ordine 0. Allora esistono due misure

esterne u+,p._:ED(Q) —> [0,+w] verificanti le a), b) e c) del teorema 4.8

tali che

VfeDQ: <T,f>= J Flx) du'(x) - J flx) du (x) .
Q Q

Dimostrazione. Si tratta di combinare il teorema 4.5 col teorema 4.8. m

(4.11) TEoREMA. Sia T € D'(Q) di ordine 0. Allora esistono quattro misure

esterne Mok b :P(Q) — [0,+w] verificanti le a), b) e c) del teorema

273"
4.8 tali che

VfeDQ: <T,f> = j F00) dp(x) - j Flx) du (x) +
1 2
Q Q
+ 1 I Fle) dp () -t j £) dp ()
Q Q
Dimostrazione. Si tratta di combinare il teorema 4.7 col teorema 4.8. m

4

(4.12) CoroLraRrIO. Sia T € [CO:(Q),II Ilw]. Allora esistono quattro misure
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esterne “1’”2’“3’”4:1)(9) —> [0,+w] verificanti le a) e b) del teorema 4.8

tali che

V feDQ: <I.f> = I £} dp () - I £66) du () +
Q Q

+ J flx) du_(x) - i Flx) du (x) .
Q 3 J‘Q 4

Dimostrazione. Evidentemente T & wuna distribuzione di ordine O su 9.

Inoltre per ogni f e c”(Q) con IIfIIm =1 esiste A € € tale che |A] =1 e
[+

|<Re T,f>| = A<Re T,f>. Posto g = Af, risulta
[<Re T,f>| = <Re T,g> = Re <T,Re g> =< ITI .

In modo simile si prova che |[<$m T,f>| = ITI per ogni f € CO:(Q) con

"f"oo = 1.
Siano T1 = (Re T)", T2 = (Re T), T3 = ($m T)°, T4 = (¥m T) e siano T

By My € M, le misure indotte dal teorema 4.8. Ovviamente si ha
VfeDQ: <T,/>-= I Fix) dpl(x) - J fx) dp.z(x) +
Q Q

. i J FO) du ) - i [ FGe) du (x) .
Q 3 JQ 4

Sia (K ) una successione esaustiva di compatti in Q e sia

h
o, , _
|/1h € Cc(mt(Khﬂ),[R) tale che 0 = l/lh(x) =1 su Lnt(Kh+1) e !,[lh(x) =1 su Kh.

Risulta

JQ ¥ () dp () + IQ ¥, () dp(x) = <IRe T1y >

= sup { |<Re T,f>|: f e c":(sz), IR } = ITI .

Poiché (l/lh) € una successione crescente a Xy si deduce dal teorema della

convergenza monotona che

(@) + p (@) = TN .

In modo simile si prova che

“3(9) + u4(9) =TI . m



CAPITOLO QUINTO

SPAZI DI SOBOLEV

1. Prime proprieta

Nel corso di questo capitolo Q denotera un aperto in R". Salvo avviso

esplicito contrario, le funzioni che considereremo saranno sempre a valori

reali.

(1.1) DeFinizione. Denotiamo con W:’I(Q) l'insieme delle u € Lioc(Q) per
oc
cui esistono w,:--,w € ! (Q) tali che
1 n loc
D(r)y=T |,
j u w

j
ossia tali che

V Fec@: - I D f(x) ulx) df™(x) = I Fx) w(x) de(x) .
N Q Q J

Per ogni u e €@ si ha (col solito abuso di notazione) u € Lioc(Q) e

Du e ! (Q). Dal teorema IV.2.11 si deduce che u € WI’I(Q) con w. = Du.
j loc loc J J
Risulta quindi ¢'(Q) € w™ '@ < L' (@.
loc loc
Se u e Wi’l(Q), le funzioni w_ sono wunivocamente determinate come
oc j
elementi di Lio (Q) per il teorema IV.2.9. Da ora in poi verranno denotate
C

col simbolo Du. Se u e CI(Q), la notazione introdotta & consistente con
J

quella classica.

(1.2) DEFINIZIONE. Per ogni p € [1,0] poniamo

wPQ) = { uew ' Q: u, Du,-+,Du e L® (Q) } :
loc loc 1 n loc



120 Spazi di Sobolev l Cap. 5

Si verifica facilmente che Wi’p(Q) € un sottospazio vettoriale di
ocC

LTOC(Q) e che per ogni j = 1,:--,n ’applicazione

WP — 5 I (Q)
loc 1

ut — D u
J

¢ lineare. Inoltre 1 = p = g = » implica Wi;:(Q) (S Wi::(Q).

p0 pl
(R, DuelL (Q), ---,
1 lo

(1.3) LemMa. Sia u € W'Y(Q) tale che ue L
loc loc c
pn
DuelL (Q) conp, --,p € [l
n loc 0 n

Allora per ogni compatto K € Q, per ogni € > 0 e per ogni r > O tale che
{xe[R“: d(x,K)sr} < Q
esiste v € CO:(Q) tale che
v = uli <eg,
Po
L "(K)

l1=j=n = 1Dy - Dul <eg,
J b p,
LK)

V x € K: lvix)| = ess sup |ul ,
B(x,r)

l=j=n = VY x ek IDv(x)| = ess sup |Dul| .
3 55 Sup

B(x,r)

Dimostrazione. Sia
K’ ={xEIR": d(x,K)Sr},

sia Y € €(Q) tale che U(x) = 1 su K’ e siano
(o

Yixlulx) se x € Q
wo(x) = )
0 se x € R" AN Y’
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Yix)D u(x) se x € Q
w(x) = ) .
J 0 se x € R" \ @

Sia P, definita come nell’enunciato del teorema IV.2.21 con 1/h < r e
{ x € R™ dlx,supt(y)) = % } < Q

e sia

n
ux) = J w (y) p (x-y) de°(y) .
Allora u € C‘:(Q) e per ogni x € K si ha

|uh(x)l = J luly) | ph(x—y) d#™(y) = ess sup |ul .

B(x,r) B(x,r)

P
Inoltre, dal momento che v, € L 0([Rn), risulta

limu = w
h 0
h
pO n
in L "(R"). Ne segue
limu = u
h
Po
in L "(K), quindi
lu - ull <e
h 0
L “(K)

per h sufficientemente grande.

D’altronde per ogni x € K risulta

Du (x) = j W(yuly) (D p Yx-y) de™y) =
jh Q jh
= - J u(y) Dy_{ph(x—y)} de"(y) =
Q J
= I Duly) p (x-y) d£™(y) =
Q h

= J w(y) p (x-y) d€™y) .
J h

Allora con analogo ragionamento si dimostra che
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Y x € K: ID_uh(x)I = ess sup |Dul ,
J B(x,r) ’
IDu - Dul <eg
jh J P,
L *(K)
per h sufficientemente grande. m
P p

(1.4) TEOREMA. Sia u € W Q) tale che uelL°(Q), DuelL'® (@,
loc loc 1 lo

(o}

P
DuelL™(@) con P, ",p € [0l
n loc 0 n
P,
Allora esistono w, € LI:C(Q) per 0 = j = n ed una successione (uh) in
C:(Q) tali che per £"-q.0. x € Q si abbia
lu ()] = w (x),

l=j=n = |[Dul(x)]| swl(x),
jh J

lim uh(x) = ulx) ,
h
l=j=n = lim D_uh(x) = Dju(x) .
h

Dimostrazione. Sia (Kh) una successione esaustiva di compatti in Q e sia

(rh) una successione descrescente in 10,o[ con

{xe[Rn:d(x,K)Sr } < K .
h h h+1

Consideriamo anzitutto il caso in cui p € [l,ol per ogni j = 0,--:,n. Per
J

il lemma precedente esiste una successione (uh) in Cm(Q) tale che
Cc

lu - ul <2™
h p0
L (Kh)
-h
IDu - Dul <2,
Jh J P,
LK)
VYV x € Kh: Iuh(x)l = ess sup |ul ,

B(x,rh)
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VxeK: |Dulx)| =ess sup |[Dul .
h i h Nkt &
B(x,rh)

Poniamo

wo(x) = s:p Iuh(x)l ,

w(x) = sup |Du (x)] ,
J Jh

h
k
gk(x) = Iuo(x)l + hleuh(x) ~ uh_l(x)l ,
o
glx) = lu ()| + hzlluh(X) -u (]

Per ogni compatto K € Q sia i € N tale che K € K e Allora risulta

k

g | b = lul ., + hzl lu - u I b =
L °(K) LK) L “(K)
i-1 k
= full + z Nu - u + z e - uw <
0 po ne h h-1 p0 he h h-1 po
L "(K) L "(K) - L "(K)
i-1
< lu i + Z lu - wuw | + z lu -u I <
o r, h=1 0 bl P, =T bl P,
L %K) Lok ™ LK )
i-1 [o1] -h
= i . + hZI e - u b, + 3hZ 2™
Lo(K) 7 L °(K) -

Dal lemma di Fatou si deduce che

pO n
j 12| © d€x) < 4o
K

P
per cui g € lec(Q). Evidentemente si ha

k
lu, 61 = Ju 6o + ) [uh(x) - u, 00| =
k
= luGal + hzlluh(x) -u Gl = glx) .

P
Ne segue v, < g, quindi w, € Ll0 (). Inoltre g(x) < +w per fn—q.o. x € 9,
ocC

per cui la successione (uh(x)) & di Cauchy per £-q.o. x € Q. Sia u il
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limite puntuale £"-q.o. di (uh). Poiché

- P . P P p
lu () - U] ° = [|uh(x)|+|u(x)|] ©<2° (w6

si deduce dal teorema della convergenza dominata che

I
o

lim llu - ull
h h Po
L (K)

1
per ogni i € N. D’altronde per h = i si ha

lu, - ull <2™.
h po

L (Ki)

p

5

Per [’unicitd del limite in L 0(Ki), deve essere u(x) = u(x) per £°-q.o.

x € Ki, quindi per £n—q.o. x € Q. Risulta pertanto

lim uh(x) = ulx)
h

per Zn—q.o. x € Q.
In modo simile si prova che

[Du (x)] = wl(x),
Jh J

lim Du (x) = Dulx)
h J'h J

per 2n—q.o. x € Q.

Consideriamo ora il caso p,=® € p, P € [1,00.

L® @ < it (Q), esiste una successione (u ) in C°(Q) tale che
loc loc h c

lu - ul <2™,
L (Kh)
-h
IDu - Dul <2,
Jh Jj P,
LK)
h
V x e Kh: Iuh(x)l = ess sup |ul ,

B(x,rh)

Poiché
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V x € K: IDu (x)| = ess sup |Dul .
h h —_—
Blx,r )

P,
Dal ragionamento precedente segue che w_ e LlJ (Q) per 1 = j = n e che per
ocC

Qn-q.o. x € Q

lim uh(x) = ul(x) ,
h

IDjuh(x)I = W1(X) ,

lim Du (x) = Du(x) .
h ih J

Inoltre per ogni compatto K € Q esiste i ¢ N tale che K ¢ K_l. Allora

risulta

max lu | = ess sup |ul ,
K K

i+1

da cui segue w_e€ L¥ (Q).
0 loc

Gli altri casi possono essere trattati in modo simile. m

Dimostriamo ora un primo risultatec sulla derivazione di una

composizione.

(1.5) TeEOREMA. Sia u € Wi’l(Q) e sia gstR —> R una funzione di classe ct
oC
con g’ limitata.

Allora gou € whl@) e D .(geu) = (g’ ou) Du.
loc J J

Dimostrazione. Dalla continuita di g e g’ si deduce che gou e g’ou sono
#"-misurabili. Essendo g’ limitata, esiste ¢ =z O tale che |g'(s)] =c e
[g(s)] = c(l + |s|). Ne segue che gou e (g’ou) Du appartengono a Lioc(Q).

J

Per concludere la dimostrazione, proviamo che

Viecd@: - J DF(x) glulx)) d£"x) =
Q
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= J Flx) g’ (ulx)) Dju(x) de(x) .
Q

Sia f € COCO(Q) e sia (uh) una successione in C"(Q) conforme al teorema 1.4.
(o]

Poiché uh € C:(Q), dal teorema IV.2.11 si deduce che

n _ ’ n
) IQ DF(x) glu, (x) agx) = J’Q £60) g (u () Dy (x) dLhe) .

Tenendo presente che per .SBn—q.o. x € Q si ha

lim Djf(x) g(uh(x)) = Djf(x) glulx)) ,
h

ID f(x) glu (x))| = ¢ IDflx)| (I+w (x)) ,
J h J 0
dal teorema della convergenza dominata si deduce che
lim J' D f(x) glu_(x)) d€™(x) = I D f(x) glulx)) d€™(x) .
h vQ n Q !

D’altronde per £'-q.0. x € Q si ha

lim f(x) g’(uh(x)) Djuh(x) = flx) g’ (ulx)) Dju(x) ,
h

| £(x) g’(uh(x)) Djuh(x)l = ¢ |f(x)| wl(x) )
Sempre dal teorema della convergenza dominata si deduce che
tim [ 00 g, () Dy, (x) a0 = [ 60 g ooy pute) ag"ce) .
h Q h jh Q J

Ne segue la tesi. m

(1.6) TEOREMA. Sia u € Wi;i(Q) e sia F un sottoinsieme al pitt numerabile di

R. Allora per ogni j = 1,*-+,n l’insieme

{er:u(x)eF‘eDju(x)#O}

\ n .
e ¢ -trascurabile.

Dimostrazione. Evidentemente & sufficiente considerare il caso F = {c}. A

meno di sostituire u con u-c, possiamo supporre ¢ = O.
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Per ogni h = 1 sia arh:[R — R una funzione di classe € tale che

V s € R: —157h(s)51,
V s € }-0,-2/h]: 'arh(S) =-1,

Y s € [-1/h,1/h]: ’arh(s)

0,
V s € [2/h,+o[:

arh(s) 1
e sia gh:[R — R la primitiva di 7 tale che gh(O) = 0.

Per il teorema precedente si ha

Vred@: - J D fF(x) g, (u(x)) d2"(x)
Q

- j F) g’ () Dulx) d€™(x)
Q h J

Si verifica facilmente che per .an-q.o. x € Q

lim D f(x) g (ulx)) =
h ) h

Djf(x) ulx) ,
ID f(x) g (u(x))]|
j h

<

IDJ_f(x)I lulx)] .

Dal teorema della convergenza dominata si deduce che

Lim IQ DF(x) g (ulx)) d€'(x) =

[ preo ueo agheo .
qQ
D’altronde, posto 4 = {x € @ u(x) # 0}, risulta per £"-q.0. x € Q

lim f(x) g’(ulx)) Du(x) = fl(x) xA(x) Du(x) ,
h h J J

| £(x) gl’l(u(x)) Dju(x)l

<

[ F(x)| leU(x)I .

Sempre dal teorema della convergenza dominata si deduce che

lim J Flx) g;(u(x)) Dulx) d£"(x) = J Flx) xA(x) Dulx) d€"(x) .
h YQ J Q )
Pertanto risulta

V fecd®@: - J' D () ulx) d€%(x) = J' £06) 2,0) Dulx) dLGx) .
c Q J Q J

Ne segue Dju(x) = xA(x)D.u(x) per £-q.o. x € Q, ossia Dul(x) = 0 £"-q.o.
i
inQ\N A =
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Possiamo ora dimostrare una generalizzazione del teorema 1.5.

1(Q), g:R ——> R una funzione lipschitziana e

(1.7) TEOREMA. Siano u € Wi’
ocC

di classe C' a tratti e ¥:R — R una qualunque funzione tale che
7(s) = g’(s) nei punti in cui g e derivabile.

Allora (gou) e Wi;i(Q), you € L7(Q) e D (geu) = (you) Du.

Dimostrazione. Sia F un sottoinsieme finito di R tale che g € Cl([R\F ).

Poniamo

h[g(u(x)+;ll-) - g(u(x))] se u(x) ¢ F
wh(x) =

yulx)) se u(lx) € F

Allora w, & £"-misurabile e per £"-q.0. x € Q si ha

rlulx)) = lim wh(x).
h

Pertanto you & #"-misurabile.
Per la lipschitzianita di ¥y esiste ¢ = O tale che |y(s)| =c e
lg(s)] = c(1+]s]). Ne segue che you e L¥(Q), gou € Lioc(Q) e

(you) Dju € Li (Q). Sia (ph) una successione come nell’enunciato del lemma
ocC

1v.2.21 e sia

7 (s) = J 7t) p (s-t) dt .
Si verifica facilmente che v ¢ di classe ¢ e che la'h(s)l =< c. Inoltre

VseRN\F: lim arh(s) = ¥(s) .
h

Se 8, e la primitiva di 7, tale che gh(O) = g(0), risulta

Igh(s)l = c(l+|s]) e

VseR lim gh(s) = gl(s) .
h
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Per ogni f € Ct:(Q) si ha per il teorema 1.5
- I DF0x) g,ube) ag’ta) = [ o) 7, () Dutx) age) .
Q h Q h J
Inoltre per £"-q.0. x € Q risulta

lim Djf(x) gh(u(x)) = Djf(x) glulx)) ,
h

|Djf(x) gh(U(x))I = c lef(x)l A+lulx)]) .

Dal teorema della convergenza dominata si deduce che

lim j D £(x) g (ulx)) de™(x) J D £(x) glulx)) d€™x) .
h Y Q

D’altronde per £"-q.0. x € Q si ha
[ £(x) ¥, (ulx)) Dju(X)l = ¢ |flx)] IDju(x)I .
Per £"-q.0. x € u (R \ F) & ovvio che

lim f(x) yh(u(x)) Dju(x) = flx) ylulx)) Dju(x) ;
h

Per il teorema precedente si ha Du(x) = O per £"-q.0. x € u Y(F). Pertanto
i

anche per £°-q.0. x € u (F) risulta

lim f(x) arh(u(x)) Dju(x) = flx) 7(u(x)) Dju(x) .
h

Per ££n—q.o. x € Q si ha quindi

lim f(x) 7h(u(x)) Dju(x) = f(x) y(ulx)) Dju(x) .
h

Dal teorema della convergenza dominata si deduce che

lim J FX) 7 (ux)) Dulx) df(x) = J' F) ¥(ulx)) Dulx) d™(x) .
h YQ h J Q .

Ne segue la tesi. m

(1.8) TEOREMA. Siano u,v € Wi’l(Q). Allora le funzioni u', u’, |ul,
ocC

min{u,v} e max{u,v} appartengono a Wi;l(Q).
C
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Dimostrazione. Sia g(s) = s'. Allora g ¢ lipschitziana su R e di classe ¢t
su R \ {0}. Dal teorema precedente si deduce che u' e Wi;(l:(Q). Le funzioni

u e |ul possono essere trattate in modo simile. Infine risulta

, 1
min{u,v} = E[u +v - lu-vl] R

1
max{u,v} = E[u + v+ Iu—vl] . n

(1.9) TEOREMA. Siano u,v € Wi;i(&'z). Supponiamo che le funzioni uv, uDJ_v e

vD u appartengano a L' Q.
J loc

Allora uwv € W"(Q) e D(uv) = uDv + vDu.
loc J ] j

Dimostrazione. Consideriamo anzitutto il caso particolare in cui
© . .. 00 .
u,v € L (Q). Siano (uh) e (vh) due successioni in C (Q) conformi al teorema
[+

1.4. Per ogni f € C:(S’Z) si ha
-j D £(x) u (x)v (x) d€™x) =
Q j h h
= I Fflx) u (x)Dv (x) d¥"(x) + J Flx) v (x)Du (x) d€%(x) .
Q h jh Q h jh

Dal teorema della convergenza dominata si deduce che

-J D £(x) ulx)vix) df’(x) =
Q J

= J' F(x) ulx)Dv(x) d€"(x) + J Fx) ve)D ulx) d€™(x) .
Q J Q J

Consideriamo ora il caso generale. Poniamo

gh(s) = min{max{s,-h},h} ,
uh(x) = gh(u(x)) ,
vh(x) = gh(v(x)) .

Per il teorema 1.7 u ,v € w"(Q). Inoltre u,v e L7(Q). Per il passo
h" h loc h" h

precedente si ha per ogni f e CO:(Q)
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- J D f(x) u (x)v (x) d€"(x) =
Q j h h

- JQ £) u (D, (x) dL(x) + IQ £60) v, (DU, (x) A€ .

D’altronde per £°-q.0. x € Q risulta

Iuh(x)vh(x)l = Julx)vix)l ,
Iuh(x)Djvh(x)l = Iu(x)DJ_v(x)I ,
Ivh(x)Djuh(x)I = |v(x)DJ_u(x)I ,
l}ilm uh(x)vh(x) = ulx)vix) ,
limu (x)Dyv (x) = u(x)Dv(x) ,
h h jh J
limv (x)Du (x) = v(x)Dul(x) .

h jh J

h

Dal teorema della convergenza dominata si deduce che

- J D F00) uGxv(x) de"x) =
Q

- f F0) kD vix) df(x) + J Fx) v0)D ulx) d€(x) .
Q ] Q J

Ne segue la tesi. m

(1.10) DeFInizionE. Per ogni p € [1,0] poniamo

w"P(Q)

{ uew" Q) : u,Du, - -,Du e LPQ) } .
loc 1 n

Poniamo anche H 1(Q) WI’Z(Q).

Per costruzione Wl’p(Q) [« Wi;z(Q). Introduciamo in Wl’p(Q) la norma

Il II1 definita da

P
n

1/p
Null = [ Null® + z D ull® ] (1=p<w,
1, P J P

=1

lull = max{ lull , IDull_ , -+, WD ull }
1,0 o] 1 o n o
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ed in W"A(Q) il prodotto scalare

n
(ulv) = (ulv) + z DulDyv
V), = W), + ) (Dulby),
J=1
che induce evidentemente la norma |l ll1 , Poniamo anche

n 1/p
IDull = [ z ID uli® ] lsp<w,
P =1 J p

IDull = max{ IDull_, ««- , D ul }
o] 1 [o1] n 00

(1.11) LEMMA. Sia (uh) una successione in Wl’p(Q) con (uh) — > u in LP(Q)
e (Du) —> v in LP(Q).
Jh J

Allora u € Wl’p(Q) e D.uh = v per ogni j =1,-"",n.
j i

Dimostrazione. Dal momento che u e v appartengono a LP(Q) per ipotesi,
J
basta dimostrare che vj ¢ la derivata distribuzionale j-esima di u. Se

f e c":(Q), si ha
- f D F(x) u (x) d€(x) = J FOx) Du () d€(x) .

Passando al limite per h —> ® e tenendo conto della disuguaglianza di

Holder, si ottiene

- J D f(x) ulx) d£"(x) J Fflx) v.(x) d€’(x) . m
Q Q !

(1.12) TeOREMA. Valgono i seguenti fatti:

a) per 1 = p = o, Wl’p(Q) € uno spazio di Banach;
b) per 1 = p < o, w"P(Q) & uno spazio di Banach separabile;
c) per 1 < p < o, Wl'p(Q) € uno spazio di Banach separabile e riflessivo;

d) w"(Q) e uno spazio di Hilbert separabile.

Dimostrazione.

a) L’applicazione lineare
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LWl PR — 5 (P!

ur—— (u,Du, " +,D u)
1 n

é un’isometria, se (LP@)™" & munito della norma

n 1/p
My -+, v ) = [ z ||v,||"] ,
0 n J P
j=0

che & equivalente alla norma canonica di (LP(Q)™. Lo spazio (LP(@)™"
completo, perché prodotto di spazi completi. Basta quindi dimostrare che

I’immagine di i & chiusa. A questo scopo siano (uh) una successione in

W"P@Q) e v e (LP(Q)™ tali che

limu = v
h 0

Yji=1---",n limDu = v
jh

h J

in L®(Q). Dal lemma precedente si deduce che v, € W"P(Q) e che DJ_v0 = vj
per 1 = j = n. Ne segue che v appartiene all’immagine di i, che & quindi

chiusa.

b) (LP@)™ & separabile, perché prodotto di spazi separabili. Ne segue
che Wl’p(Q) ¢ separabile, perché isometrico ad un sottoinsieme di wuno
spazio separabile.

c) Si ragiona come nel punto b), tenendo conto che l’immagine di i &
chiusa.

d) Ovvio. m

(1.13) TeorEMA. Sia p € [l,0] e sia (uh) una successione convergente ad u

in W"P(Q).

Allora esistono w € LP(Q) ed una sottosuccessione (uh) tali che per
k

.‘Bn—q.o. X € Q si abbia

Iuh ()l = wix) ,
k
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Vij=1,--

Dimostrazione. Si tratta di

L*(Q). =
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-,n: [IDu (x)| = w(x) ,
b hk

lim u () = ulx) ,
k k

*++n:  lim Du (x) = Dulx) .
j'h J

k k

una conseguenza delle proprieta dello spazio

(1.14) DeFinizioNE. Per ogni p € [1,w] denotiamo con W;’p(Q) la chiusura in

Wl’p(Q) di CO:(Q). Poniamo anche H;(Q) = W;’Z(Q).

(1.15) TeoreMA. Valgono i seguenti fatti:

a) per 1 = p < w, W(l)’p(Q) € uno spazio di Banach separabile;

b) per 1 < p < o, W;’p(Q) € uno spazio di Banach separabile e riflessivo;

c) W;’Z(Q) € uno spazio di Hilbert separabile.

Dimostrazione. Si tratta di un’ovvia conseguenza del teorema 1.12. m

(1.16) TEoREMA. Sia u € W"P(Q) con p e [l,ol e sia C un chiuso di R

n

contenuto in Q. Supponiamo che si abbia u(x) = 0 per .Sen-q.o. x € Q\ C.

Allora u e W;’p(Q).

Dimostrazione. Anzitutto si ha per ogni f € c¥(C)
[+

Jono
Ne segue Du(x) = O per £'-q.o. x € Q \ C.
J

Consideriamo ora il caso in cui C é& compatto. Sia (ph) una successione

come nell’enunciato del lemma IV.2.21. Per h = 1 tale che

£(x) Dulx) d£"(x) = - J' D f(x) ulx) d€(x) = 0 .
J Q J
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{xean: d(x,C)s%} < Q

poniamo

u () = IQ u(y) p, (x-y) ae™(y) .

Evidentemente u € CO:(Q) eu —u in LP(Q). Se d(x,C) = 1/h, si ha

Djuh(x) = JQ

= - IQ u(y) Dy.{ph(x-y)} d€(y) =

J

uly) (Djph)(x-y) de"(y)

= I Duly) p (x-y) d€°(y) .
Q "

Se invece d(x,C) > 1/h, risulta

Djuh(x) = I

uly) (Dp )x-y) d€y) = 0 = J Duly) p (x-y) d€™y) .
Q jh Q j h

Si ha quindi in ogni caso
Du (x) = J‘ Duly) p (x-y) d€"(y) .
j'h g h

Ne segue DJ_uh —> Dju in LP(Q), quindi u —u in W"P(Q). Pertanto
u e W P

Nel caso generale consideriamo lph € CO:([Rn) tale che 0 = t//h(x) <1 su R",
!llh(x) =1 su B(O,h) e "Djwh"oo = 1. Tenuto conto del teorema 1.9, si
verifica facilmente che l[lhu e W"P(Q). Inoltre si ha !llh(x)u(x) =0 ¢£"-q.o.
fuori dal compatto Cnsupt(l/lh) € Q. Per il passo precedente ne segue
l[;hu € W;’p(Q). Poiché per £°-q.0. x € Q risulta

Iy (ulx) - ul)1® = lual®,
Iwh(x)Dju(x)+u(x)DJ_|/Jh(x) - Dju(x)lp = [IDJ_U(>C)|+|U(>C)|]p ,

dal teorema della convergenza dominata si deduce che |/Jhu —> u in Wl’p(Q).

Pertanto u € W;'p(Q). n

(1.17) CoroLLARIO. Per ogni p € [1,0] si ha W;'p(an) = W"P(R™).
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Dimostrazione. Si applichi il teorema precedente con C = R". m

(1.18) TeoREMA. Sia u € C(Q) con u(x) = O per ogni x € 8Q. Supponiamo che

si abbia u € Wl’p(Q).

Allora u e W;’p(Q).

Dimostrazione. Sia (gh) una  successione di funzioni come nella
dimostrazione del teorema 1.6. Tenuto conto del teorema 1.5, si verifica

facilmente che g ou € W P(Q). Inoltre gh(u(x)) = 0O fuori dal chiuso

{xe§; lulx) ] z%}

contenuto in Q. Per il teorema 1.16 ne segue g ou € W;’p(Q). Poiché per

.‘Bn—q.o. X € Q risulta

|gh(u(x))| s Julx)] ,

g’ (ulx)) Dulx)| = |Dulx)]| ,
h j j

si deduce dal teorema della convergenza dominata che ghou —> u in Wl’p(Q).

Pertanto u € W;’p(Q). m

(1.19) Teorema. Sia g:R —> R una funzione lipschitziana e di classe c' a
tratti con g(0) = O.

Allora per ogni ue WQ con p € [l,ol si ha gouer’p(Q) e
’applicazione

whP(Q) — WP
U——— gou

é continua.

Dimostrazione. Per il teorema 1.7 si ha gou € Wi;i(Q) e

Dj(gou) = (you) Dju, dove ¥ & una qualunque funzione tale che ¥(s) = g’(s)
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nei punti in cui g €& derivabile. Sia ¢ = 0 tale che |y(s)| =c e

lg(s)] = cls|l per ogni s eR. Allora si verifica facilmente che

gou € whP(Q).

Per dimostrare la continuita dell’applicazione {u+—— gou}, consideriamo

una successione (uh) convergente ad u in w"P(Q). se (uh) € una qualunque
Kk
sottosuccessione di (uh), per il teorema 1.13 esistono w € LP(Q) ed una

ulteriore sottosuccessione (uh ) tali che per £-q.0. x € Q si abbia
k-
1
Iuh ()| = wix) ,
k-
1

[Du ()| = wix) ,
jh

l_im u, (x) = ulx) ,

lim Du (x)
. Jh
i ki

D u(x) .
J
Allora per .?Zn—q.o. X € Q risulta

P
I8, G0 - gwON” 5 <lwle) + luxa)l)

k.
i

P
lyu. NDu  (x) - y(uG))Dulx)|® = cp[w(x) + ID.u(x)I] ,
h jh J J

k k
i i

lim g(uh (x)) = glulx)) .
i K,
1
Inoltre, se g € Cl(lR\F ) con F insieme finito, & ovvio che per .,‘En—q.o.

X € u_l([R\F) si ha

lim y(u (x)Du (x) = y(ulx))Dulx) .
h jh J

i k. K.
1 1

D’altronde per £"-q.0. x € u M(F) si ha Dju(x) = 0, quindi

lim Du (x) =0,
jh

i k
i
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Tenuto conto della limitatezza di ¥, ne segue

l:_:m ar(uh (x))DJ_uh (x)
i ki ki

3’(u(x))Dju(x) .

Risulta quindi per Zn-q.o. x € Q

I

l_im 'J(uh (x))Djuh (x)
i ki k_l

7(u(x))DJ_u(x) .

Dal teorema della convergenza dominata si deduce che gouh —> gou in

k-
i

W P(Q). Ne segue gou —> gou in WPQ). m

(1.20) CoroLLaRIO. Sia g:R —> R una funzione lipschitziana e di classe C1
a tratti e sia £7(Q) < +..

Allora per ogni u e WPQ con p € [L,ol si ha gouer’p(Q) e
l’applicazione

whP(Q) — wl'P@)
Ur——— gou

é continua.

Dimostrazione. Sia g(s) = g(s) - g(0). Poiché £°(Q) < +o, la funzione
costante g(0) appartiene a W"P(Q). D’altronde gou = gou + g(0). Tenuto

conto che g(0) = 0, la tesi discende dal teorema precedente. m

(1.21) CoroLrarIO. Sia g:R —> R una funzione lipschitziana e di classe C

a tratti con g(0) = 0.

Allora per ogni u € W;’p(Q) con p € [1,o] si ha gou € W;’p(Q).

Dimostrazione. Sia (uh) una successione in CO:(Q) convergente ad u in
W"P(Q). Per il teorema 1.19 si ha gou € wPQ) e gou —> gou in
W"P(Q). D’altronde gou, € c@Q) e g(uh(x)) = 0 su 8Q. Dal teorema 1.18 si

deduce che gou € W;’p(Q). Ne segue gou € W;’p(Q). n



§ 1 | Prime proprieta 139

(1.22) TeorEMA. Siano u,v € Wl’p(Q) con p € [l,wl. Allora le funzioni u’,
u, lul, min{u,v} e max{u,v} appartengono a wPQ) e le applicazioni

{u—s u'), {u—— u}, {ur——— |ul}, {(u,v) — min{u,v}} e

{{u,v}—— max{u,v}} sono continue.

s . . . . . + - .
Dimostrazione. Le affermazioni riguardanti u, u e ju| discendono dal

teorema 1.19. Per le rimanenti, basta ricordare che

, 1
min{u,v} = E[u + v - lu—vl] ,

1
max{u,v} = E[u + Vv + Iu—vl] . m

(1.23) TEOREMA. Siano u,v € W;’p(Q) con p € [l,w0]. Allora le funzioni u’,

u, lul, min{u,v} e max{u,v} appartengono a W;’p(Q).

Dimostrazione. Si ragiona in modo analogo, riconducendosi al corollario

1.21. m

(1.24) TEOREMA. Siano u,w € W(l)’p(Q) e veWw™Q con p € [1,»[. Supponiamo
che si abbia u(x) = v(x) = w(x) per £-q.0. x € Q.

Allora v € W;’p(Q).

Dimostrazione. Consideriamo anzitutto il caso u = 0. Sia (wh) una
successione in CO:(Q) convergente a w in w"PQ) e sia v, = min{v,wh}. Per
il teorema 1.22 si ha v, € Wl’p(Q). Inoltre, se wh(x) = 0 fuori da un
compatto Kh € Q, risulta vh(x) = 0 per £"-q.0. x € Q \ Kh. Dal teorema 1.16
si deduce che v € W;’p(Q). D’altronde v, —V in w"P(Q) per il teorema

1.22. Ne segue v € W;’p(Q).

Nel caso generale si ha 0 = v(x) - u(x) = wi(x) - u(x) per £'-q.0 x € Q
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con v-u e WPQ) e w-ue W;’p(Q). Per il passo precedente ne segue

v-u € W;'p(Q). Risulta quindi v € W;’p(Q). n

2. Teoremi di immersione

(2.1) Lewma. Siano £ ,--+,f e cc([R“‘l) con n =2 e sia feCR" definita

da
f(xl,' . ',xn) = fl(xl)- . 'fn(xn) ,
dove x = (x, +*,x ,Xx ,* **,x ).
J 1 1§41 n
Allora si ha
n
lIfII1 = 1:[ Ilfjlln_1

j=1

Dimostrazione. Ragioniamo per induzione su n. Se n = 2, si tratta di una

semplice conseguenza del teorema di Fubini-Tonelli. Infatti si ha
f(xl,xz) = f1(xz) fz(x1) ,
2 _ 1 1
[ 1r0ee )t atfie ) = ([ 15,0001 agee)) ([ 17,0501 0]
per cui vale in effetti 1’uguaglianza.

Supponiamo ora che la tesi sia vera per un certo n = 2 e consideriamo

Foof o € CC([Rn). Dalla disuguaglianza di Holder si deduce che per ogni
n

I |f1(x1)- . -fn+1(xn+1)| d¥ (xl, . -,xn) =

n n n-1

= uf_ | [J‘ |f1(§cl)|“‘1 c 1F ) dse“(xl,---,xn)] "
n+ Ln([Rn) n n
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D’altronde dall’ipotesi induttiva si deduce che per ogni x o € R
n

n n

2y n-1 2 oyn-1 n <
[ e e g e IMT age ) s

n A
n n-1 n-1
= jr=[1 [J Ifj(xj)l d&" (x,- X X xn)]
Ne segue
g - n
.[lfl(xl)”-fnﬂ(xnﬂ)l dat (xl’ .’xn) =

1

n - -

n n-1 n

S M T [J £ o)™ g, e xn)] .

Integrando membro a membro in de'(x +1) ed applicando un’ultima volta la
n
disuguaglianza di Holder, si ottiene infine

[Nl = lf 1 .
L'®™ A ()
n 1
. [ m H Ifj(xj)ln d£n_1(x1,---,x_ X, ) ]“ dfl(xml) <

-1 +1 n
j=1 J J

n n+l

< NIf | m e e . m
n+l Ln([Rn) j=1 j Ln([Rn) 5=1 j Ln([Rn)

Il

(2.2) LEMMA. Per ogni u € Ci(IRn) si ha

n
1/n
ull N =T IIDJ_ull1
—_ j=1
n-1
con la convenzione n—r_ll = oo per n = 1.
Dimostrazione. Se u € Ci(IR), si ha
u(x) = r u’(t) dt

-0

quindi
lutx) | sJ‘ ' (B)] at ,

da cui segue IIuIIOo =< llu’ II1 .
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Se n = 2, risulta
x-
ulx ,+,x ) = I T Dulx, - -,x Jthx ,cee,x ) dt,
1 n o j 1 j-1 j+1 n
quindi
lulx ,=«+,x )| = I IDulx ,**+,x. ,t,x. ,--+,x )| dt .
1 n J 1 j-1 j+1 n
Posto
glx) = I IDulx ,--+,x. ,t,x ,--<,x )| dt,
J ] J 1 j=-1 j+1 n
si ha
lu) ™ = g(x) =+ glx),
1 1 n n
n 1 1

lue) 1™ = g e )™ oe g (e )
1 n n

1

A

Se poniamo fj(xj) = gj(xj)n_1 , si deduce dal lemma precedente che

n

f luG) 1™ ae(x) = Ifl(;cl) e f () df(0)

1A

n
< —_
= qouFn =
=1 j Ln l(an 1)
1

[ J g(;) djen_l(x )'.';x. ’x. )".,x ) ]n_l =
1 J ) 1 -1 j# n

1]
= o

J

1
n

n n-1
- [JIDJ_u(x)Id.‘E (x)] .

J=1

Elevando membro a membro alla n-l , i ottiene la tesi. m
n

(2.3) LEMMA. Sia 1 = p < n. Allora si ha

n
- 1/
VueC®): lut = &R oogpyt
c np n-p . J P
- j=1
n-p

Dimostrazione. I1 caso p =1 €& stato trattato nel

lemma precedente.

Consideriamo il caso p > 1. Sia u € c'(R™. Per ogni g >1 la funzione
c
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lul appartiene a C(l:([Rn). Per il lemma 2.2 ne segue

q 1 n-1 n L
[f luG)| ™ dz"(x)] = & ” 1461 D ()| d.‘Bn(x)] .

j=1
Scegliendo

=]
I
-

Q
Il
2
i)

in modo che

ﬂzq%l:p’(q—l)

n-p n

ed applicando la disuguaglianza di Holder, si ottiene

np
—_— n-1
[ J lue)1™P dg£™(x) ] =
np n(p-1) 1

= g° [J lu(x)|™P d.ﬁn(x)] P
j

[ j |Dute)? df(x) ]" .
=1
Poiché

n(p-1) _ n-p

n-1-

ne segue
_np n-p
U luGa) 1™ d€(x) ] P

1

< [‘“’”"] m [j |Duta) P ag™x) ]*’.

e
P =1

Elevando ambo i membri alla 1/n, si conclude che

n
(n-1) 1/n
hul = 2 1pul ™" . ow
np n-p J P

n-p

j=1

(2.4) Teorema (di Sobolev). Valgono i seguenti fatti:

a) sen =1, si ha W;’I(Q) < L) e per ogni u € W;’I(Q) risulta

n
lul = 1 1Dul*™ = IDul_;
0 j 1 1
=1
*
b) se 1 = p < n, posto p* =nﬂ, si ha W(l)’p(Q) < I”(Q) e per
-p

u e W;’p(Q) risulta

ogni
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(n-Dp 1/ (n-1)
n- n n-
ull |, = 2 mun" = £ IDull
np ' ip n-p P
p J=1

Dimostrazione. Sia u e W;’p(Q). Per definizione esiste una successione (uh)
in ¢”(Q) convergente ad u in W"P(Q). Per il teorema 1.13 esiste una
(o3

N n . .
sottosuccessione (uh ) convergente ad u puntualmente £ -q.o. Consideriamo
k

ad esempio l’affermazione b). Per il lemma precedente si ha

e
[ .[ luh (x)|1™P dg™(x) ] =<
k
e 1
=< [i"_“.lﬂ]“‘p m [J IDu_ (x)1® d€"(x) ]n_p .
n-p . jh
j=1 k
Per il lemma di Fatou ne segue

np

[ J [uG) 1™P dg™(x) ] =
Q

L 1
=< [_(n——l)p]n—p n. ( J |Du(x)lp d£n(x) ]n‘P ,
n-p . J
j=1 Q
da cui si deduce la tesi.

L’affermazione a) pud essere dimostrata in modo simile, riconducendosi

al lemma 2.2. =

(2.5) CoroLLArIO (Disuguaglianza di Poincaré). Per ogni p € [1,0l esiste

c > 0 tale che per ogni Q con £°(Q) < » si abbia

1 1/n n i/n
Vuew @Q: lul = c [2"(9)] m ioun™ .
Y P . i p
Jj=1
In particolare risulta

1A

1 1/n
Vue Wo’p(Q): IIuIIp c [2“(9)] IDull .

Dimostrazione. Consideriamo il caso n = 2. Sia q € [l,nlnll,p] tale che

p = q*. Combinando la disuguaglianza di Hoélder col teorema di Sobolev, si
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ottiene

1A

1/p
[ f lux) 1P d€(x) ]
Q *

1/p - l/q*E * 1/q
< [.se“(sz)] ” lu(x) | dﬁBn(x)] <
Q

*

1
1/p - 1/q n s -
< [se“(sz)] [‘“—”"] m j ID u(x)? d2”(x) ]““ =
n-q j=1 \ 0 J
1/7q - 1/qa.E n _1
< [w] [gn(g)] J 1D u(x)|® d€™(x) ]“" =
n-q j=1 \ Q J
( 1/n n n _1
= [“‘”‘*] [.se“(sz)] T [ 1D ulx)|® d€™(x) ]“" :
n-q j=1 Ja J

Il caso n = 1 puo essere trattato in modo simile. =

(2.6) LemMA. Sia p € In,nl. Allora per ogni u e Ci(an) si ha

p(n+1)

Rull = Hull ,
«© p-n lyp
vV x,y € R lulx) - u(y)| = ZL: IIDuIIp |x - yla ,
-

dove ¢ =1 - 2,

p

Dimostrazione. Sia u € Cl(an) e sia Q un qualunque ipercubo di lato d > O.
C

Dimostriamo che

p-n
P

~1s

Vxe@Q lulx)-u.ds=-=L24d
p-n

0 1D ull , (2.7)

1 LRQ)

J

dove

uQ =d IQ ulx) d2 (x) .

A meno di una traslazione, possiamo supporre x = 0. Allora per ogni y € Q

risulta

1 d n 1
u(y) - u(0) = — ulty) dt = I y. Dulty) dt =
o 9 jZ1 o 7’
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n 1
f IDulty)| dt .
=170

n 1

= z I |y [IDulty)| dt = d
i1 %0 7!

Integrando su Q, si ottiene

n 1
J uly) d2y) - d"u(0) = d ) I [I IDulty)| d£”(y) ] at =
Q =17 Vo !
n 1
=d [ IDu(€)] t™ de"(&) ] dt =
ANIRD
n 1 EB:B 1/p
<d z J ttd) P H |Du(&)|® ag™ (&) ] dt =<
=1 tQ
0
L 1 n 1/p
=d"qdP [I P dt] Z [I |D u(&)|P d.se“(g)] =
0 j=1 Q J
P
=q" 2 gP Z 1D ull
P =1 0 IPQ)

P n .
Dividendo per d membro a membro, otteniamo
P-n
P

u_ -u(0) s g 1D ull :
Q pmn jz=:1 I A ()

da cui segue, potendo scambiare u con -u,
P—-n
P D ull

lu(0) - u,| =L 4

Q .
j

H~1s

La (2.7) & quindi provata.

Per ogni x € R esiste un ipercubo Q di lato 1 contenente x. Ne segue

lu(x)| = lUQI + lulx) - UQI =<

SI lulx)| d€™(x) + - z 1D ull <
Q HN =PRI 25(0))

1/p n
[ J lu(x)|® dg(x) ] + 2 Y D ul = 2D gy
Q A e P

1A

Risulta quindi

p(n+l1)

lull = llull
00 p-n 1,p
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Siano ora x,y € R" e sia Q un ipercubo di lato d = |x - y| contenente x

e y. Dalla (2.7) si deduce che

lul(x) - uly)l = julx) - UQI + IUQ - uly)| =
p-n
2p T o 2pn o
=—d 1D ull = =— lDull [x -yl .m=m
pon =1 kg P P

(2.8) DerinizIoNE. Sia E € R" e sia o« € 10,1]. Diciamo che wE —>s R &

hélderiana di esponente o, se esiste ¢ = O tale che
Vx,yeE |ulx)-uyl = clx-yl*.
Denotiamo con CO%E) I’insieme delle funzioni hélderiane di esponente o

definite su E.

Evidentemente ogni funzione hélderiana & uniformemente continua.

(2.9) TeoremA (di Morrey). Sia p € In,»[. Allora Wl’p(Q) c L) e per ogni
o
u e Wi’p(Q) esiste una ed una sola u e Co’a([Rn) limitata tale che
per £'-q.0. x € @ ulx) = ulx) ,

VxeR'\NQ ulx)=0,

e o< PO g
o4 p-n L,p
Vx,y e R |u(x) - ay)] = 22 upul |x - yI%,
p-n P

dove aa =1 -

T2

Dimostrazione. Per ogni u € W;’p(Q) esiste una successione (uh) in CO:(Q)
convergente ad u in Wl’p(Q). Per il teorema 3.13 esiste una

sottosuccessione (uh ) convergente ad u puntualmente .Yin—q.o in Q. Dal lemma
X

precedente si deduce che (uh) é di Cauchy in Cb(an). Sia u e Cb([Rn) il

limite uniforme di (uh). Allora si ha
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per £-q.0. x € @ ulx) = ulx) ,
VxeR \Q ulx)=0.
Sempre dal lemma precedente si deduce che

~ (n+1)
Nl =< 2220 gy
0 p-n 1,p

Y x,y € R™ lul(x) - a(y)l < 2 IlDuIIp 1x - yla . m

[}

(2.10) DeFinizIONE. Sia p € In,o[. Per ogni u e W;’p(Q) la funzione

introdotta nel teorema precedente si chiama rappresentante regolare di u.

(2.11) CoroLLARIO. Sia p € In,ol. Se Q e illimitato, per ogni u e W;’p(Q)

si ha

lim ulx) =0 .
x| >0

Dimostrazione. Per ogni € > 0 esiste v € C™(Q) tale che
Cc

~ (n+1)
IIv—uIImSp lv - ull <eg.

p-n 1Lp

Sia R > O tale che v(x) = O fuori da B(O,R). Allora per ogni x € R" con

Ix| > R si ha |ulx)] < e, da cui la tesi. m

(2.12) DeFInzIONE. Per ogni p € ll,0] denotiamo con W P@Q il duale

4
topologico di W(l)’p (). Poniamo anche H Q) := W "4(Q).

Evidentemente W "P(Q) & uno spazio di Banach. La norma di W PQ)

verra denotata nel seguito con Il |l Lo
-Lp

(2.13) TeEorEMA. Sia p € ll,wl. Per ogni w e wPQ) poniamo TW = W|fD(Q)'

Allora TW € una distribuzione su Q di ordine al pit 1. Inoltre
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l’applicazione

WP Q) — D’ (Q)
Wh—————> TW

é lineare ed iniettiva.

Dimostrazione. Poiché D(Q) € W;’p (Q), ¢& possibile considerare la forma

lineare W|1)(Q)' Se K & un compatto in Q, per ogni f € 5DK(Q) si ha

< P, T
I<T_,£>| = wil_ [JQ [If(x)l + z

. 1/p’
IDjf(x)IP ] d.se“(x)] <
j=1

1/p’
< lwl [.se“(K)] Z p*ri .
-1 [+:]

lee| =1

Pertanto TW € una distribuzione su Q di ordine al piu 1.
Si verifica facilmente che 1’applicazione { W TW } ¢ lineare.

o . . 1,p _ -
Poiché D(Q) & denso in W0 (Q), da w|€D(Q) =0Osegue w =0. m

Per il teorema precedente W_l’p(Q) ¢ isomorfo ad wun sottospazio
vettoriale di D’(RQ). Si usa spesso identificare W P(Q) con tale

sottospazio e scrivere wPQ) < D Q).

(2.14) TeoreMA. Sia p € ll,wl. Allora per ogni u € LP(Q) la distribuzione

Tu proviene da un elemento w di W P(Q) tale che lwli = IIuIIp.

P

Dimostrazione. Sia u € LP(Q) e sia w € W_l’p(Q) definita da

VFfew™ (@: <wf> = J‘ F) ulx) de™(x) .
0 Q

Risulta
I<w, > = llul IFfn, = lull 0Fe0,
P p P 1,p

per cui lwll X = llull . Ne segue la tesi. m
- P
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Se LP(@Q) e WP(Q) vengono identificati con opportuni sottospazi di
D’(Q), la tesi del teorema precedente pud essere riformulata dicendo che
per ogni p € Il,w] si ha LP(Q) < WP(Q) e che

YV ue LP(Q): hutl_ = dull

P

(2.15) TeEoREMA. Sia p € |l,»] e sia u e LP(Q). Allora la relazione
Vfe W;’p (Q): <Dju,f> = —I Djf(x) ulx) d€"(x)
Q

definisce un elemento Du di W "P(Q).
J
Valgono inoltre i seguenti fatti:

a) lapplicazione

1PQ) — wl'P(q)
ub——— Dju

é lineare e

VuelLf@Q: 1IDul < lull ;
j -1 P

P

b) per ogni u € LP(Q) si ha

. , . R . 1,p’ .
Dimostrazione. Evidentemente Du & una forma lineare su Wo’p (Q). Per ogni
j

7
f e W;"’ (Q) si ha
|<Du,f>| = lull UDFN, = tul UFN , ,
J P J P p 1,p

per cui Du € W "P(Q) e DUl = lul .
J iy

Si verifica facilmente che 1'applicazione {ur—— Dju) ¢ lineare. Infine

per ogni f € D(Q) risulta

<TDju,f> = - IQ Df(x) u(x) dex) = <DT..f> . m

(2.16) TeoreMA. Sia p € ll,n]l. Allora per ogni u € L*(Q) la distribuzione
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*
Tu proviene da un elemento w di W P (Q) tale che

-1
wih = 2R
i p* n{p-1) P
. . L g . % np . ! n i gs
Dimostrazione. Poiché p = -— , risulta p = , quindi
n-p np-n+p
_*,I
n
P — p — ’
¥7 -1 p
n-p

Sia u € LP(Q) e sia w € WP (Q) definita da

_*_I

VEew™® @: < = j Fx) ulx) de€(x) .
Q
Per il teorema di Sobolev risulta
[<w,f>] = lull If1, =
p P

(n-1)p (n-1)p

< = [
ntp-D) IIuIIp IDfHR . 2D IIuIIp L | I
P Lp
Ne segue la tesi. m
(2.17) TEOREMA. Sia g € ]1;‘_‘—1[ . Allora per ogni uelL(Q Ila

distribuzione Tu proviene da un elemento w di W "%Q) tale che

wi =< _(otbla

lull .
-1,q n-(n-1)q 1

Dimostrazione. Si ragiona come nel teorema precedente, riconducendosi

questa volta al teorema di Morrey. m

Con le solite identificazioni, le tesi dei due teoremi precedenti

possono essere riformulate nel seguente modo:

*

- per ogni p € I,n] si ha LP(Q) < WP (Q) e

VouelIPQ: lul < Ve
4 p* n{p-1)
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- per ogni q € ]l,n—:[ si ha L'Q) < w Q) e

1
VueL'(@: Hun <209 4
-1,q n-{n-1)q 1

3. Teoremi di compattezza

(3.1) LEmMA. Sia u € Wi;l(Q) e sia Q un ipercubo aperto di lato d con
C
Q < Q.

Allora risulta

lu - Uou . = d IDull
L(Q) j=1 TLNQ)

n
Dimostrazione. Sia Q = m ]aj,b_[ e siau e CI(Q). Per ogni x,y € Q risulta
R J c

j=1
*
n
ulx) - uly) = J Dlu(t,yz," y ) dt o+ e 4 r D u(x,, ,xn_l,t) dt =
y y
1 n
b1 bn
< [V iDutty, eyl dt s e [P D e, 00 at
a a
1 n
Integrando su Q in d£n(y1,- ++,¥ ) e dividendo per £7Q) = d", si ottiene
n
b
— 1-n n
ulx) - u, =d 1D ull + ot + |ID u(x , ++,x ,t)| dt ,
Q 1 n 1 n-1
L(Q) a

n

quindi, potendo scambiare u con -u,

b
lu(x) - UQI = d™ D ull . + e+ In |D u(xl,---,xml,t)l dt .
L(Q) a 0

n

Integrando su Q in d.SEn(xl,- . -,xn), si ottiene infine
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lu - EQII L = d ||D1u|||| . + <+« + d D ull . =
n
L(Q) L(Q) L(Q)
n
= d z pull
=1 7 L(Q)
Sia ora u e Wi;l(Q) e sia (uh) una successione in CO:(Q) conforme al
C
teorema 1.4. Per il passo precedente risulta

. = d IDut
L(Q) =1 T L)

Inoltre dal teorema della convergenza dominata si deduce che u —u in

lu - u
h h,Q

Wl’l(Q). Passando al limite per h — ®, si ottiene

lu - UQM . = d Dul . =
L'(Q =1 7 LY(Q)

(3.2) TeorEMA. Sia (uh) una successione in Wi’l(Q). Supponiamo che per ogni
ocC

compatto K € Q le successioni (uh), (Dluh),---,(Dnuh) siano limitate in
LY(K).

n/(n—l)(
loc

Allora esistono u € L 1) ed una

Q (uel” (Q se n
loc

sottosuccessione (uh ) tali che u (x) — ulx) per £-q.0. x € Q.
k k

Dimostrazione. Dimostriamo anzitutto che per ogni ipercubo aperto Q con

— n/(n-1)

Q € Q) esistono u € L Q) e uh —— u puntualmente ,‘Bn—q.o. in Q.

k

Sia ¥ € CO:(Q) con Y(x) =1 su Q e sia K = supt(y). Allora lpuh € W(l)’l(Q)

e
<
"D'(wuh)"Ll(Q) |||,[ll|m "Djuh“Ll(K) + IIDJ_l/Jllm ||uh||L1(K)
Le successioni (Dl(llluh)),'-',(Dn(t,lluh)) sono quindi limitate in L'Q). Per
il teorema di Sobolev (l//uh) é limitata in Ln/(n_l)(Q). In particolare (uh)
¢ limitata in Ln/(n_l)(Q). Pertanto esistono u € Ln/(n_l)(Q) ed una
sottosuccessione (uh) convergente debolmente ad u in u € Ln/(n_l)(Q)

k
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*
(convergente nella topologia debole per n = 1). Dimostriamo che (u )
k
ammette una ulteriore sottosuccessione convergente ad u puntualmente

,‘en—q.o.

Per semplicita denotiamo ancora con u la sottosuccessione u
Kk

Dimostriamo che u, ¢ di Cauchy in LI(Q). Suddividiamo !’ipercubo Q di lato

d in ipercubi di lato d/m. Otteniamo quindi degli ipercubi Ql,- -0 N tali

m
che

n
m

lu -ull = z lu -ull =
L(Q) i=1 L (Qi)

n

m
= z
i=

e - o | + llu -u | + llu -u ll <
h h,Q

. 1 14(Q) be, kG ') BQ Ok ')

1A
8le

n
Dull o+ 4 ) Dull
[E=S SR Ju (+) B =S S N 42 ()]

Per ogni € > O esiste m = 1 tale che

n

d €

2 — sup { D u 1l } < =
T on j; R N0 2

D’altronde per ogni i = 1,- - .,m" si ha

lim u (x) 2, (x) d€(x) = ulx) x. (x) d£%(x) .
h '[Q h Qi J.Q Qi

Esiste quindi h € N tale che
n

_ m

Vhk=h )

i

| IQ [uh(x) - uk(x)]xoi(x) a0 | < £

1

Ne segue

Y hk = h: IIu—uklll < g .
L(Q)

Poiché (uh) ¢ una successione di Cauchy in Ll(Q), (uh) € convergente in
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LI(Q) a qualche v € LI(Q). In particolare u — v in LI(Q). D’altronde da
u — u in Ln/(n_l)(Q) segue u — u in LI(Q). Risulta quindi v = u e
u —u in LI(Q). Lungo un’opportuna sottosuccessione si ha che u
converge ad u puntualmente fn-q.o.

Sia (Qi) una successione di ipercubi aperti tali che Q £ Q e

2]
Q= UQi. Applichiamo pid volte il passo precedente. Sia (uo_ ) una

i=1 (h)
sottosuccessione di (u) tale che u — v £n—q.o. in Q con
h O‘l(h) 1 1
n/{n-1) . . n/(n-1)
v €L . Siano i € u una
. (01) n po v, L (Qz) e ( O_Z(h))
sottosuccessione di (u ) tali che u —_— v .Yin—q.o. in Q.
O (h) o (h) 2 2
1 2
. . . /(n-
Procedendo ricorsivamente, si trovano vV, € L® (o 1)(Q_) e (uo_ (h))
1 1
i
sottosuccessione di (u ) con u —> v ¥£-qo. in Q. Inoltre si
ALY o, (h) i i
ie

ha v(x) = v(x) per £-q.0. x € QnQ. Di conseguenza esiste una ed una
i j i

n/(n-1)

sola u € Lloc (Q) tale che u(x) = v(x) per £'-qo. x € Q_l. Consideriamo
1

la successione (uo (_)). Per ogni k e N (u@ (_)) ¢ definitivamente (per
1 1
i i

i = k) una sottosuccessione di (uo_ (_)). Ne segue u
1
k

—>u £%-go. in
o (i) 9.0
1

n
-gq.0. in Q.
o_i(i)—>u$ g.o. in ]

Qk, quindi u
(3.3) LEmMa. Sia E un sottoinsieme £"-misurabile di R" con £™E) < +w0, sia
qg € [1,0] e sia (uh) una successione limitata in LYE) convergente £"-q.o.
ad u.

Allora u € LYE) e IIuh - uIIp —— 0 per ogni p € [1,ql.

Dimostrazione. Trattiamo prima il caso ¢ < ». Posto ¢ = sup IIuhII , si ha
q
h

per il lemma di Fatou

I lu(x) 1 d€%(x) = lim inf J Iuh(x)lq de™(x) = % .
E h E
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Ne segue u € LYE).

Per ogni M > O sia

Risulta

quindi

Allora

- JE lu ) = ula) [P dg"x) + I lu () - u(x))?

h

= [2 (Eh)]

|

2¢
M

Eh={er: Iuh(x)—u(x)|>M}.

(20)% = J lu () = ulx)]? de(x) =
E

> j lu (%) - u(x)|? d€x) = M® £°(E ) |
E h h

h

q
2"(E)s[%3] .

j lu () - u(e) [P dex) =
E

E
a-

P
q P _ P
IIuh uIIq + JE Iuh(x) ulx)|

q-p
(2¢) + J lu (x) - ulx)|® »
] E h E\Eh

Per ogni € > O esiste M > O tale che

D’altronde dal teorema della convergenza dominata si deduce che

lim lu (x) - ulx)|®
h J.E h

a-p
[ 2¢ ] (2c)® < e’ .

L
M 2

xE\Eh(x) df(x) =

In particolare esiste h € N tale che

> he - P
YV hzh JE Iuh(x) ulx)|

Ne segue

xE\Eh(x) de (x)

Y h=h: J lu (x) - ulx)|® d€™(x) < €P,
g P

X
E\Eh

X
E\Eh

N

| Cap. 5

(x) d£"(x) =

(x) d€(x) =

(x) d€™(x) .
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quindi la tesi.

Nel caso q =o si pud applicare direttamente il teorema della

convergenza dominata. m

(3.4) DEFINIZIONE. Siano Xl e Xz due spazi normati, F < Xl e fE — X(z
un’applicazione. Diciamo che f & completamente continua (o compatta), se
valgono i seguenti fatti:

a) f é& continua;

b) per ogni successione (xh) limitata in Xl esiste una sottosuccessione

(xh ) con (f (xh )) convergente in XZ.
k k

(3.5) Teorema (di Rellich I). Siano £°(Q) < +w e p € [L,nl. Allora per ogni

q € [l,p*[ l’applicazione di inclusione W;'p(Q) —> LYQ) e completamente

continua.

Dimostrazione. Sia (uh) una successione limitata in Wo’p(Q). Per il teorema
*

di Sobolev (uh) ¢ limitata in L? (Q). Inoltre per ogni compatto K € Q

abbiamo che IIuhII L e IID_uhII ) sono limitate. Per il teorema 3.2
L(K) Y LU(K)
. . n . n/{n-1)
esiste una sottosuccessione uh ——> u £-q0. in Q con u € Lloc ().
k

*

Per il lemma 3.3 ne segue u € L (Q) e u —u in LYQ) per ogni
K

*
q<p.m

(3.6) TEOREMA. Siano p € [1,nl, q € [l,p*[ e sia a € L(Q) con
*
i7r + VYp = 1l/q.

Allora Uapplicazione lineare {ur—— au) da W;’p(Q) in LYQ) e

completamente continua.
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Dimostrazione. Sia (uh) una successione limitata in WO’p (Q). Combinando di

nuovo il teorema di Sobolev col teorema 3.2, si deduce che (uh) € limitata

*

in L” (Q) e che esiste una sottosuccessione (uh) convergente puntualmente
" k
£"-q.0. ad una u € LP (Q). Poniamo

C = sup IIuhII .
h p

YV jel: Ej={er:|a(x)]5j}nB(0,j).

Allora risulta

j labe)u, (x) - aeulx) | df(x) =
Q h

Ia(x)uh(x)—a(x)u(x)lq de(x) + J Ia(x)uh(x)-a(x)u(x)lq de(x) =

E.
i

e
q/r

< (2¢)° laGe) 1™ d2%(x) . f j lu ()-ulx)|? de(x)
E h

‘[Q\E .
J
Per ogni € > O esiste j € N tale che

q/r

(2c)? la(x)|" d£™(x) <

N =
®

o,
i

D’altronde dal lemma 3.3 si deduce che u —u in Lq(Ej). Esiste quindi
K

k e N tale che

e? .

VY k = k: qu‘ lu (o)-ulx)|? dehx) < 2
E ® 2

.k
J
Ne segue

Vk=z=k llau - aull <e
hk q

da cui la tesi. m
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(3.7) Osservazione. Il teorema 3.5 pué essere ottenuto come caso
particolare del teorema precedente, scegliendo a(x) = 1. La necessita di

avere a € L'(Q) con r < w porta a supporre, nel teorema 3.5, £%(Q) < w.

(3.8) Teorema (di Rellich II). Siano  £(Q) < +w e p € Inwl.  Allora

’applicazione di inclusione W;’p(Q) — Lm(Q) € completamente continua.

, . . . . . 1,
Dimostrazione. Sia (uh) una successione limitata in Wo P(Q). Per 1la

riflessivita di Wo’p(Q), esiste una sottosuccessione (uh ) convergente
Kk

debolmente ad u in W(l)’p(Q). Posto

c =sup llu ll ,
h H]

risulta lull = ¢, quindi llu - ull = Z2c.
l,p h 19p

Dato € > O, sia r € 10,1] tale che
pP-n
4pn T

p-n

< €

e sia R > 1 tale che
£7(Q \ B(O,R-1)) < £"(B(0,r)) .
Allora per ogni x € Q \ B(O,R) non pud essere B(x,r) € Q.  Scelto

y € Bl(x,r) \ Q, ne segue per il teorema di Morrey

~ o~ _ o~ o o~ -
Iuh(x) ulx)| Iuh(x) u(x) (uh(y) u(y))|
p-n p-n
< m c |x - yl P < m cr P < €.
p-n P-n

Pertanto

V hel: sup Iah(x) - a(x)l < g .

|x|=R

D’altronde, sempre per il teorema di Morrey, (uh) € una successione
k

~

limitata in [C(ﬁnB(O,R)),II llm] con immagine {uh : k € [N} equi-uniformemente
k
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continua. Per il teorema di Ascoli-Arzela, esiste una sottosuccessione

(l:h) uniformemente convergente su QnB(O,R) a v € C(@QnB(O,R)). In

k.
i

particolare (LLh ) & convergente debolmente a v in LP(@nB(O,R)). D’altronde

k-
i

(uh ) converge anche ad u debolmente in LP(QnB(O,R)). Ne segue v(x) = u(x)

k.
i

per £°-g.0. x € QnB(O,R), ossia v = u su QnB(O,R). Poiché il limite &

necessariamente u, quale che sia la sottosuccessione convergente di (uh)
k

si ha che (Eh) converge ad U uniformemente su QnB(O,R). Esiste quindi
k

k e N tale che

YV k = k: max |u (x) - ulx)] < €.
| x|=R Kk

Combinando questo fatto col passo precedente, si deduce che (Eh) converge
k

~ . n . .
ad u uniformemente su R, da cui la tesi. m

n
n-1

(3.9) TeoreMA. Siano p € ll,»], g € ] — , ® ] er e I, con

n+
. q

1
P nq

=

e sia a € LT(Q).

Allora l’applicazione lineare {ur—> au} da L°(Q) in whiQ) e

completamente continua.

Dimostrazione. Sia (uh) limitata in LP(Q) e sia (uh) una sottosuccessione
k

*
convergente ad u nella topologia debole di LP(Q) (debole se p = w). Dal
teorema 2.16 si deduce che au ,au € wYQ). sia v, € W;’q (Q) tale che

vl , =1le
k1

»q
I n > l -
| alx) [Uh (x)-u(x)] Vk(X) d¥ (x) P llauhk aull

X -1,q
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Poiché g’ € [1,n[ e

*

Vr + V¢ =1 - I/p = Up',

segue dal teorema 3.6 che, a meno di una sottosuccessione, (avk) e

fortemente convergente in L? (Q). Di conseguenza risulta

lim [u (x)—u(x)] alx) v (x) d€"(x) = 0,
Kk J.Q hk k

quindi

lim llau - aull = 0. =
h -1,q
k k



CAPITOLO SESTO

EQUAZIONI ELLITTICHE IN FORMA DI DIVERGENZA

1. Formulazione debole

Un’equazione differenziale alle derivate parziali del secondo ordine

lineare & un’equazione della forma

n n
- Z a D’f\'.u + Z c. Du+du = w in Q. (1.1)
ij i i
i, j=1 j=1

Le funzioni a , c e d sono i coefficienti dell’equazione, w €& il termine
i
noto ed u é l’incognita.

Diciamo che ’equazione & in forma di divergenza, se & del tipo

I
g

n n n
- z D [ z a_.Du+b_u] + z c. Du + du in Q. (1.2)
21 i ij i A

J=1 j=1

Se i coefficienti a , b, ¢ e d e la soluzione u sono sufficientemente
N

regolari, le due forme si equivalgono. Infatti si ha

n n
Lol
i=1 j=

n n

n n
=—Z a,_D?.u+Z[c,—zD.a__-b,]D.u+(d—ZD_b.]u
ij ij j = iij j 3 = ii

i, j=1 j=1

n
a__D.u+b.u] +z ¢ Du+du =
ij i . i

1 j=1

n n n n
= —.Z Di[z aiiju]+ zl [cj+iZIDiaij]DJ_u+du.

Tuttavia, in generale, le due forme non si equivalgono. Ad esempio, per le
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equazioni in forma di divergenza, a cui limiteremo la nostra trattazione, &
possibile introdurre una nozione di “soluzione debole” anche quando i
coefficienti sono solo in Lm(Q).

Come nel caso delle equazioni differenziali ordinarie, & opportuno
aggiungere qualche condizione sul comportamento di u su 8Q. Condizioni di
questo tipo si chiamano “condizioni al contorno”. A seconda del tipo di
equazione, diverse condizioni al contorno possono risultare naturali. Noi

ci limiteremo al caso in cui ’equazione & uniformemente ellittica, ossia

esiste v > 0O tale che

n

VE e R™ Z a () g g = "Z £ .
1=1

i, j=1

~

In tal caso la condizione al contorno piu semplice & la condizione di
Dirichlet omogenea, che consiste nell’imporre u(x) = 0 su 8Q.

Nel corso di questo capitolo supporremoc che Q sia un aperto in R” con
£(Q) < . Per semplicitd ci limiteremo al caso n = 3. La soluzione u verra
cercata in H;(Q). Sara questo un modo “debole” di imporre u(x) = 0 su 8Q.
Sui coefficienti dell’equazione (1.2) faremo le seguenti ipotesi di

sommabilita:

n/2

a e L), bc e 1*Q) e d e L) . (1.3)

Inoltre supporremo l’ipotesi di uniforme ellitticita:

esiste v > 0 tale che per .$£n—q.o. x € Q e per ogni £ € R si abbia
n

Z a g g = v Z £ (1.4)
i=1

i, j=1

In tali condizioni €& ©possibile definire un’applicazione lineare e
continua A:H:)(Q) — H'(©) ponendo

Au = -
i

o~

n
D[z anD_u+b_u]+Z c Du + du .
;1 =1 ij i =1 b
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2n

In effetti, se u e H;(Q), si ha u € Ln—Z(Q) per il teorema di Sobolev e

2n
Dju e L%Q). Ne segue aUDJ_u € LZ(Q), bu e LZ(Q), chju e L™%Q) e
1
_2n
du e L™

Q). Dai teoremi V.2.15 e V.2.16 si deduce che Di(a__D_u),
ij
Di(biu), chju e du appartengono a H (Q). Pertanto A:H;(Q) — HYQ) &

ben definita. Si verifica facilmente che A & lineare e continua.

(1.5) DErFINIZIONE. Sia w € H_I(Q). Diciamo che u € H;(Q) € una soluzione

debole della (1.2), se Au = w, ossia se per ogni f € H;(Q) risulta

n n n
[ Z a__D_uD_f+Z b_uD_f+Z c Du f +duf | d€" = <w,f> .
ij ] i i i J )
Q

i, j=1 i=1 j=1

(1.6) DeFinizionE. Si chiama aggiunto formale di A 1’applicazione lineare e

continua A*:H:)(Q) — H'YQ) definita da

n n

z a,. D_u+c_u]+z b Du + du .
J i . |

= _]=1

Evidentemente risulta

vV u,v e H(I)(Q): <A*u,v> = <Av,u>

¥* %
e (A) = A

2. L’alternativa di Fredholm

(2.1) Lemma (di Riesz). Siano X uno spazio normato ed Y un sottospazio
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vettoriale chiuso di X con Y = X.

Allora esiste x € X con lixll =1 e d(x,Y) = 1/2.

Dimostrazione. Sia x, € X\ Y e sia y, € Y tale che

IIx0 - yoll =2 d(xo,Y() .

x -y
Allora, posto x = o o , si ha ovviamente lixll = 1 e per ogni y € ¥
lIx - y_ |l
] 0
*o = Yo
(R [ T S
IIx0 - yoll
1
= — - - =
. " leo (y0 + leo yolly)ll
o Yo
d(x ,Y)
= % -1 4
2
Zd(xo,\f)

(2.2) LEmMa. Siano X e Y due spazi di Banach e siano J,K:X — Y due
applicazioni lineari. Supponiamo che K sia completamente continua, che J
sia continua e che esista v > O tale che
V x e X HJxlt = vilxll .
Valgono allora i seguenti fatti:
a) J e iniettiva e chiusa;
b) se (xh) é una successione limitata in X con ((J—K)xh) convergente in Y,

esiste una sotltosuccessione (xh ) convergente in X;
Kk

c) N(J-K) ha dimensione finita;
d) se (J-K) e suriettiva, (J-K) e biiettiva;
e) se (J-K) é iniettiva, esiste 8 > O tale che

VxeX H(JT-K)xll = Slixl .
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Dimostrazione.

a) L’iniettivita di J & evidente. Sia € un chiuso in X e sia (xh) una
successione in C con (th) convergente ad un certo y € Y. Risulta che (th)
é¢ di Cauchy in Y. Poiché Vllxh - xkll = IIth - Jxkll, ne segue che (xh) e di
Cauchy in X, quindi convergente ad un certo x € X. Essendo C chiuso,
risulta x € C. Per la continuitd di J, ne segue th —> Jx, quindi Jx =y
per l'unicitd del limite. Poiché y € J(C), si deduce che J(C) & chiuso
in ¥.

b) Per ogni h,k € N si ha

vix -xIl = Ux -Jx Il =
h k h k

= I(J-K)x_ - (J-K)x Il + IIKx, - Kx_ Il .
h k h k

Per la completa continuitda di K, esiste una sottosuccessione (xh) con
k

(Kxh) convergente in Y, quindi di Cauchy in Y. Dalla disuguaglianza
k

precedente si deduce che (xh ) & di Cauchy in X, quindi convergente in X.
k

c) Sia (xh) una successione limitata in WN(J-K). Dalla b) si deduce che

esiste una sottosuccessione (xh) convergente in X. Poiché #(A4) & chiuso
k

in X, (xh ) & convergente in ¥(A4). Ne segue che ¥(4) ha dimensione finita.
Kk

d) Supponiamo per assurdo che (J-K) non sia iniettiva. Definiamo
ricorsivamente una successione di sottospazi vettoriali di X, ponendo
Xo = {0} ,
® = WK
Tenuto conto che J ¢& chiusa, si verifica facilmente per induzione che ogni
Xh e chiuso in X. Sempre per induzione, si deduce facilmente che Xh < Xh+1

per ogni h € N. Dimostriamo che Xh # Xh+1 per ogni h € N. Dal momento che
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(J-K) non & iniettiva, si ha {0} # (J—K)_I(O), ossia XO * Xl. D’altronde,
se X # X , si ha JX) # JX ), perché J ¢& iniettiva. Ne segue
h h+l h h+l
X # X, perché (J-K) & suriettiva.
h+l h+2
Di conseguenza, (J(Xh)) € una successione strettamente crescente di

sottospazi vettoriali chiusi in ¥. Per il lemma di Riesz, per ogni h = 1

esiste x € X tale che WIJx Il =1 e dJx ,J(X )) = 1/2. Se k = h+l,
h h h h h-1

risulta

- c

(J-K)x, € J(X_) €I ),
(J-K)x € JX ),
k k-1
C

th € J(Xh) < J(X(k_l) .

Poiché
Kx - Kx = [— (J-K)x + (J-K)x + Jx ] - Jx ,
h k h k h k

ne segue IIKxh - kall = 1/2. Pertanto (Kxh) non ammette nessuna

sottosuccessione convergente in Y. D’altronde (xh) € limitata in X, dal
momento che vIIthI = 1. Tenuto conto che K & completamente continua, si

giunge ad un assurdo.

e) Ragioniamo per assurdo, supponendo che esista una successione (xh) in X

con
NJ-K)x Il < = lx Il .
h h h

Posto & = x /lix Il, risulta IE 0 =1 e I(J-K)E Il < 1/h. Per la b) esiste
h h T h h h

una sottosuccessione (Eh) convergente ad un certo & € X. Ne segue
k

(J-K)§ = 0, quindi &€ = O per [Iiniettivitd di (J-K). Questo ¢& assurdo,

perché lIEll = 1. m

Possiamo ora dimostrare il teorema principale riguardante 1’applicazione

A:H;(Q) — H Q) introdotta nella sezione precedente.
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(2.3) TeoreMa (dell’alternativa di Fredholm). Valgono i seguenti fatti:
a) N(A) ha dimensione finita;

b) R(A) é chiuso e di codimensione finita in H_I(Q);

c) si ha

1 *
N(A) R,

1
R(A) §A"Y ;

d) si ha

dim(N(4)) = codim  (R(A)) = dim(N(4") = codim (R(4) ;
gt gt

in particolare, A é inietliva se e solo se A & suriettiva.

Dimostrazione. Definiamo due applicazioni J ,K:H;(Q) — HYQ) ponendo

n n
Ju = - D a Du + vu ,
12=:1 ! [j2=:1 N ]
n n
Ku = z D(bu) - Z ¢, Du - (d-vu ,
=1 =

dove v ¢ la costante di ellitticitd che compare nella (1.4).
Evidentemente J e K sono lineari e continue. Inoltre per ogni u € H;(Q)

si ha

n

2 2 n
v llull a Du Du + vu d¢ =
1,2 i i
Q Vi, 5=t

IA

]

<Ju,u> = WJull fiull ,
-1,2 1,2

» ’

per cui

VueH@®@: 1Jul > v lul
0 -1,2 1,2

Se (uh) € una successione limitata in H;(Q), per i teoremi V.3.6 e V.3.9

. . . 2
esiste una sottosuccessione (uh) con (b_uh) convergente in L7(Q) e
1
k k



§ 2 | L’alternativa di Fredholm 169

(chJ_uh) e ((d—v)uh) convergenti in HYQ). Ne segue che (Kuh) é
k k k

convergente in H_I(Q), per cui K & completamente continua.

Poiché A = J-K, si deduce dal lemma precedente che #(4) ha dimensione
finita.

Sia ora X wun sottospazio vettoriale chiuso di H;(Q) tale che

H;(S’Z) = N(A) @ X. Ad esempio si pud scegliere

X = { v e H;(Q): (vlu)12 = 0 per ogni u € ¥(4) } .

Si verifica facilmente che A4 e K

& iniettiva. Inoltre J verificano

| % | % | %

ancora le ipotesi del lemma precedente. Ne segue che esiste 8 > O tale che

VveX lAvl z 3§ livl
-1,2 1,2

Sempre dal lemma precedente si deduce che Alx é chiusa, per cui A(X) é
chiuso in H '(Q). Poiché A(H;(Q)) = A(X), ne segue che R(4) & chiuso in
H Q.

Seue NlA) ew = A*v, si ha

<w,u> = <A*v,u> = <Au,v> = 0 .
L * 1 * ] 1 )
Ne segue N¥(A) € R(4). D’altronde, se u € R(4 ), per ogni v € HO(Q) si ha
<Au,v> = <A*v,u> =0,
L

per cui Au = 0. Risulta quindi .‘R(A*) < N(4).

Poiché le stesse affermazioni valgono indifferentemente per A e per A*,

L
si ha che ./V(A*) ha dimensione finita e R(4) = /V(A*). Ne segue
1 L * L . N 1 . .
{ R(4)) = N¥(A) . Daltronde R(4) & chiuso in H (Q) e HO(Q) & uno spazio
di Hilbert. Pertanto R(4) & chiuso in H (Q) anche rispetto alla topologia
L L
debole”. Dal teorema II1.2.18 si deduce che ®R(4) = ( R(4)) , per cui
* L

R(A) = N(4) .

Consideriamo ora una base {el,---,ek} in /V(A*). L’applicazione lineare

U:H Q) —> R* definita da
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Iw = (<w,e1>,- . -,<w,ek>)

€ lineare ed ha per nucleo R(4). L’applicazione ¥ induce quindi
un’applicazione lineare ed iniettiva
:H QR4 — RS

Ne segue che R(4) ha codimensione finita in H '(Q) e che

codim (R(A) = dim(N(4) .
H—l

Dimostriamo che

dim(N(4)) = codim (R(4)) .
ot

Sia Y wun sottospazio vettoriale di H'Q) tale che H(Q) =Y o R(A).

Risulta dim(¥) = codim 1(.‘R(A)). Supponiamo per assurdo che si abbia
=

dim(Y) < dim(¥(A4)). Sia L:¥(4) — Y un’applicazione lineare suriettiva e
sia P:H;(S’Z) —> N(4) la proiezione ortogonale. Consideriamo 1’applicazione

H;(Q) — s H (@)
ur——— Ju-(Ku-LPu)

Se (uh) € una successione limitata in H;(Q), si ha che (LPuh) é una
successione limitata nello spazio Y di dimensione finita. Ne segue che
(LPuh) ammette una sottosuccessione convergente, per cui 1’applicazione
(K-LP) & completamente continua. D’altronde per ogni w e Q) si ha
w=w +w, conw € Y e w, € R(4). Se u € N(4) ed u, € X sono tali che
Lu =w e Au_ = w_, risulta
1 1 2 2
Alu+u ) + LP(u+u) = w,
12 1 2

per cui J-(K-LP) & suriettiva. Dal lemma precedente si deduce che J-(K-LP)
¢ biiettiva. In particolare L:¥(4) — Y & iniettiva, il che & assurdo, dal

momento che dim(#(4)) > dim(Y).

Possiamo quindi concludere che
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1A

dim(N(4)) = codim _(R(4) = dim(¥(4")
H

< codim (R(4") = dim¥(4) ,
H—l

da cui la tesi. m

L’affermazione a) del teorema precedente dice che 1'applicazione A &
“quasi” iniettiva (a meno di un sottospazio di dimensione finita), mentre
Paffermazione b) dice che A & “quasi” suriettiva (sempre a meno di un
sottospazio di dimensione finita).

L

Inoltre la d) dice che “le misure dei difetti di iniettivita” di A ed A

*
e dei “difetti di suriettivita” di A ed A sono tutte coincidenti. i
termine “alternativa di Fredholm” si riferisce proprio al fatto che o
I’equazione Au = w ha soluzione per ogni w € Q) o I’equazione Au = 0
ammette almeno una soluzione non nulla. In particolare, per dimostrare che
A ¢ biiettiva, & sufficiente dimostrare che A & iniettiva, cosa a priori
piu semplice.
. . ~ . 0 * —L
Particolarmente importante & poi la relazione R(4) = ¥(4 ) contenuta
* -
nella c¢). Se (el,- . -,ek) € una base in ¥4 )ew e H 1(Q), I’equazione
n n n
- Z D [ z a__D_u+b.u] + z c. Du+du = w
X S ij i X i
i=1 j=1 j=1
ammette soluzione debole in H;(Q) se e solo se
we>= -+ =<we>=0.
1 k
(2.4) CoroLLARIO. Supponiamo che esista 8 > O tale che
1 2
Vue H(Q: <Au,u> =z 8 llull .
0 1,2

Allora l’applicazione A é biiettiva.

Dimostrazione. Evidentemente A ¢& iniettiva, quindi biiettiva per il teorema
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precedente. m



