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Capitolo 1

Omologia singolare

1 Intervalli singolari

Nel corso di questo capitolo, A denotera un anello commutativo con unita 1 # 0.

(1.1) Definizione Per ogni intero n > 1, chiamiamo n—intervallo standard l’insieme
[0,1]™ munito della consueta topologia. Poniamo anche [0,1]° := {0} C R. Diciamo che

[0,1]° ¢ lo O—intervallo standard.

(1.2) Definizione Sia X uno spazio topologico e sia n € N. Chiamiamo n—intervallo
singolare in X ogni applicazione continua 7 : [0,1]" — X. Denotiamo con T'y (X)

linsieme degli n—intervalli singolari in X.

(1.3) Definizione Sia X uno spazio topologico e sia n € Z. Se X # () en > 0,
denotiamo con Q (X) linsieme delle applicazioni c : Ty, (X) — A tali che ¢~ (A \ {0})
¢ un insieme finito. Se X =0 o n < —1, poniamo Q. (X) := {0}.
Muniamo l'insieme @, (X) della naturale struttura di A—modulo sinistro.
Sen>0e~yel, (X), definiamo xy € @, (X) ponendo
1 sen=v

v € T (X) 1 x4(n) :={ 0 som oo

(1.4) Teorema Sia X uno spazio topologico non vuoto. Per ogni n > 0 l'insieme

{xy v el (X)}
costituisce una base in Qy (X). Di consequenza, Qn (X) é un A— modulo libero.

Dimostrazione. Se ¢ € Qy, (X) \ {0}, sia ¢c"1(A\ {0}) = {71,... ,7m}. Allora risulta
c= Z C(’Yj)X’Y]' 9

J=1
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per cui l'insieme

sy el (X))

genera tutto Qy, (X).
Siano ora 71, ... ,7Ym tutti distinti in T',, (X) e siano A1,... , Ay € A tali che

m
Z AjXy; = 0.
j=1

Per ogni h=1,... ;m si ha

M= (D0 Xixay | (m) =0,
j=1
da cui \{ = --- = A\,, = 0. Pertanto
{X'y vy el (X)}

¢ un insieme di generatori indipendente in @, (X). m

Si usa spesso indentificare x~ con 7. In tal caso gli elementi di @, (X) si possono

esprimere come combinazioni lineari

> A
j=1
con \j € Aey; el (X).

(1.5) Definizione Siano X, Y due spazi topologici, sia f : X — Y un’applicazione

continua e sian € Z. Se X #0 en >0, denotiamo con
Cn (f) : @n (X) = Qn (Y)
l"unico A—omomorfismo tale che
Vy € I'n (X) + Cn (f) (Xv) = X(for) -
Se X =0 on < —1, denotiamo con Cy, (f) : Qn (X) — Qn (Y) ’A—omomorfismo nullo.
(1.6) Teorema Per ogni n € Z valgono i sequenti fatti:

(a) se X, Y e Z sono tre spazi topologicie f : X — Y, g:Y — Z sono due applicazioni

continue, allora si ha

Crn(gof)=Cn(g)oCnl(f)

come A—omomorfismi da Q,, (X) in Q, (Z);
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(b) se X é uno spazio topologico, allora si ha

Oy (1dx) = Idg, (x) -

Dimostrazione. Anzitutto ¢ sufficiente trattare il caso in cui X # () e n > 0.

(a) Per ogni v € I';, (X) risulta

Cn (g © f) (X’Y) = Xgo(foy) = Cn (g) (Xfow) = Cn (g) (Cn (f) (X’Y)) )

da cui la tesi.
(b) Per ogni v € Ty, (X) risulta
Cy (Idx) (X+) = X1dxoy = X~y = Idg, (x) (Xy)

da cui la tesi. m

(1.7) Definizione Siano X uno spazio topologico, j,n € N con1 < j<mn eda=0,1.
Per ogni v € I'y, (X) definiamo @ () € T'n—1 (X), ponendo

((I)j,a (1) (@1, s xp—1) == y(21,. .. s L1, Q Ty ,Tp—1) Sen>2,
(®ja (7)) (0) :=7(a) sen=1.
Diciamo che ®jo(v) € la faccia j—esima inferiore di v, mentre ®;1(y) é la faccia

j—esima superiore di .

(1.8) Definizione Siano X uno spazio topologico, n € Z e j > 1. Se X #0 e j <n,

denotiamo con
9j : Qu(X) = Qua (X)
l"unico A—omomorfismo tale che
¥y € T (X) 1 05 (Xy) = Xaoy1() — Xabj0(n) -

Negli altri casi, denotiamo con §j 1 Qn (X) = Qn_1 (X) UA—omomorfismo nullo.

Per ogni ¢ € Qn (X) diciamo che gjc € Qn-1(X) é1il bordo parziale j—esimo di c.

(1.9) Definizione Sia X uno spazio topologico. Per ognin € Z definiamo un A—omo-

morfismo

Op : Qn (X) - Qn—l (X) 5
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ponendo

On =3 (-177'9;.

(e.¢]

<

Naturalmente, n assegnato, solo un numero finito di addendi puo essere non nullo.

Per ogni c € Qp (X) diciamo che Opc € Qn—1 (X) ¢éil bordo di c.

Evidentemente si ha 9, =0sen <0e

O = i (_1)j_1 gj

Jj=1
sen > 1.

(1.10) Lemma Valgono i sequenti fatti:

(a) se X ¢é uno spazio topologico e h,j,n € N con 1 < j < h < n, allora per ogni
a, 8 €{0,1} e per ogniy € T'y, (X) si ha

(I)jvﬁ ((I)h,a (7)) = (I)hfl,a ((I)jﬁ (7)) 5

(b) se X, Y sono due spazi topologici, f : X — Y ¢é un’applicazione continua e j,n € N

con 1 < j <n, allora per ogni o = 0,1 e per ogni v € I',, (X) si ha

Dja (foy)=fo ((I)j,oz (7)) -

Dimostrazione.

(a) Supponiamo n > 3. Poiché

(q)h,a (’Y)) (xla cee an—l) = 7(1.17 e 3 Tp—1,0,Th,y . .. an—l)

e j < h, risulta

(@58 (Pha (M) (21, -, Tn2) =

= ’)’(.’L’l,. .- ,.Tj_l,ﬂ,wj,.. -y Th—2,Q, Th—1,--- 7xn—2)-

D’altronde si ha

(q)],ﬁ (’Y)) (xh v 7xn—1) = 7($17 <o 7xj—1767xj1 s 7$n—1) )
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quindi

((I)h—l,a ((I)jvﬁ (7))) (xl’ e ,$n72) =

:7(3717"' 7xj—17ﬁ7xj7"' sy Th—2, 0, Th—15--- 73777,—2)7

da cui la tesi.
Il caso n = 2 puo essere trattato per esercizio.

(b) Supponiamo n > 2. Tenuto conto che

((I)j,a (7)) (xla s 7xn*1) = 7($1> sy L1, 0, T, - . "ivn*l) )

((bjaa (fo’)/)) (fL‘l,... ’In—l) = (fO’Y)(J“l) ,.’L'j_l,Oé,.Tj,... 7£Un_1),

I'affermazione e evidente. Il caso n = 1 puo essere trattato per esercizio. m

(1.11) Teorema Per ogni n € Z valgono i sequenti fatti:

(a) se X ¢ uno spazio topologico, allora si ha che

On—1005 1 Qn (X) — Qn—2(X)
é 'A—omomorfismo nullo;

(b) se X, Y sono due spazi topologici e f: X — Y € un’applicazione continua, allora si

ha che

On 0 Cn (f)=Cn1(f)o0n

come A—omomorfismi da Qn (X) in Qn_1(Y).

Dimostrazione.
(a) Evidentemente basta trattare il caso in cui X # () e n > 2. Tenuto conto del lemma

precedente, se 1 < j < h < n si ha per ogni v € I'), (X)

~ ~

b, (5h (Xv)) = 0; (chh,l(v) - X@h,o(7)> -

- bej,l(‘%,lﬁ)) o Xq’j,o(‘PhJ(’Y)) o Xch,l(@h,o(’Y)) T Xq’j,o(‘I’h,o(’Y)) B
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= X@p_11(25,1(7) T X@ho1,1(R5,0(7) ~ XPp_1,0(@51(7) T X@p1,0(50(7)) =

= O <X<1>j,1(y) - Xq>j$0(7)) = (53 (Xw)) :
Pertanto, se 1 < j < h < n, si ha
5 0By = Bnrod;.
Allora per ogni ¢ € @, (X) risulta

D1 (Bnc) = i (—1)ith=2§, (5hc) -

hj=1
= S ()G, (5]0) +) (=17t g, (§hc) -
i<h-1 jzh
=Y ()M, <§hc) + 3 (~1)y g (§hc) -
W5 i>h
_ % (—1)hHit1 5, (ghc) + ; (—1)7t" 9, (5hc) =
=200 (3] £ 30D () =0

(b) Evidentemente basta trattare il caso in cui X # ) e n > 1. Sia v € ', (X) e sia

1 < 7 <n. Dal lemma precedente si deduce che

(850 Ca (1)) (x2) = B (xger) =
= X®;1(for) — X 0(for) = Xfods1(y) — Xfodjo(y) =

= Ch-1(f) (X«bj,l(y)> —Ch1(f) (Xém(y)> = <Cn71 (f)o 33') (xy) 5

da cui

Ne segue

da cui la tesi. m
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2 Il complesso delle catene singolari

(2.1) Definizione Sia X wuno spazio topologico e siano j,n € N con 1 < j < n.
Diciamo che un n—intervallo singolare «y : [0,1]™ — X ¢é degenere rispetto alla j—esima
variabile, se v € indipendente dalla j—esima variabile.

Diciamo che un n—intervallo singolare v : [0,1]" — X ¢é degenere, se é degenere
rispetto ad una delle sue n variabili. Conveniamo infine che tutti gli 0—intervalli singo-

lari v : [0,1]° — X siano non degeneri.

(2.2) Definizione Sia X uno spazio topologico e sian € Z. Se X # () en > 1,

denotiamo con D, (X) I’A—sottomodulo di Q,, (X) generato dall’insieme
{xy: 7€ (X) e~ e degenere} .
Se X =0 on <0, poniamo D, (X) := {0}.

(2.3) Definizione Sia X uno spazio topologico. Per ognin € Z denotiamo con Cy, (X)
UA—modulo quoziente @y, (X) /Dy (X).
Gli elementi di Cy, (X) si chiamano n—catene (cubiche) singolari in X, mentre la

sequenza di A—moduli
(Cr (X)) ez
si chiama complesso delle catene (cubiche) singolari in X.

(2.4) Teorema Sia X uno spazio topologico. Allora, per ogni n € Z, C, (X) € un

A—modulo libero.

Dimostrazione. Evidentemente basta considerare il caso in cui X # 0 e n > 0. Si ha

dove Cp,(X) & PA—sottomodulo di @, (X) generato da
{xy: 7€y (X)evynon ¢ degenere} .

Quest’ultimo insieme ¢ evidentemente una base per én(X ), che ¢ quindi libero. D’al-

tronde C,(X) & isomorfo al quoziente Q,, (X) /Dy, (X), che & pertanto libero. m

(2.5) Proposizione Per ognin € Z valgono i sequenti fatti:
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(a) se X, Y sono due spazi topologici e f : X — Y é un’applicazione continua, allora si

ha

(b) se X ¢ uno spazio topologico, allora per ogni intero j > 1 si ha

8; (Dn (X)) € Dyt (X))
an (Dn (X)) C Dy (X) .

Dimostrazione. Basta trattare il caso in cui X 0 en > 1.

(a) Se v € Ty, (X)) & degenere, evidentemente anche fovy € I',, (V) & degenere. Ne segue

Chn (f) (XV) = X(fov) €D, (Y) )

da cui la tesi.
(b) Sia v € I'), (X)) degenere rispetto alla h—esima variabile (1 < h < n).
Seh<j<neda=0,1,siha

(P (V) (1, s2p—1) =y(21, ..., Tj—1, 0, Zj, ... ,Tp_1),

per cui ®; o () € un (n—1)—intervallo singolare degenere rispetto alla h—esima variabile.
Se 1 < j < h, si prova in modo simile che ®;, () € un (n — 1)—intervallo singolare

degenere rispetto alla (h — 1)—esima variabile. In entrambi i casi risulta quindi

~

9 (X) € Dn—1(X) .

Se j=h,siha ®;¢(y) =®;1(7), per cui (/9; (xy) =0.

Infine, se j <00 j > n+ 1, risulta ovviamente 5] (Xy) = 0. Si ha quindi in ogni
modo ; (x+) € Dy_1 (X), da cui d; (Dy, (X)) C Dy (X).

Di conseguenza, risulta anche 9, (D), (X)) C Dy,—1 (X). m

Per la proposizione precedente,
Cn (f) : Qn(X) = Qn(Y)
induce un A—omomorfismo

Cpn(X)—Ch(Y)
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che, per semplicita, denoteremo ancora con Cy, (f).

Analogamente,
05,00+ Qu (X) = Qo (X)
inducono degli A—omomorfismi
Cn (X) — Un-1 (X)
che, per semplicita, denoteremo ancora con 5] e Op.
(2.6) Teorema Per ognin € Z valgono i sequenti fatti:

(a) se X,Y e Z sono tre spazi topologicie f : X — Y, g:Y — Z sono due applicazioni

continue, allora si ha
Cn(gof)=Cn(g)oCn(f)
come A—omomorfismi da Cp (X) in Cy, (Z);

(b) se X & uno spazio topologico, allora si ha
Crn (Idx) =1dg, (x);

(c) se X é uno spazio topologico, A C X edi: A — X denota lapplicazione di inclu-

stone, allora ’A—omomorfismo
Cyp (i) : Cp (A) — Cp (X)
é iniettivo.

Dimostrazione. Le affermazioni (a) e (b) discendono dalle corrispondenti affermazioni
contenute nel Teorema (1.6).
Per provare la (c¢), consideriamo ¢ € @y, (A) tale che C,, (i) (¢) € D,, (X). Natural-

mente basta trattare il caso in cui A # () e n > 0. Sia

m
¢= Z Aj X
j=1

con A, ..., Am € A ey, ..., vy tutti distinti in T, (A). Allora risulta

Co () (¢) = 3 A X,
j=1
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con 0 7y,...,10 Yy, tutti distinti in T';, (X). Ne segue che per ogni j = 1,...,m si
ha Aj = 0 o i o7, degenere. Questo equivale a A; = 0 o «; degenere, per cui risulta

AjX~; € Dy (A) per ogni j =1,... ,m. Ne segue c € D, (4), da cui la tesi. m

Nel seguito, se X & uno spazio topologico ed A C X, identificheremo C,, (A)
con C,, (i) (Cy, (A)). Di conseguenza, C), (A) verra pensato come un A—sottomodulo di
Chn(X).
Se A1 € X ed Ay C X, si verifica facilmente che

Cn (A1) N Cp (A2) = Cp (A1 N Ag) .
(2.7) Teorema Siano X uno spazio topologico ed A C X. Allora per ognin € Z esiste
un A—sottomodulo libero M,, di C,, (X) tale che
Cn(X)=C,(A) @ M,.

Dimostrazione. Evidentemente basta trattare il caso in cui X # ). Se n > 1, denotiamo
con L, ’'A—sottomodulo di @, (X) generato da

{xy: 7 €T'n(X), v non e degenere e v([0,1]") C A}
e con M, I’A—sottomodulo di Q, (X) generato da

{xy: 7€Tn(X), ynon ¢ degenere e ¥([0,1]") £ A} .
Evidentemente L,, e Mn sono liberi e risulta

Qn(X) =Dy, (X)® L, ® M,
Ne segue
Cy (X)L, ® M,

attraverso un A—isomorfismo ¥ che manda C,, (A) in L,,. Posto M,, = ¥~1(M,), risulta

quindi che M, e libero e che
Cn(X)=Cy(A)®M,.

I caso n = 0 puo essere trattato in modo simile, tenendo conto che Dy (X) = {0} e che

Co(X) = Qo (X). Il caso n < —1 & banale. m

(2.8) Teorema Per ogni n € Z valgono i sequenti fatti:
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(a) se X & uno spazio topologico, allora si ha che
Op—100p: Cp(X) = Cp_a(X)
e ’A—omomorfismo nullo;

(b) se X, Y sono due spazi topologici e f : X — Y € un’applicazione continua, allora si

ha che
8nocn(f) :Cnfl(f)oan
come A—omomorfismi da Cp, (X) in Cp—q (Y).

Dimostrazione. Si tratta di ovvie conseguenze del Teorema (1.11). m

L’affermazione (b) del teorema precedente si puo riformulare, dicendo che il rettan-

golo di applicazioni

Cn (X) — Up-1 (X)
Cn(f)l lcn_l(f)
Co(Y) —— Gt (V)

e commautativo.

(2.9) Definizione Sia X uno spazio topologico. Per ognin € Z denotiamo con Zy (X)

il nucleo di
O 2 Cn (X) = Cna (X)
e con By, (X) Uimmagine di
Ont1 : Cng1 (X) = Cp (X) .

Gli elementi di Zy, (X) si chiamano n—cicli in X, mentre gli elementi di By, (X) si

chiamano n—bordi in X.

(2.10) Teorema Siano X uno spazio topologico, AC X, n€ Zece Cy(A) CCp(X).

Allora ¢ ¢ un n—ciclo in X se e solo se ¢ ¢ un n—-ciclo in A.

Dimostrazione. Se i : A — X denota ’applicazione di inclusione, si ha

On (Cn (i) (¢)) = Cn1 (4) (Onc) -
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Tenuto conto che Cj,_1 (i) & iniettiva, si ha che 9, (Cy, (i) (¢)) = 0 se e solo se dpc = 0,

che & appunto la tesi. m

(2.11) Definizione Sia X uno spazio topologico non vuoto. Definiamo un A—omo-

morfismo € : Cp (X) — A, ponendo
Wy ETo (X)) = 1.
L’A—omomorfismo € si chiama aumentazione.

(2.12) Teorema Sia X wuno spazio topologico non vuoto. Allora e : Cy(X) — A é

suriettivo e si ha
cod1 =0

come A—omomorfismo da Cq (X) in A.

Dimostrazione. Poiché X # (), ¢ evidente che ¢ ¢ suriettivo.

Per ogni v € I'; (X) si ha

(£001) (X7) = € (X@11(7) = XP10(7) =1 —1=0.

Ne seguecody =0.m

3 I moduli di omologia singolare

(3.1) Definizione Diciamo che una coppia ordinata (X, A) é una coppia topologica,

se X ¢ uno spazio topologico ed A C X.
(3.2) Definizione Siano (X, A) ed (Y, B) due coppie topologiche. La scrittura
f(X,A) = (Y, B)

significa che f: X — Y ¢é un’applicazione con f(A) C B.
Diciamo che f: (X, A) — (Y, B) é continua, se f : X — Y é continua.
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Denotiamo con Id(x 4y Uapplicazione identica di X interpretata come applicazione
Id(x,a) : (X, A) — (X, A). Infine, se f: X — Y, identifichiamo f con l'applicazione
corrispondente [ : (X,0) — (Y,0).

(3.3) Definizione Sia (X, A) una coppia topologica. Per ogni n € Z denotiamo con
Zn (X, A) Uinsieme delle n—catene ¢ € C,, (X) tali che

Bne € Cp_y (A) .

Denotiamo inoltre con By (X, A) linsieme delle n—-catene ¢ € Cp (X) per cui es-

istono a € Cp, (A) e C € Cpy1 (X) tali che
c=a+ 0pt1C.

Gli elementi di Z, (X, A) si chiamano n—cicli relativi in X modulo A, mentre gli

elementi di By, (X, A) si chiamano n—bordi relativi in X modulo A.

(3.4) Proposizione Sia (X, A) una coppia topologica. Allora per ogni n € Z valgono

1 sequenti fatti:
(a) Zy (X, A) e B, (X, A) sono A—sottomoduli di Cy, (X) con B, (X, A) C Z, (X, A);

(b) risulta Z, (X,0) = Z, (X) e B, (X,0) = B, (X).

Dimostrazione.

(a) Si ha che Z, (X, A) & la controimmagine di C,,_; (A) attraverso I’A—omomorfismo
Op: Cp (X) = Cho1 (X)

per cui Z, (X, A) ¢ un A—sottomodulo di C), (X).
Poiché

By, (X, A) = Cn (A) + 8n—H (Cn—l-l (X)) )

anche B,, (X, A) & un A—sottomodulo di C), (X).
Sece B, (X,A)ec=a+0p,+1C cona € Cy,(A) e C € Cpy1 (X), risulta

Opc = Ona + anan—HC = 0Opa € C—1 (A) )

per cui ¢ € Z, (X, A).
(b) Poiché Cy, (1) = {0}, 'affermazione & evidente. m
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(3.5) Definizione Sia (X, A) una coppia topologica e sia n € Z. Due n—cicli relativi

21,22 € Zy (X, A) si dicono omologhi, se (z1 — z2) € B, (X, A).

(3.6) Definizione Sia (X, A) una coppia topologica. Per ogni n € Z denotiamo con
H,(X,A) 'A—modulo quoziente Z, (X, A) /B, (X, A).

Diciamo che Hp(X,A) é I'n—esimo modulo di omologia (singolare) di (X, A) a
coefficienti in A. Talvolta scriveremo Hy, (X, A; A), per mettere in evidenza la dipendenza

dall’anello A.

Nel caso particolare in cui A =0, scriveremo H,(X) invece di H,(X, A).
Se z € Z, (X, A), denotiamo con [z] € H, (X, A) la classe di equivalenza di z.

(3.7) Proposizione Siano (X, A) e (Y, B) due coppie topologiche e f : (X, A) — (Y, B)
un’applicazione continua.
Allora, per ogni n € Z, ’A—omomorfismo Cy, (f) : Cn (X) — C, (Y) soddisfa le

proprieta

Cn () (Cn (4)) € Cr(B)

Cn (f) (Zn (X, A)) € Zn (Y, B)

Cn (f) (Bn (X, A4)) € Bn (Y, B) .

Dimostrazione. Dal momento che f(A) C B, ¢ evidente che
Cn (f)(Cn(A)) € Co(B) -

Sia z € Z, (X, A). Risulta quindi z € C, (X) con 9,z € C,_1 (A). Evidentemente
si ha C), (f) (z) € Cy, (Y). Inoltre risulta

per cui Cy, (f) (2) € Z,, (Y, B).
Consideriamo infine a 4 9,,41C con a € Cp, (A) e C € Cp41 (X). Risulta

Cn (f) (@ + 0naC) = Cn (f) (@) + Ong1 (Coyr (f) (C)) -
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Poiché Oy (f) (a) € Cy (B) e Chy1 (f) (C) € Crpr (Y), si ha
Cn (f) (a + anJrlc’) € Bn (}/a B) 3

da cui la tesi. m

Per la proposizione precedente,
Cn () z,(x,4) * Zn (X, A) = Zn (Y, B)
induce un A—omomorfismo
H,(f): Hy(X,A) — H,(Y,B).
Invece di Hy,(f), scriveremo talvolta f, (in tal caso non appare la dipendenza da n).

(3.8) Teorema (di funtorialita) Per ognin € Z valgono i sequenti fatti:

(a) se (X,A), (Y,B) e (Z,C) sono tre coppie topologiche e f : (X,A) — (Y,B),

g:(Y,B) — (Z,C) sono due applicazioni continue, allora si ha
Hy(go f) = Hn(g) o Hu(f)
come A—omomorfismi da Hp(X,A) in Hy,(Z,C);
(b) se (X, A) éuna coppia topologica, allora si ha

Hy, (1d(x,4)) =1dp, (x,4) -

Dimostrazione. Si tratta di un’ovvia conseguenza del Teorema (2.6). m

(3.9) Teorema (di dimensione) Sia X uno spazio topologico che consti esattamente
di un elemento. Allora si ha

H,(X)={0} sencZ)\{0},

Hy(X)=A.

Dimostrazione. Se n > 1, ogni applicazione continua 7 : [0, 1] — X & costante, quindi
degenere. Ne segue @, (X) = D, (X), quindi C,, (X) = {0}. A maggior ragione risulta
H,(X) = {0}. Se ne deduce anche che By (X) = {0}.
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Sen =0, si ha ha 9y =0 e Dy (X) = {0} per definizione. Ne segue
Ho(X) = Zo (X) = Co (X) = Qo (X) .

Sia v 'unico elemento di I'g (X'). Allora I’applicazione

¢ un A—isomorfismo, per cui Qo (X) = A.

Il cason < —1 ¢ ovvio. m

4 La sequenza esatta della terna

(4.1) Definizione Siano (My), c, una sequenza di A—moduli sinistri e (pn), ez una
sequenza di A—omomorfismi con o, : My — My_q.

Diciamo che

Pn+2 Pn+1 $n Pn—1 Pn—2
— My M, My 1 —— My o ——
¢ una sequenza esatta, se per ogni n € Z l'immagine di pn11 coincide col nucleo di ¢n,.

(4.2) Definizione Diciamo che una terna ordinata (X, A, B) ¢ una terna topologica,

se X ¢ uno spazio topologico e BC AC X.

(4.3) Proposizione Sia (X, A, B) una terna topologica. Allora, per ogni n € Z,
U'A—omomorfismo Oy, : Cy (X) — Cp—1 (X) soddisfa le proprieta

8n (Zn (Xv A)) g Zn—l (Av B) )

8n (Bn (Xv A)) - Bn—l (A7 B) .

Dimostrazione. Sia z € Z, (X, A), ossia z € C,, (X) con 9pz € Cp—1 (A). Evidentemente
Opz € un (n — 1)—ciclo in X, quindi anche in A. Ne segue 0,z € Z,,_1 (A, B).
Consideriamo ora a + 0,41C con a € Cy, (A) e C € Cpy1 (X). Risulta

On (a4 0p41C) = 0na =0+ Opa.
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Pertanto 0y, (a + 0p4+1C) € Bp—1(A,B). n

Per la proposizione precedente,
On|2,(x,4) * Zn (X, A) = Zn_1 (A, B)
induce un A—omomorfismo
on(X,A,B): Hy(X,A) — H,_1(A,B).
Quando non vi sia rischio di confusione, si usa scrivere semplicemente 0, invece di
on(X, A, B).

(4.4) Teorema (Sequenza esatta della terna) Sia (X, A, B) una terna topologica
esianoi: (A,B) — (X,B) ej: (X,B) — (X,A) le applicazioni di inclusione.

Allora la sequenza

Hn(2) Hn ()

— Ha(AB) 9 gx, By 2 g x4y 2EAD

H, 1(A,B) ——
e esatta.

Dimostrazione.
(a) R (Hn(i)) €N (Hn(j))-

Sia z € Z,, (A, B). Poiché z € C), (A), risulta z € B, (X, A).
(b) N (Hn(j)) € R (Hn(i)).

Sia z € Z, (X, B) e siano a € Cy, (A) e C € Cy41 (X) tali che

z=a+ Op+1C.
Poiché
Ona = Opz € Cp—1 (B)

risulta a € Z,, (A, B). Inoltre, essendo 9,4+1C € By, (X, B), si ha Hy(i)[a] = [2].
(c) R (Hn(j)) €N (0n(X, A, B)).

Sia z € Z, (X, B). Poiché 0,z € C,—1 (B), si ha 0,z € B,—1 (A, B).
(d) N (0n(X, A, B)) € R (Hn(j))-

Sia z € Z, (X, A) e siano b € Cy,—1 (B) ed a € Cy, (A) tali che

Opnz =b+ 0ho.
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Poiché
On(z—a) =0,

risulta (z — «) € Z,, (X, B). Inoltre, essendo a € By, (X, A), si ha H,(j)[z — o] = [z].
(€) R(9n(X, A, B)) C N (Hp—1(2))-

Se z € Z, (X, A), si ha ovviamente 9,z € B,,_1 (X, B).
(f) N (Hp-1(i)) € R (9n(X, A, B)).

Sia z € Z,,—1 (A, B) e siano b € Cy,_1 (B) e C € C,, (X) tali che

z=b+0,C.
Poiché
o0hC=2z-beC,h_1(A),

risulta C' € Z, (X, A). Inoltre, essendo b € B,,_1 (A, B), si ha 0,(X, A, B)[C] = [z]. m

(4.5) Teorema Siano (X,A,B) e (X', A',B') due terne topologiche e f : X — X'
un’applicazione continua tale che f(A) C A" e f(B) C B'.

Allora per ognin € Z si ha
On(X', A, B') 0 Hy(f) = Ho_1(f) 0 9.(X, A, B).
Di conseguenza, denotate con

i:(A,B)— (X,B), j:(X,B)—(X,A),

i':(A,B)— (X',B), j:(X,B)— (X A4

le applicazioni di inclusione, nel diagramma

HoA,B) 29 m,x,B) Y g, x4 2EAE (4, B)
Hn(f)l Hn(f)l Hn(f)l anl(f>l
q.A, ) O g ox gy Y9 g x, any 2SS g B

tutti i rettangoli sono commutativi.

Dimostrazione. La prima affermazione € un’ovvia conseguenza del Teorema (2.8).
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Poiché i’ o f = foi e j o f = foj,lealtre commutativitd discendono dal Teorema

di funtorialita. m

Se (X, A) ¢ una coppia topologica, la sequenza esatta della coppia (X, A) &, per

definizione, la sequenza esatta della terna (X, A, (). La sequenza in questione & quindi

Hy (1) Hy,(j) On(X,A)
_— —_— —_—

s Hy(A) Ho(X) Ho(X, A) Hyo1(A) ——

incui O, (X, A) :=0,(X,A,0)edi: A— X, j:(X,0) — (X, A) sono le applicazioni di

inclusione.

(4.6) Definizione Uno spazio topologico X si dice connesso per archi, se per ogni

xo,x1 € X esiste un’applicazione continua 7 : [0,1] — X tale che v(0) = xzg e y(1) = 1.

(4.7) Teorema Sia (X,A) una coppia topologica con X non vuoto e connesso per

archi. Allora si ha
Ho (X, )2{0} se A# 0,
Hoy(X)

IIZ

Dimostrazione. Poiché 0y = 0 e Dy (X) = {0}, risulta

Zo(X)=Zo(X,A) =Co(X)=Qo(X) .

Supponiamo A # () e fissiamo 2y € A. Sia vy € 'y (A) definita da vo(0) = xg. Per
ogni v € T'g (X) esiste  : [0,1] — X continua tale che n(0) = z¢ ed n(1) = v(0). Ne

segue

01 (Xn) = Xy — Xq0 »

da cui

Xy = Xy T 01 (Xn) -
Poiché x, € Qo (A) e xy € Q1 (X), risulta x € By (X, A). Ne segue
Zy(X,A) =By (X,A),

da cui Ho(X, A) = {0}.

Supponiamo ora A = (). Fissato € X, consideriamo la seguente parte

01(X,{z}) Ho(z Ho(j)

Hi(X, {z}) Ho({x}) —— Ho(X) Ho(X, {x})
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della sequenza esatta della coppia (X, {x}).
Dal punto precedente sappiamo che Ho(X,{z}) = {0}. Ne segue che Hy(j) = 0,
per cui Hy(i) & suriettivo.

Sia ora 7 'unico elemento di I'g ({z}). Se z € Z; (X, {z}), si ha
oz = Axy
con A € A. Per il Teorema (2.12) ne segue
A=¢e(Axy) =€(012) =0,

per cui 01z = 0. Allora si ha 0;(X, {z}) = 0, ossia Hy(7) ¢ anche iniettivo.

Tenuto conto del Teorema di dimensione, risulta Ho(X) = Ho({z}) = A. n

(4.8) Teorema Sia X uno spazio topologico. Allora per ognin € Z si ha

Ho(X, X) = {0}

Dimostrazione. Nella sequenza esatta della coppia (X, X)

(Idx)

Hy(X) Hy Hn(j) (X,X)

Hn(X, X) On H,_1(Idx)

H,(X) H, 1(X) H, 1(X)

si ha che Hy(Idx) e 'identita per ogni k € Z. Ne segue H,(j) =0e 0,(X,X)=0. Ma
quest’ultimo fatto implica che H,(j) sia suriettiva, per cui H,(X,X) = {0}. =

5 Invarianza omotopica

(5.1) Definizione Siano X wuno spazio topologico e n € N. Per ogni v € I'), (X)
definiamo (y x Id) € I'p41 (X x [0,1]), ponendo

(v xId)(x1,... ,xpnt1) == (Y(@1,. ., Tp)y Tng1) sen >1,

(v x Id)(z1) := (7(0), z1) sen =0.

(5.2) Definizione Siano X uno spazio topologico e n € Z. Se X # 0 en > 0,

denotiamo con

Hy Qn (X) - Qn+1 (X X [07 1])
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l'unico A—omomorfismo tale che

Vyerly, (X) : Hy (XW/) - (_1)11 X(yxId) -

Se X =0 on < —1, denotiamo con Hy, : Qpn (X) — Qni1 (X x [0,1]) ’A—omomorfismo

nullo.

(5.3) Lemma Siano X uno spazio topologico e n € N. Siano ig,i; : X — X x [0,1] le

applicazioni continue definite da
io(z) = (2,0),  i1(z)=(x,1).

Allora per ogni vy € I'y, (X), per ogni j € N e per ogni a = 0,1 si ha

Qi (v x1Id) = (P (7)) xId sel <j<mn,
Pt (yx1Id) =iqo0n.

Dimostrazione. Se 1 < j <mn, si ha

(Pja (v xId)) (z1,... ,2n) = (Y21, .., Zj—1,0,Tj, ..., Ty—1),Tp) =

=((Pja () x1d) (x1,... ,2p).

D’altronde, se n > 1, risulta

(Prt10 (v x1d)) (z1,... ,20) = (V(21,... ,2p), ) =

=(iq o) (1,... ,2p).

Nel caso n = 0, il ragionamento ¢ simile. m

(5.4) Lemma Siano X uno spazio topologico e j,n € N. Siano ip,i1 : X — X x [0,1]
le applicazioni continue definite da
io(z) = (2,0),  i1(z)=(x,1).

Allora si ha

Ons10Hn = (=1)" (Cy (i1) — Cn (i0)) -
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Dimostrazione. Se 1 < j < n, per ogni v € T, (X) si ha

~

(5j o Hn) (xy) = (=1)" 95 (X(yx1a)) =

= (—1)" Xa,; 1 (vx10) — (=1)" Xa, o (yx1d) =

— n—1

= —(=1)"" X@aexia + (D" X (@000 10 =

=—Hp1 (X@jyl(y) - Xq>j,0(’Y)> - (H”—l ° 53) (xy) -

D’altronde, per ogni n > 0, risulta

<5n+1 o Hn) (Xy) = (=1)" nt1 (X(yx1a)) =
= ()" Xopi11(vx1d) = (=1)" X@, 41 0(yx1d) = (=1)" Xiyoy — (=1)" Xigoy =

= (=1)" Cn (i1) (xy) = (=1)" Cn (i) (x5) »

da cui la tesi. m

(5.5) Teorema Siano X uno spazio topologico e n € Z. Siano ip,i1 : X — X x [0,1]

le applicazioni continue definite da
io(x) = (x,0), i1(z) = (z,1).
Allora si ha
Ont+1 0 Hp + Hp—1 00, = C,, (i1) — Cy, (o)
come A—omomorfismi da Qyp, (X) in Qn (X x [0,1]).
Dimostrazione. Nel caso n = 0, si deduce dal lemma precedente che
1 o Hy = 01 0 Mo = Co (i1) — Co (in) ,

da cui la tesi, tenuto conto che H_; = 0.

Per n > 1, si deduce sempre dal lemma precedente che

g1 0 Hn = (=1)7710; 0 Hyy + (=1)" D1 0 Hy =

j=1
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Il caso n < —1 & banale. m

(5.6) Proposizione Sia X uno spazio topologico. Allora per ognin € Z si ha

Hn (D (X)) € Dy (X < [0,1]) .

Dimostrazione. B sufficiente trattare il caso n > 1. Se v € T',, (X)) ¢ degenere rispetto
alla j—esima variabile (1 < j < n), & evidente che anche (v x Id) & degenere rispetto alla

j—esima variabile. Ne segue

Hn (X+) = (=1)" X(yx1d) € Dnt1 (X x [0,1]),

da cui la tesi. m

Per la proposizione precedente,
Hn : Qn (X) = Qny1 (X x[0,1])
induce un A—omomorfismo
Cn (X) = Cnpa (X < [0,1])

che, per semplicita, denoteremo ancora con H,,.

(5.7) Teorema Siano X wuno spazio topologico e n € Z. Siano ip,i1 : X — X x [0,1]

le applicazioni continue definite da
io(z) = (z,0),  u(@)=(z1).
Allora si ha
On+1 0 Hp +Hp—100, = Cy, (i1) — Cy, (o)

come A—omomorfismi da Cp, (X) in Cpiq (X x [0,1]).
Inoltre per ogni A C X risulta

My (Cr (A)) C G (A % [0,1]) .
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Dimostrazione. La prima affermazione ¢ un’ovvia conseguenza del Teorema (5.5). La

seconda puo essere facilmente verificata, tenendo conto della definizione di H,,. m

(5.8) Teorema Sia (X, A) una coppia topologica e siano
io, 11 : (X, A) — (X x[0,1], A x [0,1])
le applicazioni continue definite da
io(z) = (z,0),  a(z)=(z1).
Allora per ognin € Z si ha
Hy(io) = Hp(i1)

come A—omomorfismi da Hp(X, A) in Hy(X x [0,1], A x [0,1]).

Dimostrazione. Se z € Z, (X, A), si deduce dal teorema precedente che
Cy (i1) (2) = Cy (i0) (2) + Hn—1 (Onz) + Ont1 (Hpz) .

Poiché 0,z € Cy,—1 (A), risulta H,,—1 (052) € Cp, (A x [0,1]). Ne segue
Hp—1(0n2) + Ony1 (Hpz) € By (X x [0,1], A x [0,1]) .

Si ha quindi H,(i1)[z] = Hy(ig)[z], da cui la tesi. m

(5.9) Definizione Siano (X, A), (Y, B) due coppie topologiche e fo, f1: (X, A)— (Y, B)
due applicazioni continue.
Diciamo che fo e fi sono omotope (in simboli fo ~ f1), se esiste un’applicazione

continua
F: (X x[0,1],4x%[0,1]) — (Y, B)
tale che
Vo € X 1 F(z,0) = fo(z) e F(z,1) = f1(x).

Una tale applicazione F si chiama omotopia fra fo e f1.
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Due applicazioni continue fo, f1 : X — Y si dicono omotope, se lo sono in quanto
applicazioni da (X,0) in (Y,0). In tal caso l’eventuale omotopia sard definita da X x[0, 1]

a valori in Y .
Possiamo ora dimostrare il risultato principale di questa sezione.

(5.10) Teorema (dell’invarianza omotopica) Siano (X, A), (Y, B) due coppie topo-
logiche e fo, f1: (X, A) — (Y, B) due applicazioni continue omotope.

Allora per ognin € Z si ha

Hy(fo) = Hn(f1)
come A—omomorfismi da Hy,(X,A) in H,(Y, B).

Dimostrazione. Siano ig,i; : (X, A) — (X x [0,1], A x [0,1]) le applicazioni continue

definite da
io(z) = (z,0), i1(x) = (z,1).

Si verifica facilmente che fo = F oig e fi = F o4;. Tenuto conto del Teorema di

funtorialita e del Teorema (5.8), si ha
Hn(fO) = Hn(F) o Hn(ZO) = Hn(F) o Hn(zl) = Hn(fl) )

da cui la tesi. m

(5.11) Definizione Siano (X, A) e (Y, B) due coppie topologiche. Diciamo che un’ap-

plicazione f : (X, A) — (Y, B) é un’equivalenza omotopica, se f é continua ed esiste

un’applicazione continua g : (Y, B) — (X, A) tale che go f ~1d(x 4y, fog~1dy,p)-
Diciamo che (X, A) e (Y, B) sono omotopicamente equivalenti, se esiste un’equiva-

lenza omotopica f: (X, A) — (Y, B).

(5.12) Teorema Siano (X, A) e (Y, B) due coppie topologiche e sia f : (X, A) — (Y, B)
un’equivalenza omotopica.

Allora per ognin € Z
H,(f): Hy(X,A) — H,(Y,B)

e un A—isomorfismo.
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Dimostrazione. Sia g : (Y, B) — (X, A) un’applicazione continua tale che go f ~ Idx ),
Jfog=~Idy,p). Per il Teorema di funtorialita ed il Teorema dell'invarianza omotopica,

si ha

Hn(g) ° Hn(f) - Hn(g o f) = Hn(Id(X,A)> - IdHn(X,A) ’

Hy,(f) o Hn(g) = Hu(f 0 g) = Ha(Id(y,)) = ldg, (v,B) -

Ne segue la tesi. m

(5.13) Teorema Siano (Y, B) una coppia topologica, X CY ed A C X N B. Supponi-

amo che esista un’applicazione continua
F: (Y x[0,1],B x [0,1]) — (Y, B)
tale che

VyeY: F(y,0) =y,

FY x{1})CX, F(Bx{l})CA,

F(Xx[0,1)) CX, F(Ax][0,1])CA.

Allora Uapplicazione di inclusione i : (X, A) — (Y, B) é un’equivalenza omotopica.
Dimostrazione. L’applicazione F(-,1) : (Y,B) — (X, A) ¢ continua. Inoltre F &
un’omotopia fra Idy,gy ed i o F'(+,1). Infine

Fixx(0,1),4x[0,1)) * (X x [0,1], A x [0,1]) — (X, A)

¢ un’omotopia fra Id x 4y e F'(-,1)ci. m

(5.14) Definizione Siano X uno spazio topologico, A C X edi: A — X lapplicazione
di inclusione. Diciamo che un’applicazione r : X — A é una retrazione, se r € continua
eroi=1dy.

Diciamo che A é retratto di X, se esiste una retrazione r : X — A.
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(5.15) Definizione Siano X uno spazio topologico, A C X edi: A — X lapplicazione
di inclusione. Diciamo che un’applicazione v : X — A é una retrazione debole, se r é
continua eroi ~Idyg.

Diciamo che A é retratto debole di X, se esiste una retrazione debole r : X — A.

Evidentemente ogni retrazione € una retrazione debole ed ogni retratto € un retratto

debole.

(5.16) Definizione Siano X uno spazio topologico e B C X. Una deformazione di B

in X ¢ un’applicazione continua F : B x [0,1] — X tale che

Ve e B: F(z,0) =x.

(5.17) Definizione Siano X wuno spazio topologico ed A, B due sottoinsiemi di X.

Diciamo che B ¢é deformabile in X dentro A, se esiste una deformazione
F:Bx[0,1] - X
di B in X tale che F(B x {1}) C A.
Diciamo che X ¢é deformabile dentro A, se X é deformabile in X dentro A.

Si verifica facilmente che X ¢ deformabile dentro A se e solo se esiste un’applicazione

continua d : X — A tale che 1od ~ Idx, dove i : A — X & ’applicazione di inclusione.

(5.18) Definizione Siano X uno spazio topologico e B C X. Diciamo che B é con-
trattile in X, se B ¢é deformabile in X dentro un singoletto.

Diciamo che X é contrattile, se X é contrattile in sé.

5.19) Teorema Siano X uno spazio topologico, A C X edi: A — X Uapplicazione
( P pologico, pp
di inclusione. Supponiamo che A sia retratto debole di X.

Allora per ogni n € Z si ha che ’A—omomorfismo
H,(i): Hy(A) — Hp(X)
é iniettivo.

Dimostrazione. Sia r : X — A una retrazione debole. Per i Teoremi di funtorialita e di

invarianza omotopica, si ha

Hy(r) o Ho(i) = Hy(r i) = Hy(1da) = Idg, (a) -
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Ne segue che H, (i) deve essere iniettivo. m

(5.20) Teorema Siano X uno spazio topologico, A, B due sottoinsiemi di X ed
i:A— X, j: B — X le applicazioni di inclusione. Supponiamo che B sia deformabile

m X dentro A.

Allora per ognin € Z si ha

Hn(j) (Hn(B)) € Hy (i) (Hn(A)) -

Dimostrazione. Sia F' : B x [0,1] — X una deformazione di B in X dentro A e sia
f: B — A lapplicazione continua definita da f(z) = F(z,1).
Evidentemente si ha j ~ (i o f). Per i Teoremi di funtorialita e di invarianza

omotopica, ne segue

da cui la tesi. m

(5.21) Corollario Siano X uno spazio topologico, A C X edi: A — X Uapplicazione
di inclusione. Supponiamo che X sia deformabile dentro A.

Allora per ogni n € Z si ha che ’A—omomorfismo
H,(i): Hy(A) — Hp(X)

e suriettivo.

Dimostrazione. Si tratta di un’ovvia conseguenza del teorema precedente. m

(5.22) Corollario Siano X uno spazio topologico, B C X edi: B — X Uapplicazione
di inclusione. Supponiamo che B sia contrattile in X.

Allora per ogni n # 0 si ha che I’A—omomorfismo
H,(i): Hy(B) — H,(X)

e nullo.
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Dimostrazione. Supponiamo che B sia deformabile in X dentro {z}, con x € X. Per il

Teorema (5.20) ed il Teorema di dimensione, per ogni n # 0 si ha
Hn(i) (Hn(B)) € {0},

da cul la tesi. m

(5.23) Corollario Sia X uno spazio topologico contrattile in sé. Allora si ha

Hn(X) ={0} seneZ\{0},
Ho(X) = A;

Vo € X, Vn € Z: Ho(X, {zo}) = {0}

Dimostrazione. Dato zp € X, siano xz € X e F': X x [0,1] — X una deformazione di X

dentro {x}. Si verifica facilmente che I'applicazione G : X X [0,1] — X definita da

e, F(x,2t) se 0
z,t) =
F(x0,2—2t) se 3

IN

t

IN

1
2
<t<l1

IN

¢ una deformazione di X dentro {z¢}. Sia ¢ : {zo} — X l’applicazione di inclusione.
Allora G(-,1) : X — {zo} & un’applicazione continua tale che G(-,1) oi = Id,.
D’altronde G & un’omotopia fra Idx ed i o G(-,1). Ne segue che i : {zo} — X &

un’equivalenza omotopica, per cui
Hn(i) - Hn({zo}) — Hn(X)

e un A—isomorfismo per ogni n € Z. Dal Teorema di dimensione segue che

H,(X)={0} seneZ\{0},
Ho(X) = A,

I

mentre dalla sequenza esatta della coppia (X, {xo})

Hy({mo}) 229 o (X) —— Ho (X, {w0}) —— Hooy({zo}) =% a1, 1(X)

si deduce che H, (X, {xo}) = {0} per ognin € Z. m



34 CAPITOLO 1. OMOLOGIA SINGOLARE

6 Suddivisioni

(6.1) Definizione Siano X uno spazio topologico e hy,n € N con 1 < h < n. Per ogni
v €'y (X) definiamo op,1(7),0n2(7),0n3(7) € T'n (X) e £p(y) € T'nia (X), ponendo

1
(on1(7)) (X1, .. s 20) =7 <x1,... ,$h_1,§$h,mh+1,...,$n) ,

1 1
(on2()) (x1,... ,xpn) =7 (:L‘l,... s Th—1, gxh + §7$h+1’...,xn) ,

1
(on3(7) (@1, ,2n) =7 <1’1,.-- ,Tp—1,1 — §$h7xh+17-'-7$n> ;

2 1
(kn(7) (@1, pgr) ==y |21, 2po1, (1 — 3%h+1 ) ThF STh41L, The, oo 5 Tkl | -

(6.2) Definizione Siano X uno spazio topologico,n € Z eh >1. Se X #( e h <n,

denotiamo con

ShQn(X)_’Qn(X) )

ky : Qn (X) — Qnt1 (X)

gli A—omomorfismi tali che

VY €Tn (X)) sh (X7) = Xoy1(v) + Xona(y) — Xons(y) »

Vy € T (X) & kn (Xy) = X () -

Negli altri casi, denotiamo con sp : Qn (X) — Qn(X) Uapplicazione identica e con

kp : Qn (X) — Quni1 (X) Uapplicazione nulla.

(6.3) Definizione Siano X uno spazio topologico e h,n € Z. Definiamo due A—omo-

morfismi

Sh:Qn(X)*)Qn(X)7

Kn: Qn (X) — Qni1 (X) )
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ponendo

Vh<0:S,=1d,

Vh>1:5,=5,_10sp;

Vh<0: K,=0,

Vh>1:Kp=(—D)"kp+Kp_10sp.

35

(6.4) Teorema Siano X uno spazio topologico e n > 1. Allora per ogni v € T'y, (X)

esistono A1, ... ,A3n = £1 e delle applicazioni ny, ... ,n3n : [0,1)]" — [0,1]™ lipschitziane

di costante 1/3 tali che

3”
Sn (X’Y) = Z )\jX(fyonj) .
j=1

Dimostrazione. Ragionando per induzione su h, si dimostra facilmente che per 1 < h <n

vale un’espansione della forma

3h
Sh(Xy) = Z AhgX (o)
j=1

in cui Ay ; = £1, np, 5 : [0,1]" — [0,1]™ & del tipo

nh,j(xla' .. 73771) = (1/11(331)7- .. 7¢h<xh)7xh+l7--~

ed ogni v; ha una delle tre forme seguenti

Yi(s) =< (s+1)/3

Ne segue la tesi. m

) Tn)

(6.5) Lemma Siano X wuno spazio topologico, h,j,n € N, a =0,1 e §=1,2,3.
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Allora per ogni v € 'y, (X) si ha

sel <j<h<n,

sel < h<n,

sel<h<j<n;

Dja(ons(7) = on-1,5(Pja (7))
Ppo(0n1(7) =Pro(v) 5, Pri(on1(7)) = Pro (on2(7))
P, (0n,2(7) = Pn1 (0n3(7) , Pro(on,3(7) = Ppa (7)
Pja(ons(7) = onp (Pja (7))
Pja (kn(7)) = Fn-1 ((I’j,a (7)) sel <j<h<n,
Ppo (kr(7)) =01 (V) Pra(kn(7)) = ons(7),

Dimostrazione. Se 1 < j < h < n, risulta
() (on1(1) (1, T01) =

1
= ’Y(xla sy Lj—1,Q, Tjy .o 3 Th—2, gwhfluxhv s

= (on-11(®ja (7)) (@1, s Tp1).
Seinvece 1 < h < j <mn,siha

(@ja (on1(M)) (1,0 @p1) =

= Y1y s Tho1s STy Thls -+ s Tje1, O, Ty . . .

3
= (on1 (Pja (V) (@15 -+ Tn-1) -
Se infine 1 < h < n, risulta ad esempio
((I)}Ll (Gh71(7))) (3317 cee 7$n71) =

1

= 7(1.17 <oy Th—1, §7xh7 v 71.71—1) =

= (Pro (on2(7)) (15 s, Tp—1).

Gli altri casi possono essere trattati in maniera simile.

)
)
Ppi10(kr(1) =7, Pri11(kn(y) =0on2(y)  sel<h<n,
) (P10 (7)) seh>1,7<n+1leh+1<j.

7xn—1) =

axnfl) —
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Se 1< j < h <n, risulta

(@0 (Fn (7)) (@15 -, 20) =

3

2 1
= (Il, ey Tj1, 0, T, ., T2, (1 — §$h> Th—1+ =Th, Thol,---

= (k-1 (®ja (7)) (@1, -, 2n) .-

Seinvece h>1,j<n+1leh+1<j,siha

(®j0 (Fn (7)) (@15 -, 20) =

2 1
=7 <331,... s Th_1, <1 — STh41l | Th + STh41, Tha2y e - 5 Tj—1, 0, T, .

3 3

= (kn (Pj—10 (7)) (1, ..., 20) .
Se infine 1 < h < n, risulta

(@n,0 (kn()) (@15 -+ s 20) =

=7 <.%'1,... 7$h717§xh71’h+17--- ,l'n) =

= (Uh,l(ﬁy)) (xlv cee 7$n) s
((I)h-i-l,o (Hh(’Y))) (:Ela cee ,ZL‘n) =

:'7(1‘17--' y Lh—15Ths Th+1, - - - ,xn) .

Il caso o = 1 puo essere trattato in modo simile. m

(6.6) Lemma Siano X uno spazio topologico e h,j > 1. Allora si ha
djosn=sn100; sej<h-1,
gh O 8p = 5}17

gjosh:shoé\j sej>h+1;

37



38 CAPITOLO 1. OMOLOGIA SINGOLARE

9; 0 kn = kn—100; sej<h—1,
(D1 — On) 0k = s, — 1d,
é}okh:l{:hoé\j,l sej>h+2.

Dimostrazione. Siano X # 0, n>1e~y €T, (X). Se j < h < n, si deduce dal lemma

precedente che

(35 051) 062) = 85 (Xons 0 + Xonat) = Xona)) =
= Xej 1 (001 () T Xejo(ona () T X1 (0n2(0) T Xejo(on2tn) T
X, (ons) T X0 0(0n5(1) = Xon-11(@5,1(1) T Xon11(@0(0) T
FXon-12(51(1) ™ Xon-12(850(1) = Xon-15(®51(1) T Xon_15(@50(1) =

= Sh—1 (qu,l(y) - chj,o(y)) = (Sh—1 © 3]') (Xw) .
In modo simile si deduce che

h<j<n = djosy=s,00;,

hgnﬁghoshzgh.

Se 7 < h < n, si deduce sempre dal lemma precedente che

-~

(83' ° kh) (Xy) = 9; (X“h(’Y)) =
= X®;1(kn(v) — X500k (1) = Xep—1(®51(7) — Xen—1(®50(v) =

= kn-1 (chj,l(y) - X«bj,o(y)) = (kh—l ° @) (Xy) -
In modo simile si prova che
h+l<j<n+1=— @okh:kho@_l.
Infine, se 1 < h < n, risulta

((5h+1 — )0 k‘h) (xy) = (Onr1 — On) (X)) =
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= X@pp11 (k0 (1) T X@ppr,0(kn (1) ~ X@p1(kn (7)) T Xy ok (7)) =

= Xona(n) = Xv ~ Xons(r) T Xoni(v) = Sh (X9) = X~ -

Gli altri casi sono banali. m

(6.7) Teorema Sia X uno spazio topologico. Allora per ognin € Z gli A—omomorfismi

Sp:Qn(X) = Qn(X) e Kyt Qn(X) — Qny1 (X) soddisfano le relazioni

OpoSp=Sp-100,,

an+1O’Cn+/Cn7108n:Sn*Id.

Dimostrazione. Basta provare che per ogni h > 1 gli A—omomorfismi Sp: @y, (X) — @y, (X)
e Kp: Qn(X) — Qnt1 (X) soddisfano le relazioni

h [es)

R DO EIET) O (D SN TETA S
j=1 j=h+1
h o 0o o
an+1 © ICh = Sh —1Id - ’Ch—l o Z (—1)j_18j _ ]Ch o Z (_1)j—laj
J=1 j=h+1

Consideriamo la formula riguardante Sj, e ragioniamo per induzione su h. Per h =1 si

deduce dal lemma precedente che

OpoSy=08,0s = (—1)7719; | o5 =
j=1
2510514— Z(—l)jflgj 081 :51+510 (—1)j’15j =
=2 =2
=Syo0 51 + 570 Z (—1)].715]-
=2

Consideriamo ora h > 2 e supponiamo che ’affermazione sia vera per h—1. Combinando

I'ipotesi induttiva col lemma precedente, si deduce che

OpoSp=0p08,_108, =
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h-1
= Sh—g 0 (Z (Ujléj) o sp + Sho10 (=1)" 0y 0 s +

j=1
+ Sh—l o Z (_1)j_15] oSy =
Jj=h+1
h—1 R ~
= Sh—2 0 8h-1© Z (=1)7710; | 4+ Sp1 0 (=1)"10), +
j=1
+ Sp—108p0 Z (—1)7719; | =
j=h+1
= Sh-10 (=715 | + Spo | D (-1,
J=1 j=h+1

Consideriamo ora la formula riguardante K e ragioniamo di nuovo per induzione

su h. Per h =1 si deduce dal lemma precedente che

o0

Ony1 0K = — n+10k1:—510k1+520k1— Z(—l)jflgj ok =
=3

~

= 851 — Id — ]{31 O ( (1)]'15]'1) = Sl —Id — ’Co ©) 51 - ICl O (Z (1)j28j1) =
J

i=3 7j=3

=2

=5 —Id—KQOé\l —Kio0 (Z (1)j15j) .

Consideriamo ora h > 2 e supponiamo che la tesi sia vera per h — 1. Tenuto sempre

conto del lemma precedente, si ha

h—1
(—1)h6n+1 ok = —(—1)h_1 Z (—1)j_16j okp —Opokp+ Opt10kp+
=1

o0

D XD (1 | ok =

j=h+2

h—1 0o

=sp—Id— (=1)" oo [ (=170 | + (D) ko | YD (1719 | =
j=1 j=h+2
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h—1 00
= Sh—Id ( h lk‘h 10 (Z J 1@) - (—1)hk3ho ( Z (1)]1@) .

J=1 j=h+1

D’altronde, combinando il lemma precedente con I'ipotesi induttiva, si deduce che

Ont10Kp_108, =

h—1 00
= Shflosh_sh _]Ch72o (Z (1)315]) Osh_lchflo (Z (1)]157) oSy =
j=h

j=1

h—1
=5, —sp, —Kp_o08p_10 (Z (1)j15j) +

— (1" Ky 0, — Kn_q 0 sp0 ( 2: (1V%%)

j=h+1

Ne segue

Ont10Kp = (=1)"9p41 0 kip + Opg1 0 Ky 0 s, =

1 00
<1>J’15j) — (=) o ( > <1>ﬂ‘15j) +
1 j=h+1

h—1
+Sh —sp —Kp20s8p-10 (Z (Ujléj) +
j=1

h

=5, —Id — (=1)" k), 0 (

J

—(—1)h_1ICh_1 o 5h —Kp_108p0 Z (—1)j_15j =
j=h+1

h—1
= Sh — Id — <(—1)h_1kh,1 + ,Ch72 O Sh,l) [0 ( (1)j1§7) +

<.
Il
-

— (=) 1K,y 0 O — ((—1)h/€h +Kp-10 5h> ° ( Z (1)j15j) =

j=h+1
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=S —Id—Kpro [ D (-17719; | =Ko | D (-1719; |,

h [es)
=1 j=h+1

J

da cul la tesi. m

(6.8) Definizione Sia X uno spazio topologico. Per ognii > 1 en € Z definiamo un

A—omomorfismo
Kin: Qn(X) — Qni1 (X)
ponendo

,Cl,n = ’Cn )

Vi >2: ICM = (Sn_H)i_l oK, + Ki—l,n .

L’affermazione (b) del prossimo teorema costituisce uno dei risultati principali di

questa sezione.

(6.9) Teorema Sia X uno spazio topologico. Valgono allora i sequenti fatti:
(a) per ognii>1en €Z si ha
Ons10Kin +Kin100, =(S,)" —1d
come A—omomorfismi da Q, (X) in sé;

(b) per ognii,n>1 e per ogniy € I'y, (X) si ha

3in
(Sn)' (xy) = Z A]'X(WWI]’)
j=1

con \j = £1 ed n; : [0,1]" — [0,1]"™ lipschitziana di costante 37°.

Dimostrazione.

(a) Anzitutto si deduce facilmente dal teorema precedente che

On o (Sp) = (Sp_1) 0 0,.
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Ragioniamo ora per induzione su ¢. Il caso ¢ = 1 & contenuto nel teorema precedente.
Consideriamo ¢ > 2 e supponiamo che l'affermazione sia vera per ¢ — 1. Combinando

I'ipotesi induttiva col teorema precedente, si deduce che

(Sp) —Id = (S,) Lo (S, —1d) + (S,)" ! —1d =

= (Sn)iil O 0Onp+1 © ICn + (Sn)iil o ’Cn—l o 871 + an—i—l o ’Ci—l,n + ]Ci—l,n—l 00, =

= 0On410° (Sn+1)i_l oK, + (Sn)i_l oKp—100,+ an—H o ’Ci—l,n + Ki—l,n—l 00, =

= Op+10© IC'i,n + ’Ci,nfl 0.

(b) E una semplice conseguenza del Teorema (6.4). m

(6.10) Proposizione Sia X uno spazio topologico. Allora per ognii > 1 en € Z
gli A—omomorfismi Sy, : Qn (X) = Qn(X) € Kipn 1 Qn(X) — Qnt1 (X) soddisfano le

proprieta

Sn (Dn (X)) € Dn (X)),

Kin (Dp (X)) € Dpt1 (X) .

s =

Dimostrazione. Sen > 1, v €'y, (X) & degenere e 1 < h < n, si verifica facilmente che

on3(7) (B=1,2,3) e k() sono tutti degeneri. Ne segue

51 (D, (X)) € Dy (X)

kp, (Dn (X)) C Dnt1 (X) )

da cui la tesi. m

Per la proposizione precedente,

Ki,n : Qn (X) - Qn—l—l (X)
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inducono degli A—omomorfismi

Cn (X) = Ch (X)),

Cn (X) — Un41 (X)

che, per semplicita, denoteremo ancora con S,, e KC; .

Possiamo ora dimostrare il secondo risultato principale di questa sezione.
(6.11) Teorema Sia X uno spazio topologico. Valgono allora i sequenti fatti:
(a) per ognii>1 en €Z si ha

Ont10Kim +Kipn—100, = (Sn)l —1Id
come A—omomorfismi da Cp, (X) in sé;
(b) per ognii>1,n € Z e per ogni A C X si ha
Kin (Cn (A)) C Cpya (4)

Dimostrazione. La prima affermazione ¢ un’ovvia conseguenza del Teorema (6.9). La

seconda puo essere facilmente verificata, tenendo conto della definizione di KC; ,,. m

7 Proprieta di excisione

(7.1) Definizione La scrittura (X; X1, Xs) significa che X ¢é uno spazio topologico,
X1 C X e Xo C X. Diciamo che (X; X1, X2) é una triade topologica.

(7.2) Definizione Una triade topologica (X; X1, X2) si dice A—excisiva (o, anche, la
coppia { X1, Xo} si dice A—excisiva), se per ognin € Z e per ogni c € Cy, (X1 U X3) con

Onc € Cpo1 (X1) + Cp1 (X2)
esiste C € Cp41 (X1 U Xo) tale che

Cc— 8n+10 e Cy (Xl) + C, (XQ) .

(7.3) Teorema Sia (X; X1, X2) una triade topologica. Allora valgono i sequenti fatti:
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(a) la triade (X; X1, X2) € A—excisiva se e solo se la triade (X; X2, X1) & A—excisiva;

(b) la triade (X; X1, X2) € A—excisiva se e solo se la triade (X1 UXo; X1, Xo) € A—exci-

swa;

(c) se X1 C Xo oppure Xo C X7, si ha che la triade (X; X1, X2) € A—excisiva.

Dimostrazione. Ovvio. m

(7.4) Lemma Sia (X; X1, X2) una triade topologica tale che
X1UXy = (intXlqu (Xl)) @] (intXluXQ (XQ)) .
Allora per ognin > 1 e per ogni v € Iy, (X1 U X3) esiste ig > 1 tale che

Vi > g (Sn)" (xy) € Qn (X1) + Qn (X2) .

Dimostrazione. Per h = 1,2 poniamo
Un = 7_1 (intx,ux, (X)) -

Evidentemente Uy ed Us sono due aperti in [0, 1] che ricoprono [0, 1]™ stesso. Sia p > 0

tale che
Vo € [0,1]"\ U, ¥y € [0,1]"\ Uz : |z —y| = p.

Allora per ogni E C [0,1]" con diam (F) < p si ha E C Uy oppure E C Us.
Sia ora ip > 1 tale che 37%/n < p e sia i > ig. Per il Teorema (6.9) si ha

37ln
(Sn)" (xv) = Z AjX (o)
j=1

con \j = %1 ed n; : [0,1]" — [0, 1] lipschitziana di costante 37%. Ne segue

diam (1;([0,1]")) <37'/n < 37°vn < p,

per cui, per ogni j = 1,...,3", si ha n;([0,1]") C U; oppure 1;([0,1]") C U,. Allora,
per ogni j =1,...,3™ risulta (yon;)([0,1]") C X; oppure (yon;)([0,1]") C X2, da cui

la tesi. m

Forniamo ora il principale criterio per I’A—excisivita di una triade topologica.
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(7.5) Teorema Sia (X; X1, X2) una triade topologica tale che
X1 UXy = (intXlUx2 (Xl)) @] (intXlUxQ (Xg)) .

Allora la triade (X; X1, X2) € A—excisiva.

Dimostrazione. Sia n € Z e sia ¢ € Cp (X7 U X2) che soddisfi d,¢ = by + b2 con
by € Cp—1(X71) e bg € Cp—1(X2). L’unico caso non banale si presenta se n > 1. Sia
quindi ¢ € @, (X1UX>) tale che [¢] = c esiano A1, ... ;A\ €A, y1,... , ym €T (X1UX2)
tali che

m
q= Z AjXr; -
j=1

Per il lemma precedente, esiste ¢ > 1 tale che
(Sn)" (X;) € Qn (X1) + Qn (X2)
per ogni j = 1,... ,m. Ne segue (S,)'q € Q, (X1) + Qn (X2), quindi
(Sn)'c € Cn (X1) + Cp (X2)
Peraltro, dal Teorema (6.11) si deduce che
Ont1 (Kinc) + Kipn—1(0nc) = (Sp)'c—c,

per cui

¢ = Ong1 (—Kinc) = (Sn)'c — Kin—1b1 — Kin-1b2.

Tenuto conto che IC; ¢ € Cpi1 (X1 U Xa), Kipn—1b1 € Cy, (X1) € Kijpn—1b2 € Cy, (X2), ne

segue la tesi. m

(7.6) Lemma Siano X wuno spazio topologico, A1 C X7 C X ed Ay C Xy C X.
Supponiamo che le triadi (X; X1, X2) e (X; A1, Aa) siano entrambe A—excisive.

Valgono allora i sequenti fatti:
(a) per ogni z € Z, (X1 U Xo, A1 U Ag) esistono c; € Cp (X1) e ca € Cp (X2) tali che

On(c1 +c2) € Cp1 (A1) + Cpo1 (A2)

Z*(Cl‘FCQ) EBn(XlUXQ,AlUAQ);
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(b) secy,c) € Cp(X1) € ca,dy € Cp (Xa) sono tali che

On(c1+c2) € Cp1 (A1) + Cpo1 (A2)

an(cll + 6/2) € Cp1 (A1) +Cp1 (A2)

(01 + 02) — (Cll + 0/2) € B, (Xl UXs, A1 U Ag) ,

st ha che esistono oy € Cy, (A1), ag € Cy (A2), C1 € Cpy1 (X1) € Cy € Cry1 (X2)
tali che

(c1 +c2) = () + ) = (a1 4+ az) + 911 (C1 + Ca) .
Dimostrazione.
(a) Se z € Z,, (X1 U X9, A1 U Ay), si ha 9,z € Cp—1 (A1 U Ag) con 0,—1(0,2) = 0. Per

I’A—excisivita della triade (X; Ay, As), possiamo trovare a; € Cp,—1 (A1), ag € Cp—1 (A2)
ed a € C), (A1 U Ay) tali che

Onz = a1 +as + Onha.
Ne segue che (z —a) € Cp, (X1 U X2) con
8n(2’ — a) =a1+ay e Cph_q (Al) + Ch-1 (AQ) .

Per I’A—excisivita della triade (X; X1, X2), possiamo trovare ¢; € C,, (X1), ca € Cp, (X2)
e C € Cpt1 (X1 U Xy) tali che

z—a=-c1+co+ Opt1C.
Risulta quindi

Z—(61+62)=a+an+1C€Bn(X1UX2,A1UA2) ,

8n(61 + 62) = 8n(z — a) =ai1+ay e Cph_q (Al) + Ch—1 (AQ) .
(b) Siano a € Cy, (A1 U Ag) e C € Cpy1 (X1 U X2) tali che

C1—|—02=C/1—|—c/2—|—a+8n+10,
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Risulta
Opa = an(Cl + CQ) — 3n(6,1 + CIQ) e Ch_1 (Al) + Ch—1 (Ag) .

Per I’A—excisivita della triade (X; A1, A2), possiamo trovare a; € Cp, (A1), ag € Cy, (A2)
ed a € Cpy1 (A1 U Ay) tali che

a=a;+a+ Opti0x.
Ne segue
8n+1(0 + Oé) = (Cl — Cll — 041) + (62 - CIQ - Ozg) € Ch_1 (Xl) + Ch_1 (Xg) .

Per I’A—excisivita della triade (X; X1, X2), esistono Cy € Cp11(X1), Cy € Cry1 (X2) €
D € Cpy9 (X1 U X2) tali che

C+a=C1+Cy+ OptaD.
Risulta quindi
(c1+c2) — () + ) = (a1 + a2) + 0pi1(C + ) = (a1 + a2) + Op11(Cr + Ca)

da cul la tesi. m

(7.7) Proposizione Siano X uno spazio topologico, Ay € X1 C X ed Az C Xy C X.
Supponiamo che le triadi (X; X1, X2) e (X; A1, Ag) siano entrambe A— excisive.

Valgono allora i sequenti fatti:

(a) per ogni x € Hp(X; U X9, A1 U Ay) esistono ¢ € Cp(X1), c2 € Cp(X2),
a] € Cn—l (Al) ed ag € Cn—l (AQ) tali che

On(c1 + c2) = a1 + az, [c1 + co] = ;5
wnoltre risulta

Opcl — a1 € Zp_1 (X1 NXs, A1 N Ag) ;

(b) se ci1,c) € Cy (X1), ca,chy € Cn (X2), ar,a} € Cr_1 (A1) ed ag,dy € Cp—q (A2) sono
tali che

On(c1+c2) =a1 +ag, 3n(0/1 + 0/2) = 0/1 + 0,2 )
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(Cl + 02) — (0/1 + 012) € B, (X1 UXs, A1 U AQ) ,
st ha che

(6ncl — al) — (8n6/1 — a'l) € B,—1 (Xl N Xg,Al N AQ) ;

(¢) Uapplicazione

Hp(X1U X, A1 U Ag) — Hpo1(X1 N Xa, A N Ag)

r — [ancl — al]

e ben definita ed ¢ un A—omomorfismo.

Dimostrazione.

(a) Se x € Hp (X7 U Xy, Aj U Ay), si deduce dal lemma precedente che si possono trovare
1 € Cp(X1), o € Cp(X2), a1 € Cr—1 (A1) ed ag € C—1 (A2) con i requisiti richiesti.
Poiché

Opc1 — a1 = —0Ohc2 + a2,
si ha (Opc1 — aq) € Cp—1 (X1 N X3). Inoltre risulta
On—1(0nc1 —a1) = —0p—1a1 = Op—1a2 € Cp_9 (A1 N A3) ,

per cui (8n61 — al) € Zn1 (Xl NXs, A1 N AQ)
(b) Per il lemma precedente, esistono a1 € Cy, (A1), ag € Cp, (Az), C1 € Cpi1 (Xy) €
Cy € Cn+1 (XQ) tali che

(c1 4+ c2) — () + ) = (a1 + ag) + 9pt1(Cr + Ca) .
Posto
d=c1—c} — a1 — 0,101 = —co + ¢y + ag + 9, 11Ca,
risulta quindi d € C), (X1 N X3). Posto poi
§ =aj; —a) — Opha1 = —as + ab + Opao,
risulta 0 € Cp,—1 (A1 N Ag). Ne segue

(8nc1 — al) — (8nC/1 — a'l) =0+0p,d € B,_1 (X1 NXy, A1 N Ag) .
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(c) L’applicazione in questione & ben definita per i punti precedenti. Si verifica facilmente

che si tratta di un A—omomorfismo. m

Denotiamo con
Op Hn(Xl UXsy, A1 U Ag) — n—l(Xl NXy, A1 N Ag)

I’A—omomorfismo introdotto nella proposizione precedente.

(7.8) Teorema (Sequenza esatta di Mayer-Vietoris) Siano X uno spazio topo-
logico, Ay € X7 € X ed Ay C X9 C X. Supponiamo che le triadi (X;X1,X2) e

(X; A1, Ag) siano entrambe A—excisive e denotiamo con

11 : (Xl ﬂXQ,Al N AQ) — (Xl,Al), 19 : (Xl ﬂXg,Al N AQ) — (XQ,AQ),

g1 (Xl,Al) — (Xl UXy, A1 U Ag) ,  J1: (XQ,AQ) — (X1 UXy, A1 U Ag)
le applicazioni di inclusione. Definiamo infine gli A—omomorfismi

I - Hn(Xl NXs, A1 N Ag) — Hn(Xl,Al) D Hn(XQ,AQ),

In Hn(Xl,Al) b Hn(XQ, AQ) — Hn(Xl U Xo, AU AQ)

ponendo inx = (Hp(i1)x, —Hy(i2)x), Jjn(z1,22) = Hp(j1)x1 + Hp(j2) 2.

Allora la sequenza
——— Hu(X1 N Xa, AN Ag) —" Hy(X1, A1) © Hp(Xa, As) L

j‘n> Hn(XlLJXQ,AlUAQ) L nfl(leXQ,AlmAQ) E—

¢ esatta.

Dimostrazione. (a) R (in) €N (n)-
Sia x € Hy, (X1 N Xg, A1 N Ay). Poiché jj 041 = jg o ig, si deduce dal Teorema di

funtorialita che

In (in) = Jn (Hp (1), —Hy (iz)2) =

= Hn(jr) (Hn(ir)z) — Hy(j2) (Hn(i2)z) = (Hn(j1 0 i1)) © — (Hn(j2 0 i2)) 2 = 0.
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(0) N (jn) € R (in).
Siano z; € Z, (X1, A1) e 29 € Z,, (X2, A2) tali che

21+ 20 =0C, (]1) 21+ Ch (]2) 29 € By, (X1 UXo, A1 U AQ) .

Per il Lemma (7.6) possiamo trovare a; € Cy, (A1), ag € Cp, (A2), C1 € Cpi1(X1) €
Cy € Cpy1 (X2) tali che

21+ 22 = (1 + a2) + Opy1(C1 + C2).
Allora si ha

21 — o1 — 8n+101 = —29 + o + 8n+102 e C, (Xl N XQ) ,

8n(zl — oq) = —8n(z:2 — Oég) eC, (A1 N Az) ,
per cui (21 — a1 — Op41C1) € Zy, (X1 N Xo, A1 N Ag). Inoltre risulta

(Cy (1) (21 — a1 — Op41C1), —CY, (i2) (21 — a1 — Op11Ch)) =

= (21 — a1 — 0p41C1, 22 — ag — Op41C2) .
Poiché ay + 0,4+1C1 € By, (X1, A1), ag + 0p+1C2 € By, (X2, Ag), si conclude che
in[z1 — a1 — On1Ch] = ([21], [22]) -

(¢) R (jn) SN ().
Siano z; € Z, (X1, A41) e 22 € Z,, (X2, Az). Per definizione di 0,, si ha

n(Gn([21]; [22]) = On([21 + 22]) = [Onz1 — Onz1] = 0.

(d) N(9) € R (jn)-
Sia x € Hp(X; U Xy, A1 U Ay) tale che d,z = 0. Per il Lemma (7.6), esistono
c1 € Cp(X1), 2 € Cp(X2), a1 € Cp (Az) ed ag € C), (A2) tali che 9, (c1 +¢c2) = (a1 +a2)

e [c1 + ¢2] = x. Inoltre si ha
Opcl — a1 = —0pCo2 + a9 = o+ OpC

con a € Cpmq1 (A1 NAg) e c € Cp (X7 N Xg). Risulta quindi (¢; — ¢) € Z, (X1,41) e
(ca +¢) € Z,, (X2, A2). Evidentemente si ha

n(ler —c)y[ea+¢]) =lc1+ o) =x.
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() R(B) €N (1),
Sia x € Hp(X1 U Xy, A1 U Ag) e siano nuovamente c¢; € Cp, (X1), c2 € Cp, (X2),
a; € Cy, (A1) ed ag € C,, (A2) tali che 0,,(c1 + c2) = (a1 + a2) e [c1 + c2] = z. Risulta

On = [Onc1 — a1] = [~0nc2 + ag] .
Ne segue
in-1(0n) = ([—a1 4 Onci, [—az + Onca]) = 0.

(f) N (in-1) € R ().
Sia z € Z,_1 (X1 N Xo, A1 N Ay) tale che i,_1[2] = 0 e siano a1 € Cp—1 (A1),
c1 € Cp (X1), a2 € Cp—1(A2) e cg € C, (X2) tali che

z = —ay1 + Opey, —2z = —ag + Opca.

Allora 0, (c1 + c2) = a1 + ag, per cui dy[c1 + 2] = [Opc1 —a1] = [z]. m

(7.9) Teorema Siano X e X' due spazi topologici, siano A1} C X7 C X, A2 C Xy C X,
AL C X C X', AL C X, C X esiaf: X — X' unapplicazione continua tale che
f(X1) € X1, f(X2) € X), f(A1) C A} e f(A2) C AL. Supponiamo che le triadi
(X; X1, X2), (X; A1, Ag), (X5 X1, X)) e (X5 AL, Al) siano tutte A—excisive.

Consideriamo le due sequenze esatte di Mayer-Vietoris
——— Ho(X1 N Xg, A N Ag) —s H, (X1, A1) @ Hy(Xo, Ag) —2—

j—n> Hn(XlLJXQ,AlUAQ) L n_l(XlﬁXg,AlﬁAz) E—

s Ho (X[ N X3, AL N AY) — Ho(X), AY) @ Hy (X5, Ay) —s

I H(X{UXE AL UAY) <O H (XN XY AN AL
e denotiamo con
Hn(f) S5 Hn(f) : Hn(Xla Al) S5 Hn(X2’A2) - Hn(Xi»All) D Hn(Xéa Alz)

'A—omomorfismo definito da (H,(f) ® Hn(f))(z1,22) = (Hp(f)x1, Ho(f)z2).
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Allora nel diagramma
Ho (X1 0 X, Ay N Ag) —2 Hy (X1, Ay) @ Hy (X, Ag) —"— Hy (X1 U X, Ay U Ay)
) | HANeH(7) | .0 |

Ho(X) 0 X5, AN AL —" s Hy(X1, AL @ Ho (X5, AL~ H, (X1 U XY, AL U AY)

Hn<X1UX2,A1UA2) i) n_l(XlﬁXQ,AlﬂAQ)

.0 | () |
8/
H,(X]UX, A UAY)) —— H, 1(X]NnX, Al n AL
tutti © rettangoli sono commutativi.

Dimostrazione. Proviamo che 0,0 H,,(f) = Hyp—1(f)00,. Siax € Hp(X1UXo, A1 UAs).
Per il Lemma (7.6) possiamo trovare c¢; € C,, (X1), c2 € Cy, (X2), a1 € Cph_1(41) ed
as € Cp_1 (Ag) tali che d,,(c1 + ¢2) = (a1 + a2) e [c1 + c2] = z. Ne segue

Hy(f)z = [Cn (f) 1+ Cn (f) ca]
con Cy, (f)c1 € Cn (XY), Cp (f) c2 € Cy (X5),

811(011 (f) c1 + Cn (f) 62) = Cnfl (f) (ancl) + Cnfl (f) (anc2) =
= Cp1(f)ar+Cp1 (f) az,

Cn—l (f) al € Cn—l (A/l) e Cn—l (f) as € Cn—l (AIQ)
Risulta quindi

8;(Hn(f)l‘) = [0n(Ch (f) c1) = Cp—1 (f) a1] = [Cr1 (f) (Oncr) — Crm1 (f) an] =

= Hn-1(f)[Onc1 — a1] = Hp1(f)(On) .

Le altre commutativita si deducono facilmente dal Teorema di funtorialita. m

Se (X; X1, X2) ¢ una triade topologica A—excisiva, la sequenza esatta assoluta di

Mayer-Vietoris si ottiene ponendo A7 = Ay = () ed ha quindi la forma

s Ho (X1 N X)) —2 Ho(X1) & Ho(Xa) —2 Hy (X1 U X)-

On
Hn(XlLJXQ) R — nfl(XlﬂXg) _
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(7.10) Teorema Sia (X; X1, X2) una triade topologica e siano
g1 (X1, XiNXo) — (X1 U Xo, Xa), Ja2: (X2, X1NX2) — (X1 U X, Xy)

le applicazioni di inclusione.

Allora sono fatti equivalenti:
(a) la triade (X; X1, X2) € A—excisiva;
(b) per ognin € Z
H,(j1) : Ho(X1, X1 N X2) — Hp (X1 U X9, X9)
e un A—isomorfismo;
(¢) per ognin € Z
Hp(j2) : Hn(X2, X1 N X2) — Hy (X1 U Xo, X1)

e un A—isomorfismo.

Dimostrazione.
(a) = (b) Per il Teorema (7.3) anche la triade (X; X1 N X3, X2) € A—excisiva. Si puo

quindi considerare una sequenza esatta di Mayer-Vietoris della forma

Ho (X1 0 Xo, X100 X)) —2 Ho(X1, X100 X2) @ Hn(Xa2, Xo) —22s

I HL(X1 U Xo, X))~ H, (X7 N X, X3 N X) -
Poiché Hy(X1 N X9, X1 N X3) = {0} per ogni k € Z, risulta che
Jn s Hp (X1, X1 N Xo) @ Hp(Xo, Xo) — Hp (X1 U Xo, Xo)
¢ un A—isomorfismo. Poiché H, (X2, X2) = {0}, ¢
H,(j1): Hy(X1, X1 N Xo) — Hy (X7 U Xo, Xo)

che deve essere un A—isomorfismo.
(b) = (a) Sia ¢ € C, (X1 U X3) che soddisfi d,¢c = ¢1 + ¢2 con ¢; € Cp—1(X1) €
¢y € Cp—1(X2). Evidentemente risulta ¢; € Z,_1 (X7, X1 N Xy) e

c1 = —cg+ 0, € Bp_1 (Xl U XQ,XQ) .
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Per Uiniettivita di H,—1(j1), esistono d € C,,—1 (X1 N X3) ed e; € C,, (X7) tali che
c1 =d+ Opey .

Ne segue O, (c—e1) = d+ca € C—1 (X2), quindi (c—ey) € Z,, (X1 U X2, X2). Per la suri-
ettivita di Hy(j1), esistono f1 € Z, (X1, X1 N X2), e2 € Cy, (X2) e C € Cpy1 (X1 U Xo)
tali che

c—e1=fi+er+ 0ht1C.
Ne segue
c= (61 + f1) +ex+ 0paC.

(a) <= (c) E sufficiente scambiare i ruoli di X; e Xy. m

(7.11) Corollario (Teorema di excisione) Sia (X, A) una coppia topologica, sia
U C X tale che U C int (A) e sia j: (X\U,A\U) — (X, A) Uapplicazione di inclusione.
Allora per ognin € Z

Ho(j) + Ha(X \ U, A\ U) = Hy(X, A)

e un A—isomorfismo.

Dimostrazione. Evidentemente X \ U e int (A) sono due aperti in X che ricoprono X
stesso. Per il Teorema (7.5) si ha che (X;X \ U, A) ¢ una triade A—excisiva. La tesi

discende allora dal teorema precedente. m

(7.12) Teorema (di additivita) Sia (X, A) una coppia topologica, siano Uy, Us due

aperti disgiunti tn X che ricoprono X stesso e stano
ili(U1,AﬂU1)—>(X,A), ’I;Q:(UQ,AOUQ)—)(X,A)
le applicazioni di inclusione.
Allora per ognin € Z
Hn(Ul, AN Ul) D Hn(UQ, AN Ug) — Hn(X, A)
(w1, 22) V> Hy(i1)x1 + Hp(i2)22

e un A—isomorfismo.



56 CAPITOLO 1. OMOLOGIA SINGOLARE

Dimostrazione. Per il Teorema (7.5), le triadi (X;U,Us) e (X; AN Uy, AN Usy) sono

A—excisive. La sequenza esatta di Mayer-Vietoris ¢ in questo caso della forma

Ho(0,0) —2— H,(Uy, ANUY) & Ho(Us, ANUs) —2s Ho (X, A) =2 H,_1(0,0)-

Ne segue che 7, € un A—isomorfismo, da cui la tesi. m

8 Omologia della sfera
(8.1) Definizione Se k > 1, poniamo

Dk::{xERk: ]:C|§1},

Skl .= {xeRk: |z| :1} ,

Poniamo anche D° := {0} CR e S~ = ).

(8.2) Teorema Per ogni k > 0 si ha che D¥ ¢ contrattile in sé. In particolare risulta

H,(D*) = {0} sencZ\{0},
Ho(DF) = A;

Vg € D*, ¥n € Z: H, (D", {x0}) = {0}.

Dimostrazione. L’applicazione F : D* x [0,1] — DF definita da

F(z,t)=(1—-t)x
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& evidentemente una deformazione di D¥ dentro {0}. m

(8.3) Lemma Per ogni k > 1 e per ognin € Z si ha

H,(Dk, sty ={0},  H,(D*,S*1)={0}.

Dimostrazione. Definiamo un’applicazione F : Di x [0,1] — Di ponendo

Flx,t)=01—-t)z+t (a:l,... ,a:k_l,\/l — 22 —~~—xi_1) :
Si verifica facilmente che F' ¢ continua e che

Vo € D% : F(z,0) =z,
F(DY < {1}) € i1,

Vo e SEH vt € [0,1]: F(a,t) =a.
Dal Teorema (5.13) si deduce che I'applicazione di inclusione
7 S_]f_fl — Dﬁ_
¢ un’equivalenza omotopica. Per il Teorema (5.12) risulta quindi che

Hy (i) : Hy(S%Y) — H, (DY)

¢ un A—isomorfismo per ogni n € Z. Dalla sequenza esatta della coppia (Di, S_kfl)

H, (i) Hp—1(7)
— _—

H, (S5 H,(Dk)— H,(D%,S*1) — H,_1(Sk1)

si deduce che H, (D%, S5 = {0}.

Il ragionamento per la coppia (D, S*71) ¢ simile. m

Hn—l(Di)

57

(8.4) Lemma Per ognik > 1 le triadi (D*; D%, D*) e (S¥=1; S*71 S5~1) sono A—exci-

sive.

Dimostrazione. Sia

U:{xGSk_lzxk<—}
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esiaj: (SF1\U,S* 1\ U) — (S¥1, §¥71) Papplicazione di inclusione. Evidentemente
la chiusura di U & contenuta nella parte interna di Sk=1in k=1 Dal Teorema di
excisione si deduce che Hy(j) ¢ un A—isomorfismo per ogni n € Z.

Definiamo ora un’applicazione

F((SI\U) x [0,1], (SE\U) x [0,1]) = (P71 U, 851\ U)

ponendo
xT se kaO
F(x,t) = _
(z, ) (21, xp_1, (1 — t)zp) el < <0
[(x1,... ,xp—1, (1 — t)xg)|

Si verifica facilmente che F' & continua e che si ha

Vee SEI\U: F(z,0) ==z,
F(S*1\U) x {1}) € S50, F((S*1\U) x {1}) € S84 A st

Vo e S vt e [0,1]: Fla,t) ==.
Dal Teorema (5.13) si deduce che I'applicazione di inclusione
i (SEESE A sET) — (SFI\ U, SE N\ D)
¢ un’equivalenza omotopica. Per il Teorema (5.12) risulta quindi che
Hy(i) : Hy (S, S5 n S5 — Hy(SF1\ U, ¥\ )
¢ un A—isomorfismo per ogni n € Z. Per composizione anche
Hy(joi) = Hy(j) o Hy(i) : Hy(S571, 8571 0 51y — [, (5F1 sk

¢ un A—isomorfismo. Dal Teorema (7.10) si deduce che la triade (S*~1; Sﬂkfl, SE=1y
A—excisiva.
L’A—excisivita della triade (Dk; Di, DF ) puo essere dimostrata per esercizio, osser-

vando che
Ho(DF,D*)= {0},  H.(D%,DtnD*)={0}

perognin € Z. m
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(8.5) Teorema Per ogni k € N si ha
H,(D* S*1) = {0} sencZ)\{k},
Hy(DF, Sk—1) >~ A,

Dimostrazione. Ragioniamo per induzione su k. Per k = 0 si ha (D% S~1) = ({0},0),
per cui la tesi discende dal Teorema di dimensione.

Consideriamo ora k > 1 e supponiamo che la tesi sia vera per kK — 1. Per il

Lemma (8.4), le triadi (D*; D%, D) e (D¥; S¥71, §*71) sono A—excisive. Sia

H, (D%, s*YY @ H,(D*, ¥y —— H,(D* S+1) ——

——— H,_((DknDk S PnskYy —— H, (Dk, S5 Y @ H,_1(DF, S

la sequenza esatta di Mayer-Vietoris associata. Tenuto conto del Lemma (8.3), si deduce

che
H,(D*,s*Y = H, (D¥ n Dk, S*1nsh1) = g, (DF 1, 8%2).

La tesi discende allora dall’ipotesi induttiva. m

(8.6) Teorema Si ha
H,(S°) = {0} sen € Z\ {0},
Ho(SY) 2 A®A

e, per ogni k > 1,
H,(S%)={0} seneZ\{0,k},
HO(Sk) = Aa
Hi(S*) = A.

Il

Dimostrazione. Si ha che S & unione dei due aperti disgiunti {—1} e {1}. Combinando
il Teorema di additivita col Teorema di dimensione, si ottiene la tesi.

Se k > 1, combinando la parte di sequenza esatta della coppia (D*+1, SF)

Hy (D1 Sy —— Hy(SF) —— Ho(D*') —— Ho(D*1, S%)
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col teorema precedente, si deduce che Ho(S*¥) = Hy(DF!). Tenuto conto del Teo-
rema (8.2), risulta Ho(S*) = A.

Considerando la parte di sequenza esatta
Hn+1(Dk+1) N Hn+1(Dk+17 Sk) . Hn(Sk) - Hn(Dk-l-l)

e tenendo conto del Teorema (8.2), si deduce che H,(S*) = H, (D, S*) per ogni

n > 1. La tesi discende allora dal teorema precedente. m

(8.7) Corollario Per ogni k € N e per ogni x¢ € S* si ha

Hy(S%, {z0}) = {0} seneZ\ {k},
Hy(S*, {zo}) 2 A.

Dimostrazione. Dal Teorema (8.2) si deduce che H,,(D*! {x}) = {0} per ogni n € Z.

Dalla sequenza esatta della terna (DF1 S* {24})
Hn+1(Dk+17 {IL‘()}) - Hn+1 (Dk+1> Sk) — Hn(5k7 {ZL‘Q}) - Hn(Dk—Hv {$0})

segue allora che H, (D" S¥) = H,(S* {x(}). La tesi discende dal Teorema (8.5). m

(8.8) Corollario Per ogni k > 0 si ha che S* non ¢ contrattile in sé.

Dimostrazione. B sufficiente combinare il Teorema, (8.6) col Corollario (5.23). m

(8.9) Corollario Per ogni k > 0 si ha che S* non ¢ retratto debole di D*+1.

Dimostrazione. Se i : S¥ — DFtL & Papplicazione di inclusione, si deduce dai Teo-

remi (8.2) e (8.6) che ’A—omomorfismo

non puo essere iniettivo. La tesi discende allora dal Teorema (5.19). m



Capitolo 2

Teoremi di punto fisso

1 Risultati in dimensione finita

Nel corso di questa sezione, X ed Y denoteranno due spazi normati su R di dimensione
finita.

I1 nostro punto di partenza € costituito da un’estensione del Corollario (1.8.9).

(1.1) Teorema Per ogni zg € X e per ogni R > 0 si ha che 0B (zo, R) non é retratto

debole di B (zo, R).

Dimostrazione. A meno di una traslazione, possiamo ricondurci al caso x¢y = 0. Sup-

poniamo per assurdo che esista una retrazione debole r : B(0,R) — 9B (0,R). Sia
F:0B(0,R) x [0,1] — 0B (0, R) un’omotopia associata.
Sia ® : X — R* un’applicazione lineare e biiettiva. Definiamo una nuova norma

| I su X ponendo
Ve e X : |z|| = |®x|.

Come ¢ noto, || ||’ & equivalente alla norma originaria || || di X. In particolare, esiste

¢ > 0 tale che
Vo e X : ||| < ||zl
Se poniamo

D'={zeX:|z| <1},

S ={zeX: |z =1},

61
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si deduce facilmente dal Corollario (1.8.9) che S’ non & retratto debole di D’. D’altra

parte, se definiamo ' : D" — S§" e F' : §' x [0,1] — S” ponendo

() = r (Rmin{Hfol,c} x)
lr (Rmin{||z|~*, c}2) ||

_ F(RHJ;H*1 m,t)
|F (R|z|| =tz t) "

F'(z,t)

risulta che 7’ & una retrazione debole e F’ ¢ un’omotopia associata: assurdo. m

(1.2) Teorema (di Brouwer) Sia K un convesso compatto non vuoto in X e sia
f: K — K un’applicazione continua.

Allora esiste x € K tale che f(x) = x.

Dimostrazione. A meno di sostituire la norma di X con una norma equivalente, possiamo
supporre che la norma di X sia indotta da un prodotto scalare.

Consideriamo prima il caso particolare in cui K = B(0,R) con R > 0. Sia, per

assurdo, f : B(0,R) — B (0, R) un’applicazione continua tale che f(x) # z per ogni

x € B(0, R). Definiamo un’applicazione 7 : B (0, R) — [0, +00[, ponendo
|z — f(x))?7(2)? + 22 - (z — f(z)) () — (R* — ||=[|) = 0.
Evidentemente 7 € continua e soddisfa

Vz € B(0,R): ||z +7(z) (z — f(z))|* = R?,

Vx € O0B(0,R): 7(x) =0.

Ne segue che r : B(0, R) — 0B (0, R) definita da

r(z) =z +7(r) (- f(2))

¢ una retrazione, in contraddizione col teorema precedente.
Nel caso generale, sia R > 0 tale che K C B(0, R). Sia Px : X — K l'applicazione
che ad ogni z € X associa il punto di K avente minima distanza da x. Come & noto,

Py ¢ lipschitziana di costante 1. Consideriamo ’applicazione continua

foPrx:B(0,R)—B(0,R).
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Per il passo precedente, esiste x € B (0, R) tale che f(Pg(x)) = x. Dal momento che x

appartiene all'immagine di f, si ha € K, quindi Pk (z) = z. Ne segue f(z) =z. m

(1.3) Lemma Siano xg € X, R >0 ed yo € B (z9, R). Allora B (x¢, R) é retratto di
X\ {o}-

Dimostrazione. A meno di una traslazione, possiamo supporre o = 0. In tal caso,

B (20, R) ¢ un aperto convesso e limitato contenente l’origine. Sia
) T
p(z) = inf {t >0: 7 € B(wo,R)}
il funzionale di Minkowski associato. Come € noto, p : X — [0, +00[ soddisfa le condizioni

Vee X:px)=0<«= x=0,
Ve e X, VA >0: p(Az) = Ap(x),

Vr,y € X2 |p(x) = p(y)| < max{p(z —y),p(y — )} ,

Ve e X : p(x) =1 <= z € 0B (x9, R)

ed ¢ continuo.

Ne segue che 'applicazione r : X \ {0} — 9B (zo, R) definita da

¢ una retrazione. m

(1.4) Teorema Sia A un aperto limitato in X e sia f : A — X un’applicazione
continua tale che f(x) = x per ogni x € OA.

Allora f(A) D A.

Dimostrazione. Consideriamo prima il caso particolare in cui A = B (0, R) con R > 0.
Sia f : m — X un’applicazione continua tale che f(x) = z per ogni x € 9B (0, R).
Supponiamo per assurdo che esista yo € B (0, R) tale che f(z) # yo per ogni x € B (0, R).
Per il lemma precedente, esiste una retrazione r : X \ {yo} — 9B (0, R). Ne segue che

ro f:B(0,R) — 0B (0, R) & pure una retrazione, il che viola il Teorema (1.1).
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Nel caso generale, sia R > 0 tale che A C B(0,R). Definiamo un’applicazione
continua F' : B (0, R) — X ponendo

F(m):{ f(z) sexe A

x sex € B(O,R)\ A

Poiché F(z) = x per ogni x € 9B (0, R), si deduce dal passo precedente che

F(B(0,R)) 2 B(0,R) .

Tenuto conto che F(z) = x per ogni z € B(0,R) \ A, ne segue f(A) D A. m

(1.5) Teorema (di continuazione) Siano L : X — Y un omeomorfismo lineare,

R>0, F:(B(0,R)x[0,1]) = Y wun’applicazione continua tale che F(x,0) = 0 per ogni
x € B(0,R) e siayo € L(B(0,R)). Supponiamo che si abbia

V(z,t) € 0B (0, R) x]0,1[: Lz + F(z,t) # yo .

Allora esiste x € B (0, R) tale che

Lx + F(z,1) =yo.

Dimostrazione. A meno di sostituire F' con L™ o F ed yg con L™ yg, possiamo supporre

X =Y elL=Idyx.

Supponiamo per assurdo che si abbia x + F(z,1) # yo per ogni x € B(0,R). In

particolare, risulta
V(z,t) € 0B (0,R) x [0,1] : =+ F(z,t) # yo .

Per il Lemma (1.3), esiste una retrazione r : X \ {yo} — 9B (0, R). Definiamo due
applicazioni continue ' : B(0,R) — 9B(0,R) e F' : dB(0,R) x [0,1] — 0B (0, R)
ponendo

r'(z) = r(z+ F(x,1)),

F'(z,t) =r(z + F(z,t)).

Si verifica facilmente che ' & una retrazione debole, il che viola il Teorema (1.1). m
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2 Applicazioni completamente continue

Nel corso di questa sezione, X ed Y denoteranno due spazi normati su R.
(2.1) Definizione Sia E C X. Un’applicazione f : E — Y si dice di rango finito, se

Uimmagine f(F) é contenuta in un sottospazio vettoriale di Y di dimensione finita.

(2.2) Definizione Sia E C X. Un’applicazione f : E — Y si dice completamente

continua, se
(a) f é continua;

(b) per ogni successione limitata (x) in E, la successione (f(xp)) ammette una sotto-

successione (fortemente) convergente in Y.

(2.3) Proposizione Siano EC X e f: E —Y un’applicazione continua.

Allora sono fatti equivalenti:
(a) f é completamente continua;

(b) per ogni sottoinsieme limitato B C E si ha che f(E N B) é compatto in Y.

Dimostrazione.
(a) = (b) Sia (yp) una successione in f(E N B) e sia (x}) una successione in £ N B
tale che

1
ILf(zn) —ynll < il

Se (f(xn,)) € convergente ad y in Y, si verifica facilmente che anche (yp, ) € convergente
ad y.

(b) = (a) Ovvio. m

(2.4) Definizione Se V' é uno spazio vettoriale suR ed E C V', denotiamo con conv (E)

lintersezione di tutti i convessi di V' contenenti E.

(2.5) Lemma Sia M uno spazio metrico e siano x1,... ,xx € M, r1,... ,rp > 0.

Allora esistono delle funzioni continue 91, ... ,9 : M — [0,1] tali che

Vh=1,...,k, Ve € M\ B (xp,2ry) : Ip(z) =0,
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k
VoeM: > dhx) <1,
h=1

k k
Vo € U B (zp, ) Z Ip(x) =1.
h=1

h=1

Dimostrazione. Sia p € C*°(R) tale che

p(s) =1 set <1,
0<p(s)<1 sel<t<3,
p(s) =0 set>3.

Sia ¢y, : M — [0,1] la funzione continua definita da

onta) = (122

Th

Si verifica facilmente che

Vo € B (vp,mh) + Yn(z) =1,

Vr € M\B(mh,th) : Qph(aﬁ) =0.
Poniamo

191:¢h

Yo = (1 —Y1)1o,

U =1 —=v1) (1= Yp—1)r .

Ogni ¥, & continua e nulla fuori da B (xp, 2ry,) per costruzione.

Per completare la dimostrazione, osserviamo che per ogni h =1,... ,k si ha
D14+ =1—1—1)-- (1 —p).

Infatti per h = 1 laffermazione segue dalla costruzione di 91 = ¢ =1 — (1 — 11).
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Consideriamo ora 2 < h < k e supponiamo che la tesi sia vera per h — 1. Risulta

Dt 0+, =1-(1—=v1) - (1 =p_1) + (1 —=1) - (L = Pp_1)p =

=1 (=) (1= ).

per cui I'affermazione & vera per h.

Si ha quindi

k
Voe M: ) Op(@)=1—(1—1¢1)-(1—1y) <1,
h=1
k k
Vo e | Blanrn): Y dn(z)=1—(1—t1)-(1—ty) =1,
h=1 h=1

da cui la tesi. m

(2.6) Lemma Sia K un compatto non vuoto in X. Allora per ogni € > 0 esistono un

sottospazio vettoriale Z di X di dimensione finita ed un’applicazione continua
P:X — ZNconv (K)
tale che

Vee K: |Plx)—z| <e.

Dimostrazione. A meno di una traslazione, possiamo supporre 0 € K. Per la compat-

tezza di K, si ha

k
&
KC B(,—)
_jU1 7. 5

con x1,...,x, € K. Sia Z il sottospazio vettoriale di X generato da z1,...,xg. Per il
lemma precedente esistono delle funzioni continue ¥4, ... , 9, : X — [0,1] tali che ¥; =0

fuori dall’aperto B (z;,¢) e

k
VweK:Zﬁj(a:):l,

=1
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k
Vo e XY () <1.
j=1

Definiamo un’applicazione continua P : X — Z ponendo

k
P(z) =) @)z, =Y Vi@ z+ [ 1= ()| 0.
j=1

j=1 j=1

Poiché 0 € K, risulta P(z) € conv (K). Inoltre per ogni x € K e per ogni j = 1,... ,k
si ha ¥j(x) = 0 oppure |z; — z|| < e. Ne segue

k

k
1P(z) =] = || 9i(2) (zj — )| <e Y 0;(z) =¢,
j=1

j=1
da cui la tesi. m

Nello studio delle applicazioni completamente continue, uno strumento fondamen-

tale e costituito dal seguente risultato di approssimazione.

(2.7) Teorema Siano E un sottoinsieme limitato di X e f : E — 'Y un’applicazione
completamente continua.
Allora per ogni € > 0 esiste un’applicazione g : E — Y continua e di rango finito

tale che

g(F) C conv <W> )

Vee E: |g(z) - fo)l <e.

Dimostrazione. Sia K = f(FE). Per la Proposizione (2.3), K & compatto in Y. Siano Z
e P:Y — ZNconv (K) come nel lemma precedente. Se poniamo g = P o f, si ha che
g: E — Y e continua e di rango finito con ¢g(£) C conv (K). Inoltre per ogni x € E si
ha f(x) € K. Ne segue

lg(x) = f@)| = [[P(f(z)) = f(2)] <e,

da cul la tesi. m
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3 Risultati in dimensione infinita

Nel corso di questa sezione, X ed Y denoteranno due spazi normati su R.

(3.1) Teorema (di Schauder) Sia C un convesso chiuso, limitato e non vuoto in X
e sia f: C — C un’applicazione completamente continua.

Allora esiste x € C' tale che f(z) = x.

Dimostrazione. Sia K = f(C). Essendo C convesso e chiuso, f(C) C C implica
conv (K) C C. Per il Teorema (2.7), per ogni h € N esiste un’applicazione continua

e di rango finito f; : C' — conv (K) tale che
<
h+1
Sia X}, un sottospazio vettoriale di dimensione finita in X tale che f;(C) C X}. Poiché
fn(C) € X, NC, risulta X, N C # 0. Applichiamo il Teorema di Brouwer a

Ve e C: |[fulz) = f(o)]

fh\Xth:Xth‘)Xth~

Sia z, € X, N C tale che fp(zy) = xp. Essendo f completamente continua, esiste
una sottosuccessione (zp, ) con (f(xp,)) convergente ad un certo = in X. Ne segue che
(fn,,(xp,)), ossia (xp, ), € convergente allo stesso z in X. Essendo C' chiuso si ha z € C.
Inoltre dalla continuita di f segue che (f(zp,)) € convergente anche a f(z). Risulta

quindi f(x) = z, da cui la tesi. m

(3.2) Corollario (Teorema di Tychonoff) Sia K un convesso compatto non vuoto
in X esia f: K — K unapplicazione continua.

Allora esiste x € K tale che f(x) = x.

Dimostrazione. Evidentemente K e chiuso e limitato e f € completamente continua. La

tesi discende allora dal Teorema di Schauder. m

(3.3) Teorema Sia A un aperto limitato in X e sia f : A — X un’applicazione tale che
(f — i) sia completamente continua, dove i : A — X denota Uapplicazione di inclusione.

Se f(x) =z per ogni x € A, allora f(A) 2 A.

Dimostrazione. Sia yg € A e sia g = f —i. Per il Teorema (2.7), per ogni h € N esiste

un’applicazione continua e di rango finito §j, : A — X tale che

o 1
Ve € A: ||gn(z) — g(z)|| < hrl
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Sia X}, un sottospazio vettoriale di dimensione finita in X tale che yo € X}, e gn(A4) C Xp,.

Sia inoltre
Cr={2 e s @@ = i1 o llg@) > 5it |
e sia ¥5 : X — [0, 1] una funzione continua tale che

Ve € 0A: Ip(x) =0,

Ve e Cp: Ip(x)=1.
Definiamo gj, : A — X ponendo gj, = U4§n. Allora gy & continua con g;(A) C X}, e si ha
Ve € 0A: gp(z) =0.

Inoltre per ogni x € A\ O}, risulta

)

lgn(x) = g(@)|| < llgn ()|l + llg(2)]| < hiﬂ

per cui
Vo € At lgn(z) — g(2)ll < — -
Applichiamo il Teorema (1.4) a
(i+9h)|m X, NA— Xy,

Sia xp, € XNA tale che z,+gp(z) = yo. Essendo A limitato, per la completa continuita
di g esiste una sottosuccessione (xy, ) tale (g(zp, )) sia convergente ad un certo y in X. Ne
segue che anche (g, (xp, )) € convergente allo stesso y in X. Allora (z, ) € convergente a
r=yo—yin X ex € A. Per la continuita di g, risulta che (g(xp, )) ¢ anche convergente

a g(r) in X. Ne segue

g(x) =y=yo— =,

ossia f(x) = yo. B poi automatico che sia 2 € A. m

(3.4) Teorema (di continuazione) Siano L : X — Y un omeomorfismo lineare,

R >0, F: (B(0,R) x[0,1]) — Y wun’applicazione completamente continua tale che

F(z,0) =0 per ogni x € B(0,R) e sia yo € L(B (0, R)). Supponiamo che si abbia

V(z,t) € 0B (0, R) x]0,1[: Lz + F(z,t) # yo .
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Allora esiste x € B (0, R) tale che

Lz + F(z,1) =yo.

Dimostrazione. Se esiste x € 0B (0, R) tale che
Lz + F(z,1) =yo,
la tesi € vera. Pertanto possiamo limitarci al caso in cui
V(x,t) € 0B (0,R) x [0,1] : Lz + F(x,t) # yo .
Osserviamo che
{Lx + F(z,t): x € 0B(0,R), t € [0,1]}

¢ chiuso in Y. Sia infatti (x;,¢;) una successione in 9B (0, R) x [0, 1] con la proprieta
che (Lxz; + F(xj,t;)) sia convergente ad y in Y. Per la completa continuita di F' e
la compattezza di [0, 1], esiste una sottosuccessione (z;,,t;,) tale che (F(z;,,t;,)) sia
convergente in Y e (t;,) sia convergente a t in [0,1]. Allora (Lxj,) & convergente in Y.
Essendo L un omeomorfismo, (x;,) € convergente a x in X. Risulta € 9B (0, R) e, per
le continuita di L e F, Lx + F(x,t) = y, da cui Paffermazione.

Esiste quindi p > 0 tale che
V(z,t) € OB (0,R) x [0,1] : ||[Lz + F(x,t) —yol = p.

Per il Teorema (2.7), per ogni h € N esiste un’applicazione continua e di rango finito

Fn: (B(0,R) x [0,1]) — Y tale che

vz € BO,R) % [0,1] ¢ |Fa(z,t) — Fla,8)]| < —— .

Sia Y3 un sottospazio vettoriale di dimensione finita in Y tale che yo € Y}, e

Fh(B (07 R) X [07 1]) - Yh-

Definiamo un’applicazione continua e di rango finito Gy, : (B (0, R) x[0,1]) — Y ponendo

2 Fj(z,0) se0<t<

Fp(z,2t—1) sei<t<

Gh(.%', t) = {

Sia infine X;, = L~(Y}). Evidentemente X}, & un sottospazio vettoriale di dimensione

finita in X.
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Se x € 9B (0, R), t €]0,1/2] e
Lz + Gp(z,t) = yo,
si ha
R=|zl| = L7 o — L7 Gala, ) < IL7 ol + 1L [|Ga(a, )] <

- - - (I
< L goll + I I Fn (e O < 121 goll + 5

Se invece x € 9B (0, R), t € [1/2,1] e
Lz + Fp(z,2t — 1) = Lz + Gp(z,t) = yo,

si ha

1
p < |[Le+ Fx,2t = 1) —yol = [[F (2,2t = 1) — Fy(z, 2t = 1)[| < Al

Pertanto, per gli h € N per cui risulta

= 1
<R I
htl =0 w1

1L yoll +
si ha
V(z,t) € 0B (0, R) x]|0,1[: Lz + Gp(z,t) # yo .
Per tali h applichiamo il Teorema (1.5) a

Lix, : Xn— Y,

Gy, 5T oy - (Xn B0, B) x [0,1] = ¥,

ed yo € Yy. Sia z, € X, NB(0, R) tale che
Lxp + Fp(zp, 1) = Lzp + Gp(zp, 1) = yo .

Per la completa continuita di F', esiste una sottosuccessione (zp, ) tale (F(xp,,1)) sia
convergente ad un certo y in Y. Ne segue che anche (F}, (zp,,1)) € convergente allo
stesso y in Y. Allora (Lxy,) € convergente in Y. Essendo L un omeomorfismo, (zp, ) €
convergente ad un certo x in X. Risulta z € m Per le continuita di L e F, ne

segue

Lz + F(z,1)=Lx +y =yo,
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da cui la tesi. m

(3.5) Corollario (Metodo della stima a priori) Siano L : X — Y un omeo-
morfismo lineare, F : X x [0,1] — Y wun’applicazione completamente continua tale che

F(x,0) =0 per ogni x € X e yo € Y. Supponiamo che esista R > ||[L™Yyq|| tale che

V(z,t) € Xx]0,1[: Lz + F(z,t) =yo = ||z|| < R.

Allora esiste x € B (0, R) tale che

Lz + F(z,1)=1yp.

Dimostrazione. Sia (Rp) una successione in |0, +00[ strettamente descrescente a R. Per

il teorema precedente esiste xj, € B (0, Ry,) tale che
Lap + F(zp, 1) = yo -

Per la completa continuita di F', esiste una sottosuccessione (xp, ) tale che (F'(zp,,1))
sia convergente in Y. Allora (Lzp, ) € convergente in Y. Essendo L un omeomorfismo,
(xp,) € convergente ad un certo = in X. Risulta z € B(0, R). Per le continuita di L e

F', ne segue
Ll‘—FF(ZE,l) = Yo,

da cul la tesi. m



Capitolo 3

Coomologia singolare

1 Nozioni duali

Nel corso di questo capitolo, A denotera di nuovo un anello commutativo con unita 1 # 0.
(1.1) Definizione Sia X uno spazio topologico. Per ogni n € Z poniamo

O™ (X) := Homy (Cy (X); A) .

Gli elementi di C™ (X) si chiamano n—cocatene singolari in X.
Dati w € C™ (X) e ¢ € C), (X), denotiamo con (w, c) il valore di w su c.

(1.2) Definizione Siano X, Y due spazi topologici e sia f : X — Y un’applicazione

continua. Per ogni n € Z definiamo un A—omomorfismo
cr(f):- et (Y) — " (X)

ponendo C" (f)w :=w o Cy (f).

Evidentemente risulta

YVweC"(Y),Vee Cp(X): (C"(f)w,c) = {(w,Cyr (f)c).

(1.3) Definizione Sia X uno spazio topologico. Per ognin € Z definiamo un A—omo-

morfismo
" CM(X) — CMH(X)

ponendo 6"w 1= w 0 Op41.

Per ogni w € C™(X) diciamo che §"w € C™"1 (X) ¢ il cobordo di w.

74
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Evidentemente risulta

Yw e C" (X), Ve € Cpt1 (X): (0"w, ) = (w, Opt10)

(1.4) Teorema Per ogni n € Z valgono i sequenti fatti:

(a) se X, Y e Z sono tre spazi topologicie f : X =Y, g:Y — Z sono due applicazioni

continue, allora si ha
C"(gof)=C"(f)oC"(g)
come A—omomorfismi da C™ (Z) in C™ (X);
(b) se X ¢ uno spazio topologico, allora si ha

(c) se X ¢ uno spazio topologico, allora si ha che
Mo O™ (X) - C™2(X)
e ’A—omomorfismo nullo;

(d) se X, Y sono due spazi topologici e f : X — Y é un’applicazione continua, allora si

ha che
§"oC" (f) = CmH(f)od"
come A—omomorfismi da C™ (Y) in C"1 (X).

Dimostrazione.

(a) Tenuto conto del Teorema (1.2.6), per ogni w € C™ (Z) e per ogni ¢ € C), (X) si ha

(C"(go flw,c) = (w,Cnlgo f)e) = (w,Cnl(g) (Cn(f)e) =

=(C" (9w, Cn (f) ) = (C" (/) (C" (g)w) , €) -

(b) Sempre dal Teorema (1.2.6), si deduce che per ogni w € C™ (X) e per ogni ¢ € Cy, (X)

si ha

(C" (ldx)w, ) = (w,Cp, (Idx) ¢) = (w, ) .
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(c¢) Tenuto conto del Teorema (1.2.8), per ogni w € C™ (X) e per ogni ¢ € Cpyo (X) si
ha

(5”Jrl (0"w), ) = (0"w, Opt2c) = (W, Ont1 (Onyac)) = 0.

(d) Di nuovo dal Teorema (1.2.8), segue che per ogni w € C™ (Y') e per ogni ¢ € Cp11 (X)

si ha

(0" (C" (fw),c) = (C" (f)w, Ont1c) = (W, Cn (f) (Ont10)) =

= (W, 0041 (Cnr1 (f) ©)) = (8"w, Cug1 (f) €) = (C™F(f) (6"w) ) ,

per cui la dimostrazione ¢ completa. m

(1.5) Definizione Sia (X, A) una coppia topologica. Per ogni n € Z poniamo
C"(X,A) ={weC"(X): (w,c) =0 per ogni ce Cp, (A)} .
Gli elementi di C™ (X, A) si chiamano n—cocatene singolari relative in X modulo A.
Evidentemente C™ (X, A) &€ un A—sottomodulo di C™ (X). Inoltre si ha

O™ (X) = C" (X, 0) .

(1.6) Proposizione Per ognin € Z valgono i sequenti fatti:

(a) se (X, A), (Y,B) sono due coppie topologiche e f : (X, A) — (Y, B) é un’applicazione

continua, allora si ha
(N (C™(Y,B)) € C" (X, A);
(b) se (X, A) éuna coppia topologica, allora si ha
" (C™ (X, A)) CC"T (X, A).
Dimostrazione.

(a) Tenuto conto della Proposizione (1.3.7), per ogni w € C" (Y, B) e per ogni ¢ € C,, (4)

risulta

(C" (flw,c) = (w,Cn (f)c) =0.
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(b) 1l ragionamento & simile. m

Per la proposizione precedente,
e (f) -0 (Y) = " (X)
induce un A—omomorfismo
c"(Y,B)—C"(X,A)

che, per semplicita, denoteremo ancora con C™ (f).

Analogamente,
5" 0" (X) — "M (X)
induce un A—omomorfismo
C" (X,A) — C"H (X, A)
che, per semplicita, denoteremo ancora con 0".

(1.7) Teorema Per ogni n € Z valgono i sequenti fatti:

(a) se (X,A), (Y,B) e (Z,C) sono tre coppie topologiche e f : (X,A) — (Y,B),

g:(Y,B) — (Z,C) sono due applicazioni continue, allora si ha
C"(go f)=C"(f)oC"(9)
come A—omomorfismi da C™ (Z,C) in C" (X, A);
(b) se (X, A) é una coppia topologica, allora si ha

C" (Id(x,4)) = Iden(x,a);

(c) se X é uno spazio topologico, A C X edi: A — X denota lapplicazione di inclu-

sitone, allora ’A—omomorfismo
C" (1) :C"(X) — C"(A)
e suriettivo;
(d) se (X,A) é una coppia topologica, allora si ha che
"o gm O™ (X, A) — C" T2 (X, A)

e 'A—omomorfismo nullo;
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(e) se(X,A), (Y,B) sono due coppie topologiche e f : (X, A) — (Y, B) é un’applicazione

continua, allora si ha che
50 O™ (f) = €™ (f) 0 6"
come A—omomorfismi da C™ (Y, B) in C"1 (X, A).
Dimostrazione. Le affermazioni (a), (b), (d) ed (e) discendono facilmente dal Teo-
rema (1.4).

Per dimostrare la (c¢), consideriamo w € C™ (A). Per il Teorema (1.2.7), esiste un

A—sottomodulo M, di C, (X) tale che
Cpn(X)=Cy(A)® M,.

Sia p : Cp (X) — Cp(A) 'A—omomorfismo indotto da tale decomposizione diretta.
Allora wop € C™ (X) e per ogni ¢ € Cy, (A) risulta

(C" (i) (wop),e) = (wop,Cn (i) c) = {w,p(Cn (i) ¢) = (w, ) -

Ne segue C" (i) (wop) =w. m

(1.8) Definizione Sia (X, A) una coppia topologica. Per ogni n € Z denotiamo con

Z" (X, A) il nucleo di
" CM (X, A) — O (X, A)
e con B" (X, A) l'immagine di
sl omH (X, A) - CM (XL A) .

Gli elementi di Z™ (X, A) si chiamano n—cocicli relativi in X modulo A, mentre gli
elementi di B" (X, A) si chiamano n—cobordi relativi in X modulo A.
Nel caso particolare in cui A =0, si usa parlare di n—cocicli in X e di n—cobordi

in X. Si pone anche Z" (X) := Z" (X,0) e B" (X) := B" (X, 0).

Evidentemente B™ (X, A) ¢ un A—sottomodulo di Z" (X, A), il quale ¢ a sua volta
un A—sottomodulo di C™ (X, A).

(1.9) Definizione Sia (X, A) una coppia topologica e sian € Z. Due n—cocicli relativi

wi,we € Z" (X, A) si dicono coomologhi, se (w; —wq) € B" (X, A).
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(1.10) Definizione Sia (X, A) una coppia topologica. Per ognin € Z denotiamo con
H™(X,A) UPA—modulo quoziente Z" (X, A) /B™ (X, A).

Diciamo che H"(X, A) é I'n—esimo modulo di coomologia (singolare) di (X, A) a
coefficienti in A. Talvolta scriveremo H™(X, A; A), per mettere in evidenza la dipendenza
dall’anello A.

Nel caso particolare in cui A =0, scriveremo H™(X) invece di H"(X, A).
Se w € Z" (X, A), denotiamo con [w] € H"(X, A) la classe di equivalenza di w.
(1.11) Proposizione Siano (X, A) e (Y, B) due coppie topologiche e

f(X,4) = (Y, B)

un’applicazione continua.
Allora, per ognin € Z, 'A—omomorfismo C" (f) : C™ (Y, B) — C™ (X, A) soddisfa

le proprieta

cr () (Z2"(Y,B)) € 2" (X, A),
e () (B™(Y,B)) € B" (X, 4) .

Dimostrazione. Sia w € Z" (Y, B). Risulta
" (C (flw) = C"H(f) (6"w) =0

per cui C" (f)w € Z™ (X, A).
Se invece w € B"(Y,B), esiste n € C" (Y, B) tale che 6" ! = w. Allora
C" 1 (f)ne Cr 1 (X, A) erisulta

(T (f)yn) = CM () (8 ) = O (fw.
Si ha quindi C" (f)w € B" (X, A). m
Per la proposizione precedente,
C" (f)iznev,py 2" (Y, B) = Z" (X, A)
induce un A—omomorfismo
H"(f): H"(Y,B) — H"(X, A).
Invece di H"(f), scriveremo talvolta f* (in tal caso non appare la dipendenza da n).

(1.12) Teorema (di funtorialita) Per ognin € Z valgono i sequenti fatti:
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(a) se (X,A), (Y,B) e (Z,C) sono tre coppie topologiche e f : (X,A) — (Y,B),

g:(Y,B) — (Z,C) sono due applicazioni continue, allora si ha
H"(go f)=H"(f)o H"(g)
come A—omomorfismi da H"(Z,C) in H"(X, A);
(b) se (X, A) é una coppia topologica, allora si ha

Hn (Id(X,A)) - IdH”(X,A) .

Dimostrazione. Si tratta di un’ovvia conseguenza del Teorema (1.7). m

(1.13) Teorema (di dimensione) Sia X uno spazio topologico che consti esattamente

di un elemento. Allora si ha
H"(X)={0} seneZ)\{0},
HO(X)=A.

I

Dimostrazione. Se n > 1, si ha Cp, (X) = {0}. Se ne deduce C™ (X) = {0}, quindi
H"™(X) = {0}. Ne segue anche che Z° (X) = CY (X).
Sen=0,sihahad_; =0e Cy(X)=A, per cui

HY(X) = 7Z%(X) =C%(X) = Homy (A;A) = A.

Il caso n < —1 € ovvio. m

2 Invarianza omotopica

(2.1) Teorema (dell’invarianza omotopica) Siano (X, A), (Y, B) due coppie topo-
logiche e fo, f1: (X, A) — (Y, B) due applicazioni continue omotope.
Allora per ognin € Z si ha

H"(fo) = H"(f1)

come A—omomorfismi da H"(Y,B) in H"(X, A).
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Dimostrazione. Siano ig,1; : (X, A) — (X x [0,1], A x [0, 1]) le applicazioni continue

definite da
io(z) = (#,0),  dii(z) = (z,1).
Siano inoltre Hy, : Cy, (X) — Chry1 (X % [0,1]) gli A—omomorfismi tali che
Ont1 0 Hp +Hp—1 00, = Cp (i1) — Cy, (d0) ,

conformemente al Teorema (1.5.7).
Sew e Z" (X x [0,1], A x [0,1]), definiamo n € C"~! (X, A) ponendo n = woH,,_1.
Allora per ogni ¢ € Cy, (X) si ha

(C™ (i1) w— C™ (i) w, ¢) = (w, Cy, (i1) ¢ — Cy, (ig) ¢) =

= (W, Ony1 (Hne)) + (W, Hp1 (0n€)) = (8"w, Hpc) + (1, 0pc) = (6" 1n, c) .

Ne segue H"(ig) = H™(i1).
Sia ora F' un’omotopia fra fy e f1. Poiché fo = F oige fi = F o4y, si deduce dal

Teorema di funtorialita che
H"(fo) = H"(ig) o H"(F') = H"(i1) o H"(F) = H"(f1),

da cui la tesi. m

(2.2) Teorema Siano (X, A) e (Y, B) due coppie topologiche e sia f : (X, A) — (Y, B)
un’equivalenza omotopica.

Allora per ognin € Z
H™(f) : H(Y, B) — H"(X, A)

e un A—isomorfismo.

Dimostrazione. Sia g : (Y, B) — (X, A) un’applicazione continua tale che go f ~ Id x a),
Jog~Idwp). Per il Teorema di funtorialita ed il Teorema dell’invarianza omotopica,

si ha

H"(f) o H"(g) = H"(g o f) = H"(Id(x,4)) = Idgn(x,4)

H"(g) o H"(f) = H"(f og) = H"(Id(v,p)) = ldgn(v,B) -
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Ne segue la tesi. m

(2.3) Teorema Siano X uno spazio topologico, A C X edi: A — X lapplicazione di
inclusione. Supponiamo che A sia retratto debole di X .

Allora per ognin € Z si ha che I’A—omomorfismo
H"(1): H"(X) — H"(A)
e suriettivo.

Dimostrazione. Sia r : X — A una retrazione debole. Per i Teoremi di funtorialitd e di

invarianza omotopica, si ha
H"(i)o H"(r) = H"(roi) = H"(Id4) = Idgn(4) -

Ne segue che H"(i) deve essere suriettivo. m

(2.4) Teorema Siano X uno spazio topologico, A, B due sottoinsiemi di X e siano

i:A— X, j:B— X le applicazioni di inclusione. Supponiamo che B sia deformabile
in X dentro A.

Allora per ognin € Z si ha

N (H"(i)) SN (H"(j)) -

Dimostrazione. Sia F' : B x [0,1] — X una deformazione di B in X dentro A e sia
f : B — A lapplicazione continua definita da f(z) = F(x,1).
Evidentemente si ha j ~ (i o f). Per i Teoremi di funtorialita e di invarianza

omotopica, ne segue
H"(f)o H"(1) = H"(io f) = H"(j),

da cui la tesi. m

(2.5) Corollario Siano X uno spazio topologico, A C X edi: A — X lapplicazione
di inclusione. Supponiamo che X sia deformabile dentro A.

Allora per ognin € Z si ha che I’A—omomorfismo

H™(i) : HM(X) — H™(A)
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e iniettivo.

Dimostrazione. Si tratta di un’ovvia conseguenza del teorema precedente. m

(2.6) Corollario Siano X uno spazio topologico, B C X ed i : B — X [lapplicazione
di inclusione. Supponiamo che B sia contrattile in X.

Allora per ognin # 0 si ha che ’A—omomorfismo
H"(i): H*(X) — H"(B)

e nullo.

Dimostrazione. Supponiamo che B sia deformabile in X dentro {z}, con x € X. Per il

Teorema (2.4) ed il Teorema di dimensione, per ogni n # 0 si ha
H"(X) C N (H"(i))

da cui la tesi. m

3 Sequenze esatte

(3.1) Proposizione Siano M, N due A—moduli e p : M — N, ¢ : N — M due
A—omomorfismi. Supponiamo che si abbia p o = Idy.

Allora risulta

Ve e R(¥): ¢(px) =z,

M=N(e) &R (1) .

Dimostrazione. Se x € R (), esiste y € N tale che ¥y = x. Ne segue

=y =P(e(Yy)) = Y(pz).

In particolare, se z € N (p) NR (¢), risulta

z=1v(px) =0.
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D’altronde per ogni x € M si ha
z = (z—¢(pr)) + P(pz)
con
p(x —p(pr)) = pr —pr =0,

ossia (x — P(pz)) €N (p). m

(3.2) Teorema Siano M un A—modulo, L un A—modulo libero e ¢ : M — L un

A—omomorfismo. Supponiamo che esista un A—sottomodulo N di L tale che
L=R(p)® N.
Allora esiste un A—omomorfismo ¢ : L — M tale che

Vu € R(p) : p(Yu) = u,
Vv e N: p(ypv)=0.

Dimostrazione. Definiamo un A—omomorfismo ® : M x N — L ponendo
Vee M,Yve N: ®(z,v) =pr+v.

Si verifica facilmente che ® & suriettivo. Sia {e; : j € J} una base in L e, per ogni j € J,
sia { € M x N tale che ®§; = e;. Sia ¥ : L — M x N I’A—omomorfismo tale che
Ve; = ¢;. Poiché ®(Ve;) = e;, risulta ® o W =1dy.

Se u € R (¢), risulta

u+0=u=®(Vu) =p(Viu) + You,
per cui p(V1u) = u. Se invece v € N, si ha
04+v=v=p(Tv)+ Yov,

quindi p(¥1v) = 0.

Pertanto 1y = ¥y ha i requisiti richiesti. m

(3.3) Teorema Sia

Pnt+2 Pn+1 Pn Pn—1 Pn—2
Ly

Ly1w —— L9 ——

LnJrl

una sequenza esatta tale che
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(a) per ognin € Z I’A—modulo L,, é libero;
(b) per ogni n < —1 si ha L, = {0}.
Allora esiste una sequenza di A—omomorfismi iy, : L, — L,11 tale che

VneZ: ont10Un+ Yp_100, =1dg, .

Dimostrazione. Per ogni n < —1 & sufficiente porre ¥, = 0.
Consideriamo ora n > 0 e supponiamo di aver gia definito ,_2 e 1,1 con la
proprieta richiesta. Tenuto conto dell’ipotesi induttiva, per ogni y € R (¢n) = N (¢n—1)

si ha
Y = n (Yn1y) + ¥n-2 (Pn-19) = on (Yn-1y) -
Applicando la Proposizione (3.1) agli A—omomorfismi

©n - Ln_)R(SOn) ,

wn—1|7z(<pn) 'R (‘Pn) - an
si deduce che

Yo e N : ¢¥p_1(ppv) =v,

Ln:N(Qpn)@N:R(@n—&—l)@N?

dove N = 1 (R ().
Applichiamo ora il Teorema (3.2) all’A—omomorfismo ¢, 41 : Lp+1 — Ly. Sia quindi
Un + Ly — Lyt un A—omomorfismo conforme al Teorema (3.2). Per ogni u € R (¢n+1)

e v € N si ha allora

Ont1 (Yn(u+v)) + Yn-1 (n(u +v)) = @nt1 (Pnu) + Y1 (Pnv) =u + v,

per cui ¥,_1 e ¥, soddisfano il requisito richiesto. m

(3.4) Lemma Sia (X; X1, X2) una triade topologica. Allora per ogni n € Z esiste un
A—sottomodulo libero L,, di Cy, (X1 U X2) tale che
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Dimostrazione. Per n < 0 ¢ sufficiente porre L, = {0}. Sia quindi n > 1. Poniamo

B"={xy: v €T, (X1) e~ non ¢ degenere} U {x~ : v € ', (X2) e 7y non & degenere} ,

B" ={xy: v €T, (X1 UX3) ¢y non ¢ degenere} \ B'.

Denotiamo con L', L” gli A—sottomoduli di @, (X1 U X3) generati da B’, B”. Ovvia-

mente L', L sono liberi e si ha

Qn(X1UXy)=D,(X1uXy)e L' o L”.
Si verifica facilmente che ne segue

Cpn (X1UXy) = (Cp (X1) +Cp(X2)® Ly,

dove L, & un opportuno A—sottomodulo di Cj, (X7 U X3) con L, = L”. In particolare

L,, ¢ libero. m

(3.5) Teorema Sia (X; X1, X2) una triade topologica A—excisiva. Allora esistono due

sequenze di A—omomorfismi

Ry Cn (X1 U X3) — (Cy (X1) + Cp (X2))

En:Ch (Xl U XQ) — CUn41 (Xl U XQ)
tali che per ognin € 7 si abbia

Ve e Cp (X1 UX2) @ Oy (Rpc) = Ry—1 (0n0)
Ve e Cp (X1) + Cp (X2): Ryc=c,
Ve e Cp (X1 UX2) : Opt1 (Enc) + En—1 (Onc) = Rpc—c,

Ve e C, (X1)+Cn (XQ) : E,e=0.

Dimostrazione. Per il lemma precedente, per ogni n € Z esiste un A—sottomodulo libero

L, di C, (X1 U X3) tale che
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Sia py, : Cy, (X7 U Xy) — L,, 'A—omomorfismo indotto da tale decomposizione diretta.

Definiamo ¢, : L, — L,_1 ponendo ¢,, = p,_1 © 0,,. Dimostriamo che la sequenza

Pn+2

Pn+1 Ln Pn Pn—1 Pn—2

Lyt A

¢ esatta.

Se C € Lpt1,sihad,41C=c+dconcé€ LyedeC,(X1)+ Cp(Xz2). Ne segue
(Pn—100n) © (Pn © Opy1) C = pp—1(0nc) = —pn—1(0pd) = 0.
Sia ora ¢ € L, tale che p,—1 (O,¢) = 0. Questo significa che
Opc € Cp—q (X7) + Cp—1 (X2) .

Per I’A—excisivita della triade (X; X7, X3) si possono trovare d € C, (X1) + Cy, (X2) €
C € Chyt (X1 U XQ) tali che

C:d+8n+10.

SiaC=C"+DconC'"€ Lyy1 e D e Cpiq (X1)+ Cry1 (Xo) esia 8,41C" = +d con
del,edeC,(X1)+C,(Xz). Allora risulta

O+c=d+ 041D+ 0, 1C' =d+ 0,1 D+d + ¢,

quindi ¢ = ¢/. Ne segue 9,,11C" = ¢+ d', per cui p, (0,4+1C") = c.

Per il Teorema (3.3) esiste una sequenza di A—omomorfismi 1y, : L, — L4 tale

che
Vn €Z: ppodnt10Pn+n_10pp-100,=1dg, .
Definiamo
Ry, Cp (X1 U X3) — (Cp (X1) + Cp (X2))
En:Cp(X1UX2) = Cpyr (X1 U Xo)
ponendo

Enc = _wn (pnc) s

Ryc=c+ Ont1(Enc) + En—1 (One) .



88 CAPITOLO 3. COOMOLOGIA SINGOLARE

Evidentemente si ha

Vee Cp(X1)+Ch(X2): Ene=0,
da cui segue

Vee Cp (X1)+Ch (X2): Rpc=c.
Inoltre per ogni ¢ € C,, (X1 U Xy) risulta

On (Rpc) = Opc+ (Op0&p—100y) c =

=0pc+ (Op0&n—100p)c+ (En—200p-100,)c= Rp_1(ne) .
Infine per ogni ¢ € C,, (X7 U X3) si ha
(En—100n) (¢ —pnc) =0,
quindi

Pn (Rnc) = pnCc+ (pn O Op41 © gn) c+ (pn OCp—10 an) c=

= pnC+ (pn O On+1 Ogn)c+ (gn—l oan)c -

= pnC+ (pno n+logn)c+(gn—1 0 0popp)c=

= pnC — (Pn © Ont1 0 ¥n) (Pnc) — (Yn—10Pn-100n) (Pnc) =0.

Risulta quindi anche R,c € Cy, (X1) + C), (X2), per cui R, ed &, hanno tutti i requisiti

richiesti. m

(3.6) Definizione Siano X uno spazio topologico, Ay C X7 C X ed Ay C X9 C X.

Per ogni n € Z denotiamo con
C" (X; X1, X2, A1, Ag)
linsieme degli w € Homy (Cy, (X1) + Cyp, (X2); A) tali che

Ve e Cp (A1) + Cp (A2) : (w,e) =0.
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Denotiamo anche con
Zn (X7 X17 X27 A17 AQ)
Uinsieme degli w € C™ (X; X1, Xo, A1, A2) tali che
Ve € Cn+1 (Xl) + Cn+1 (XQ) : (w, 8n+1c> =0.
(3.7) Lemma Siano X wuno spazio topologico, A1 C X; C X ed Ay C Xy C X.

Supponiamo che le triadi (X; X1, X2) e (X; A1, Aa) siano entrambe A—excisive.

Valgono allora i sequenti fatti:

(a) per ogni w € Z"(X;Xy,Xo, A1, Ag) esistono n € C" ' (X; X1, Xo, A, As) e
pe Z" (X1 U Xy, Ay U Ag) tali che

Vee Cp(X1)+ Cp (X2) : (1, ¢) = (w, ) + (0, 0nc) ;
(b) sen € C" 1 (X; X1, Xs,A1,A2) e pu € Z™ (X1 U Xo, A1 U Ag) soddisfano
Ve e Cp (X1) + Cn (X2) : (u,¢) = (n,0ne),
st ha p € B" (X1 U X, A1 U Ay).
Dimostrazione. Siano anzitutto

Ry : Cp (A1 U Ag) — (Cy (A1) 4 Cp (A2)) |
En:Cr (A1 UAy) — Cpy1 (A1 U Ag)

Ry Cp(X1UX3) — (Cp (X1) + Ch (X2))

~

En 1 Cn (X1 UX2) — Cpp (X1 U Xo)
degli A—omomorfismi conformi al Teorema (3.5) e sia
pn o Cp (X1 U X2) — O, (A1 U Ag)
un A—omomorfismo tale che

Ve e Cp (A1 UAg): phe=c,
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conformemente al Teorema (1.2.7).
(a) Definiamo anzitutto &€ C™ (X;UX>) ponendo G=woR,. Per ogni ce€Cp iy (X1UXy)
si ha
(6"@, ¢) = (w, Ry (Opg10)) = (w, Op(Rpc)) =0,
per cui @ € Z" (X1 U X3). D’altronde & evidente che
Vee Cp(X1) 4+ Cn(X2) : (0, ¢) = (w, ),
per cui
Vee Cp (A1) +Cy (A2) = (,¢) =0.

Definiamo ora p € Z" (X1 U X3) ed n € C" 1 (X; X1, Xo, A1, A3) ponendo

Ve e Cn (X1 UXs): (u,¢) = (@0,¢) + (@, (En—10pn—100y) c),

Vee Cpo1 (X1) + Cno1 (X2) 0 (,¢) = (@0, (En—1 0pp—1) ).
SeceC, (Al U AQ), si ha
(,c) = (W, c+ (Op+10En) c+ (En—100y,) ¢) = (W, Rpe) =0,

per cui p € Z™ (X1 U Xy, A1 U Ag).
Infine per ogni ¢ € Cy, (X1) + C), (X2) risulta

<M7 C> - <@,C> + <777 8nC> =

= (w, ¢) + (n, One) .
(b) Definiamo 7 € C"~! (X1 U X3) ponendo
Ve € Cp (X1 U Xa) : (7, ¢) = (0, Ru—1¢) — (11, En_1c) -
Se c € Cp—1 (A1) + Cp—1 (A2), si ha
(0, ¢) = (n,c) =

Inoltre per ogni ¢ € Cy, (X1 U X2) risulta

~ ~

(1, Onc) = (0, (Rn—100y)c) — (p, (En—100y)c) =
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- <77’ (an © E”)C> - <:u7 (é\n—l o 8n)c> -

= (1, §n0> = (s (On410 é\n)c> - (u, (gnfl 0 dn)c) = (u,c) -
Definiamo ora 77 € C"~! (X7 U X3) ponendo

Ve € Cp1 (X1UXo): (7f,¢) =

= (,¢) + (11, (On © En—1 0 pn-1) €) + (7], (En—20pn—200n-1) C) .
Se c e Cp_1 (A1 U Ag), si ha
(m,¢) = (1, Rn-10) = 0,
per cui 7 € C" 1 (X7 U Xo, A; U A3). Inoltre per ogni ¢ € C,, (X1 U X») risulta

(6", ¢) = (1, Onc) =
= <;7\7 anc> + <ﬁ7 (an 0&p_10 Pn—10© 877,) C) =

= <M7 C> + <:uv (gnfl O Pn-1° an) C> = <M’ C> )

da cui la tesi. m

(3.8) Proposizione Siano X uno spazio topologico, A1 C X; C X ed As C X C X.
Supponiamo che le triadi (X; X1, X2) e (X; A1, Aa) siano entrambe A—excisive.

Valgono allora i sequenti fatti:

(a) per ogni w € Z™ (X1 N Xa, A1 N Ag) esistono wy € C™ (X1, A1), we € C™ (X3, As),
ne cm (X;Xl,XQ,Al,AQ) eu e Zn+1 (X1 U XQ,Al U Ag) tali che

Vee Cp (X1 NXsg): (wi,¢) — (wa,¢) = (w, ),
Ver € Cppr (X1), Ve2 € Cpyr (X2) 1 (pyc1 +e2) =

= (w1, Ont1c1) + (W2, Ong1c2) + (M, Ony1(ct + 2)) ;
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(b) la classe di equivalenza di p in H"1(X1 U Xo, A1 U Ag) dipende solo dalla classe di
equivalenza di w in H™(X1 N Xa, A1 N Ag);

(¢) Uapplicazione
Hn(Xl NXy, A1 N Ag) — Hn+1(X1 UXs, A1 U Az)
W] — [

e ben definita ed ¢ un A—omomorfismo.

Dimostrazione.

(a) Per il Teorema (1.2.7) ed il Lemma (3.4), esistono L1, Lo e L3 tali che

Cn(A1NX2)=Cn(A1NA) D Ly,

Crn(X1NA) =Cr(A1NA2) & Lo,

Cn (Xl N XQ) = (Cn (A1 N X2) =+ Cn (Xl n AQ)) b L3 .
Ne segue
Cn(XlﬂXQ) :Cn(AlﬂAg)@Ll@Lg@Lg.

Siano p; : Cp (X1 N X2) — L; (7 =1,2,3) gli A—omomorfismi indotti.
Dato w € Z™ (X1 N Xy, A1 N Ag), definiamo anzitutto &1 € C™ (X1 N Xa, A1 N X3)
ed Wy € C™ (X1 N Xo, X1 N As), ponendo

Ve e Cp (X1 NXy): (@1, ¢) = (w, (p2 + p3)c) ,

Ve e Cn (Xl N X2) : <®27C> = —(w,plc) .
Per ogni ¢ € C), (X1 N X>) risulta
<@1,C> - <@27C> - <wa (pl +p2 +p3)c> - (w,c},

per cui Wy — Wy = w.
Applicando nuovamente il Teorema (1.2.7) ed il Lemma (3.4), si possono trovare

Ml, MQ € M3 tali che

Cp (A1) = Cp (A1 N X2) © My,
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Crn (X1 N X2) =Cp (A1 N X2) ® My,

Cn(X1)=(Cp(A)+Cp(X1NX2)) d Ms.
Ne segue
Cn(X1) =Cn(A1NX2) &M & My ® M3.

Siano ¢; : Cy, (X1) — M; (j = 1,2,3) gli A—omomorfismi indotti.
Definiamo allora wy € C™ (X3, A1) ponendo

Ve € Cn (X1, A1)+ (w1, ¢) = (@1, q2¢) -
Allora risulta
Ve e Cp (X1 NXy): (wr,c) = (W1, qc) = (W1, ¢) .
In modo simile si dimostra che esiste ws € C™ (X2, Az) tale che
Ve e Oy (X1 NX2): (w2, c) = (W2, c) .
Ne segue
Ve e Cp (X1 NXsg) : (wi,¢) — (wa,c) = (w, ).
Per ogni ¢ € Cpy1 (X1 N X2) si ha
(w1, Onc) — (wa, One) = (w,dpc) = 0.
Questo fatto consente di definire in modo non ambiguo un A—omomorfismo
fi: Cpga (X1) + G (X2) — A,
ponendo
Vey € Cpg1 (X1), Veg € Crgr (X2) @ (I, c1 + ¢2) = (w1, Opt101) + (w2, Onyica) .
Se ¢1 € Cpi1 (A1) e c2 € Cpyq (Ag), risulta
(I, c1 + c2) = (w1, Ony101) + (W2, Ont1c2) = 0.
Inoltre, se ¢1 € Chrp2 (X1) € ca € Cpy2 (X2), si ha

(1, Opy2(c1 +c2)) =0,
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per cui i € Z"M (X; X1, Xo, Ay, As).
Per il Lemma (3.7) esistono 7 e p con i requisiti richiesti.

(b) Siano W', Wi, wh, n' e i’ collegati fra di loro nello stesso modo e tali che
(w — w’) c B" (X1 NXo, A1 N AQ) .

Sia ¢ € C" 1 (X1 N Xy, A1 N A) tale che 6" 1y = w — w'. Ragionando come nel
punto precedente, si possono trovare o1 € C" 1 (X1, A1) e g € C" 1 (X3, Ay) tali che

Ve e Cp1 (Xl N X2) : <9017C> - <(P2ac> = <901 C> .
Ne segue che per ogni ¢ € C), (X1 N X3) si ha

(w1 —wh =" o1, 0) — (wp —wh — 0" Npa,c) =

= (w1 —wy, €) — (W) —wh,c) = (1 — 2, 0nc) =

= (w,c) — (W', ¢) — {p,0nc) = 0.
Questo fatto consente di definire in modo non ambiguo un A—omomorfismo
P :Cp(X1)+Cp(X2) — A,
ponendo, per ogni ¢; € C, (X1) e c2 € Cp, (X2),
(W 1+ ¢3) = (w1 —w) — 6" o1, 1) + (wo — wh — 8" L, e0) .
Se c; € Cp, (A1) e ca € Cy, (Ag), risulta
(¢,e1+c2) =0,

per cui ¢ € C™ (X; X1, Xo, A1, A3).
D’altronde per ogni ¢; € Cp41 (X1) € c2 € Cpt1 (X2) si ha

(1, Ony1(c1 + c2)) = (w1 — Wi, Onp1c1) + (w2 — wy, Ippica) .
Ne segue

(= 1+ ca) = (w1 — Wy, Onyrcr) + (w2 — Wo, Ony1ca) + (1 — 1, Opra(c1 + c2)) =

=W+n—n",041(c1 +2)) .



3. SEQUENZE ESATTE 95

Dal Lemma (3.7) si deduce che (u — pu') € B"1 (X7 U Xa, Aj U As).

(c) La semplice verifica puo essere svolta per esercizio. m

Denotiamo con
0" Hn(Xl NXsy, A1 N Ag) — Hn+1(X1 UXo, A1 U Ag)

I’A—omomorfismo introdotto nella proposizione precedente.

(3.9) Teorema (Sequenza esatta di Mayer-Vietoris) Siano X uno spazio topo-
logico, Ay € X7 C X ed Ay C Xy C X. Supponiamo che le triadi (X; X1,X2) e

(X; A1, Ag) siano entrambe A—excisive e denotiamo con

11 : (Xl ﬁXQ,Al N Ag) — (Xl,Al), 19 : (Xl mXQ,Al ﬂAg) — (XQ,AQ),

g1 (X1, A1) = (X1 U Xe, At UAg), g1t (X2, 42) — (X1 U X, A1 U Ay)
le applicazioni di inclusione. Definiamo infine gli A—omomorfismi

" Hn(Xl,Al) D Hn(XQ,AQ) — Hn(Xl NXy, A1 N Ag),

jn : Hn(Xl UXo, A1 U Ag) — Hn(Xl,Al) D Hn(XQ,AQ)

ponendo " (w1, wa) = H"(i1)wy — H"(i2)wz, j'w = (H"(j1)w, H"(j2)w).

Allora la sequenza

ATL

——— H™(X1U Xy, A UAy) —— H"(X), A)) @& H"(Xg, Ay) —2—

i_n> Hn(Xl N Xs, Ay ﬂAQ) L) Hn+1(X1 U Xs, A1 UAQ) —_—
e esatta.

Dimostrazione. (a) R (j") C N (™).
Sia w € H™ (X1 U X5, A1 U Ay). Poiché jj 0 i1 = ja 0y, si deduce dal Teorema di

funtorialita che

" (J"w) =" (H" (j1)w, H" (j2)w) =

= H"(i1) (H" (j1)w) — H" (iz) (H"(j2)w) = (H"(j10i1))w — (H"(j2 0 i2))w = 0.
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() N (") SR (")
Siano wy € Z" (X1, A1), we € Z" (X2, A2) e p € C" 1 (X1 N Xa, A1 N A) tali che
tali che

Ve € Cp (X1 N X32) 1 (w1 — w2, ¢) = (p,0nc) .
Siano p; € O™ 1 (X1, A1) e 3 € C" 1 (X3, Ap) tali che
Ve e Cp—1 (X1 N X2): (o1 — p2,¢) = (p,c).
Allora per ogni ¢ € C,, (X1 N X3) risulta
(w1 — 6" Lo, ¢) — (wy — 6" Lpa,e) = 0.
Sia ¢ € O™ (X; X1, Xa, A1, Ag) definita da
(,c1+ c2) = (w1 — 6" o1, 1) + (w2 — 6" o2, 02)
Poiché
(¥, 0n+1(c1 + c2)) = (W1, On+101) + (w2, Ont102) =0,

risulta ¢ € Z"(X;X1,X2,A41,A2). Dal Lemma (3.7) si deduce che esistono
ne ol (X;Xl,X2,A13A2) epes” (Xl U XQ,Al U AQ) tali che

Vey € Cp (X1), Veg € Cp (X2) : (pyc1 + o) =

= <w1 — 5n—1(p17 Cl> + <w2 - 5n—1(p27 Cg> + <’I7, 8n(61 + Cg)) .
In particolare si ha

Ve e Cp(X1) : {u,¢) = (wi,¢) + (n — p1,0n¢),

Ve € Cp (X2) 1 (u,¢) = (wa, ¢) + (n — 2, 0nc) ,

per cui H"(j1)[u] = [w1] e H"(j2)[1] = [w2].
() R(1") SN (d").

Siano wy € Z™ (X1, A1) ed wy € Z™ (X3, Az). Allora per ogni ¢; € Cpi1(X7) €
co € Chy1 (Xo) risulta

(w1, 0ny1€1) + (w2, O0nt1c2) = 0.
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Per definizione di 0", ne segue 6" (2" ([w1], [w2])) = 0.
(d) N (6") C R ().
Sia [w] € H™(X1 N X3, A1 N Ag) tale che §"[w] = 0. Questo significa che esistono

wp eC” (Xl,Al) , wy € C" (XQ,AQ) R

HEC”(X;Xl,XQ,Al,AQ) , (,Oecn(XluXQ,AlUAg)
tali che

Vee Cp(X1NXa): (wi,¢) — (w2, ) = (w, ),

Ve € Cn+1 (Xl) , Veg € Cn+1 (XQ) : (5“(,0,01 + Cg> =

= (w1, Opy1c1) + (w2, Ong1c2) + (1, Ong1(c1 + c2)) .
In particolare si ha

Ve € Cpgr (X1) @ (w1 + 1 — ¢, 0n41¢) =0,

Ve € Cpt1 (X2) : (wa+1— ¢, 0nt1¢) =0,
per cui (w1 +n—¢) € Z™ (X1, A1), (w2 +n—¢) € Z™ (X2, Az). Inoltre ¢ evidente che
" (lwr + 1=l [wo + 1 = ¢]) = [w].

(e) R(6") SN (5").
Sia [w] € H™(X7 N X3, A1 N Az). Inoltre siano wy € C™ (X1, A1), wy € C" (X3, Ag),
n e cm (X;Xl,XQ,Al,AQ) e u e Zntl (Xl U Xs, Ay UAQ) tali che

Ve e Cp (X1 NX2): (wi,c) — (wa,c) = (w,c>,

Vey € Cry1 (X1), Ve € Cpyr (X2) ¢ (pye1 + c2) =

= (w1, Ont1€1) + (W2, Ony102) + (M, Ont1(c1 + ¢2)) .
Risulta

Ve € Cpy1 (X1) @ (p,¢) = (w1 + 1, 0py1c1) = (6" (w1 +1),¢),
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quindi H"*1(j1) (6"[w]) = 0. In modo simile si verifica che H""1(j2) (6*[w]) = 0, per cui
7 (" w]) = 0.

(YN (") SR (™).
Siano p € Z"1 (X1 U X, A1 U Ag), w1 € C™ (X1, A1) e wy € O™ (X3, Ap) tali che

Ve € Cryr (X1) (1, ¢) = (w1, Opt10)

Ve € Cry1 (X2) 1 (p,¢) = (w2, Optac) -
Sia poi w € C™ (X1 N X, A1 N Ay) definita da
Vee G (X1NX9): (w,c) = (wi,c) — (wa,c) .
Se ¢ € Cp11 (X1 N Xy), risulta
(W, Ony1c) = (w1, Ony1c) — (w2, Onp1c) = (p, ) — (p,0) =0,

per cui w € Z" (X1 N Xa, A1 N Ag). Per definizione di 0", si ha §"[w] = [u]. m

(3.10) Teorema Siano X e X' due spazi topologici, siano A1 C X1 CX, AsCXyCX,

AL C X C X, AL C X, C X esiaf: X — X' unapplicazione continua tale che

f(X1) € X1, f(X2) € X), f(A1) C A} e f(A2) C AL. Supponiamo che le triadi

(X; X1, X2), (X; A1, Ag), (X5 X1, X)) e (X3 AL, Al) siano tutte A—excisive.
Consideriamo le due sequenze esatte di Mayer-Vietoris

S — Hn(XlLJXQ,AlUAQ) ]—> Hn(Xl,Al)@Hn(XQ,AQ) L

L) Hn(XlﬂXQ,AlﬂAQ) L) Hn+1(X1UX2,A1UA2) E—

Aln

——— H"(X] U X}, AL U Ay~ HY(X], AY) @ H™(X), Ap) ———s

L Y XN X, A N AL S HrY(X U XY, AL U AL ——
e denotiamo con

H™(f) © H"(f) : H"(X1, A}) & H"(X3, Ay) — H"(X1, A1) & H" (X3, Ay)
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'A—omomorfismo definito da (H™(f) ® H"(f))(w1,w2) = (H™(f)w1, H"(f)w2).

Allora nei diagrammi

H™(X[ U X, Ay U Ay —2 HO(X], A4 @ H™ (X5, Ab)
H"(f)l H"(f)&BH”(f)l

An

Hn(Xl U X2,A1 U AQ) ]—> Hn(Xl,Al) D Hn(XQ,AQ)

~ln

H™(X1, A) @ H™(X5, Ay) —— H™(X] N X5, A} N AY)
H e | ) |
Hn(Xl,Al)EBHn(XQ,AQ) L Hn(XlﬂXQ,AlﬂAg)

H™M(X] N X4, AN AL~ HH (X! U XS, AL U AL)
) | ) |
H (X1 N Xa, A1 N Ag) —2— H"™ (X, U Xs, A; U Ay)
tutti i rettangoli sono commutativi.

Dimostrazione. La verifica puo essere svolta per esercizio. m

Se (X; X1, X2) ¢ una triade topologica A—excisiva, la sequenza esatta assoluta di

Mayer-Vietoris si ottiene ponendo A1 = Ay = ) ed ha quindi la forma

e Hn(XluXQ) L Hn(Xl)@Hn(Xg) L Hn(XlﬁXQ)

HY (X1 NXs) — H™ (X, UXs) — -

(3.11) Teorema Sia (X; X1, X2) una triade topologica A—ezxcisiva e siano
J1: (X1, XiNnXo) = (X1U X9, Xo), Jo:(Xo, XiNXo) — (X1UXy, Xy)

le applicazioni di inclusione.

Valgono allora i sequenti fatti:
(a) per ognin € Z
H"(j1) : H*(X1 U X2, Xo) — H"(X1, X1 N X2)

e un A—isomorfismo;
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(b) per ognin € Z
H"(j2) : H"(X1 U X, X3) — H"(X2, X1 N X3)

e un A—isomorfismo.

Dimostrazione. La dimostrazione puo essere svolta per esercizio. m

(3.12) Corollario (Teorema di excisione) Sia (X, A) una coppia topologica, sia
U C X tale che U C int (A) e sia j: (X\U,A\U) — (X, A) Uapplicazione di inclusione.
Allora per ognin € Z

H™j): HM(X, A) — H"(X \ U, A\ U)

e un A—isomorfismo.

Dimostrazione. La dimostrazione puo essere svolta per esercizio. m

(3.13) Teorema (di additivita) Sia (X, A) una coppia topologica, siano Uy, Us due

aperti disgiunti in X che ricoprono X stesso e siano
ili(U1,AﬂU1)—>(X,A), ig:(Ug,AﬂUg)ﬁ(X,A)

le applicazioni di inclusione.

Allora per ognin € Z

Hn(X, A) — Hn(Ul,A N Ul) D Hn(UQ,A N Ug)
wr— (H"(i1)w, H"(i2)w)

e un A—isomorfismo.

Dimostrazione. La dimostrazione puo essere svolta per esercizio. m

(3.14) Osservazione Sia (X, A, B) una terna topologica. Allora le triadi (X;X,A) e

(X; B, A) sono entrambe A—ezcisive.

L’osservazione precedente consente di ottenere la sequenza esatta della terna dalla

sequenza esatta di Mayer-Vietoris.
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(3.15) Definizione Sia (X, A, B) una terna topologica. Per ognin € Z denotiamo con
§"(X,A,B): H"(A, B) — H" (X, A)

I’A—omomorfismo relativo alla sequenza di Mayer-Vietoris associata alle triadi (X;X,A)

e (X;B,A).

(3.16) Teorema (Sequenza esatta della terna) Sia (X, A, B) una terna topologica
esianoi: (A,B) — (X,B) ej: (X,B) — (X,A) le applicazioni di inclusione.

Allora la sequenza

H"(5)

— mrx, A) Y9, gox, gy O,

677’ (X7A7B)
_

H"(A, B) H" (X, A) —

¢ esatta.

Dimostrazione. Si applichi la sequenza esatta di Mayer-Vietoris alle triadi (X; X, A) e
(X;B,A). m

(3.17) Teorema Siano (X,A,B) e (X', A", B') due terne topologiche e f : X — X'
un’applicazione continua tale che f(A) C A" e f(B) C B'.

Allora per ognin € Z si ha
§™(X, A, B) o H"(f) = H™'(f) 0 6"(X', A", B').
Di conseguenza, denotate con

i:(A,B)— (X,B), j:(X,B)—(X,A)),

i’ (A,B")— (X",B), j:(X,B)— (X A4)

le applicazioni di inclusione, nel diagramma

HO(X, AT H™(5") H"(X', B) H" (i) H™(A', B) sm(X',A',B") H”“(X’,A’)
H”(f)l H"(f)l H”(f)l H"“(f)l
mr(x,A) 29 gnx gy 29O, gna, gy EEAB g x )

tutti i rettangoli sono commutativi.

Dimostrazione. Si tratta di un caso particolare del Teorema (3.10). m
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Se (X, A) & una coppia topologica, la sequenza esatta della coppia (X, A) &, per

definizione, la sequenza esatta della terna (X, A, (). La sequenza in questione & quindi

H" (’L)

0, gy 29, gy S,

—— H"(X,A) Hn+1(X7A) -

in cui 6"(X,A) :=6(X,A4,0)edi: A— X, j:(X,0) — (X, A) sono le applicazioni di

inclusione.

(3.18) Teorema Sia X uno spazio topologico. Allora per ognin € Z si ha

H™(X, X) = {0}.

Dimostrazione. La verifica puo essere svolta per esercizio. m

(3.19) Teorema Sia (X, A) una coppia topologica con X mon vuoto e connesso per
archi. Allora si ha

HY(X,A)={0} seA#,

HO(X)=A.

12

Dimostrazione. La verifica puo essere svolta per esercizio. m

(3.20) Teorema Sia X uno spazio topologico contrattile in sé. Allora si ha

H"(X)={0} seneZ\{0},
HO(X)=A;

Vo € X,Vne€Z: H"(X,{zo}) = {0}.

Dimostrazione. La verifica puo essere svolta per esercizio. m

(3.21) Teorema Per ogni k € N si ha

H"(DF, S*1 = {0} senecZ\{k},
Hk(Dkﬂskfl) ~ AL

Dimostrazione. Si tratta di una semplice variante del Teorema (1.8.5). m
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(3.22) Teorema Si ha
H™(5% = {0} sen € Z\ {0},
HO(SY) = AqA

e, per ogni k > 1,

H"(S*) = {0} sencZ\{0,k},

Dimostrazione. La verifica puo essere svolta per esercizio. m

(3.23) Corollario Per ogni k € N e per ogni {xo} € S* si ha
H™(S* {x0}) = {0} seneZ\{k},
Hk(Sk) {1"0}) =A.

Dimostrazione. La verifica puo essere svolta per esercizio. m

4 Il prodotto interno

(4.1) Definizione Sianon > 1, H C {1,... ,n} ed a = 0,1. Denotiamo con |H| il

numero di elementi di H e poniamo
He={1,...,n}\ H.

Posto |H| = j, denotiamo inoltre con ¥y Uapplicazione strettamente crescente da H su

1,... i}, Defintamo quindi UTL’(IPPMC(ZZiOTL@ continua
{ ) 7]} q
PH,o - [07 1]17, J ? [07 1]n

ponendo
« seke H
(Ha(T1, . Tpj)), =

Tyye(k)y sek e H®

Infine poniamo pyg = (—1)”, dove v é il numero di coppie (p,q) € H x H® con q < p.
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(4.2) Definizione Siano X uno spazio topologico, n > 1, H C{1,... ,n} con |H| =j
ed a=0,1. Per ogniy € I'y, (X) definiamo ®g o () € I'n—j (X), ponendo

Pha(7) =70 ¢Ha-
SeyeTy(X) e H=0, definiamo ®p, (v) € To (X), ponendo @ q (77) := 1.

(4.3) Definizione Siano X uno spazio topologico e m,n € Z. Per ogni w € C™ (X)
edn e C"(X) definiamo

wUn € Homyp (Qmin (X);A),

ponendo

VY € Tongn (X) : (WU X)) = D i (@, [Xa e o)) (1 X2 ()
|H|=m

se X £ 0 em,n > 0. Altrimenti poniamo wUn := 0.
(4.4) Proposizione Siano X uno spazio topologico e m,n € Z.
Allora per ogni w € C™ (X), n € C™"(X) e ¢ € Dpypn (X) si ha (wUn,c) =0.

Dimostrazione. Naturalmente basta trattare il caso in cui X # 0 e m,n > 0. Se
v € T (X) € degenere rispetto alla j—esima variabile e |H| = m, si ha che ®ge o (7)
¢ degenere se j € H, mentre ®p ;1 () € degenere se j € H¢. In entrambi i casi ne segue

(WU Xxy) =0.m

Per la proposizione precedente,
WU Qmin (X) — A
induce un A—omomorfismo
Cran (X) — A

che, per semplicita, denotiamo ancora con w U 7. Risulta quindi w Un € C™T" (X).

(4.5) Definizione Sia X wuno spazio topologico mon vuoto. Definiamo 1 € Z°(X)
ponendo 1 := ¢, dove e : Cy (X) — A ¢é l'aumentazione.

Denotiamo anche con 1 € H*(X) la classe di equivalenza di 1 € Z° (X).
Poiché € # 0, si verifica facilmente che 1 € H°(X) \ {0}.

(4.6) Teorema Siano X, Y due spazi topologici e m,n,p € Z. Valgono allora i sequenti

fatti:
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(a) Uapplicazione

O™ (X) x C™ (X) — O™+ (X))
(w,n) — wUn

e un A—omomorfismo in ciascuna delle due variabili;

(b) se X # 0, per ogni w € C™ (X)) si ha
lUw=wUl =w;
(c) seweC™(X),neC™"(X) euecCP(X), siha
(WUn)Up=wU(nup)

in C™TNEP (X))

(d) se f: X =Y & unapplicazione continua, per ogni w € C™ (Y) ed n € C™(Y) si ha
C™(f) (wUm) = (C™ (fHw) U (C™ (f)n)

in C™t"(X); se inoltre X # 0, risulta

(e) seweC™(X) edneC"(X), siha
"™ (wUn) = (8™w) Un+ (—=1)™w U (6™n)

n Cm-i—n—i—l (X)

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione. m

(4.7) Proposizione Siano X wuno spazio topologico e m,n € Z. Valgono allora i

sequenti fatti:
(a) sewe Z™(X) edne Z"(X), sihawUn e 2™ (X);
(b) sewe Z™(X) edn € B"(X), si hawUn € B™"(X);

(c) sewe B™(X) edne Z"(X), si hawUne B™"(X).
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Dimostrazione.

(a) Risulta
S (wUn) = ("w)Un+ (=1)"wU (") =0.
(b) Sia ¢ € C"1(X) tale che §" 1y = 7. Allora si ha
(1) wU ) = (1) (Mw)Up +wUn=wUn,

per cui wUn € B™" (X).

(c) Si tratta di una semplice variante della (b). m

Per la proposizione precedente, 'applicazione

O™ (X) x C™ (X) — O™+ (X))
(w,n) —wUn

induce un’applicazione

H™(X) x H"(X) — H™"(X).

Dati w € H™(X) ed n € H"(X), denotiamo ancora con w U7 il valore assegnato alla

coppia (w,n). Diciamo che wUn & il cup-product o prodotto interno fra w ed 7.

(4.8) Teorema Siano X, Y due spazi topologici e m,n,p € Z. Valgono allora i sequenti

fatti:

(a) Uapplicazione

H™(X) x H"(X) — H™"(X)
(w,n) — wUn

e un A—omomorfismo in ciascuna delle due variabili;
(b) se X £ 0, per ogni w € H*(X) si ha
lUw=wUl =w;
(c) sewe H"(X), ne H"(X) e p € HP(X), si ha

(WUnUp=wU(nUp)

in Hmn+p (X) ;
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(d) se f: X =Y & unapplicazione continua, per ogni w € H™(Y) edn € H"(Y) si ha

H™ " (f) (wUn) = (H™(f)w) U (H"(f)n)

in H"(X); se inoltre X # 0, risulta

(e) sewe H™(X) edn e H"(X), si ha
nUw = (-1)""wUn

in H™+(X).

Dimostrazione. Le affermazioni (q), (b), (9 e (d) discendono facilmente dal Teorema (4.6).

Omettiamo la dimostrazione della (e). m

(4.9) Proposizione Siano (X; X1, X2) una triade topologica A—ezcisiva e m,n € Z.

Valgono allora i sequenti fatti:

(a) per ogniw € Z™(X,X1) edn € Z™ (X, Xa) esistono p € C™ 1 (X; X, X, X1, X2)
e € Zm™M (X, X1 U Xs) tali che

Ve € Crgn (Xl) + Crgn (XQ) : <M7 C> = <w umn, C) + <S078m+nc> ;
(b) [u] € H™™(X, X1 U X3) dipende solo da [w] € H™(X,X1) e [n] € H"(X, X2);
(c) se X1 C X5 0 X9 C Xy, nella (a) si puo scegliere o =0 e pp = w U7.

Dimostrazione.

(a) Evidentemente si ha (wUn) € 2™ (X; X, X, X3, X3). L’affermazione discende
quindi dal Lemma (3.7).

(b) Siano

W eZM(X, X)), 1 €Z"X, Xy,

SD/GCm—i-n—l (X;XaXaXlaX2) 9 MlEZern (XaXIUXQ)
collegati fra di loro nello stesso modo con

(w—u')eB™(X,X1),
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(n—n') € B"(X, Xy) .

Siano ¥ € C"™ 1 (X, X1) ev € C" 1 (X, Xo) tali che ™ ) =w —w e " v =n —17.
Allora per ogni ¢ € Cpyip (X1) + Crin (X2) si ha

(= c)=(wUn—w' Un',c)+ (¢ — ¢, Ominc) =

=(wUm=7),0+{(w—-w)Un',c)+ (o= ¢, Omync) =

= <w U (571—1”)’ C> + <(6m_1w) U n,a C> + <90 - 90/7 aernC) =

= ((-1)"wUv,0pinc) + (YU T/a Omanc) + (¢ — ‘Pla Om4nC) -

Dal Lemma (3.7) si deduce che (p — p') € B™ (X, X3 U X3).
(c) Evidente. m

Sia (X; X1, X2) una triade topologica A—excisiva e siano
we H™(X, X)), neH" (X, Xs).
Per la proposizione precedente, risulta univocamente definito

wUdn e Hern(X,Xl UXQ) .

(4.10) Teorema Valgono i sequenti fatti:

(a) se (X; X1, X2) € una triade topologica A—excisiva, 'applicazione

H™(X,X1) x HY(X, X3) — H™™"(X, X1 U X>)

(w,n) —wUn

e un A—omomorfismo in ciascuna delle due variabili;
(b) se (X, A) éuna coppia topologica con X # (), per ogni w € H"(X, A) si ha
lUw=wUl =w,

dove 1 € HY(X);
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(c) se X ¢é uno spazio topologico e X1, Xa, X3 sono tre sottoinsiemi di X tali che le
triadi (X; X1, X2), (X; X1 U X9, X3), (X; X2, X3) e (X; X1, Xo U X3) siano tutte
A—excisive, allora per ogni w € H™(X,X1), n € H"(X,X2) e p € HP(X, X3), si
ha

(wWUn)Up=wU(nUpu)
mn Hm+n+p(X,X1 U Xy UXg),'

(d) se (X;X1,X2) e (Y;Y1,Ys) sono due triadi topologiche A—excisive e f : X — Y ¢é
un’applicazione continua con f(X1) C Yy e f(X2) C Ya, per ogni w € H™(Y, Y1)
edn € H"(Y,Ys2) si ha

H™™(f) (wUn) = (H™(f)w) U (H"(f)n)
in H™(X, X1 U Xo);

(e) se (X;X1,X2) & una triade topologica A—excisiva, per ogni w € H™(X,X1) ed
n € H"(X, X2) si ha

nUw = (—1)""wUn

m Hm+n(X, X7 U X2)

Dimostrazione. Si tratta di una semplice conseguenza del Teorema (4.8). m

(4.11) Teorema Siano X wuno spazio topologico, Ay C X; C X, Ay C Xy C X
e B C A; UAy. Supponiamo che le triadi (X; X1, X2) e (X; Ay, A2) siano entrambe

A—excisive e denotiamo con
i (X1NXy,BNAINA) — (X1UXo,B)
Uapplicazione di inclusione e con
O": H™(X, N Xy, A; N Ay) — H" (X U Xy, A U Ay)

UA—omomorfismo della sequenza di Mayer-Vietoris associata.

Allora per ogni w € H™(X1 N X9, Ay N Ag) edn € H"(X1 U X9, B) si ha

5™ (w U H™(i)) = (6™w) Uy,
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g (HM (i) Uw) = (=1)"n U (0"w)

m Hm+n+1(X1 U Xs, A1 U Az)

Dimostrazione. Siano w € Z™ (X1 N X9, Ay N Ag), n € Z™ (X1 U X2, B) e siano

wp € C™ (X1, A1) , wy € C™ (X2, A2) ,

(,OGCm(X;Xl,XQ,Al,Ag) , uEZm+1 (XlUXQ,AlUAQ)
tali che

Ve € Cp (X1 N X2) 1 {wi,¢) — (wa,¢) = (w, ),
Ver € Crg1 (X1), Veg € Crpgq (X2) 1 (pye1 + o) =

= (W1, Om+101) + (W2, Omt1c2) + (@, Omy1(cr + c2)) -
Siano iy : (Xx, BN Ag) — (X1 U Xo, B) (k= 1,2) le applicazioni di inclusione. Allora

wi UC™ (i) n € C™ ™ ( Xy, Ag) (k=1,2),
‘PUU € Cm+n_1 (X;X')X?XlaXQ) )

pJn e Zmtn (Xl U Xo, A1 UAQ)
e si ha

Ve € Crpgn (X1 N X2) 1 (w1 UC™ (i), ¢) — (w2 UCT (i2) , ¢) = (w U C™ (i) m,¢)
Ve € Crpnt1 (X1), Veg € Crpgngr (X2) 0 (pUn, 1+ c2) =

= (w1 UC" (i1) M, Omin101) + (w2 U C™ (i2) 0, Omgng1c2) + (0 Un, O (c1 + c2)) -
Ne segue
" ([w] U H™ (@) [n]) = [ U]
Di conseguenza si ha anche

g (HM (i) Uw) = (=1)™" 6™ (w U H" (i)n) =
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= (1) (8"w) Un = (=)™ U (§7w) = (<1)" U (M)

per cui la dimostrazione & completa. m

(4.12) Corollario Sia (X, A, B) una terna topologica, sia

()

L H (X, A) T, RAON

6" (X,A,B)
e

H"(X,B) H"™(A, B) H" (X, A) —

la sequenza esatta associata, sia C C A e sia k: (A,CNB) — (X,C) Uapplicazione di
inclusione.

Allora per ogniw € H™(A,B) ed n € H"(X,C) risulta

3" (w U H" (k) = (0"w) U,

FmE (H™(k)yn Uw) = (=1)"n U (6™w)
in H™T (X, A).

Dimostrazione. Si tratta di un caso particolare del teorema precedente. m

5 La sequenza esatta di Thom-Gysin

(5.1) Teorema Siano X uno spazio topologico e k € N. Allora esiste
Uec H*(X x DF, X x §F1)
con le sequenti proprieta:
(a) per ognin € Z lapplicazione
H"(X x DF) — H""*(X x DF, X x Sk=1)
wr—wUlU

e un A—isomorfismo;
(b) denotata con p : X x D¥ — X la proiezione canonica sul primo fattore, si ha che

per ogni n € Z. applicazione

H™(X) — H" W (X x D*F X x Sk=1)
wr— (H"(p)w) VU

e un A—isomorfismo.
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Dimostrazione.

(a) Ragioniamo per induzione su k. Il caso k = 0 si ottiene banalmente scegliendo
U=1¢e H'(X x {0}).

Consideriamo quindi £ > 1 e supponiamo che l'affermazione sia vera per & — 1. Sia
Up_1 € H1(X x D¥1 X x S*=2) conforme alla tesi. Con delle semplici varianti

rispetto ai Lemmi (1.8.3) e (1.8.4), si verifica che
Vne€Z: H' (X x DX, X x Sy = {0},  H"™(X x D¥, X x S*1) = {0}

e che le triadi (X x DF; X x DK, X x D¥) e (X x SF1; X x S¥~1 X x S¥1) sono

A—excisive. Dalla sequenza esatta di Mayer-Vietoris si deduce che
o H(X x DF1 X x §%2) - H" (X x DF, X x k1)

¢ un A—isomorfismo. D’altronde si verifica facilmente che 'applicazione di inclusione
i: X xDF1 — X x D & un’equivalenza omotopica. Tenuto conto dell’ipotesi induttiva,
ne segue che 'applicazione
H"(X x DF) — H"™F(X x DF, X x SF¥1)
w = 8" ((H™(f)w) U Up-1)
¢ un A—isomorfismo. Inoltre per il Teorema (4.11) risulta
SR (HM(Dw) U Up—y) = (-1D)"w U " W) = w U Uy,
avendo posto Uy = (=1)" ¥ 1U,_; € H¥(X x D¥, X x §k1),
(b) Si verifica facilmente che p & un’equivalenza omotopica, per cui

H"(p): H"(X) — H™(X x DF)

€ un A—omomorfismo. La tesi discende allora dall’affermazione precedente. m

(5.2) Corollario Siano X uno spazio topologico, k € N ep : X x S* — X la proiezione
canonica sul primo fattore.

Allora esistono due sequenze

U HY(X) — H"WHHL(X)

Pt H(X x S*) — H" 7k (X)

di A—omomorfismi tali che:
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(a) la sequenza

n n+k+1
Hn(X) v Hn+k+1(x) H 1 (p)

R (x x gk 2 g xy

H R (p)
_—5
e esatta;
(b) per ogni w € H™(X) edn € H"(X) si ha
P wUn) = w U (P)
n Hm+”+k+1(X);
(c) per ogni w € H™(X) edn € H"(X x S*) si ha
P ((H™ (p)w) Un) = (1) w U (p"n)
in H™=k(X).
Dimostrazione. Consideriamo la sequenza esatta della coppia (X x D1 X x SF)

Hn+k+1(j) Hn+k+l(i)
—_— —_—

HMHL(X x DFFLX % §F) H™HL(X x DR

w} Hn+k+1(X x Sk) L’M) Hn+k+2(X % DkJrl,X X Sk)

e denotiamo con ¢ : X x D¥t! — X la proiezione canonica sul primo fattore. Evidente-
mente si ha p = ¢ oi. Come abbiamo gia osservato, ¢ € un’equivalenza omotopica. Sia

U € H*1(X x D! X x S*) conforme al teorema precedente e sia
" : H"(X) — H"THI(X x DM X x §F)
I’A—isomorfismo indotto. Poniamo allora

U = (HTHE () o HUPL () 0 87,

Evidentemente la sequenza

n n+k+1
Hn(X) v Hn—i—k—‘rl(X) H™ R4 (p)
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0, e (x o ghy L e (o) ——

¢ esatta.

Siano ora w € H™(X) ed n € H"(X). Risulta

Hm+”+k+1(q) (\I/m+”(w U 77)) _ Hm+n+k+1(j) (Hm+n(q)(w Un)U U) =
= H™™(q)(w Un) UH" ' (j)U = (H™(q)w) U ((H”(Q)n) U (H’“l(j)U)) =

= (H™(q)w) U (B () (07) ) = H™ 5 (q) (w U (7))
Tenuto conto che H™"+++1(4) & un A—isomorfismo, ne segue
U (wUn) =wU (¥"y).
Siano infine w € H™(X) ed n € H(X x S*). Risulta

(241 0 g4 ((H™ (o)) U ) = 5™+ (™ (p)s) U ) =
= " ((H™ (i) (H™ (@)w)) Un) = (=1)™ (H™(q)w) U 6™ =
= (=)™ (H™(q)w) U (Hﬂ*k(q)(p”m) UU = H™ " g) (1) wU (p"n) UU =

= "R (=)™ w U (p™)) -
Tenuto conto che ™"~ F & un A—isomorfismo, ne segue
P (H™M (p)w) Un) = (=1)™w U (p"n),

da cui la tesi. m

5.3) Definizione Siano E, B, F tre spazi topologici e p : E — B un’applicazione
( , B, D polog P pp
continua.

Diciamo che (E, B, F,p) ¢é un fibrato, se per ogni b € B esistono un intorno V di b

in B ed un omeomorfismo

f:VxF—pliv)
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tale che
pof:VXF -V

coincida con la proiezione canonica sul primo fattore.

Diciamo inoltre che E ¢ lo spazio totale, B la base e F' la fibra del fibrato.

(5.4) Osservazione Se (E,B,F,p) ¢ un fibrato, allora lapplicazione p : E — B é

suriettiva.

(5.5) Teorema (Sequenza esatta di Thom-Gysin) Sia k € N e sia (E, B, S*,p)

un fibrato. Allora esistono due sequenze

U . H"(B;Zy) — H" (B, Zy),

p s H(E; Zy) — H" (B Zy)
di Zo—omomorfismi tali che:

(a) la sequenza

n n+k+1
——— H"(B;Zs) _ H"+k+1(B;Zg) L@L

w H”+k+1(E;Zg) Lk“) H’Hl(B;ZQ) -

é esatta;
(b) per ogni w € H™(B;Za) edn € H"(B;Zs) si ha
T w Un) = w U (9)
in HMH 41 (B 7,)
(¢) per ogni w € H™(B;Z9) edn € H"(E;Zs2) si ha
P (H™ (p)w) Un) = (1) w U (p"n)

in H™ 0=k (B; Zy).

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione. m



116 CAPITOLO 3. COOMOLOGIA SINGOLARE

6 Cuplength e categoria

(6.1) Definizione Sia X uno spazio topologico. Denotiamo con cuplength (X) l’estre-

mo superiore dei k > 1 per cui esistono un corpo commutativo K ed
w1 € H"(X;K), ... ,w, € H"(X;K)
tali che ny,... ,np >1¢e€
wiU---Uwgp #0

in H™MH (X K).
Se X # () e non esiste nessun k > 1 con tale proprietd, poniamo cuplength (X) := 0.

Infine poniamo cuplength (0) := —1.

(6.2) Teorema Per ogni k > 1 si ha cuplength (S*) = 1.

Dimostrazione. Si tratta di un’ovvia conseguenza del Teorema (3.22). m

(6.3) Definizione Per ogni k > 1 definiamo T*, ponendo

T .= 8!

VE>2: TF.=TF1 x gt
Lo spazio topologico T* si chiama toro k—dimensionale.

(6.4) Definizione Per ogni k > 1 denotiamo con P* lo spazio quoziente ottenuto da

Sk modulo la relazione di equivalenza
TRy <= x=yox=—y.
Lo spazio topologico P* si chiama spazio proiettivo (reale) k—dimensionale.
(6.5) Teorema Per ogni k > 1 valgono i sequenti fatti:
(a) esistono wy € HY(T*; A),... ,wp € HY(T*;A) tali che wi U---Uwy, # 0;

(b) per ognimn >k + 1 si ha H"(T*; A) = {0}.
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In particolare risulta cuplength (Tk) =k.

Dimostrazione. Ragioniamo per induzione su k. Per k = 1 si ha T = S, per cui le
affermazioni discendono dal Teorema (3.22). Consideriamo ora k > 2 e supponiamo che

le affermazioni siano vere per k — 1. Posto X = T*~1, sia

pn

H" (Tk:—l) 2 (Tk—l) H""2(p) pnt?

Hn+2(Tk—1 % Sl) Hn-‘rl(Tk—l)

la sequenza esatta introdotta nel Corollario (5.2). Siayg € S esiag: TF1 — TF1x St
'applicazione continua definita da ¢(z) = (z,yo). Poiché po g ¢ I'identita di T5~1, si ha
che H""1(q) o H™ 1 (p) & I'identita di H"+(T*~1). Pertanto 1’A—omomorfismo

H" Y (p) : H"HTF 1) — H™ (T % 8
¢ iniettivo. Ne segue che
gl grol(rhely oo gkl
¢ nullo, per cui
pr HY (T x 8y — H YT 1)

¢ suriettivo.

Per I'ipotesi induttiva, esistono wy € HY(T*1),... jwr_1 € HY(T*!) tali che
wiU- - Uwg_1 #0.
Esiste inoltre wy € HY(T*) = HY(T*~! x S') tale che
plwy =1 € HO(TF ).
Allora H'(p)wi, ..., H (p)wp_1,wr € HY(T*) e si ha

pk (Hl(p)wl U---U Hl(p)wk,l ka) =
=" (Hkil(p)(wl U Uwg_1) U wk) =
= (—1)k_1 wiU---Uwg_1 U plwk =

:(—1)k_1W1U'--ka_1U1:
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— (—l)kil(,UlU'--ka,l #0
A maggior ragione risulta
H(p)wr U---UH (p)wp_1 Uwy, #0,

per cui affermazione (a) € vera per k.

Sia ora n > k + 1. Sempre nella sequenza esatta

n \I,nfl

H"(p) Hn(Tk) P Hn—l(Tk—l) Hn—i-l(Tk—l)

Hn(Tk—l)

si ha che H™(T*" ') e H""1(T*~1) sono banali per l'ipotesi induttiva. Combinando

questo fatto con l'ipotesi induttiva, ne segue che
(T = BT = (o),

da cui la (b). m

(6.6) Teorema Sia k > 1 e sia p : S¥ — P* la proiezione canonica sul quoziente.

Allora (S*, P*, S0 p) ¢ un fibrato.

Dimostrazione. Per ogni b € P* si ha p~1(b) = {x, —2} con z € S*. Sia W = B (z,1/2)
e sia V = p(W), per cui p~1(V) = W U (—=W). Definiamo un’applicazione continua

g:p H(V) =V xS

ponendo

{ (p(z),1) sexeW
(p(x),—1) sex e (=W)

1

Si verifica facilmente che g € un omeomorfismo. Inoltre, posto f = g~ -, risulta

V(y,t) € Vx 8% p(f(y.1) =y,

da cui la tesi. m

(6.7) Teorema Per ogni k > 1 valgono i sequenti fatti:
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(a) esiste w € H'(P*;Zs) tale che

wU---Uw#0
——
k—wolte

in H*(P*; Z);
(b) per ognin >k + 1 si ha H"(P*;A) = {0}.
In particolare risulta cuplength (Pk) = k.

Dimostrazione.

(a) Sia

n—1 n— n
H-Y(Sk Zo) £ HrL(PEZ,) 2 (PR z,) 2

H"(S*: Zs)
la sequenza esatta di Thom-Gysin associata al fibrato (S*, P¥, S0 p).

Per il Teorema (3.22), si ha H(S*;Zy) = Zy. Poiché H°(p)1 = 1, ne segue che
H(p) & suriettivo. Pertanto p® & nullo e quindi " & iniettivo. D’altronde dal Teo-
rema (3.22) segue anche che H"~'(S*) = {0} per 2 < n < k. Combinando i due fatti, si
deduce che ¥~ ! ¢ iniettivo per 1 < n < k.

Poniamo w = V%1 € H 1(Pk ; Z2) e, per semplicita, introduciamo la notazione

Wr'=wU---Uuw .
N———
n—volte
Dimostriamo che w™ # 0 per 1 < n < k. A questo scopo, ragioniamo per induzione su
n. Per n = 1 Daffermazione segue dall’iniettivita di PV, Consideriamo ora 2 <n < k e

supponiamo che si abbia w™ ! # 0. Per I'iniettivita di U"~! risulta allora

0 ?é \Ij"_l (wn—l) — \I/n—l (wn—l U 1) —

=" U (P01) =" T Uw = w".

In particolare si ha w”* # 0, da cui Iaffermazione (a).

(b) Omettiamo la dimostrazione. m

(6.8) Definizione Sia X uno spazio topologico non vuoto. Denotiamo con cat (X) il
minimo intero k > 1 per cui esistono k aperti Uy, ... , U contenuti in X, contrattili in

X e tali che

k
X=]JU.
h=1



120 CAPITOLO 3. COOMOLOGIA SINGOLARE

Se non esiste nessun intero k con tale proprietd, poniamo cat (X) := +oo. Poniamo
infine cat () := 0.

Diciamo che cat (X) é la categoria (di Ljusternik-Schnirelman) di X.

(6.9) Teorema Per ogni spazio topologico X si ha

cat (X) > cuplength (X) + 1.

Dimostrazione. Se cat (X) = 400 o cat (X) = 0, 'affermazione ¢ evidente. Altrimenti

sia k = cat (X) e siano Uy, ... , Uy degli aperti contrattili in X tali che
k
X=]J U
h=1

Sia inoltre K un corpo commutativo e siano
w1 € H"(X;K), ... ,wp € H™(X;K)

tali che ny,...,n; > 1. Denotiamo con iy : U, — X, jn : (X,0) — (X,Up) e
J:(X,0) — (X, X) le applicazioni di inclusione.

Poiché nj, > 1, si deduce dal Corollario (2.6) che ’A—omomorfismo
H" (i) : H"(X) — H"(Uy)
¢ nullo. Dalla sequenza esatta della coppia (X, Uy)

H"h (jn) H™h (ip,)
L LLLAN —

H™ (X, Up) H™(X) H"™(Up)
si deduce che I’A—omomorfismo

H"™(jp) - H™ (X, Up) — H™ (X)
¢ suriettivo. Siano

m € Hnl(Xa Uvi)a N RS an(Xa UkaK)

tali che H" (jp)ny, = wp. Essendo gli Uy aperti in X, il Teorema (4.10) consente di

definire
mU---Un, € HMH (X, X K) = {0}
Risulta quindi 73 U - - - Un, = 0. Sempre dal Teorema (4.10) si deduce che

wi U Uwg = (H™ (j1)m) U U (H™ (jr)me) =



6. CUPLENGTH E CATEGORIA 121

=H™MTR(G) (U Ugg) = 0.

Risulta quindi cuplength (X) < k — 1, da cui la tesi. m

(6.10) Teorema Per ogni k > 0 si ha cat (S*) = 2.

Dimostrazione. Per il Corollario (1.8.8), si ha che S* non ¢ contrattile in sé. Deve quindi

essere cat (Sk) > 2. D’altronde, posto

1
U1:{$€Sk1$k+1>—2},

1
U2={$65k1$k+1<§},

si verifica facilmente che U; ed Us sono due aperti contrattili in S* 1a cui unione & S*

stessa. Risulta quindi cat (Sk) <2.m

(6.11) Teorema Per ogni k > 1 si ha cat (T*) =k + 1.

Dimostrazione. Combinando i Teoremi (6.5) e (6.9), si deduce che cat (T%) > k + 1.

Omettiamo la dimostrazione che cat (Tk) <k+1 m

(6.12) Teorema Per ogni k > 1 si ha cat (Pk) =k+1.

Dimostrazione. Combinando i Teoremi (6.7) e (6.9), si deduce che cat (P*) > k + 1.
<k

Omettiamo la dimostrazione che cat (Pk) +1.m
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