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Capitolo 1

Il sistema del numeri reali

1 Alcuni elementi di logica

Nella matematica tradizionale, come € noto, si parte da alcuni principi, la cui validita e
assunta senza dimostrazione (gli assiomi), per poi dedurne nuove affermazioni (i teorems).
Questo procedimento presuppone delle regole che stabiliscano in quale maniera possano
essere formulati gli assiomi ed i teoremi e quali siano le tecniche di deduzione ammissibili.

La logica, di cui introduciamo in questa sezione alcune nozioni essenziali, e la disci-
plina che studia, tra I’altro, le regole di enunciazione e deduzione. La nostra trattazione
dell’argomento non sara ipotetico-deduttiva. Ci accontenteremo di descrivere con del-
le espressioni del linguaggio comune i concetti che ci interessano, fornendo degli esempi
illustrativi.

La prima nozione fondamentale ¢ quella di affermazione (o proposizione o enunciato)'.

Esempi di affermazione sono i seguenti:
2<7,

22>9.

E opportuno prendere in considerazione sia affermazioni wvere, come la prima, sia affer-
mazioni false, come la seconda. D’altra parte, non sono ammesse altre possibilita, oltre a

verita e falsita. Nel seguito denoteremo le affermazioni con le lettere P, Q, R, etc.

!'Nella logica formale i termini affermazione e proposizione sono sinonimi. In tale contesto il termine
proposizione ha quindi un significato diverso da quello assunto nell’analisi logica. Ad esempio, la frase “6
¢ maggiore di 2 e 3 & minore di 8” & un’affermazione, ossia una proposizione, nella nomenclatura della
logica, pur essendo un periodo e non una proposizione nel linguaggio dell’analisi logica.
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Come nel linguaggio comune, molte affermazioni si ottengono combinando oppor-
tunamente affermazioni piu elementari. Il modo piu semplice e la negazione. Se P e
un’affermazione, nonP 2 & l'affermazione che & vera quando P ¢ falsa e viceversa. La
seguente tabella riassume questa caratterizzazione:

P VI F
nonP || F |V

Un secondo modo ¢ la congiunzione. Se P e Q sono due affermazioni, P e Q 2 & af-
fermazione che e vera quando P e Q sono entrambe vere. La tabella corrispondente

e:

P VIV IF|F
Q VIF|V|F
PeQ|V|F|F|F

Un terzo modo ¢ la disgiunzione. Se P e Q sono due affermazioni, P 0 Q * & I'affermazione

che e vera quando almeno una delle due affermazioni e vera. In particolare, se P e Q sono

entrambe vere, P o Q e vera. La tabella e:

P VIV IF|F
Q VIF|V|F
PoQ | V|V IV IF

Va osservato che nel linguaggio comune la disgiunzione rimanda ad un’idea di alternativa,
come nel caso “(6 ¢ pari) o(6 ¢ dispari)”. Nella logica formale, invece, le varie operazioni
sulle affermazioni possono essere eseguite prescindendo dal significato delle affermazioni
stesse. Di conseguenza anche l'affermazione (vera) “(2 < 3) o (5 < 4)” puo essere presa in
considerazione, anche se tra le affermazioni “2 < 3” e “5 < 4” non sussiste alcun naturale
rapporto di alternativa.

Un quarto modo, meno ovvio, € I'implicazione. Per comprendere il funzionamento di

P = Q (“P implica Q" o anche “se P allora Q”), consideriamo un’espressione del tipo
(n e un multiplo di 6) = <n e un multiplo di 3),

dove n denota un numero intero positivo. Noi vogliamo che questa asserzione abbia
carattere generale, ossia che sia vera per ogni n. Per ottenere questo risultato ¢ anzitutto

necessario fare in modo che le affermazioni

2Alcuni autori preferiscono la notazione pit formalizzata —P.
3Alcuni autori preferiscono la notazione pit formalizzata P&Q oppure P A Q.
4Alcuni autori preferiscono la notazione pitt formalizzata PV Q (“P vel Q).
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(12 ¢ un multiplo di 6) 12 ¢ un multiplo di 3>,

— (
<9 ¢ un multiplo di 6) — <9 ¢ un multiplo di 3),
e <

(8 e un multiplo di 6) 8 ¢ un multiplo di 3),

siano tutte vere. Questa esigenza obbliga intanto alle seguenti scelte:

P VIVIF|F
Q VIF|V|F
P— Q| V ViV

A questo punto, affinché P = Q non sia sempre vera indipendentemente da P e Q, il
che renderebbe il concetto banale, I'unico completamento possibile é:

P VIV IF|F
Q VIF|V|F
P=Q |V | IF|V|V

In conclusione, 'affermazione P = Q e sempre vera, tranne il caso in cui P sia vera e
Q sia falsa.

Anche qui va notato che nel linguaggio comune la costruzione “se...allora...” evoca
un rapporto di causa-effetto che a livello di logica formale non ha senso. Cosi come ¢

lecito costruire I'affermazione (falsa)
(2<1)e(3*>6),
deve essere altrettanto lecito costruire 1’affermazione (vera)
(2<1)= (3>>6).

Il fatto che tra le affermazioni “2 < 17 e “3%2 > 6” non sussista alcun evidente rapporto
e irrilevante. Anche in questo caso va ribadito che i meccanismi della logica formale
prescindono dal significato delle singole affermazioni.

Infine, I'ultimo modo che consideriamo e la doppia implicazione. Date due afferma-
zioni P e Q, 'affermazione P <= Q (“P se e solo se Q”) & vera quando P e Q sono
entrambe vere o entrambe false. La tabella corrispondente &

P VIVI|IF|F
Q VIF|VI|F
P—OQO|V|F|F|V
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Poiché nella logica formale la verita e la falsita sono le uniche caratteristiche significative
per un’affermazione, due affermazioni P e Q con P <= @ vera si possono ritenere
intercambiabili.

I simboli non, e, 0o, = e <=, che abbiamo introdotto, si chiamano connettivi logici.

A questo punto qualche considerazione € necessaria. Anzitutto, se P e Q sono due
affermazioni e se sappiamo che P e (P = Q) sono entrambe vere, possiamo conclu-
dere che Q e vera, come risulta dall’analisi della tabella dell’implicazione. Questa e la
principale regola di deduzione che ¢ alla base del ragionamento, anche matematico.

In secondo luogo, vale la pena osservare che molto spesso le affermazioni in mate-
matica hanno la forma P = Q (P si chiama ipotesi e Q tesi). Se P, Q e R sono tre

affermazioni e se 'affermazione
(P e(nonQ)) = (R e (nonR))

e vera, si deduce dalla verifica degli otto casi possibili che P = Q e vera. Pertanto un
modo per dimostrare P = Q consiste nel provare che dall’ipotesi P e dalla negazione
della tesi Q si ottiene una contraddizione (dimostrazione per assurdo).

E infine opportuno notare che I'affermazione non(P = Q) equivale all’afferma-
zione (P e(nonQ)), come si deduce dalla verifica dei quattro casi possibili. Questa
considerazione ¢ utile, qualora sia necessario negare un’implicazione.

La seconda nozione fondamentale della logica, quella di frase aperta (o formula aper-
ta o predicato), generalizza quella di affermazione. Una frase aperta ¢ un’affermazione
dipendente da una o piu variabili, la cui verita dipende dai valori assunti dalle variabili
stesse®. Ad esempio

2 >4

¢ una frase aperta in una variabile, mentre
z? 4+ y* <25

¢ una frase aperta in due variabili.
Nel seguito denoteremo le frasi aperte con espressioni del tipo P(x), Q(z,y), etc. Le

affermazioni vanno concepite come frasi aperte che non dipendono da alcuna variabile.

5 Anche sul significato del termine predicato logica formale ed analisi logica non concordano.
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Quando la logica viene applicata ad una particolare disciplina, come ad esempio la
matematica, ¢ possibile considerare frasi aperte specifiche, per esempio r < y. Esiste
tuttavia una particolare frase aperta in due variabili che viene espressamente considerata
nell’ambito della logica: si tratta della frase aperta di identita x = y. La principale regola
che la riguarda ¢ il cosiddetto principio di sostituzione, che afferma che, se x = y, allora

si puo sosituire x con y e viceversa in ogni contesto. Com’e facilmente intuibile,
x #y significa non(z=vy).

La negazione, congiunzione, disgiunzione, implicazione e doppia implicazione di frasi
aperte danno per risultato una frase aperta dipendente da tutte le variabili che compaiono.

Ad esempio
P(z)eQ(z,y)

¢ una frase aperta nelle due variabili z e y, mentre
Ply) = Q(, 2)

e una frase aperta nelle tre variabili z, y e z.
Di importanza fondamentale sono le procedure che consentono di ottenere un’affer-
mazione da una frase aperta. La piu semplice ¢ la sostituzione delle variabili con costanti.

Ad esempio, se P(x) & la frase aperta

2?2 >4,

si ha che P(1) e P(3) sono due affermazioni, la prima falsa e la seconda vera. Si possono

anche considerare casi intermedi. Ad esempio, se P(x,y, 2) ¢ la frase aperta in tre variabili
x? + y2 <22 ,

si ha che P(3,y,5) ¢ la frase aperta in una variabile 9 + y* < 25.
La seconda (meno banale) procedura per ottenere affermazioni a partire da frasi
aperte e l'applicazione dei quantificatori universale ¥ (per ogni) ed esistenziale 3 (esiste).

Se P(x) ¢ una frase aperta in una variabile,

Vo : P(x)
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e 'affermazione che significa “la frase aperta P(x) e vera per ogni z”. Ad esempio,
Vo:a?+1>0

e un’affermazione vera, mentre

Ve :x>7

¢ un’affermazione falsa.

Anche in questo caso si possono considerare situazioni intermedie:
Vo >1—a?

e una frase aperta nella sola variabile y, ottenuta a partire dalla frase aperta in due
variabili y? > 1 — 22,

Per quel che riguarda il quantificatore esistenziale,
dr: P(x)

¢ l'affermazione che significa “la frase aperta P(z) ¢ vera per almeno un z”.
Una particolare attenzione va posta quando si susseguono piu quantificatori di tipo
diverso. Ad esempio

Vo, Jy: Plx,y)

significa che per ogni x esiste un y per cui valga P(z,y). Si intende che scegliendo x

diversi si trovano in generale y differenti. Invece
Jy, Vo : P(z,y)

significa che esiste un y tale che per ogni x si abbia P(x,y). In questo caso si intende che
un medesimo ¥y va bene per tutti gli x.

Consideriamo qualche esempio esplicito:
Ve, dy: y>x
¢ un’affermazione vera (dato x, si scelga ad esempio y = = + 1). Viceversa

dy, Ve : y>ux
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e un’affermazione falsa (non esiste un numero y che sia piu grande di tutti i numeri).

Infine

Jy, Vo : 22 +y>5

e un’affermazione vera (si scelga, ad esempio, y = 6).
Conviene anche riflettere sulla negazione di un’affermazione contenente dei quantifi-

catori. La negazione di

Vo : P(x)

dz : nonP(x),

mentre la negazione di

dz: P(x)

Va : nonP(x).

L’introduzione delle frasi aperte e dei quantificatori si e rivelata molto vantaggiosa per
una formulazione soddisfacente della matematica. Consideriamo ad esempio la proprieta

commutativa della somma;

THYy=y+x.

Se si ragiona in termini di sole affermazioni, tale proprieta va concepita come un’infi-
nita di affermazioni, una per ogni possibile scelta della coppia di numeri x ed y. Que-
sto punto di vista si presta a molte obiezioni, a causa della necessita di considerare
contemporaneamente un numero infinito di affermazioni.

Viceversa, nel nostro linguaggio la proprieta commutativa si riduce ad un’unica

affermazione

Ve, Vy: z+y=y+2x

che consiste di una riga di 13 simboli.
La logica che abbiamo delineato, contenente frasi aperte, fra cui in posizione privi-
legiata quella di identita, e quantificatori, si chiama logica del primo ordine con identita.

Essa costituisce il linguaggio in cui e formulata la matematica moderna.
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In effetti, per non rendere la lettura estremamente ardua, noi useremo spesso delle
formulazioni in cui convivono espressioni simboliche ed espressioni della lingua comune.
Si intende che deve pero risultare evidente la possibilita di ricondurre il tutto ad una for-
mulazione totalmente simbolica e che a quest’ultima occorre fare appello, qualora sorgano

incertezze di interpretazione.

Esercizi

1. Si verifichi che per ogni affermazione P, Q si ha
(non(nonP)) <= P,
(non(P ¢ Q)) <= ((nonP)o(nonQ)),
(non(P 0 Q)) <= ((nonP)e(nonQ)),
(P = Q) <= ((nonP)0Q),
(non(P = Q)) <= (P ¢ (nonQ)),
(P Q) < (P = Q)e(Q=P)).

2. Date due affermazioni P e Q, la negazione alternativa P|Q (“P & falsa o Q ¢

falsa”) e 'affermazione caratterizzata dalla tabella

P |\VIVIF|F
Q |V|F |V I|F
PIQ|F|V I V|V

Si verifichi che per ogni affermazione P ¢ Q si ha
(nonP) <= (P|P) ,
(P eQ) <= (non(P|Q)),
(P 0 Q) < ((nonP)|(nonQ)),
(P = Q) <= (P|(nonQ)).

Questo consente, volendo, di utilizzare un unico connettivo logico |, invece dei vari

connettivi che abbiamo introdotto.
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2 Proprieta fondamentali del sistema dei numeri
reali

Esauriti i preliminari di carattere logico, il nostro punto di partenza ¢ costituito dall’in-
sieme R dei numeri reali, di cui richiamiamo le proprieta fondamentali.

Ricordiamo anzitutto che, dati due numeri reali x,y, sono definiti il numero reale
somma x + y ed il numero reale prodotto zy. Esistono inoltre due numeri reali speciali,
denotati con i simboli 0 e 1, che godono di particolari proprieta rispetto a somma e
prodotto. Per ogni numero reale z, si denota infine con —x 'opposto di x e, se x # 0,
con z~ ! il reciproco di z. Cid premesso, le proprietd fondamentali di somma e prodotto

possono essere compendiate dicendo che per ogni x,y, z in R si ha
(r+y)+z=a++2), zty=y+u,
r+0=ux, r+(—x)=0,
(ry)z = x(yz),  wy=yz,
r-1=ux, r#0 = 2z =1,
(r+y)z=xz+yz,

0#1.
Dati z,y € R, si stabiliscono alcune ovvie notazioni:

x_y::x+(_y)76

xr 1

— =y
Y

Ricordiamo poi che, per ogni x,y in R, e definita la relazione x < y. A partire da

questa, sono anche definite, in modo ovvio, le relazioni
x >y che significa y < x,
x <y chesignifica r<yox=1y,

x >y chesignifica x>yox=y.

6La notazione := significa “uguale per definizione” ed ¢ comoda, anche se il solo = & logicamente
sufficiente.
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Viceversa, risulta ad esempio
<y <= (z<yex#y).

Un altro gruppo di proprieta fondamentali puo essere compendiato dicendo che per ogni

x,y,z in R si ha

r<y=—=z+2<y+z,
(x<yel0<z) = zz<yz.

Dimostriamo alcune semplici conseguenze delle proprieta che abbiamo finora richiamato.

(2.1) Proposizione Per ogni z,y,u,z in R si ha:
r<yeu<z—=ac+u<y+z,

rt+z=y+z—x=1Yy,

(xz=yzez#0) = z =y,

—(zy) = (—2)y,
(x<yez<0) = yz<uzxz,

0<zx-x.



2. PROPRIETA FONDAMENTALI DEL SISTEMA DEI NUMERI REALI 15

Dimostrazione. Se x <y e u < z, risulta
r+u<ytu=ut+y<z+y=y+z.
Sex+z=1y+z, siha
p=at (e (—2) = (0 2) 4 (—2) = (y+ )+ () =y + (o (-2) = .

In modo simile si prova la terza affermazione.
Risulta
0+2-0=2-0=2-(040)=2-04+2-0,

dacuiz-0=0.
Poiché
—(—z)+(-2)=0=2+(-2),

si ha —(—z) = z. In modo simile si prova la sesta affermazione.
Se xy = 0, si ha xy = x - 0. Ne segue z = 0 oppure y = 0.
Si ha
—(wy) +ay =0=0-y = ((=z) +2)y = (-x)y + 2y,
da cui —(zy) = (—2)y.
Se r <y ez <0, risulta anzitutto
O0=z+(—2)<0+4(—2)=—=z,
da cui
—xz =x(—2) <y(—2) = —yz.

Ne segue

yz=yz+axz+ (—xz) <yz+axz+ (—yz) =z2.

Si ha 0 < z oppure z < 0. In entrambi i casi ne segue
0=0-z<z- -,

per cui la dimostrazione e completa. m
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Tenuto conto che 1 = 1-1, si ha ad esempio 0 < 1. In generale, per ogni x in R si

verifica una ed una sola delle seguenti eventualita:
x <0, x =0, x>0.

Un numero reale z si dice

positivo, se x > 0;

strettamente positivo, se x > 0;

negativo, se x < 0;

strettamente negativo, se x < 0.7

A questo punto € opportuno introdurre un minimo di nozioni di tipo insiemistico.
In forma intuitiva, i concetti di insieme e di elemento dovrebbero essere gia noti. Ricor-
diamo che la notazione = € X (x appartiene a X) significa appunto che z ¢ un elemento
dellinsieme X. In particolare, 'affermazione che x € un numero reale si puo esprimere
scrivendo = € R.

Com’e facilmente intuibile, la notazione
x ¢ X significa (nonz € X).

Ricordiamo anche che si denota con @) Iinsieme vuoto, che ¢ I'insieme privo di elementi.
Se X ed Y sono due insiemi, diciamo che X ¢ un sottoinsieme di Y e scriviamo

X CY, se ogni elemento di X e anche elemento di Y, ossia se
Vei:xe X —= zeY.

In particolare, 'affermazione che X € un sottoinsieme di R si puo esprimere scrivendo
X CR.

Possiamo ora richiamare 1'ultima proprieta fondamentale del sistema dei numeri reali.

(Principio di Dedekind) Se X ed Y sono due sottoinsiemi non vuoti di R tali che
x<yperognix e X edy €Y, allora esiste z € R tale che x < z <y per ogni x € X ed
yey.

7Alcuni autori chiamano non negativi i numeri z tali che = > 0, positivi quelli tali che z > 0, non
positivi quelli tali che x < 0 e negativi quelli tali che x < 0.
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Queste sono le proprieta fondamentali del sistema dei numeri reali. Tutto quanto

dedurremo in seguito si basera unicamente su queste affermazioni.

(2.2) Definizione Per ogni x € R poniamo

r sex >0,
=] =

—x sex <0,

Il numero reale positivo |z| si chiama valore assoluto o modulo di x.
(2.3) Teorema Per ogni z,y € R si ha
|I’| < Yy <= -y <z < Y,

| <y <= —y<z<y,
|r] =0 <= =0,
| — 2| = |zf,

lz +y| < |z| +y],

2] — |y|\ <lo—yl.
£ 40 = o] = [o] ",
lzy| = |=||y] -

Dimostrazione. Le prime quattro proprieta si verificano esaminando i due casi z > 0 e
x < 0.

Evidentemente si ha —|z| <z < |z| e —|y| <y < |y|, per cui
—(lzl +lyl) <z +y < l|z[+yl.
Ne segue
|z +y| < [z + [yl
Risulta anche
|z = [(z —y) +y| < |z —yl+yl,
da cui

2| = [y| < |z —yl.
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Analogamente si ha
yl =[] < |y — = = [z —y],

per cui

—lr —y| < x| = |y| < |z —yl.

Ne segue

ER B
Infine le ultime due proprieta possono essere verificate per esercizio. m

Concludiamo questa sezione richiamando qualche ulteriore aspetto di teoria degli
insiemi che ci sara utile in seguito.

Siamo anzitutto interessati alla possibilita, possedendo degli insiemi, di costruirne di

nuovi con specifiche proprieta. Dati due insiemi X ed Y, esistono e sono univocamente

determinati gli insiemi X UY, X NY e X \ Y, caratterizzati dal fatto che
Vi:ze XUY <= (ze€XozxeY),
Vei:zeXNY < (z€eXexeY),

Vi:zeX\Y <= (zeXexdY).

Inoltre, se X & un insieme e P(x) ¢ una frase aperta, esiste uno ed un solo insieme Y tale
che
Vi:zeY < (e X eP(z)).

Nel seguito, tale insieme verra denotato con la scrittura
{r:2zeXeP(x)}

0, piu brevemente,

{reX: Plx)} 8

Ad esempio, I'insieme dei numeri reali strettamente positivi puo essere costruito come

{reR:z>0}.

8Molti autori utilizzano la barra verticale | al posto dei due punti.
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Infine, dati a,b, esistono e sono univocamente determinati gli insiemi {a} e {a,b}

caratterizzati dal fatto che

Ve:ze{a} <= v=a,
Ve: x€{a,b} <= (x=ao0x=0).

Ad esempio, 'insieme dei numeri reali non nulli puo essere introdotto come
{r eR: z#0}

oppure come R\ {0}.

E anche opportuno introdurre qualche abbreviazione nella scrittura di certe afferma-
zioni la cui struttura ricorre di frequente. Se X & un insieme e P(x) una frase aperta,
stabiliamo che

Ve e X : P(x) significa Vz: (x € X) = P(x);
Jr € X : P(x) significa Jz: (z € X) eP(x).

Un’altra nozione fondamentale di carattere insiemistico e quella di applicazione o
funzione. Se X ed Y sono due insiemi, un’applicazione f da X in Y puo essere concepita
come una “legge” che ad ogni elemento di X associa uno ed un solo elemento di Y. Per ogni
x € X, si denota con f(z) oppure f, I'elemento di Y associato a x da f. Per denotare che
f & un’applicazione si adoperano le notazioni f : X — Y o anche {z — f(z)}, a seconda
che si voglia porre l'accento sugli insiemi X, ¥ o sul valore f(z). L’insieme X si chiama
dominio di f e si denota col simbolo dom (f), mentre l'insieme Y si chiama codominio
di f.

Per ogni A C dom (f) e B CY poniamo

fA) ={f@):zcA}={yeY: (FreA: flz) =y)},

fY(B) :={x €dom(f): f(x) € B} .

In particolare, si pone img (f) := f(dom (f)). L’insieme img (f) si chiama immagine di f.

Se y € Y, si usa anche la notazione abbreviata f~!(y) invece di f~'({y}).

(2.4) Definizione Un’applicazione f : dom (f) — Y si dice iniettiva, se per ogni
x1, 29 € dom (f) con x1 # xo si ha f(x1) # f(x2).
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Se f :dom (f) — Y & un’applicazione iniettiva, esiste una ed una sola applicazione
da img (f) in dom (f) che ad ogni y € img (f) associa I'elemento x € dom (f) tale che
f(x) = y. Tale applicazione si denota col simbolo f~! e si chiama applicazione inversa

di f. Evidentemente risulta dom (f~1) = img (f).

(2.5) Definizione Un’applicazione f : dom (f) — Y si dice suriettiva, se img (f) =Y.

Si dice biiettiva, se f é iniettiva e suriettiva.

Siano f : dom (f) — Y e g : dom (g) — Z due applicazioni. Si puo allora definire

una nuova applicazione da

dom (go f):={x € dom(f): f(x) € dom(g)}

in Z associando ad ogni x € dom (go f) l'elemento g(f(z)) € Z. Tale applicazione si
denota col simbolo g o f e si chiama composizione di f e g.

Osserviamo che, se f : dom (f) — Y ¢ iniettiva, si ha
Vo € dom (f): (f o f)(z) ==,

Vy € img (f): (fof )y =y.

Ad esempio, se f : R — R ¢ definita da f(z) =z —1e g: R\ {0} — R ¢ definita da

gly) = ;, risulta che (go f)(z) = " i [ con dom (go f) =R\ {1}.

Se f : dom(f) — Y & un’applicazione e D C dom (f), si puo definire una nuova

applicazione da D in Y associando ad ogni = € D l'elemento f(x) € Y. Tale appli-
cazione si denota col simbolo fip e si chiama restrizione di f a D. Ovviamente risulta
dom ( /i D) =D.

Ad esempio, se f: R — R ¢ definita da f(z) = 2> e D = {z € R: x > 0}, si ha che
J non ¢ iniettiva, mentre fp lo e.

Se X, Y sono due insiemi e x € X, y € Y, denotiamo con (z,y) la coppia ordinata di
componenti x ed y. La sua proprieta tipica ¢ che (x1,y;) = (72, y2) se e solo se 1 = x5 ed
11 = yo. Esiste uno ed un solo insieme che ha per elementi esattamente le coppie ordinate
(x,y) con z € X ed y € Y. Esso si denota con X X Y e si chiama insieme-prodotto di X
ed Y.
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Noi saremo particolarmente interessati al prodotto R x R ed ai suoi sottoinsiemi. Ad

esempio, se f : dom (f) — R & una funzione con dom (f) C R, il sottoinsieme
{(z,y) eRxR: zedom(f) ey = f(r)}

di R x R si chiama grafico della funzione f.

Esercizi

1. Siano x,y € R tali che
VeeR:e>0 =ua<y+e.
Si dimostri che z < y.
2. Siano z,y,u,v € Rtaliche 0 <z <ye 0 <wu<wv. Sidimostri che

zu < Yyv.

3. Siano z,y € R tali che 0 < z <y. Si dimostri che

y <zt

4. Siano P(z) una frase aperta e X un insieme. Si verifichi che

(non(V:E €X: P(:p))) = (395 €X: nonP(a:)) :
(non(ﬂx €X: P(x))) = (vx €X: nonP(:p)) :

5. Siano f :dom (f) - Y, g:dom(g9) - Z e h: dom (h) — W tre applicazioni. Si
dimostri che dom (h o (go f)) = dom ((hog)o f) e che

ho(gof)=(hog)of.
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6. Sia f : dom (f) — Y un’applicazione e siano A, B C dom (f) e C,D C Y. Si

dimostri che
f(AnB) € f(A) N f(B),
f(AUB) = f(A)U f(B),
fH(enD)=fHC)n YD),
f(CuD)=fHC)U D),
FYNC) =X\ f(0).

7. Siano f : dom (f) - Y e g : dom(g) — Z due applicazioni iniettive. Si dimostri
che go f:dom (go f) — Z & iniettiva.

8. Siano f :dom (f) = Y e g : Y — Z due applicazioni suriettive. Si dimostri che

go f:dom (f) — Z e suriettiva.

9. Siano f:dom (f) =Y eg:Y — Z due applicazioni tali che go f : dom (f) — Z

sia biiettiva. Si dimostri che f ¢ iniettiva e g e suriettiva.

3 Estremo superiore ed estremo inferiore

(3.1) Definizione Sia E C R. Diciamo che M € E ¢ un massimo per E, se
VeeFE:x< M.
Diciamo che m € E ¢ un minimo per FE, se
VeeE:x>m.
Se My e M; sono due massimi per E, si ha M; < My e My < My, da cui My = M.

Pertanto il massimo, se esiste, ¢ unico. Viene usualmente denotato col simbolo max E o

maxax.
zelR
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Anche il minimo, se esiste, € unico e viene denotato col simbolo min £ o min .
zeE

(3.2) Definizione Sia E C R. Diciamo che b € R é un maggiorante per E, se
Vre E: x<b.
Diciamo che a € R e un minorante per E, se

VreFE:x>a.

(3.3) Definizione Sia E C R. Diciamo che E ¢
(a) limitato superiormente, se E ammette un maggiorante b € R;
(b) limitato inferiormente, se E ammette un minorante a € R;

(c) limitato, se E & limitato sia superiormente che inferiormente.

(3.4) Teorema Sia E un sottoinsieme non vuoto di R. Valgono allora i sequenti fatti:

(a) se E é limitato superiormente, l'insieme Y dei maggioranti per E é non vuoto ed

ammette minimo;

(b) se E ¢ limitato inferiormente, l'insieme X dei minoranti per E ¢é non wvuoto ed

ammette massimo;

(c) se E é limitato, risulta

max X <minY .

Dimostrazione.
(a) L’ipotesi che E sia limitato superiormente equivale proprio a Y # ). Dal momento
che

Vee B,VyeY : :z<y,

per il Principio di Dedekind esiste z € R tale che

Vee E,VyeY  :zx<z<y.
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Ne segue z € Y, per cui z =minY.
(b) La dimostrazione & simile.
(c) Sia z € E. Risulta

max X < zg<minY,

da cuil max X <minY. m

(3.5) Definizione Se E ¢ un sottoinsieme di R non vuoto e limitato superiormente,

denotiamo con sup E o sup x (estremo superiore di E) il minimo dei maggioranti per E.
el

Se E ¢ un sottoinsieme di R non vuoto e limitato inferiormente, denotiamo con inf E o

inf x (estremo inferiore di F) il massimo dei minoranti per E.
ek

(3.6) Proposizione Se E C R ammette massimo, si ha max £ = sup E. Se E ammette

minimo, si ha min £ = inf E.

Dimostrazione. Sia M = maxFE. Per ogni x € F risulta + < M, per cui M ¢ un
maggiorante per F. D’altronde, se y ¢ un maggiorante per E, deve essere M < y, dal
momento che M € E. Pertanto M e il minimo dei maggioranti.

Il ragionamento per min £ ¢ simile. m

Le nozioni di estremo superiore ed estremo inferiore rivestono un ruolo fondamentale
nell’analisi matematica. Proprio per questo, e estremamente utile estendere il piu possibile
la famiglia dei sottoinsiemi F per cui sono definiti sup F ed inf E. Questa esigenza spinge
ad un ampliamento dell’insieme R che ora descriveremo.

Denotiamo con R Iinsieme R U {—00, 400}, ottenuto aggiungendo a R due ulteriori
elementi distinti, denotati con —oco e +00. Si intende quindi che —co # 400, —00 # x €
+00 # x per ogni # € R. Gli elementi di R si chiamano numeri reali estesi.

Stabiliamo convenzionalmente che —oo < < 400 per ogni = € R ed estendiamo a
R le relazioni © > y, x < y e & > y nel modo ovvio. Si verifica allora facilmente che per

ogni z,y,z € R si ha
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(z<y)o(y<um).
Vale inoltre il

(3.7) Teorema (Principio di Dedekind esteso) Siano X ed Y due sottoinsiemi non
vuoti di R tali che
Vee X, VyeY : :z<y.

Allora esiste z € R tale che

Vee X, VyeY : x<z<y.

Dimostrazione. Se X = {—oc}, basta scegliere z = —00. Se Y = {400}, basta scegliere
z = 4o00. Diversamente, da X # {—oco} ed Y # {+o00} segue +oo & X, X NR # (),
—c0 &Y edYNR #D.

Per il Principio di Dedekind esiste z € R tale che

Vee XNR, VyeYNR: 2 <2z2<y.

Poiché +00 € X e —o0 € Y, ne segue
Vee X, VyeY  :x<z<y,

da cui la tesi. m

Per ogni a,b € R poniamo

[a,b]::{xeﬁ:agxgb},
[a,b={zeR:a<z<b},
Ja,b) :={z eR: a<z<b},
Ja,b={z eR: a<z<b}.

Diciamo che E C R & un intervallo, se E pud essere posto in una di queste quattro forme
con un’opportuna scelta di a e b.

La struttura algebrica di R puo essere parzialmente estesa a R ponendo per defini-
zione:

Vo € R\ {+o0}: —co+z =2+ (—00) = —00,
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Vr € R\ {—o0}: +00+2 =1+ 00 = +00,
YV €]0,+00] 1 —o0 -z =2+ (—00) = —00,
Vo € [—00,0[; —o00-x =2+ (—00) =400,
Va €]0,4+00] : +00-x = (+00) = +00,
Vo € [—00,0[: +00 -2 =x - (+00) = —00.

A conti fatti non viene definita la somma di —oo e 400 ed il prodotto fra 0 e +00 0 —o0.
Le proprieta associativa e commutativa di somma e prodotto e la proprieta distribu-
tiva continuano a valere in R, purché tutte le espressioni che compaiono siano definite.
Inoltre siha x +0 =2 ¢ 2 -1 = x per ogni = € R.
Le nozioni di massimo, minimo, maggiorante e minorante si adattano in modo ovvio
all’ambiente R. Inoltre, se X & un insieme e f : X — R & una funzione, si usa scrivere
m)z(le 0 max f(z) invece di max f(X) e m)}nf 0 I;él)r(l f(z) invece di min f(X).

Vediamo ora uno dei risultati che giustificano l'introduzione dell’insieme R.

(3.8) Teorema Sia E un sottoinsieme non vuoto di R. Valgono allora i sequenti fatti:
(a) Uinsieme Y dei maggioranti per E € non vuoto ed ammette minimo;
(b) linsieme X dei minoranti per E é non vuoto ed ammette massimo;

(c) risulta

max X <minY .

Dimostrazione. Ovviamente X # ) ed Y # (), perché —oo € X e +00 € Y. A questo

punto ¢ sufficiente ripetere la dimostrazione del Teorema (3.4). m

(3.9) Definizione Se E ¢ un sottoinsieme non vuoto di R, denotiamo con sup E o sup =
zeFE

(estremo superiore di E) il minimo dei maggioranti per E e con inf E o ing x (estremo
S

inferiore di E') il massimo dei minoranti per E.

Nel caso particolare in cui X € un insieme non vuoto e f : X — R e una funzione,

si usa scrivere sup f o sup f(x) invece di sup f(X) e i&ff 0 in)f(f(:c) invece di inf f(X).
X zeX we
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Per la (c) del teorema precedente, risulta

inf £ <supFE, inff<supf.
X e

(3.10) Proposizione Se E C R ammette massimo, si ha maxE = supE. Se E

ammette minimo, si ha min £ = inf E.

Dimostrazione. E sufficiente ripetere la dimostrazione della Proposizione (3.6). m

(3.11) Definizione Sia E un sottoinsieme di R. Diciamo che E ¢ limitato superior-
mente, se £ = () o supE < +o00. Diciamo che E ¢ limitato inferiormente, se E = ()
oinf E > —oo. Diciamo che E ¢ limitato, se E ¢& limitato sia superiormente che
inferiormente.

Siano X un insieme e f : X — R una funzione. Diciamo che f ¢ limitata (risp.
limitata superiormente, limitata inferiormente ), se l'insieme f(X) é limitato (risp. limi-

tato superiormente, limitato inferiormente).
(3.12) Definizione Siano X un insieme e f,g: X — R due funzioni. Se si ha
Vee X : flz) <g(x),
scriviamo f < g. In modo simile si definisce la scrittura f > g.
(3.13) Proposizione Siano z,y € R tali che
VzeR:z2>y = z>x.

Allora si ha x < y.

Dimostrazione. Sia, per assurdo, y < z. Sia z € R con y < z < x. Allora risulta z > y e

z < x, contro l'ipotesi fatta. m

Esercizi
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1. Siano X ed Y due sottoinsiemi non vuoti di R con X C Y. Si dimostri che

infY <inf X <supX <supVY.

2. Siano 7,7, z € R tali che la somma x + ¥ sia definita e x +y < z. Si dimostri che

esistono u,v € Rtalicheu+v =2z u>zev>y.

3. Si dimostri che le uniche definizioni di +o0o0 + (—o0) compatibili con la proprieta
associativa della somma sono +o0o0 + (—00) = 400 e 400 + (—o0) = —oo. Tuttavia
nessuna delle due e compatibile con la proprieta commutativa della somma e la proprieta

distributiva.
4. Si ponga
0-(4+00) = (+00)-0=0-(—00) = (—00)-0=0.

Si dimostri che le proprieta associativa e commutativa di somma e prodotto e la proprieta

distributiva continuano a valere, purché le espressioni che compaiono siano definite.

4 Numeri naturali, interi e razionali

In questa sezione consideriamo alcuni sottoinsiemi notevoli di R. Il piu importante e
senz’altro il sottoinsieme N dei numer: naturali 0,1,2, ..., le cui proprieta fondamentali

sono compendiate dal seguente

(4.1) Teorema FEsiste uno ed un solo N C [0, +o0] tale che:

(4.2) 0eN,
(4.3) Vn:neN = (n+1) €N,

(4.4) Vn:neN =nn+1NN=0.
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Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione. m
Vediamo alcune delle principali conseguenze.

(4.5) Teorema Valgono i sequenti fatti:

(a) risulta supN = +oo;

(b) ogni sottoinsieme non vuoto di N ammette minimo,

(c) ogni sottoinsieme di N non vuoto e limitato superiormente ammette massimo;

(d) se A CN soddisfa
D€ A,

Vn:neA = (n+1)€ A,

risulta A = N;

(e) per ogni m,n € N si ham+n €N emn € N.

Dimostrazione.

Omettiamo la dimostrazione delle affermazioni (b), (¢) ed (e).

(a) Sia per assurdo b = supN < +o0o. Da b — 1 < b segue che esiste n € N tale che
n > b — 1. Risulta allora n + 1 > b, in contraddizione col fatto che b ¢ un maggiorante
per N.

(d) Sia X = N\ A. Se, per assurdo, X # (), esiste per la (b) m = min X. Poiché 0 € A,

risulta AN] — 0o, m] # ). Dalla (c) segue che esiste anche
n = max(AN] — oo, m|).

Poiché n +1 € A, risulta n + 1 > m. D’altronde n < m, perché AN X = (. Si ha quindi

m €|n,n + 1], il che & assurdo. m

La proprieta (d) sta alla base di una particolare tecnica di dimostrazione. Data una

frase aperta P(x), supponiamo di sapere che le due affermazioni seguenti sono vere:
P(0),

VneN: P(n) = P(n+1).
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Allora si ha
VneN: P(n).
Infatti
A={neN: Pn)}
¢ un sottoinsieme di N conforme alla (d). Ne segue A = N, che corrisponde all’affermazione
desiderata.
Questo particolare tipo di argomentazione si chiama dimostrazione per induzio-

ne. Un’idea simile e contenuta in una tipica procedura che consente di costruire delle

applicazioni definite su N.

(4.6) Teorema (di ricorsione) Siano X un insieme, f : N x X — X un’applicazione
exg € X.

Allora esiste una ed una sola applicazione ¢ : N — X tale che
¢(0) = 2o,
VneN: o(n+1)= f(n,p(n)).
Dimostrazione. L’idea & che p(0) = xy & assegnato esplicitamente. Allora (1) & definito
da f(0,¢(0)). Noto ¢(1), risulta che ¢(2) ¢ dato da f(1,¢(1)) e cosi via ...Omettiamo

una vera dimostrazione, che richiede una definizione di applicazione piu formale della

“legge” di cui si e parlato a pag. 19. m

(4.7) Teorema (proprieta di Archimede) Siano z,y € R con x > 0. Allora esiste
n € N tale che nx > y.

Dimostrazione. Poiché sup N = +oo, esiste n € N tale che n > y/x. Ne segue nz > y. m

SeaeReneN,n>1, ricordiamo che la potenza a™ ¢ definita da

at=aa--a.
——

n-volte

Poniamo inoltre per definizione a” = 1. Per il seguito, ¢ importante osservare che

YneN: a"t=a"a.
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Ricordiamo anche le proprieta principali delle potenze.

(4.8) Proposizione Per ogni a,b € R e per ogni m,n € N si ha

(ab)" = a"b".

(4.9) Definizione Sia x € R. Diciamo che x é un numero intero, se esistono m,n € N

tali che x = m — n. Denotiamo con Z l'insieme dei numeri intersi.

(4.10) Proposizione Valgono i sequenti fatti:

(a) NCZ;

(b) per ognix,y € Z sihax+y €Z, xy € Z e —x € 7.

Dimostrazione. Risulta n =n —0 per ognin € N. Inoltre daz =m —ned y =p—q con

m,n,p,q € N segue
z+y=(m+p)—(n+q),

xy = (mp + nq) — (mq +np) ,
—r=n-—m,

da cui la tesi. m

(4.11) Definizione Sia x € R. Diciamo che x é un numero razionale, se esistono
m € Z en € Z\ {0} tali che v = . Denotiamo con Q l’insieme dei numeri razionali.

Diciamo che x € R ¢ irrazionale, se x non ¢ razionale.
(4.12) Proposizione Valgono i sequenti fatti:
(a) ZCQ;

(b) per ogni x,y € Q sihaxz+y € Q, zy € Q e —x € Q. Se poi x # 0, risulta anche
1 e Q.
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Dimostrazione. Risulta m = m/1 per ogni m € Z. Inoltre da x = m/n e y = p/q con

m,p € Zen,q €7\ {0} segue

mq—+n
x_i_y:u’
ng
mp —m
Ty = —, —r = —.
nq n
Se poi x #0,siham #0e
4.n
xrT=—,
m

da cui la tesi. m

(4.13) Teorema Siano z,y € R tali che x < y. Allora esiste ¢ € Q tale che x < q¢ < y.

Dimostrazione. Se x < 0 < y, e sufficiente porre ¢ = 0. Se x > 0, per la proprieta di
Archimede esiste n € N tale che n(y —x) > 1. Risulta 0 < ny. Allora, per la (c) del
Teorema (4.5), esiste

m=max{p e N: p<ny}.

Risulta quindi m < ny e (m+1) > ny. Ne segue m > ny — 1 > nz, quindi z < m/n < y.
Infine, se y < 0, risulta —y < —z e —y > 0. Esiste quindi ¢ € Q tale che

—y<qg<—x. Nesegue ¢ €Qer < —q<y. m

Esercizi

1. Sia A C N tale che
0 A,

VneN: (0,n]NN)CA = (n+1)€ A.
Si dimostri che A = N.
2. Siano z,y, z € R tali che
Vn e N: xﬁy—i—%.

Si dimostri che z < y.
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5 Alcune nozioni di tipo combinatorio

(5.1) Definizione Per ognin € N conn > 1 si chiama fattoriale din il numero naturale
n! definito da

nl=1-2---n.
Si pone anche, per definizione, 0! = 1.

Per il seguito, ¢ importante osservare che

VneN: (n+1)!=nl(n+1).

(5.2) Definizione Per ogni n,k € N con k < n poniamo

(+)

I numeri della forma ( ) st chiamano coefficienti binomiali.

k

(5.3) Proposizione Siano n,k € N con k <n. Valgono allora i sequenti fatti:

m)(Z)eN
0 (5= (2)

(c) sek>1, siha

n ny\ (n+1
() ()= (")
Dimostrazione. Risulta

<kﬁ1>+<2) :(k—mgtk+m+%mﬁmﬂ:

n! n!
T G- —Rm—ktD) k=D -k
nlk+nln+1—k) _ nl(n+1)

Gk—Dlk(n—K)n+1-k) Kn+l-k!
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da cui la (c).
Per dimostrare la (a), ragioniamo per induzione su n. Piu precisamente, applichiamo

il principio di induzione alla frase aperta nella variabile n

VEeN: 0<k<n — <Z>EN.

Per n = 0 l'affermazione e vera, dal momento che ( 8 > = 1. Supponiamo ora che

I’affermazione sia vera per un certo n € N, ossia che

(g),(g&),...,(g)ew

n—+1 n+1
1 , 9 .
D’altronde

Dalla (c) segue che

per cui 'affermazione ¢ vera per n + 1. La (a) & quindi dimostrata.

Infine, la proprieta (b) ¢ evidente. m

(5.4) Definizione Siano m,n € Z con m < n e SiaN0 Ty, Typi1, - - -, T dei numeri reali.
Il numero reale

n
E Ty, (sommatoria da m an di xy)
k=m

¢ definito da

Zxk:xm+xm+1+'--+xn.

k=m

Enunciamo senza dimostrazione alcune semplici proprieta delle sommatorie.

(5.5) Proposizione Siano m,n € Z con m < n, $iano Ty, ..., Tn,Ym,---,Yn € R € sia
A eR.
Allora si ha

n

Z(xk‘iryk) = Zl’k-i‘zyk,
k=m k=m

k=m
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k=m
n n+1 n—1
E Ty = E Tp—1 = E Lh+1 -
k=m k=m+1 k=m—1

(5.6) Teorema (Formula del binomio di Newton) Per ogni x,y € R e per ogni

n €N st ha

(x+yvezﬁé<;z)x%”k.

k=0

Dimostrazione. Ragioniamo per induzione su n. Risulta

@+yﬁ=1:(8>x%@

Supponiamo ora che la formula sia vera per un certo n € N. Si ha

(x—i—y)"+1 = z(z+

n - n n n+1-— n
B ) (e
k=1
— n+1 n-‘rl_’_zn: n+1 ZL’k n+1—k+ n+1 n+1
- o )V Tk Y n+1
n+1
_ Z n+1 byt
k Y

per cui la formula ¢ vera per n + 1. m

Esercizi
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1. Si verifichi che per ogni n,k € Ncon 1 <k <n siha

(n) n(n—l)---(n—k—i—l).

k)~ k!

2. Si dimostri che per ogni a € [—1,4+00[ e per ogni n € N si ha

(I+a)">1+na.

3. Si dimostri che per ogni a €]1, 4o00] risulta

sup{a": n € N} = 4+o00.

4. Siano m,n € N e, per ogni j,k € N con j <m e k < n, sia x;; un numero reale.

Si dimostri che

6. Si dimostri che per ogni n € N con n > 1 si ha

ik:n(n—kl).
2
k=1

7. Si dimostri che per ogni n € N con n > 1 si ha

~ , nn+1)2n+1)
;k = ; .
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8. Si dimostri che per ogni z € R con x # 1 e per ogni n € N si ha
1 _
-1

n
poa 1
E = —.
x
k=0

9. Sia p € N con p > 2. Si dimostri che per ogni x,y € R con x < y esistono m € Z
e n € N tali che

m
r< —<y.
pTL

6 Il sistema dei numeri complessi

Denotiamo con C l'insieme R x R. Poniamo in particolare 0 := (0,0), 1 := (1,0) ed
i :=(0,1). Gli elementi di C si chiamano numeri complessi. Se z = (x,y) e w = (u,v)
appartengono a C, definiamo

ztw:=(r+u,y+v),

2w = (zu — yv, zv + yu),”’

—z:=(—x,—y).

Si verifica facilmente che i? = —1. Se z # 0, poniamo anche

1. x Y
: :E2+y27 $2_|_y2 '

(6.1) Teorema Per ogni z,w,t € C si ha
z+w)+t=z4+(w+1t), zHw=w+z,

z24+0=z, z+4+(—2)=0,

9 A1 solito scriveremo zw, quando non vi sia rischio di ambiguita.
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(zw)t = z(wt) 2w = wz,
z-1=z, 240 = 2z7'=1,

(z4+w)t =2t + wt.

Dimostrazione. Le verifiche possono essere svolte per esercizio. m

(6.2) Proposizione Per ogni z,w,t € C si ha:
ztHtt=w+t —z=w,

(zt=wtet#0) = z=w,

240 = (1) =2,

Dimostrazione. E sufficiente ripetere la dimostrazione della Proposizione (2.1). m

Le notazioni z—w e z/w hanno in C lo stesso significato che avevano in R. Sen € N,
anche il numero complesso 2" viene definito come nel caso reale. Infine, se m,n € Z con
m < n e Zm, Zmai, - -, 2n € C, anche la sommatoria

n

>

k=m
viene definita come nel caso reale. Vale inoltre ancora la formula del binomio di Newton
n
n __ n k. n—k
(z +w) —Z(k)zw
k=0
per ogni z,w € Cen e N.

Denotiamo con Re : C — R ed Im : C — R le funzioni tali che Re(x,y) = = ed

Im (z,y) = y. Il numero reale Re z si chiama parte reale di z, mentre il numero reale Im z
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si chiama parte immaginaria di z. Evidentemente z = (Re z,Im z). T numeri complessi z

con Re z = 0 si chiamano immaginar: puri.

(6.3) Proposizione Sez,y € R, si ha
(:L‘—f—y,O) = (IL‘,O) + (y70)’

(asy,O) = (JT,O) ’ (yao) )
(—iL’,O) = —([L’,O),
r#0 = (z710)=(z,0)7",

(2,0) = (y,0) = x=1y.

Dimostrazione. Le verifiche possono essere svolte per esercizio. m

La proposizione precedente permette di identificare ogni numero reale x col numero
complesso (z,0) in modo consistente rispetto a somma e prodotto. Per semplicita di nota-
zione, questa identificazione verra adottata sistematicamente. Evidentemente un numero
complesso z e reale se e solo se Im z = 0.

Ad esempio, se z = (z,y) € C, risulta

Nel seguito adotteremo spesso la scrittura = + iy invece di (x,y) per denotare un numero
complesso. Un grosso vantaggio di tale notazione e che la somma ed il prodotto di due
numeri complessi e I’'opposto ed il reciproco di un numero complesso possono essere calco-
lati applicando formalmente le usuali regole del calcolo letterale e ricordando che i? = —1.

Risulta infatti correttamente
(x+iy)+ (u+iv) = (z+u)+i(y +v),

(z +iy)(u +iv) = zu +i(zv + yu) + i*yv = (vu — yo) +i(zv + yu),

—(v +iy) = —v +i(-y),
1 T — 1y T —1y x i —y
g — — Z ]
vty (vtiy)(e—iy) -y P +y? 2+
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(6.4) Definizione Per ogni z = (x,y) € C poniamo

|

= ('Ta _y> .

1l numero complesso z si chiama coniugato di z. Fvidentemente, se scriviamo z = x + 1y

con x,y € R, risulta =1 — Y.

(6.5) Teorema Per ogni z,w € C valgono i sequenti fatti:

Z+w=z+w, W= zZWw, 2=z,

z+; z—;
Re z = I —
ez 5 mz 5

Dimostrazione. Verifichiamo a titolo di esempio la seconda proprieta. Posto z = (z,y) e
w = (u,v), si ha

2w = (zu — yv,zv + yu) = (xu — yv, —xv — Yu) ,

Z2W = (l’, _y) ) (’LL, _U) = (ZL‘U —Yyuv, —Tv — yu)7

da cui la tesi. m

(6.6) Definizione Per ogni z = (x,y) € C poniamo

o= VET .

Il numero reale positivo |z| si chiama modulo di z.

Se x € R, si verifica facilmente che |(x,0)| = |z|. Pertanto I'identificazione fra z € R

e (z,0) € C ¢ consistente anche rispetto alla nozione di modulo.

(6.7) Definizione Sia E' C C. Diciamo che E ¢ limitato, se esiste r > 0 tale che |z] <r
per ogni z € E.
Se X ¢ un insieme e f : X — C e una funzione, diciamo che f é limitata, se

Uinsieme f(X) & limitato.
(6.8) Teorema Per ogni z,w € C valgono i sequenti fatti:

2| =0 <= 2=0,
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|2w] = [2]|w],

|z +w| < |z] + |w],

|z|—|w|\ <lz—ul,

[Rez| <|z],  [Imz| <z,
|2 = |2,
|22 = 2z,

Lz
240 = 27 = —.
2]

Dimostrazione. Scrivendo z = (x,y), si verifica facilmente che

2| =0 <= 2=0,

[Rez| <z, [Imz] <z,
|Z| = |Z|’
|22 = 2z,
Lz
2#0 = 2 =—
|22
Risulta
zw]? = zw(zw) = 2wz w = |22|w]* = (|2|[w])?,
da cui |zw| = |z||w].

Inoltre si ha

|z 4+w]? = (z—l—w)(z—l—w):(z—l—w)(;—ka):Z;quE—l—;w—f—wE:

= |2 + 2w + 2w + |w|*> = |2]® + 2Re (zw) + |w|? < |2|? + 2|zw]| + |w|? =
= |2+ 2lzlw] + [w]? = [2” + 2]z [w] + [w]* = (|2] + |w])?,
da cui |z +w| < |z| + |w].

Infine, la disuguaglianza ||z| — ]w|‘ < |z — w| puo essere dedotta come nel

Teorema (2.3). m
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Esercizi

1. Per ogni z,w € C si ponga
z<w = (Rez<Rewelmz=Imw).
Si dimostri che < ¢ una relazione d’ordine (non totale) su C tale che
Vzu,t €C: z2<w = (2+1t) < (w+1),

Vz,w,t € C: (z<wel <t) = (2t) < (wt).

2. Per ogni z,w € C si ponga
2 <w = ((Imz <Imw)o(Rez <Rewelmz = Imw)) :
Si dimostri che < e una relazione d’ordine totale su C tale che
Vzu,t €C: z2<w = (2+1t) < (w+1).
Non e invece vero che

Vz,w,t € C: (z<wel <t) = (zt) < (wt).

3. Si dimostri che non ¢ possibile estendere la relazione d’ordine di R a C in modo

da ottenere una relazione d’ordine totale < tale che
Vzu,t €C: z2<w = (z+1t) < (w+1),

Vz,w,t € C: (z<wel<t) = (2t) < (wt).



Capitolo 2

Limiti e continuita

1 Funzioni continue

(1.1) Definizione Siano f : dom(f) — R wuna funzione, con dom(f) C R, e
x € dom (f). Diciamo che f ¢é continua in x, se per ogni € > 0 esiste & > 0 tale

che

Ve edom (f): [§—x[ <d = [f(§) - f(z)] <e.
Diciamo che f ¢é continua, se f é continua in ogni x € dom (f).
Vediamo alcuni esempi fondamentali di funzioni continue.

(1.2) Teorema Siac € R e sia f: R — R la funzione definita da f(x) = c. Allora f é

continua.

Dimostrazione. Sia x € R e sia ¢ > 0. Scelto ad esempio § = 1, e evidente che si ha

£(€) = f(2)] = 0 < & per ogni € € R con |¢ —a| < 6.

(1.3) Teorema Sia f: R — R la funzione definita da f(x) = x. Allora f é continua.

Dimostrazione. Sia x € R e sia € > 0. Scelto § = ¢, e evidente che si ha

1F(6) = flx)| =6 —x|<d=¢

perogni { € Rcon |[{ —z| <. m

(1.4) Teorema Sia f:R — R la funzione definita da f(x) = |z|. Allora f é continua.

43
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Dimostrazione. Sia x € R e sia ¢ > 0. Poniamo § = . Allora, per ogni £ € R con
|€ — x| <4, si ha
el - s

S’g_x|<5:€7

da cui la tesi. m

1.5) Teorema Sia f : R\ {0} — R la funzione definita da f(x) = x~*. Allora f ¢
(1.5)

continua.

Dimostrazione. Sia € R\ {0} e sia € > 0. Poniamo

€ x?

s
1 +¢lz|

Se £ € R\ {0} e | — 2] < 9, risulta anzitutto

2| — €] < ||| = [¢]| < |z =€) =€ —a| <9,

da cui
ex? ||
> |x| — 0 = |z| — =
€1 lol =8 = el = 2 = T3]
ossia
1 _ 1 +¢lz|
i x|
Ne segue
11 Jz—¢ 11 ex? l+elz| 1
7€) = f@)l = |z = —| = e =g —al o o < o=,
S 13104 €l el T tele] ol 2|

da cui la tesi. m

(1.6) Teorema Siano f : dom(f) — R e g : dom(g) — R due funzioni, con
dom (f),dom (g) C R, e sia € dom(go f). Supponiamo che f sia continua in x e
che g sia continua in f(z).

Allora g o f e continua in x.

Dimostrazione. Dato € > 0, sia ¢ > 0 tale che

v & dom(g) : |n— f(2)] <o = [g(n) = g(f(2))| <e.
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Sia quindi § > 0 tale che
Ve edom (f): |§—x[ <6 = [f(§) = f(z)] <o
Allora, per ogni £ € dom (go f) C dom (f) con |§ — x| < 4, si ha anzitutto

f(§) € dom(g) e [f(&) — f(x)| <o,

quindi
(g0 F)&) = (go f)@)] =1lg(f(&) —g(f(x))] <e,

da cui la tesi. m

(1.7) Definizione Siano f : dom(f) — R e g : dom(g) — R due funzioni
con dom (f),dom (g) € R. Si definiscono le funzioni (f + ¢g) : dom(f+g) — R,

(f—g):dom(f —g) =R, (fg):dom(fg) =R e(f/g):dom(f/g) — R, ponendo

dom (f +¢g) =dom (f — g) = dom (fg) = dom (f) Ndom (g) ,

dom (f/g) = {x € dom (f) Ndom (g) : g(x) # 0} ,

(f +9)(z) = f(x) + g(x),
(f —9)(x) = f(x) —g(x),
(f9)(x) := f(x)g(z),
)

g( ): g(z)

(1.8) Teorema Siano f : dom(f) — R e g : dom(g) — R due funzioni, con
dom (f),dom (g) C R, e sia x € dom (f)Ndom (g). Supponiamo che f e g siano continue
n x.

Allora le funzioni f + g, f — g e fg sono continue in x.

Dimostrazione. Consideriamo prima la funzione f + g. Dato £ > 0, poniamo ¢’ = ¢/2 e

osserviamo che risulta ¢’ > 0. Esistono quindi ¢’,0” > 0 tali che

Ve € dom (f): |6~ | <8 = |f(€) — f(x)| <<,
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V¢ € dom (g) : € — ] <" = [g(§) —g(z)| <€

Posto § = min {d’,9"”}, per ogni ¢ € dom (f + g) = dom (f) Ndom (g) con | —z| < 0

risulta quindi

[(F+9)(©) = (f+9) (@) = [(f(€)+9(8) = (f(2) +9(z))| = [(f (€)= f(x))+(9(£) = ( DI <

<IF©) — F@)] +19(6) — g(a)| < &'+ =S+ =

€
2 2
La continuita della funzione f — g puo essere provata per esercizio, imitando la
dimostrazione precedente.
Consideriamo infine la funzione fg. Dato ¢ > 0, poniamo
g = °
@) +lg(@)|+1+¢

e osserviamo che risulta 0 < &' < 1.

Esistono quindi ¢’,6” > 0 tali che
V§ €dom (f): [§ —a[ <& = [f(§) — f(z)] <&,

V€ € dom(g) : € —z| <" = [g(&) —g(z)] <&

Posto § = min {¢’, 6"}, per ogni ¢ € dom (fg) = dom (f) Ndom (g) con |§ — z| < J risulta

anzitutto
FE] = 1f@)] <|IFE] = [f@)] 1) = fla) <& <1,
da cui

FEI < 1f(=)|+1.

Si conclude che

[(F9)(€) = (fo) (@) = [[(€)9(&) — f(2)g(x)| = |F(E)[9(§) — g(x)] + [F () — f(2)]g()] <
< F(©19(&) — g(@)| + £ (&) = f(@)llg(@)] < (1f ()| + D’ +lg(x)] =
=e(f @) +1g(@)|+1) <([f (@) + lg(x)| +1+¢) =€,

da cui la tesi. m
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(1.9) Teorema Siano f : dom(f) — R e g : dom(g) — R due funzioni, con
dom (f),dom (g) C R, e sia x € dom (f)Ndom (g). Supponiamo che f e g siano continue
inx e che g(x) # 0.

Allora la funzione f/g é continua in x.

Dimostrazione. Se definiamo v : R\ {0} — R ponendo ¥(§) = ¢4, risulta 1/g = ¢ o g.
Dai Teoremi (1.5) e (1.6) si deduce che 1/g ¢ continua in z. Poiché f/g ¢ il prodotto di
f per (1/g), ne segue la continuita di f/g in x. m

(1.10) Definizione Una funzione f : R — R si dice polinomiale, se esistono n € N ed

ao, . . .,a, € R tali che

n

VeeR: f(x) :Zakxk.

k=0

Una funzione f si dice razionale, se esistono due funzioni polinomiali P e () tali che

f="P/Q.

(1.11) Teorema Sia f: R — R una funzione polinomiale. Allora f é continua.

Dimostrazione. Consideriamo anzitutto una funzione f del tipo f(z) = x* con k € N. Per
k = 0 si ottiene la funzione costantemente uguale a 1, che ¢ continua per il Teorema (1.2).
D’altronde z¢t! = 2*. 2. Pertanto, se {:L‘ — xk} e continua, anche {x — :U"’“} e continua
per il Teorema (1.3) ed il teorema sulla continuita di un prodotto di funzioni. Per induzione
si ottiene la continuita di f per ogni k € N.

Se f ¢ del tipo f(z) = azz® con k € Ned a;, € R, f & continua, perché prodotto della
funzione costantemente uguale ad a; per la funzione {x > xk}

Dimostriamo ora la tesi per induzione su n. Se n = 0, la funzione f & costantemente

uguale ad ag, quindi continua. Supponiamo la tesi vera per un certo n € N. Risulta

n+1 n
E apr’ = g arz® | + apprz™

k=0
Dal teorema sulla continuita di una somma di funzioni si deduce che la tesi € vera anche

pern+1.m
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(1.12) Teorema Sia f una funzione razionale. Allora per ogni x € dom (f) la funzione

f & continua in x.

Dimostrazione. Sia f = P/Q con P e @ funzioni polinomiali. Evidentemente si ha
x € dom (f) se e solo se Q(x) # 0. Allora la continuita di f in z discende dal teorema

precedente e dal teorema sul quoziente di funzioni continue. m

2 Gl intorni

(2.1) Definizione Siano U C R e v € R. Diciamo che U ¢ un intorno di x, se si

verifica uno dei sequenti fatti:
(a) x € R ed esiste r > 0 tale che | —r,x 4+ r[C U;
(b) x = —o0 ed esiste M € R tale che [—oo, M[C U;

(¢) x =+00 ed esiste M € R tale che |M,+o00] CU.

(2.2) Teorema Valgono i sequenti fatti:

(a) se U,V C R sono intorni di un medesimo x € R, allora anche U NV & un intorno di

xT,

(b) sex,y €R e x #y, allora esistono un intorno U di x ed un intorno V di y tali che

unv =0;

(c) se U C R ¢ un intorno di x € E, allora esiste un intorno V di x tale che V C U e

tale che V' sia un intervallo;

(d) se z,y € R sono tali che la somma x + vy sia definita, per ogni intorno W di x + y

esistono un intorno U di x ed un intorno V' di y tali che

VEe U, VneV: la somma&+n e definitae+neW;
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(e) sex,y € R sono tali che il prodotto xy sia definito, per ogni intorno W di xy esistono

un intorno U di x ed un intorno V di y tali che

V& e U, Vn €V : il prodotto £n e definito e En € W

Dimostrazione.

(a) Distinguiamo i tre casi possibili per z. Se = € R, esistono 7/, > 0 tali che
le =7 x+7[CUelz—1",2+r"[C V. Poniamo r = min{r’,7”}. Risulta r > 0
e

le —rx+r[Cle —r,x+7[CU,
le —rx+r[Cle —r" x+1"[CV,

per cui |x —r,z +r[C UNV. Pertanto U NV ¢ un intorno di .
Se x = —o0, esistono M', M" € R tali che [—oo, M'[C U e [—oo, M”[C V. Poniamo
M = min{M’', M"}. Allora si ha

[—o0, M[C [-oo, M'[C U,

[—o0, M[C [—oo, M"[CV,

per cui [—oo, M[C UNV. Pertanto U NV & un intorno di —oc.
Infine, se x = 400, esistono M', M"” € R tali che |M',+o0] C U e |M", +oc] C V.
Poniamo M = max{M’, M"}. Allora si ha

| M, +o0] CIM' +00] C U,

|M, +o0] CIM", +00] C V|

per cui |[M,+o0] CU NV. Pertanto U NV & un intorno di +oo.
(b) A meno di scambiare z con y, possiamo supporre r < y. Anche questa volta
distinguiamo alcuni casi.

Sex,y € R, siha (y—a) > 0. Poniamo r = $(y—x), U =Jz—r,z+r[e V =|y—r, y+r.
Evidentemente U e un intorno di x e V' e un intorno di y. Se per assurdo z € U NV,

risultarx —r<z<z+4+redy—r<z<y+r. Nesegue

ly—z|=|y—2)+—2)|<|ly—2[+]z—2|<2r=ly—2z,
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il che & assurdo. Pertanto U NV = {).

Se x = —o0 ed y € R, poniamo U = [—oc0,y — 1[ e V =]y — 1,y + 1[. Evidentemente
U ¢ un intorno di —oo, V & un intorno di y ed U NV = 0.

Sex € Redy = +oo, poniamo U =]z — 1,z + 1] e V =]z + 1, 4+00]|. Anche in questo
caso U ¢ un intorno di z, V' & un intorno di y ed U NV = 0.

Infine, se x = —oo ed y = 400, poniamo U = [—o0,0[ e V' =]0, +00]. Risulta che U
¢ un intorno di —oo, V' & un intorno di +oco ed U NV = (.

La dimostrazione della (b) & completa.
(¢) Se U ¢ un intorno di z e z € R, esiste r > 0 tale che |z — r,x + r[C U. Allora
V =]z —r,z 4 r[ ¢ un intorno di x contenuto in U e V' & un intervallo.

Se U ¢ un intorno di —oo, esiste M € R tale che [—oo, M[C U. Allora V = [—oo0, M|
ha i requisiti richiesti. Se U e un intorno di +oo, il ragionamento e simile.
(d) Distinguiamo alcuni casi. Se x,y € R, per ogni intorno W di = + y esiste ¢ > 0 tale
che |t +y—¢e,x+y+e[C W. Poniamo

5:%, U=lz—8,a+6[, V=ly—06y+0[.

Evidentemente U ¢ un intorno di z e V' € un intorno di y. Inoltre per ogni & € U e per

ogni n € V' la somma & + n ¢ definita e si ha
£ £
-z <d== —yl<d=—-.
E-al<b=5,  In-yl<i=]

Ne segue

3

€+ —@+yl=lE—)+ @yl < —al+—y <5+

:E’

dacui+nelr+y—ex+y+elCW.
Consideriamo ora il caso z € R e y = 400. Per ogni intorno W di +oo esiste M € R

tale che |M, +oo] C W. Poniamo
U=lz—-1z+1[, V=M-z+1,+00].

Evidentemente U & un intorno di x e V' & un intorno di +o0. Inoltre per ogni £ € U e per

ogni n € V la somma & + 7 & definita e si ha

r—1l<é<ax+1, n>M-—z+1.
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Ne segue

§+n>M,

da cui £ +n €]M,+oo] CW.
Supponiamo ora x = y = +00. Per ogni intorno W di +oco esiste M € R tale che

|M, +o0] C W. Poniamo
U =]0, +o0], V =]M, 400 .

Evidentemente U e V sono due intorni di +oo. Inoltre per ogni & € U e per ogni
n € V la somma & 4+ 7 ¢ definita e si ha £ > 0 ed n > M. Ne segue £ +1n > M, ossia
E+n€|M,4+o00] CW.

Gli altri casi possono essere dimostrati per esercizio.
(e) Anche questa volta distinguiamo alcuni casi. Se z,y € R, per ogni intorno W di zy
esiste € > 0 tale che |zy — €, 2y + ¢[C W. Poniamo

19
= :
lz| + |yl +1+¢€

U=]z—9¥§z+4d[, V=ly—6y+4.

Evidentemente U ¢ un intorno di z e V' e un intorno di y. Inoltre per ogni & € U e per

ogni n € V il prodotto £n e definito e si ha
§l =zl <€ —=z| <6 <1,
quindi
Sl <zl +1,

Ne segue

1En —wyl =1 —y) +(E—2)y| <M — Y| + 1§ =)yl = [&lln —y| + £ — 2|[y| <
< (|z| +1)d +dly[ = o(|z| + Jy[ + 1) < 6(|z| + [y| +1+¢) =¢,

da cui &n €lxy — e, xy + [C W.
Consideriamo ora il caso x €]0, +o00[ ed y = +00. Per ogni intorno W di 400 esiste
M € R tale che |M, +oo] C W. Poniamo

13 M|
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Evidentemente U & un intorno di z e V' & un intorno di +oco. Inoltre per ogni £ € U e per

ogni n € V il prodotto £n & definito e si ha

1 3 | M|
= = 2—.
2m<§<2x, n > .
Ne segue
&n>|M| =M,

da cui &n €|M, +oo] C W.
Supponiamo ora x = y = +00. Per ogni intorno W di +oco esiste M € R tale che

|M, 4+00] C W. Poniamo
U =]l 4oo],  V =]|M],+od].

Evidentemente U e V' sono due intorni di +o00. Inoltre per ogni £ € U e per ogni n € V
il prodotto &n ¢ definito e si ha £ > 1 ed n > |M|. Ne segue &n > |M| > M, da cui
&n €JM, +oo] C W.

Gli altri casi possono essere dimostrati per esercizio. m

(2.3) Definizione Siano E C R e x € R. Diciamo che x ¢ interno ad E, se E ¢ un

intorno di x.

Poniamo
int (E) := {z € R: z & interno ad E} .
L’insieme int (F) (da alcuni denotato col simbolo ZO?) si chiama parte interna di E.

Evidentemente per ogni E C R si ha int (E) C E.

(2.4) Definizione Siano E C R e x € R. Diciamo che x ¢ aderente ad E, se per ogni
intorno U di x si ha UNE # ().

(2.5) Teorema Sia E un sottoinsieme non vuoto di R. Allora inf E e sup E sono
aderenti ad E.

In particolare, —oo e +00 sono aderenti a R.

Dimostrazione. Poniamo x = sup E. Se x = —o0, si ha necessariamente £ = {—oo}. In

tal caso ¢ ovvio che x ¢ aderente ad FE.
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Se x € R, per ogni intorno U di z esiste r > 0 tale che |x — r,x + r[C U. Poiché
x — 7 non ¢ un maggiorante per E, esiste £ € E tale che £ > x — r. D’altronde ¢ ovvio
che & <x+r, percui § €]z —r,x +r[NE CUNE. Pertanto U N E # .

Infine, se x = 400, per ogni intorno U di +oo esiste M € R tale che | M, +o00] C U.
Dal momento che M non ¢ un maggiorante per F, esiste £ € E tale che £ > M. Ne segue
EE€IM,+0c]NE CUNE, quindi UN E # (.

La dimostrazione che anche inf F & aderente ad E puo essere svolta per esercizio. m

Poniamo

E = {x € R: z & aderente ad E} )

Osserviamo che per il teorema precedente la notazione R non e ambigua. L’insieme E si

chiama chiusura di E. Evidentemente per ogni £ C R si ha £ C E.

(2.6) Definizione Siano E CR e x € R. Diciamo che x ¢ un punto di accumulazione

per E, se x ¢ aderente ad E'\ {z}.
(2.7) Definizione Siano E C F C R. Diciamo che E ¢ denso in F, se F C E.

(2.8) Teorema L’insieme Q ¢ denso in R.

Dimostrazione. Se v € R ed U ¢ un intorno di z, esiste r > 0 tale che |x —r,z +r[C U.
Per il Teorema (1.4.13) esiste ¢ €]z — r, 2 4+ r[NQ, per cui U N Q # . Pertanto z € Q.
Se © = 400 ed U ¢ un intorno di z, esiste M € R tale che |M,+o00] C U. Per la
proprieta di Archimede esiste n € N tale che n > M. In particolare n €]M, +o00] N Q, per
cui U NQ # (). Pertanto anche +o0o ¢ aderente a Q. In modo simile si prova che —oo &

aderente a Q. m

Esercizi

1. Siano a,b € R con a < b. Si dimostri che

int ([a, b]) = int ([a, b]) = int (Ja, b]) = int (Ja, b]) =]a, b].
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2. Siano a,b € R con a < b. Si dimostri che

[a,b] = [a,b] = ]a,b] =]a,b] = [a,b].

3. Siano a,b € R con a < b. Si dimostri che

{z € R: z & di accumulazione per Ja,b[} = [a, b].

4. Sia F C R. Si dimostri che 400 ¢ aderente ad E se e solo se E non ¢ limitato

superiormente e che —oo ¢ aderente ad E se e solo se F non e limitato inferiormente.

5. Siano F C F CRe f,g: F — R due funzioni continue. Si supponga che E sia
denso in F' e che f(z) = g(x) per ogni z in E.
Si dimostri che f(z) = g(x) per ogni x in F.

3 Limite di una funzione

La nozione di intorno consente anzitutto di fornire un’utile riformulazione della nozione

di continuita.

(3.1) Proposizione Siano f : dom(f) — R wuna funzione, con dom(f) C R, e
x € dom (f). Allora f é continua in x se e solo se per ogni intorno V di f(x) esiste

un intorno U di z tale che f(U Ndom (f)) C V.
Dimostrazione. Supponiamo che f sia continua in z. Sia V' un intorno di f(z). Siae > 0
tale che |f(x) — ¢, f(x) +[C V e sia § > 0 tale che

Ve e dom(f): |€—a] <6 = [f(6) ~ fla)] <,

ossia f(Jx — 0,z + d[Ndom (f)) C|f(z) — e, f(z) + ¢[. Allora |z — §,z + d[ & un intorno di

ze f(Jx — 0,z + d[Ndom (f)) C V.
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Per provare il viceversa, consideriamo £ > 0. Si ha che |f(z)—¢, f(2)+¢[ € un intorno
di f(z). Sia U un intorno di z tale che f(U Ndom (f)) C|f(z) — ¢, f(z) +¢[. Siad >0
tale che |z — §,2 4+ 0[C U. Allora risulta f(Jx — 6,z + d[Ndom (f)) C]f(z) — e, f(x) + €],
ossia

VEedom (f): [ —z|<d = [f(§) — [(2)] <e,
da cui la tesi. m

La nozione di continuita e in effetti un caso particolare di una nozione piu generale,
che ora introduciamo nell’ambiente R. La nozione di intorno ci consente di fornire una

presentazione unitaria.

(3.2) Definizione Siano f : dom (f) — R una funzione, con dom (f) C R, 2 € dom (f)
e £ € R. Diciamo che ¢ ¢ limite di f in x, se per ogni intorno V di £ esiste un intorno U

di z tale che f(U Ndom (f)) CV.!

(3.3) Proposizione (Unicita del limite) Siano f : dom (f) — R una funzione, con
dom (f) C R, z € dom (f) e ¢/, € R. Supponiamo che (' e (" siano entrambi limiti di
fnx.

Allora V! = 1",

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo ¢/ # ¢”. Per il Teorema (2.2) esistono un intorno
V' di ¢ ed un intorno V" di ¢” tali che V' NV” = (. Siano U’ ed U” due intorni di
tali che f(U' Nndom (f)) CV'e f(U"Ndom(f)) C V”. Per il Teorema (2.2) U'NU" ¢
un intorno di x. Essendo x aderente a dom (f), esiste £ € (U’ N U"”) Ndom (f). Ne segue
f(&) eV N V" quindi V'NV" #(, il che & assurdo. m

Se f ammette limite ¢ in x, poniamo

lim f(&) :=¢

E—x

e diciamo che f(&) tende a € per & tendente a x (in simboli, f(§) — ¢ per & — x).

INella definizione tradizionale, adottata dalla maggioranza degli autori, si richiede l'inclusione
FUNdom (f))\ {z}) CV invece di f(U Ndom (f)) C V. In tal caso & va supposto di accumulazione
per dom (f), affinché sussista 1'unicita del limite. Anche enunciato del Teorema (3.14) di composizione
richiede una modifica che lo rende meno naturale.

La definizione che qui preferiamo ¢é tratta da E. DE GIORGI, Corso di analisi per chimici, De Salvio,
Ferrara, 1969 e L. SCHWARTZ, Analyse. Deuzieme partie: Topologie générale et analyse fonctionnelle,
Collection Enseignement des Sciences, 11, Hermann, Paris, 1970.
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Se ¢ € R, diciamo che f € convergentein x. Se { = 400, diciamo che f & positivamente

divergente in x. Se { = —oo, diciamo che f & negativamente divergente in x.2

(3.4) Osservazione Se

lim f(§) = ¢,
E—a
allora ¢ é aderente a img (f).
Dimostrazione. Per ogni intorno V di ¢, esiste un intorno U di z tale che

f(UNdom(f)) € V. Essendo x aderente a dom (f), esiste £ € U Ndom (f). Ne segue
f(&) € VN f(dom (f)), da cui V N f(dom (f)) # (. m

(3.5) Osservazione Se

lim f(€) = ¢

E—a

e v € dom (f), allora si ha necessariamente £ = f(x).

Dimostrazione. Se per assurdo fosse ¢ # f(x), esisterebbe per il Teorema (2.2) un
intorno V' di ¢ tale che f(x) ¢ V. D’altra parte esiste un intorno U di z tale che
f(UNdom (f)) €V, in particolare f(z) € V: una contraddizione. m

Come avevamo anticipato, la nozione di limite contiene come caso particolare quella
di continuita.
(3.6) Proposizione Siano f : dom(f) — R wna funzione, con dom(f) C R, e

x € dom (f). Allora f & continua in x se e solo se

lim () = f(x) .

E—a

Dimostrazione. E sufficiente confrontare la Definizione (3.2) con la Proposizione (3.1). m

Anche se la nozione di intorno consente una formulazione unitaria della nozione di

limite, ¢ estremamente utile possedere delle caratterizzazioni piu dirette.

2Molti autori introducono 'ulteriore notazione

lim (&) = oc,

E—a

intendendo
lim | f(§)| = +oo.

E—x
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(3.7) Proposizione Siano f : dom(f) — R una funzione, con dom(f) C R,
x € dom (f) e £ € R. Allora laffermazione

lim f(§) = ¢

puo essere cosi caratterizzata:

(a) casor e R el € R:

per ogni € > 0 esiste 6 > 0 tale che
V¢ edom (f): € —x[ <0 = |f(§) —{] <e&;
(b) casoxz € R e { = —o0:
per ogni M € R esiste 6 > 0 tale che
VE € dom (f) : € — o] <6 = [(€) < M;
(¢) casoz € R e = +o0:
per ogni M € R esiste 6 > 0 tale che
Ve edom(f): |-z <d = [f(§) > M;
(d) casox = —o0 el € R:
per ogni € > 0 esiste N € R tale che
VE € dom (f): €< N = |f(€)— f] <&
(e) caso x = —00 el = —00:
per ogni M € R esiste N € R tale che
VEedom(f): E< N = f(§) < M,;
(f) caso x = —00 e £ = +00:
per ogni M € R esiste N € R tale che

VE¢edom(f): E< N = f(§) > M;
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(9) caso x = +oo el € R:

per ogni € > 0 esiste N € R tale che
VEcdom (f): >N = [f(§) — (] <e;
(h) caso x =400 el = —00:
per ogni M € R esiste N € R tale che
V€ edom(f): E> N = f(§) < M;
(i) caso x = 400 e £ = +o0:
per ogni M € R esiste N € R tale che

Véedom(f): E >N = f(&§) > M.

Dimostrazione. 1l caso (a) puo essere dimostrato per esercizio, imitando la dimostrazione
della Proposizione (3.1).

Consideriamo il caso (g). Supponiamo che ¢ sia limite di f a +oo. Per ogni
e > 0 linsieme |¢ — &,¢ + ¢[ ¢ un intorno di ¢. Sia U un intorno di +oo tale che

f(UNdom (f)) C]¢ —e,f+¢[. Sia N € R tale che |N,+oco] C U. Allora risulta
f(N,+oc] Ndom (f)) Cl —e,l+ €],

ossia

VEedom(f): E>N = |f(§) — (] <e.

Per provare il viceversa, consideriamo un qualunque intorno V' di ¢. Sia ¢ > 0 tale che

[0 —c,0+c[C V. Sia N €R tale che
VEedom(f): {>N = [f(§) —{] <e,
ossia. f(|N, +o0] Ndom (f)) CJ¢ — e, £ + &[. Allora |V, +o0] & un intorno di oo e
J(N,+oc] Ndom (f)) S V.

Gli altri casi possono essere dimostrati per esercizio. m
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(3.8) Proposizione Siano f : dom(f) — R wuna funzione, con dom (f) C

x € dom (f) e £ € R. Allora sono fatti equivalenti:

(a) lim f(§) = ¢;

E—a

() lim £(6) ~ ] =0.

Dimostrazione. La condizione
1f(§) =€ <e

e chiaramente equivalente a

[f(§) =€ =0

<e€.

La tesi discende allora dalla proposizione precedente. m
Vediamo ora qualche primo esempio di limite.

(3.9) Teorema Risulta

lim [{| = 400, lim [{| = +o0.
E——o0 §—+o0

Dimostrazione. Per ogni M € R poniamo N = —|M|. Se £ < N, si ha £ < 0, quindi
€ = —€ > —N = |M| = M.

La seconda relazione di limite puo essere dimostrata per esercizio. m

(3.10) Teorema Risulta

lim — =0, lim = =0;
§——o0 f E—+o0 5
lim —’ = 400
£—0

Dimostrazione. Per ogni € > 0 poniamo N = —e~ 1. Se £ < N, si ha £ < 0, quindi

1
—e< > <e¢,

§

99

R

)



60 CAPITOLO 2. LIMITI E CONTINUITA

per cui [1/¢] < e. 11 limite a +00 puo essere trattato per esercizio in maniera simile.

Consideriamo ora il terzo limite. Per ogni M € R sia ¢ = |M}+1. Se [{| <del#0,

risulta
= BV,
R ’

da cui la tesi. m
Dimostriamo ora qualche risultato generale riguardante la nozione di limite.

(3.11) Teorema (di locale limitatezza) Siano f : dom (f) — R una funzione, con

dom (f) CR, x € dom (f) e ¢ € R. Supponiamo che

lim f(¢) =¢.

E—x
Allora esiste un intorno U di x tale che f(U Ndom (f)) sia limitato.

Dimostrazione. Dal momento che [¢ — 1,/ + 1] & un intorno di ¢, esiste un intorno U di x
tale che f(UNdom (f)) C|¢ —1,¢+ 1|. Evidentemente si ha sup f(U Ndom (f)) < ¢+1
ed inf f(UNdom (f))>¢—1.m

(3.12) Teorema (di permanenza del segno) Siano f : dom (f) — R una funzione,

con dom (f) CR, z € dom(f) e £ € R\ {0}. Supponiamo che

lim f(¢) =¢.

E—x

Allora esiste un intorno U di x tale che

Veé e Undom (f): f(E)>0.

Dimostrazione. Supponiamo ad esempio ¢ > 0. L’insieme |0, +00] & evidentemente un
intorno di ¢. Esiste quindi un intorno U di z tale che f(U Ndom (f)) CJ0, +o0], da cui la
tesi.

Il caso ¢ < 0 & simile e puo essere trattato per esercizio. m
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(3.13) Teorema (del confronto) Siano ¢ : dom(p) — R, f : dom(f) — R e
Y : dom () — R tre funzioni, con dom (), dom (f),dom () C
e 0 € R. Supponiamo che

R, e siano x € dom (f)

dom (f) € dom () N dom (¢) ,

VE € dom (f) : p(€) < F(€) < U(©),
lim (€) = lim $(€) = (.

E—x E—a

Allora si ha
lim f(§) = ¢.

E—a

Dimostrazione. Per il Teorema (2.2), per ogni intorno W di ¢ esiste un intervallo VC W
tale che V' sia un intorno di ¢. Siano U’ ed U” due intorni di z tali che o(U'Ndom (¢)) C V
e(U"Ndom (¢)) C V. Allora U = U'NU" ¢ un intorno di x per il Teorema (2.2). Inoltre
per ogni £ € U Ndom (f) si ha p(§) € Ve y(§) € V, quindi f(§) € V, perché V & un
intervallo. Ne segue f(UNdom (f)) CV CW.m

(3.14) Teorema (di composizione) Siano f : dom(f) = R e g : dom (g) — R due
funzioni, con dom (f),dom(g) C R, e siano z € dom(go f), y € dom(g) e £ € R.

Supponiamo che

lim f(§) =y, lim g(n) = ¢.

E—x n—y

Allora st ha
lim(go f)(§) =¢.

E—x

Dimostrazione. Per ogni intorno W di ¢ esiste un intorno V di y tale che
g(V Ndom (g)) € W. Sia U un intorno di x tale che f(U Ndom (f)) C V. Allora si
ha

(go /(U Ndom (go f)) =g(f(UNdom(go f))) € g(VNdom(g)) S W,

da cui la tesi. m
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(3.15) Definizione Siano f : dom(f) — R e g : dom(g) — R due funzioni
con dom (f),dom(g) C R. Si definiscono le funzioni (f + g) : dom(f +g) — R e
(fg) : dom (fg) — R, ponendo

dom (f 4+ g) = {z € dom (f) Ndom (g) : la somma f(x)+ g(x) ¢é definita} ,
dom (fg) = {z € dom (f) Ndom (g) : il prodotto f(x)g(x) é definito} ,

(f +9)(x) = flx) +g(x),
(f9)(z) == f(x)g(x) .

(3.16) Teorema Siano f : dom(f) — R e g : dom(g) — R due funzioni, con

dom (f),dom (g) C R, e siano x € dom (f) Ndom (g) e ¢, ¢" € R. Supponiamo che

lim /(€)= ¢, limg(e)=¢".

E—ax

Valgono allora i sequenti fatti:

(a) se la somma ' + 0" ¢é definita, si ha che x ¢ aderente a dom (f + g) e
Hm(f +g)(§) =0 +¢";
E—x

(b) se il prodotto 0’0" ¢ definito, si ha che x é aderente a dom (fg) e

lim(f9)(€) = "
Dimostrazione.
(a) Per ogni intorno W di ¢’ + ¢ esistono, per il Teorema (2.2), un intorno V' di ¢ ed un
intorno V" di ¢” tali che per ogni 3/ € V' e per ogni v € V" la somma y' + ¢y” & definita
ey +y"eW.

Siano U’ ed U” due intorni di z tali che f(U" N dom(f)) < V' e
g(U" N'dom(g)) € V”. Per il Teorema (2.2) U = U’ N U” & un intorno di
x ed UN (dom(f) Ndom(g)) € dom(f+g). Per ogni intorno A di z risulta
(ANU)N (dom (f) Ndom(g)) € ANndom (f+g)e (ANU)N (dom (f)Ndom(g)) # 0,
perché z ¢ aderente a dom (f) N dom (g). Pertanto x & aderente a dom (f + g). Inoltre
per ogni z € UNdom (f +¢) si ha f(x) € V' e g(z) € V", da cui f(z) + g(x) € W.
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(b) Per ogni intorno W di ¢ + ¢" esistono, per il Teorema (2.2), un intorno V' di ¢ ed un
intorno V" di ¢” tali che per ogni ¢y’ € V' e per ogni 3y’ € V" il prodotto 3 + y” & definito
ey +y'eW.

Siano U’ ed U"” due intorni di x tali che f(U'Ndom (f)) C V' e g(U"Ndom (g)) C V",
Per il Teorema (2.2) U = U'NU” & un intorno di x ed UN(dom (f)Ndom (g)) C dom (fg).
Per ogni intorno A di z risulta (AN U) N (dom(f) Ndom(g)) € AnNdom(fg) e
(ANU) N (dom (f) Ndom (g)) # 0, perché z & aderente a dom (f) N dom (g). Pertanto x
¢ aderente a dom (fg). Inoltre per ogni x € UNdom (f + g) si ha f(x) € V' e g(x) € V",
da cui f(x)g(z) e W. m

(3.17) Teorema Siano f : dom (f) — R una funzione, con dom (f) C R, x € dom (f)
e 0 € R. Supponiamo che
lim f(§) =¢.

E—x

Allora valgono i sequenti fatti:

(a) se l € R\ {0}, si ha che x é aderente a dom (1/f) e
lim 1 = !
E—

s f©)

(b) se { = —00 0l =400, si ha che x é aderente a dom (1/f) e

1
lim —— =0;
& f(€)
(c) se L =0 e sex éaderente a dom (1/f), si ha
WEYE
im [——| = +00.
& | f(E)

Dimostrazione. Anzitutto osserviamo che, se ¢ # 0, esiste per il teorema di permanenza
del segno un intorno U di z in cui f non si annulla mai. Ne segue UNdom (f) C dom (1/f),
per cui z ¢ aderente a dom (1/f). Per questo motivo nei punti (a) e (b) si puo asserire
che z & aderente a dom (1/f).

Le altre affermazioni seguono dai Teoremi (1.5) e (3.10) e dal Teorema di composi-

zione. m
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(3.18) Osservazione La funzione f — g puo essere interpretata come f + A\g, dove \
¢ la funzione costantemente uguale a —1. Di consequenza il limite di una differenza é
riconducibile al limite di prodotto e somma.

Similmente la funzione f/g puo essere interpretata come (1/g) f. Pertanto il limite

di un quoziente e riconducibile al limite di reciproco e prodotto.

(3.19) Definizione Siano f : dom(f) — R una funzione, con dom(f) C R,
D Cdom (f),z€ D el cR.

Diciamo che £ ¢ limite di f in x sulla restrizione D e scriviamo

lim f(€) = ¢,
ih

se

lim fp(€) = £,

E—a

ossia se per ogni intorno V. di € esiste un intorno U di x tale che f(UN D) C V.

In alcuni casi particolari si adottano delle notazioni piu specifiche. Per esempio, nel

caso D = dom (f) \ {z} si usa la notazione

lim f(&) = ¢,

E—a

s
mentre la condizione che x & aderente a D significa che ¢ di accumulazione per dom (f).?
Altri casi notevoli di restrizione sono D = dom (f)N[—o0,z] e D = dom (f)N[x, +0o0],

per i quali si usano rispettivamente le notazioni

lim f(§) =/ (limite da sinistra),

E—x—

lim f(§) =¢ (limite da destra) .

E—azt

(3.20) Teorema Siano f : dom (f) — R una funzione, con dom (f) C R, D C dom (f),
rz €D el eR. Supponiamo che
lim f(§) =¢.

E—ax

3L’altra definizione di limite, a cui si accennava a pag. 55, corrisponde nel nostro sistema proprio al
limite sulla restrizione dom (f) \ {z}.
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Allora si ha
lim f(§) =¢.

E—x
£ebD

Dimostrazione. E sufficiente confrontare la Definizione (3.19) con la Definizione (3.2),

tenendo presente che f(UND) C f(UNdom(f)). m

(3.21) Teorema Siano f : dom (f) — R una funzione, con dom (f) C R, x € dom (f)
el € R. Siano Dy e Dy due sottoinsiemi di dom (f) tali che dom (f) = Dy U D, e tali
che per ogni j = 1,2 si abbia

lim f(§) = ¢,
E—x
§€Dj
se x ¢ aderente a Dj.
Allora si ha
lim f(&) =¢.
E—a

Dimostrazione. Sia V un intorno di /. Se z e aderente a D, esiste un intorno U; di z
tale che f(U; N Dy) C V. Seinvece z non ¢ aderente a Dy, esiste un intorno U; di x tale
che Uy N Dy = (), quindi a maggior ragione f(U; N D;) C V. Analogamente si trova un
intorno Us di x tale che f(Uy N Dy) C V. Allora U = U; N U, & un intorno di x e si ha

fUNdom(f)) = f(UN(D1UDy))=f((UNDy)U(UND,))=
= f(UND)Uf(UNDy) Cf(UIND)U f(UsNDy) CV,

da cui la tesi. m

(3.22) Corollario Siano f : dom (f) — R una funzione, con dom (f) C R, z € dom (f)
e 0 € R. Supponiamo che esista un intorno U di = tale che
lim  f(§) ="¢.

E—a
fedom(f)NU

Allora si ha
lim f(§) =¢.

E—x
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Dimostrazione. Poiché UN(dom (f)\U) = 0, risulta che z non ¢ aderente ad dom (f)\U.
La tesi si ottiene allora applicando il teorema precedente con D; = dom (f) N U e

Dy =dom (f)\U.m

(3.23) Teorema Risulta

Jipg =0 Jmg= oo

Dimostrazione. La verifica puo essere svolta per esercizio, imitando la dimostrazione del

Teorema (3.10). m

(3.24) Definizione Sia f:dom (f) — R una funzione con dom (f) C R. Diciamo che
fe:

crescente, se

Vry, 2o € dom (f) : 21 < xg = f(x1) < f(29);
- strettamente crescente, se

Vay,xo € dom (f) @ 21 < 2o = f(x1) < f(22);

- decrescente, se

Vry,xe € dom (f) @ 21 <29 = f(x1) > f(29);
- strettamente decrescente, se
Vay,xo € dom (f) : 21 < xe = f(x1) > f(22).

- monotona, se f e crescente o decrescente;

- strettamente monotona, se f ¢ strettamente crescente o strettamente decrescente.

(3.25) Teorema Sia f : dom (f) — R una funzione con dom (f) C R. Supponiamo che

[ sia crescente con dom (f) # () e siano x; = dom (f), x5 = dom (f).
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Allora
vy ¢ dom (f) = Jim f(€) = infims (f)
vz ¢ dom (f) = lim f(&) = supimg (f) .

Dimostrazione. Per ogni intorno W di inf img (f) esiste un intervallo V' C W tale che V
¢ un intorno di infimg (f). Per il Teorema (2.5) infimg (f) ¢ aderente a img (f). Esiste
quindi b € dom (f) tale che f(b) € V. Dal momento che z; < b, si verifica facilmente che

[—o0, b[ & un intorno di z;. D’altronde per ogni £ € [—oo, b[Ndom (f) si ha

infimg (f) < f(§) < f(b),

quindi f(£) € V perché V & un intervallo. Pertanto f([—oo,b[Ndom (f)) C W.
Il limite in x5 puod essere dimostrato per esercizio, imitando il ragionamento

precedente. m

(3.26) Teorema Sia f : dom (f) — R una funzione con dom (f) C R. Supponiamo che
[ sia decrescente con dom (f) # 0 e siano xy = dom (f), z2 = dom (f).

Allora
z1 ¢ dom (f) = lim f(§) =supimg(f),

=1
o & dom (f) = lim f(¢) = infimg (f) .

=2

Dimostrazione. La dimostrazione puo essere svolta per esercizio, imitando quella del

teorema precedente. m

Esercizi

1. Si considerino le funzioni f,g: R\ {0} — R definite da

f@)=5, gw)=a-— (acR);
f@) =25, gl) =g
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In ciascun caso si calcolino

lim f(2), lmg(r), lm(f(z)+g()).

x—0 r—0 z—0

2. Si considerino le funzioni f,g: R\ {0} — R definite da

flz) ==, g(x)=az" (a€R);

In ciascun caso si calcolino

lin f(z), limg(r), lim(f(x)g(x).

x—0 x—0

3. Siano f : dom (f) — R una funzione, con dom (f) C R, z € dom (f) e £ € R. Si
supponga che

lim | (€)] = +00.

Si dimostri che x ¢ aderente a dom (1/f) e

4. Siano f : dom (f) — R una funzione, con dom (f) C R, e = di accumulazione per

dom (f). Si supponga che esista ¢ € R tale che

lim £(¢) = ¢

E—x

Eo
e si definisca ¢ : dom (f) U {z} — R ponendo

f(&) se & edom(f)\{z},
g<€):{€ se=ux.
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Si dimostri che g € continua in z.

5. Siano f : dom (f) — R una funzione, con dom (f) C R, z € dom(f) e £ € R. Si

dimostri che

lim f(¢) = ¢

E—a

se e solo se, per ogni intorno V' di ¢, z non ¢ aderente ad dom (f) \ f~1(V).

4 Massimo e minimo limite

(4.1) Definizione Siano f : dom(f) — R wuna funzione, con dom(f) C R, e
xr € dom—(f). Diciamo che M € R ¢é un maggiorante definitivo per f in x, se esiste
un intorno U di x tale che M ¢é un maggiorante per f(U Ndom (f)).

Diciamo che m € R é un minorante definitivo per f in z, se esiste un intorno U di

x tale che m é un minorante per f(U Ndom (f)).

Evidentemente +o0o € sempre un maggiorante definitivo e —oo € sempre un minorante

definitivo.

(4.2) Definizione Siano f : dom(f) — R wuna funzione, con dom(f) C R, e
x € dom (f). Poniamo
limsup f(§) := inf {M e R: M ¢ un maggiorante definitivo per f in :L’} ,
E—a

lirén inf f(§) := sup {m € R: m ¢ un minorante definitivo per f in x} .
—x

La prima quantita si chiama limite superiore di f in x e si denota anche con i simboli

max lim f(¢), T f(€).

E—a E—a

La seconda quantita si chiama limite inferiore di f in x e si denota anche con i simboli

min lim f(¢),  lLim f(€).

- -

(4.3) Teorema Siano f : dom (f) — R una funzione, con dom (f) C R, e z € dom (f).
Allora si ha

lilgn_}nff(g) < limsup f(§).

E—x
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Inoltre l'uguaglianza sussiste se e solo se f ammette limite in x, nel qual caso

limnf f(§) = lim sup f(€) = lim £(¢).

ISegs E—x

Dimostrazione. Siano m un minorante definitivo e M un maggiorante definitivo per f
in z. Siano U’ ed U” due intorni di x tali che m & un minorante per f(U’ N dom (f)) e
M ¢ un maggiorante per f(U” Ndom (f)). Dal momento che U’ N U” & un intorno di z,
esiste £ € (U'NU")Ndom (f). Ne segue m < f(£) < M, in particolare m < M.

Per il Principio di Dedekind esteso, esiste z € R tale che m < z < M per ogni
minorante definitivo m e per ogni maggiorante definitivo M. Ne segue

liminf f(§) < z < limsup f(§).

—w E—x

Supponiamo ora che

lim f(£) = ¢.

E—a

Dimostriamo anzitutto che

¢ > limsup f(§) .

E—a
Se { = 400, l'affermazione ¢ vera. Altrimenti sia M > ¢. Dal momento che [—oo, M| & un
intorno di ¢, esiste un intorno U di x tale che f(U Ndom (f)) C [—oo, M|. Ne segue che
M & un maggiorante definitivo per f in x, per cui M > limsup f(§). Per 'arbitrarieta di
M si deduce che o
¢ > limsup f(§).

E—a

In modo simile si prova che ¢ < lirgn inf f(£). Ne segue
—x

limnf f(§) < limsup () < lim J(€) < liminf /(€).

E—ax ez E—a

il che e possibile solo se tutte le disuguaglianze sono uguaglianze.

Viceversa supponiamo che

liminf f(&) = limsup f(€).

IS -z

Denotiamo con ¢ il comune valore di massimo e minimo limite. Consideriamo prima il

caso ¢ € R. Per ogni intorno V' di ¢ esiste € > 0 tale che |¢ — ¢,¢ + ¢[C V. Dal momento
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che {+& > limsup f(§), esiste un maggiorante definitivo M per f in z tale che M < {+e¢.

E—x
Sia U’ un intorno di z tale che

f(U'Nndom (f)) C [—o0, M| C [—00, ¢+ ¢].

In modo simile si trova un intorno U” di z tale che f(U” Ndom (f)) C|¢ — e, +o0]. Allora

U=U'"NU"¢un intorno di z e
f(UNdom (f)) CJ¢ —e, d+e[C V.
Consideriamo ora il caso ¢ = —oo. Per ogni intorno V' di —oco esiste N € R tale che

[—o0, N[C V. Poiché N > limsup f(§), esiste un maggiorante definitivo M per f in x

E—x

tale che M < N. Esiste quindi un intorno U di x tale che

Il caso ¢ = +oo e simile e puo essere trattato per esercizio. m

(4.4) Teorema Siano ECR, f,g: E — R ex € E. Supponiamo che f(£) < g(€) per
ogni £ € E. Allora si ha

limsup f(§) < limsup g(€),

E—x E—x
liminf f(§) < liminf g(¢) .
E—a E—a

Dimostrazione. Evidentemente ogni maggiorante definitivo per ¢ in z € anche un

maggiorante definitivo per f in x, ossia si ha
{M € R: M ¢ un maggiorante definitivo per f in x} )

) {M € R: M ¢ un maggiorante definitivo per g in x} :

Passando all’estremo inferiore membro a membro, si deduce la prima disuguaglianza.

La seconda disuguaglianza puo essere dimostrata per esercizio in maniera simile. m

(4.5) Corollario Siano E C R, f,g: E — R ex € E. Supponiamo che f(&) < g(€)

per ogni & € E e che f e g ammettano limite in x.
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Allora st ha
lim f(£) < lim g(¢§) .

E—a E—a

Dimostrazione. Si tratta di una conseguenza dei due teoremi precedenti. m

(4.6) Definizione Siano E CR, g: E — R\ {0} una funzione e x € E. Si denota col

simbolo o(g,x) (o piccolo di g in x) l'insieme delle funzioni f : E — R tali che

lim & =0.
& g(§)
Si denota col simbolo O(g,x) (o grande di g in x) l'insieme delle funzioni f : E — R tali
che
: f (f)‘
limsup |—/=| < +00.
eva | 9(8)

Quando ¢ chiaro dal contesto chi sia il punto x, si scrive semplicemente o(g) e O(g).
Spesso si usa scrivere, impropriamente, f = o(g) e f = O(g) invece di f € o(g) e

f€0(g).

Esercizi

1. Siano f : dom (f) — R una funzione, con dom (f) C R, e z € dom (f). Si dimostri

che
i sup(—(€)) =  lim nf f(¢).
E—x —+x
lirgninf(—f(g)) = —limsup f(&) .
-z £z

2. Siano f : dom(f) — R una funzione, con dom(f) C R, x € dom (f) e sia

¢ : R — R una funzione continua e crescente. Si dimostri che

isup p(/(6)) = o (tmsup £(©))

E—x E—x

liminf p(f(£)) = ¢ (hminff(g)) .

E—x E—a
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3. Siano ECR, f,g: E—Rexcdom(f+g). Sidimostri che

limsup(f(§) + g(£)) < limsup f(£) + limsup g(€),

E—x E—x E—x

lim inf (f(€) + 9(€)) = lminf f(§) + liminf g ().

purché le espressioni a secondo membro siano definite.
4. Siano ECR, f,g: E — [0,+0oc] e z € dom (fg). Si dimostri che

i sup((€)9(6)) < (Hmsup £(©)) (s (©))

E—ax E—a E—a

i (/(€(6) > (timint £6)) (I into(6))

E—a E—a E—a

purché le espressioni a secondo membro siano definite.

5 Successioni

(5.1) Definizione Sia X un insieme. Si chiama successione in X ogni applicazione
r:N—=X.
Si usa denotare con x,, il valore di x in n e si usa denotare col simbolo (z,) o col

simbolo {z,} la successione x.

(5.2) Osservazione Sia (z,) una successione in R e sia £ € R. Poiché supN = +o0,

si ha che +00 ¢ aderente a N. E quindi chiaro il significato delle scritture

lm z, ="/, limsupz, =/, liminfz, =¢.
n—-+o0o n—s—+oo n—-+o0o

Poiché per le successioni é interessante solo il limite a +o00 (si veda ’esercizio 1), si usano
spesso le notazioni abbreviate
limzx, =1, limsupzx, =/, liminfx, = ¢.
n n n
Una successione si dice convergente, positivamente divergente, negativamente divergente,

se tale ¢ il suo andamento a +0o.
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(5.3) Proposizione Sia (z,) una successione in R e sia £ € R. Allora si ha
limx, =/
se e solo se per ogni intorno V' di { esiste n € N tale che

VneN:n>n — x,€V.

Dimostrazione. Supponiamo che ¢ sia limite di (x,,). Per ogni intorno V' di £ esiste M € R
tale che

VneN:n>M — z,€V.

E allora sufficiente scegliere m € N tale che m > M.

Il viceversa € ovvio. m

(5.4) Proposizione Sia (x,) una successione in R. Allora laffermazione
limz, =/
n
puo essere cosi caratterizzata:

(a) caso l € R:

per ogni € > 0 esiste n € N tale che

VneN:n>n = |z, — ]| <e;

(b) caso { = —oo:

per ogni M € R esiste n € N tale che

VneN:n>n—=— z, < M,;

(¢) caso £ =+4o00:

per ogni M € R esiste n € N tale che

VneN:n>n = z, >M.
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Dimostrazione. La verifica puo essere svolta per esercizio. m

(5.5) Esempio Sia a €]1,+00[. Per ogni n € N risulta

a”—((a—1)+1)n—i(z)(a—l)kzn(a—l),

k=0
per cui

lima” = +00.
n

Se —1 <a<1eda+#0, ne seque

.1 |1
lim— =lim|—-| = +o0,
n |a” n |a
perché |1/a| > 1. Risulta quindi
lima" =0.
n
Naturalmente quest’ultima relazione di limite é wvalida anche per a = 0, per cui,

conclusione, st ha

—1<a<]l = lima"=0.

Siano ora

Dy ={n e N: n ¢ dispari} , Dy ={neN: n é pari} .
Per ogni n € N, risulta

n dispari = a" = —|a|",

n pari = a" = |a|".
Per a = —1 ne seque

lim o" = -1,
n—-+0o0o
neDy

lim a"=1.
n——+o00
neDo

Per a < —1 risulta invece

lim a" = —o0,
n——+o0o
nebDy

lim a" = +00.
n—-+o0o
n€Dsy

75

m



76 CAPITOLO 2. LIMITI E CONTINUITA

In entrambi v casi si deduce che a™ non ammette limite per n — 400

Molte nozioni introdotte nelle precedenti sezioni possono essere caratterizzate per

mezzo delle successioni.

(5.6) Teorema Siano E CR e x € R. Allora sono fatti equivalenti:
(a) = é aderente ad E;
(b) esiste una successione (&,) a valori in E tale che
lim¢, ==.
Dimostrazione.

(a) = (b) Consideriamo il caso = € R. Per ogni n € N esiste

1 1
— , T+ NE.
n+1 n+1

&€ |z

Risulta cosi definita una successione (§,,) a valori in E. Poiché

n+1 n+1

)

si deduce dal Teorema del confronto che
lim&, =x.

Consideriamo ora il caso x = +00. Per ogni n € N esiste &, €]n, +o00] N E. Risulta
cosi definita una successione (&,) a valori in E. Poiché n <&, si deduce dal Teorema del
confronto che

li7rln ¢n =400 =1.
Il caso x = —oo puo essere dimostrato per esercizio in modo simile al caso precedente.
(b) = (a) Sia U un intorno di z e sia (,) una successione in F tendente a z. Sia poi

n € N tale che &, € U per ogni n € N con n > n. Per tali n risulta &, € U N E, per cui
UNE#(). =

(5.7) Teorema Siano f : dom (f) — R una funzione, con dom (f) C R, z € dom (f) e

¢ € R. Allora sono fatti equivalenti:
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(a) lim f(§) = ¢;

E—a

(b) per ogni successione (&,) a valori in dom (f) con lim¢, = x, si ha lim f(§,) = £.

Dimostrazione.

(a) = (b) Si tratta di una conseguenza del Teorema di composizione.

(b) = (a) Supponiamo per assurdo che la (a) sia falsa. In altre parole supponiamo
che esista un intorno V' di ¢ tale che non si abbia f(U N dom(f)) € V per nessun
intorno U di x. Questo significa che non si ha U Ndom (f) C f~Y(V), ossia che ri-
sulta U N (dom (f) \ f~(V)) # 0 per ogni intorno U di z. Pertanto z & aderente a
dom (f)\ f~1(V). Per il teorema precedente esiste una successione () in dom (f)\ f~1(V)

tendente a x. Poiché f(§,) ¢ V per ogni n € N, non si puo avere

lim f(&,) = ¢

e questo ¢ in contraddizione con la (b). m

(5.8) Corollario Siano f : dom (f) — R una funzione, condom (f) C R, ex € dom (f).

Allora sono fatti equivalenti:

(a) f & continua in x;
(b) per ogni successione (&,) in dom (f) con im&, = x, si ha lim f(&,) = f(x).

Dimostrazione. Si tratta di una semplice conseguenza del teorema precedente. m

Esercizi

1. Sia (x,) una successione in R. Si dimostri che la funzione x : N — R & continua.

2. Sia (z,) una successione in R. Si dimostri che (x,,) ¢ limitata se e solo se lim sup z,,
n

e liminf z,, sono entrambi finiti.
n

3. Sia (x,) una successione in R. Si dimostri che

limsupx, = inf (supzx, | ,
n kEeEN \ n>k
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liminf z,, = sup (inf xn) .

keN \n2k

6 Alcune funzioni notevoli

(6.1) Teorema FEsiste una ed una sola funzione f : R — R tale che

Ve,yeR: f(x+y) = f(2)f(y),

VeeR: f(x) > 1+x.

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione m

(6.2) Definizione Chiamiamo funzione esponenziale e denotiamo con exp la funzione

definita dal teorema precedente.

(6.3) Teorema La funzione exp : R — R ¢é continua e strettamente crescente. Inoltre
valgono i sequenti fatti:

exp0=1,
VreR: expx >0,

Vz € R: exp(—x) = (expz)!,

lim expx =0, lim expxz = +o00,
T——00 r——+00
expr — 1
lim P2
z—0 x

Dimostrazione. Poiché
exp 0 = exp(0 + 0) = (exp 0)(exp0)

risulta exp 0 = 0 oppure exp 0 = 1. Dal momento che expx > 14z, deve essere exp(0 = 1.

Ne segue

(expx)(exp(—zx)) =exp0 =1,
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per cui expz # 0 ed exp(—z) = (expx)~!. Poiché

T\ 2
exp T = <exp§> ,

deve essere expx > 0.

Sex,yc Rex <y,siha

expy —expx = (expz)(exp(y —x) — 1) > (expx)(y — ) >0,

per cui exp e strettamente crescente. Inoltre risulta

lim expz > lim (1+2x)=400.

r—-+00 r—-+00

Per composizione ne segue

lim expxz = lim (exp(—az:))f1 =0.
T——00 T——00

Poiché

exp(—z) > 1—1z,

per ogni x < 1 risulta

1
l4+z<expxr < )
11—z

Ne segue
2
O0<expr—1—z< ,
1—=x
da cui, per ogni x < 1 con = # 0,
expx—1_1‘< || 7
T ~1—x
ossia
-1
el _epa-1_ |l
1—2z T 1—2z
Pertanto si ha
-1
lim 2P0
z—0 xX

In particolare, risulta

limexpz =1,
z—0

79
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per cui, per ogni z € R,

lim exp £ = lim exp(z + (£ — z)) = lim(expzexp(§{ — z)) = expz.
E—a E—ax

E—x

Pertanto la funzione exp € continua. m

(6.4) Teorema FEsiste una ed una sola coppia di funzioni f,g: R — R tali che, per ogni

x,y € R, si abbia
) +g°(2) =1,

flz+y) = fl@)f(y) — g(x)g(y),

g(x+y)=g(x)f(y) + f(2)g9(y),

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione. m

(6.5) Definizione Chiamiamo rispettivamente coseno e seno e denotiamo con cos e sin

le funzioni definite dal teorema precedente.

(6.6) Teorema Le funzioni cos,sin : R — R sono continue. Inoltre valgono i sequenti

fatti:
cos0=1, sin0 =0,
VreR: —1<cosx <1, —1<sinx <1,
Vr € R: cos(—z) =cosx, sin(—z) = —sinz,
cosx — 1 sin x
im ——— =0, im =1.
r—0 x z—0 X

Dimostrazione. Poiché
cos0 = cos(0 + 0) = cos®0 — sin®0 = 2cos’0 — 1,

sin0 = sin(0 4+ 0) = 2sin0cos 0,
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deve essere anzitutto cos( = 1 oppure cos(0 = —%. Ne segue in ogni caso sin0 = 0, ma
solo la prima eventualita e compatibile con cos?0 + sin?0 = 1.
Dalla formula

cos’x +sinz =1

segue che —1 < cosx <le —1<sinzx <1.
Poiché

1 =cos0 = cosx cos(—x) — sinzsin(—x),
0 = sin0 = sinx cos(—z) + cos x sin(—x) ,
risulta
cos(—x) = cosx cos?(—x) — sin x sin(—x) cos(—x) ,
0 = sin z sin(—x) cos(—x) + cos x sin?(—x),

da cui, addizionando membro a membro, cos(—x) = cosz. Risulta anche
sin(—x) = cosz cos(—x) sin(—x) — sin z sin?(—2) ,

0 = sin z cos?(—x) + cos x cos(—z) sin(—x),

da cui, sottraendo membro a membro, sin(—z) = —sinx.
Poiché

Vo e [-1,1] \ {0} : —1§cosw§w§1,
x

si ha

limsinxz =0.
z—0

Allora risulta anche

lim cosz = lim (cos.2 r_ sin? f) = lim (1 — 2sin? f) =1 =cos0.
x—0 x—0 2 2 x—0 2

Per ogni x € R si ha quindi
lim cos £ = lim cos(z + (£ — z)) = lim(cos z cos(§ — x) — sina sin(§ — x)) = cosz,
E—x E—x E—x

limsin & = %im sin(x 4+ (§ —x)) = %im (sinz cos(§ — ) + coswsin(§ — z)) =sinz,

E—z —x —x

per cui le funzioni cos e sin sono continue.



82 CAPITOLO 2. LIMITI E CONTINUITA

Infine dalla disuguaglianza

Ve e [-1,1]\ {0} : Cosxgwgl
T

e dalla continuita del coseno segue che

. sinx

lim =1.

z—0 2

Risulta allora anche
2 cox\ 2
cosx — 1 - 1—2sin 5= . X [sing

lim ——— = lim = —lim — ~ =0,
z—0 € z—0 T z—0 2 5

da cui la tesi. m

(6.7) Proposizione L’insieme
{x €)0, 4+o0[: cosx < 0}

non ¢ vuoto ed ammette minimo.

Dimostrazione. Dimostriamo anzitutto che 1’insieme
{:1:’ €]0, +oo[: cosz < O}

non ¢ vuoto. Ragioniamo per assurdo, supponendo cosz > 0 per ogni x > 0. Poiché

sinx

lim =1,
z—0 g
esiste 0 > 0 tale che
i 1
Vo €] — 26,26\ {0} : |Z2T — 1’ <3

In particolare sind > §/2 > 0, per cui 0 < cosd < 1. Poniamo
x, = cos(2"0) .
Tenendo conto della formula

cos(2"11§) = cos?(2"9) — sin?(2"6),
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si verifica facilmente che la successione (z,) ¢ decrescente. Sia ¢ il suo limite.

Naturalmente si ha 0 < ¢ < cosd < 1. Poiché
cos(2"19) = 2cos?(2"8) — 1,

deve essere ¢ = 2(%2 — 1, ossia £ = 1 oppure { = —%, il che & impossibile.
Poniamo

m = inf{x €]0, +oo[: cosx < O} :

Evidentemente m € [0, +o0[. Sia (y,) una successione in |0, 400 con cos y,, < 0 e y,, — m.

Dalla continuita del coseno si deduce che cosm < 0. In particolare m > 0. Ne segue
m= min{x €]0, +o0[: cosx < O} :

da cui la tesi. m

(6.8) Definizione Poniamo

= 2min{x €]0,4o0[: cosx < O} .

(6.9) Teorema Valgono i sequenti fatti:

(a) si ha
COSEZO, sinﬁzl,
2 2
cosm=—1, sinm =0,
3 3
cos—ﬂzo, sin—W:—l,
2 2
cos2m =1, sin2m = 0;

(b) la funzione cos é strettamente decrescente su [0, 7] e strettamente crescente su [, 27];

T T

(¢) la funzione sin & strettamente crescente su [—5,5} e strettamente decrescente su
[z 3_71 .
20 207

(d) per ogni x € R si ha

cos(x + 2m) = cos sin(z + 27) = sinz;
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(e) risulta

liminf cosx = liminfcosz = —1,
T—r—00 T—r—+00

limsupcosz = limsupcosz =1,

T—r—00 r—r—+00
liminfsinx = liminfsinz = —1,
T——00 T—+00

limsupsinz = limsupsinz =1,
T——00 T—>+00

Dimostrazione. Dimostriamo che sinz > 0 per ogni z €]0,7/2]. Sia § > 0 tale che

sinz > x/2 > 0 per ogni z €]0,4|. Sia, per assurdo,
£ = min{x €0, 7/2]: sinz < O} :

Poiché
siné = 2sin(§/2) cos(£/2) <0,

dovrebbe essere sin(£/2) < 0 oppure cos(£/2) < 0, il che ¢ assurdo. Da sinz > 0 segue
cosz < 1 per ogni z €]0,7/2].

Poiché cos(m/2) = 0, si ha sin(7/2) = 1. Applicando ripetutamente le formule di
addizione, si ottengono i valori di cos e sin nei multipli di 7/2.

Se0<zr<y<m/2,sihal0<y—x<7/2 per cui
cosy = cos(z + (y —x)) = cosxcos(y —x) —sinzsin(y — x) < coszx.

Pertanto la funzione cos & strettamente decrescente su [0, 7/2]. Poiché cos(—z) = cosz,

ne segue che cos ¢ strettamente crescente su [—m/2,0]. Dalla formula di addizione risulta
cosx = —cos(z — 7).

Pertanto cos ¢ strettamente decrescente su [7/2, 7] e strettamente crescente su [r, 27].

Sempre dalla formula di addizione si ha
. T
SInx = — cos (:L’—i— 5) .

Pertanto il comportamento della funzione sin su [—m/2,37/2| & riconducibile a quello di

cos su [0, 27].
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Si verifica facilmente che
cos(x + 2m) = cosx, sin(z + 27) = sinz.

Ovviamente si ha

limsupcosz < 1.
T—>r—00

Poiché
Vn € N: cos(—2nm) =1,

e chiaro che nessun M < 1 puo essere un maggiorante definitivo per la funzione cos a
—o00. Ne segue

limsupcosz =1.
Tr——00

Gli altri massimi e minimi limiti possono essere trattati in modo simile. m

(6.10) Definizione Poniamo

La funzione tan si chiama tangente.

(6.11) Teorema Valgono i sequenti fatti:

(a) la funzione tan e continua e strettamente crescente su ] -5 g[ e soddisfa

lim tanx = —o0, lim tanz = 400;
x—)—%Jr T35

(b) per ogni x € dom (tan) si ha © + 7 € dom (tan) e

tan(z + 7) = tanz .

Dimostrazione. La continuita della tangente discende dalla continuita di seno e coseno.

Dal momento che la funzione sin e strettamente crescente e positiva su [0, 5 [ e la funzione

cos e strettamente decrescente e strettamente positiva su [0, 3 [, si deduce che la funzione

s

tan e strettamente crescente e positiva su [O, 5 [ Inoltre si verifica facilmente che

lim tanz = +00.
T35



86 CAPITOLO 2. LIMITI E CONTINUITA

Poiché tan(—x) = —tanx, ne segue che la funzione tan & strettamente crescente su
T T
]-5.5]e
lim tanz = —oo.
x—)—%"L

Dalle formule di addizione delle funzioni sin e cos si deduce facilmente la (b). m

Esercizi

1. Partendo dalla formula

cos2r = 2cos’x — 1

us

si calcoli cos% e sin ;

2. Si dimostri la formula

cos3r = (1 — 4 gin? ac) cosT

s

s T
6 € sin 5.

e si calcoli cos 3 3

e sin §. Si calcoli quindi cos

3. Si dimostri la formula

cos bz = (4 cos®(2x) — 2cos(2z) — 1) cosx

e si calcoli cos %’T e sin 3?” Si calcoli quindi cos {j e sin 7.

4. Sia f : R — R una funzione e sia T" > 0. Diciamo che f & periodica di periodo T,
se f(x+T) = f(x) per ogni z € R.
Si dimostri che, se f ¢ periodica di periodo T e se f ammette limite a —oo0 0 400,

allora f e costante.
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7 Alcune proprieta delle funzioni continue

(7.1) Lemma Siano a,b € R con a <b e sia f : [a,b] = R una funzione continua. Sia

mnoltre
B > inf f([a, b))
e sia
¢ =sup{z € [a,b] : f(z) < B} .

Allora & € [a,b] e una delle sequenti affermazioni é vera:
(a) f(§) =B;
(b) f(§) <Be&=b.

Dimostrazione. Poniamo
E={z€lab]: f(zx)<pB}.
Dal momento che 8 non & un minorante per f([a,b]), si ha che E # () ed a < £. D’altra

parte b € un maggiorante per E, per cui £ < b.

Sia (x,) una successione in E tendente a £. Per la continuita di f, da f(z,) < §

segue f(§) < 0.

Se & = b, una delle due affermazioni (a), (b) & vera. Se invece & < b, risulta

¢ =infl¢, 0],

per cui esiste una successione (y,,) in |, b] tendente a . Da y, > £ segue y,, & E, ossia
f(yn) > B. Sempre per la continuita di f si deduce f(£) > S, quindi f(§) = f, per cui

vale l'affermazione (a). m

(7.2) Teorema (di esistenza degli zeri) Siano a,b € R cona <b e sia f : [a,b] = R
una funzione continua. Supponiamo che si abbia f(a)<0< f(b) oppure f(a)>0> f(b).
Allora esiste £ €]a, b[ tale che f(§) = 0.

Dimostrazione. Sia, ad esempio, f(a) <0 < f(b). Ne segue

0> inf f.
[a,b] /
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Se poniamo
{=sup{z € [a,b] : fz) <0},

segue dal Lemma (7.1) chea < ¢ <be

f)=0 o (f(§)<0 e &£=0b).

L’ipotesi f(b) > 0 esclude la seconda eventualita, per cui deve essere f(§) = 0, da cui
a<&<b.

Il caso f(a) > 0> f(b) puo essere trattato ragionando sulla funzione —f. m

(7.3) Corollario (Teorema dei valori intermedi) Sia f : dom (f) — R una funzione
continua, con dom (f) C R. Allora per ogni intervallo I C dom (f) limmagine f(I) é un

intervallo.

Dimostrazione. Sia I un intervallo in dom (f). Se I = (), la tesi & vera. Altrimenti
poniamo
a=inf f(I), g =sup f(I).

Se o < y < [, esistono a,b € I tali che f(a) < y < f(b). Sia, ad esempio, a < b.
Poiché I & un intervallo, risulta [a,b] C I. Si puo quindi considerare la funzione continua
g : |a,b] — R definita da g(x) = f(z) —y. Per il Teorema di esistenza degli zeri esiste
€ €]a,b[C I tale che g(§) = 0, ossia f(£) = y. Pertanto y € f(I). Alla stessa conclusione
si perviene se b < a.

Allora si ha |a, B[C f(I) C [a, ], per cui f(I) & necessariamente uno dei quattro

intervalli di estremi av e 5. m

(7.4) Teorema (della funzione inversa) Siano I un intervallo in R e f: I — R una
funzione strettamente crescente (risp. strettamente decrescente).
Allora f ¢ iniettiva e f~ : f(I) — R ¢ continua e strettamente crescente (Tisp.

strettamente decrescente).
Dimostrazione. Supponiamo, ad esempio, che f sia strettamente crescente. Se x1, x5 € [
e r1 # xq, si ha x; < xy oppure x5 < x1, da cui f(z1) < f(x2) oppure f(xo) < f(x1).

Pertanto f e iniettiva.
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Se y1,y2 € f(I) e y1 < Y2, non pud essere f1(yo) < f~1(y1), perché ne seguirebbe

yo = (T (w2) < FUFH ) = s

il che & assurdo. Pertanto f~! & strettamente crescente.

Sia ora y € f(I) e sia V un intorno di f~!(y). Consideriamo ¢ > 0 tale che
1/ y)—¢, f*(y)+e[C V e poniamo x = f~!(y). Essendo I un intervallo, se z+¢ & [ si
ha f~1(n) < x+¢ per ognin € f(I). Altrimenti, essendo f strettamente crescente, risulta
y= f(z) < f(x+¢), per cui [—oo, f(z +¢)[ & un intorno di y. Essendo f~! strettamente

crescente, ne segue

Vi € [—oo, f(z +e)INfI): [T () <z +e=f""(y) +e.

Poniamo U’ = [—o0, f(x +¢)[sex+e € [, U =Rse x+¢e ¢ I. Allora in tutti i casi si

ha che U’ ¢ un intorno di y e

Ve U NfI): f~'(n) < f 'y +e.

Poniamo anche U” =|f(z —¢),+o0] se v —e € I, U" = R se v — ¢ ¢ I. Analogamente

risulta allora che U” & un intorno di y e

YneU " nfl): [~ n) > [y —e.

Se infine poniamo U = U’ N U”, risulta che U ¢ un intorno di y e

VneUNfI): f'y)—e<fm)<f'(y)+e,

percui fTHUNFI)CV. =

(7.5) Teorema Sia n un numero naturale dispari con n > 3.

Allora la funzione f : R — R definita da f(x) = x™ é strettamente crescente e
f(®) =R

Pertanto f~1 : R — R ¢ continua, strettamente crescente e

lim f'(y) = —o0, lim f'(y) = +o0.

Yy—>—00 Yy—r—+00
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Dimostrazione. Se a > 1, si verifica facilmente per induzione che
VmeN: m>1 — a"™ >1.

Allora da 0 < x < € segue {/z > 1, quindi (§/x)™ > 1, ossia 2" < ™. Se x < £ <0, si ha
0 < —¢ < —x, quindi (=§)" < (—2)" da cui 2™ < £". Se poi x < 0 < £ oppure z < 0 <&,
e evidente che z™ < £". Pertanto f ¢ strettamente crescente.

Inoltre per ogni x > 1 si ha

" >n(x—1),

per cul
A, o) = D —flme) = —eo.
Ne segue sup f(R) = +o0, inf f(R) = —oo. Essendo polinomiale, la funzione f ¢ continua.

Poiché f(R) & un intervallo, si ha f(R) =R.
Per il Teorema della funzione inversa, f~! : R — R & continua e strettamente

crescente. Inoltre

lim f'(y) =inf f}(R) =infR = —c0,

Yy——00

lim f!'(y) =sup f'(R) =supR = +o0,

Yy——+00

da cui la tesi. m

(7.6) Teorema Sia n un numero naturale pari con n > 2.

Allora la funzione f : [0, +oo[— R definita da f(x) = ™ ¢ strettamente crescente e
J([0, +-00[) = [0, +-o00].

Pertanto f~!: [0, 4+o00[— [0, +00[ & continua, strettamente crescente e

lim f'(y) = +oo.

Yy—r+0o0

Dimostrazione. Si tratta di una semplice variante della dimostrazione precedente. m
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Le due funzioni inverse definite nei due teoremi precedenti vengono denotate col

simbolo % (radice n-esima). Evidentemente si ha

M:R—HR se n ¢ dispari, n > 3,

\/7: [0,400]— R sen e pari,n>2.

(7.7) Teorema La funzione exp : R — R ¢ strettamente crescente ed exp(R) =]0, 4+o00].
Di consequenza exp™! :]0, +oo[— R ¢ continua, strettamente crescente e

li “y) =~ li “y) = :

limexp™(y) = —co,  lim exp~(y) = +oo
Dimostrazione. Abbiamo gia osservato che la funzione exp e strettamente crescente e
che exp(R) CJ0,+oc[. D’altronde exp(R) e un intervallo, perché exp e continua, con
inf exp(R) = 0 e sup exp(R) = 400, dal momento che questi sono i limiti di exp a —oo e
+00. Pertanto exp(R) =|0, 400l

Per il Teorema della funzione inversa, exp~! :]0, +0co[— R ¢ continua e strettamente

crescente. Inoltre

limexp ' (y) = inf R = —o0,
y—0

lim exp *(y) =supR = 400,

Yy——+o0

da cui la tesi. m

1

(7.8) Definizione La funzione exp™' si chiama logaritmo (naturale) e si denota col

simbolo log (oppure In).
(7.9) Teorema Valgono i sequenti fatti:
logl =0,

Y,y €]0,+oo[: log(zy) = logx + logy,

Vx €]0, +oc[: log(z™!) = —logz,

1
lim —8% 1,
xﬁ\lx—]_
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Dimostrazione. Risulta

logz (exp(log x) — 1) -

r—1 log x

Per composizione si deduce che

1
lim —2% 1,
m—>13;‘—1

Le altre proprieta possono essere dimostrate per esercizio. m

(7.10) Proposizione Sia a €]0,4o00[. Allora

Vn € N: exp(nloga) =a",

exp(—loga) =a™ .

Dimostrazione. Per dimostrare la prima proprieta, ragioniamo per induzione su n. Per
n = 0 il fatto e vero. Supponiamo che sia vero per un certo n € N. Allora si ha

exp((n+1)loga) = (exp(nloga))(exp(loga)) = a"a = a™*".

Quanto alla seconda affermazione, risulta

exp(—loga) = (exp(loga))f1 =at,

da cui la tesi. m

(7.11) Definizione Per ogni a €]0,400| e per ogni x € R poniamo
a® :=exp(zrloga).
La funzione {x — a®} si chiama esponenziale con base a.
Poniamo anche 0° := 0 per ogni x €]0,+oo[. Poniamo infine e := exp 1.
In virtu della proposizione precedente, la notazione introdotta e consistente con quella
di potenza. In particolare risulta e* = exp x.
(7.12) Teorema Per ogni a,b €]0,+00] e z,y € R si ha

(ab)® = a"b", <g>x = — (")’ =a"™,
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aery:a:ray, a :17 a -
log(a®) = xloga.
Inoltre risulta e > 1 ed anche loge = 1.

Dimostrazione. Le semplici verifiche possono essere svolte per esercizio. m

(7.13) Teorema Risulta

1\" 1\*
lim <1 + —) = lim (1 + —) =e.
T——00 T Tr——+00 €T

In particolare si ha

Dimostrazione. Si ha

(1 + i)x = exp (zlog(1+27")) = exp (M) .

i

La tesi segue allora dal Teorema di composizione. m

(7.14) Teorema La funzione cos ¢ strettamente decrescente su [0, 7] con

cos([0, 7)) = [-1,1].

1

Di conseguenza cos™ : [—1,1] — R é continua e strettamente decrescente.

Dimostrazione. Si tratta di un’immediata conseguenza del Teorema (6.9). m

1

(7.15) Definizione La funzione cos™' si chiama arcocoseno e si denota col simbolo

arccos.

T T

(7.16) Teorema La funzione sin ¢é strettamente crescente su [—— —} con

an([5:5]) =

Lo [=1,1] = R ¢ continua e strettamente crescente.

Di consequenza sin™
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Dimostrazione. Si tratta di una semplice variante del teorema precedente. m

(7.17) Definizione La funzione sin™' si chiama arcoseno e si denota col simbolo arcsin.

(7.18) Teorema La funzione tan é strettamente crescente su } — 5 g[ con

w (]330 -

Di consequenza tan™! : R — R ¢ continua e strettamente crescente con

lim tan '(y) = —= lim tan'(y) = g

)
Y——00 2 Y—r—+00

Dimostrazione. Abbiamo gia dimostrato che tan e strettamente crescente su } —5 5 [ Per

la continuita di tan 'insieme tan (] —g g [) ¢ un intervallo che ammette —oo e +00 come

punti aderenti. Pertanto tan (}—%

1

(7.19) Definizione La funzione tan™' si chiama arcotangente e si denota col simbolo

arctan.
(7.20) Osservazione Per costruzione si ha
Vz € [0, 7] : arccos(cosx) = x,

Vo € [—=1,1] : cos(arccoszx) =z,
Vo e [—g, g} : arcsin(sinz) = x,
Vo € [-1,1] : sin(arcsinz) = z,
Vo € ]—z, u [ . arctan(tanx) = z,

2°2
Vo € R: tan(arctanz) = z.

Se ad esempio x € R\ [0,7], espressione arccos(cosx) ¢ ancora definita, ma il
suo valore non ¢ affatto x. La stessa considerazione puo essere fatta per arcsin(sinz) ed

arctan(tanx).
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(7.21) Teorema Per ogni z € C con |z| = 1 esiste uno ed un solo ¥ € [0, 2| tale che

z=-cosY +1isin?d.

Dimostrazione. Se z = 1 o z = —1, basta scegliere rispettivamente ¥ = 0 o ¥ = 7. Se
Im z > 0, risulta —1 < Rez < 1. Dal Teorema (7.14) si deduce che esiste uno ed un solo
¥ €]0, 7| tale che cost) = Rez. Tenuto conto che Imz > 0 e sin®9 = (Im 2)2, ne segue
sinv = Im z.

Se Im z < 0, si dimostra in modo simile che esiste uno ed un solo ¥ €]x, 27| tale che

Rez=rcosd elmz =sind. m

(7.22) Teorema Per ogni z € C esistono ¢ € [0,4+00[ e J € R tali che
z = p(cos¥ + isinv).
Inoltre, se 2/ = ¢'(cos? +isin) en € N, si ha

zz' = (00") (cos(¥ + ') + isin(d + ")) ,

z = p(cos(—1) + isin(—1)) ,
2#0 = 21 = p ! (cos(—¥) +isin(—v)) ,
2" = p" (cos(nd) + isin(nd)) .
Dimostrazione. Se z = 0, basta porre p = 0 e scegliere un qualunque v € R. Se z # 0,
esiste per il teorema precedente ¥ € [0, 27| tale che m= (cos ¥ +isind). Posto o = |z|,

risulta

z = p(cos¥ + isinv).

Le altre formule possono essere dimostrate per esercizio. m

(7.23) Teorema Sia w € C con w # 0 e sian € N conn > 1. Allora l'equazione

2" = w ammette esattamente n soluzioni z € C.
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Dimostrazione.  Sia w = r(cosgp+ising) con r €]0,400[ e ¢ € R. Posto
z = p(cost + isind), equazione z" = w equivale al sistema

V2

0 =,
cos(nd) = cosy,

sin(nd) = singp.

Deve quindi essere o = {/r e ny = p+2jm con j € Z. Si ottengono tutte e sole le soluzioni

z scegliendo o = /r e
o
non

con0<j<n—1.m

(7.24) Teorema Siano a,b,c € C con a # 0. Valgono allora i sequenti fatti:

(a) se b? —dac =0, l'equazione

az?+bz+c=0

ammette una ed una sola soluzione z = —5-;

(b) se b* — dac # 0, l’equazione
az? +bz+c=0

ammette esattamente due soluzioni date da

—b—w —b+w
Z g
20 2 20

21 =

dove w ¢ uno dei due numeri complessi tali che w? = b* — 4ac.

Dimostrazione. Risulta

1
az’ +bz+c= P ((2az +b)* — (b* — 4ac)) .

Pertanto 'equazione az? + bz + ¢ = 0 equivale a

(2az + b)* = b* — 4ac.

b

Se b* — 4ac = 0, & evidente che z = —3-

¢ l'unica soluzione. Altrimenti per il teorema

precedente esistono esattamente due numeri complessi w e v il cui quadrato ¢ b* — 4ac.
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Si verifica facilmente che v = —w. Si hanno quindi le due possibilita 2az +b = —w o

2az + b = w, da cui la tesi. m

(7.25) Definizione Siano f:dom (f) — R una funzione e x € dom (f). Diciamo che x

e
— un punto di massimo (assoluto) per f, se

V¢ € dom (f) : f(§) < f(x);
— un punto di minimo (assoluto) per f, se

V¢ € dom (f) : f(§) = f(x).

(7.26) Teorema (di Weierstrass) Siano a,b € R con a < b e sia f : [a,b] — R una
funzione continua.

Allora f ammette almeno un punto di massimo e almeno un punto di minimo.

Dimostrazione. Sia

m = inf f([a, b]).
Definiamo una funzione g :Jm, +oo[— R ponendo
g(B) =sup{x € [a,b] : f(x) <5}

Segue allora dal Lemma (7.1) che a < g(8) <be

(7.27) Ve >m: f(g(B) < 6.

Inoltre, se m < B < fs, risulta
{welab]: f(z) <A} C{relal]: flz) <o},

quindi g(81) < g(B2), per cui g ¢ una funzione crescente. Per il Teorema (3.25) possiamo
allora porre

B—m
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e risulta a < z,,, <b.
Passando al limite per 5 — m nella (7.27) e tenendo conto della continuita di f, si

deduce che f(x,,) < m. Allora, per ogni = € [a, b], risulta

flam) <m < f(2),

per cui z,, € un punto di minimo per f.

In modo simile si dimostra che f ammette almeno un punto di massimo. m

(7.28) Definizione Sia f :dom (f) — R una funzione con dom (f) C R. Diciamo che

f € uniformemente continua, se per ogni € > 0 esiste > 0 tale che

Vi, xe € dom (f) 1 oy — 2o <9 = |f(x1) — f(ae)] < €.

(7.29) Proposizione Sia f : dom (f) — R una funzione uniformente continua, con

dom (f) C R. Allora f é continua.

Dimostrazione. E sufficiente confrontare la Definizione (7.28) con la Definizione (1.1). m

(7.30) Teorema Siano a,b € R cona <b e sia f : [a,b] = R una funzione continua.

Allora f e uniformemente continua.

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione. m

Esercizi

1. Si dimostri che

lim ¢/n=1.

2. Si dimostri che per ogni successione (x,,) in ]0, +00[ si ha

< liminf /z, <limsup /z, < limsup ntl
n n n Tn

. . Tp+1
lim inf
n x?’l
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3. Si dimostri che

lim = 400
T—4-00 \/E ’
expx . logx
lim = 400, lim =0,
r—400 €T Tr—+00 €T
. expx . logx
Va>0: lim = +o00, lim =0.
z—+oo ¢ z—+oo ¢
4. Si dimostri che
. arcsinz
lim =1,
x—0 €T
. arctanx
lim ——— =
x—0 T

Si dimostri che f e g sono continue, ma non uniformemente continue.

6. Sia f : dom (f) — R una funzione con dom (f) C R. Diciamo che f ¢ lipschitziana,

se esiste ¢ € [0, +oo] tale che
Vay,xe € dom (f) @ |f(z1) — f(xo)| < ¢y — 2] .
Si dimostri che
(a) le funzioni costanti e le funzioni {z — x} e {z — |x|} sono lipschitziane;
(b) ogni funzione lipschitziana ¢ uniformemente continua;

(¢) una somma ed una composizione di funzioni lipschitziane ¢ lipschitziana.
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8 Serie

(8.1) Definizione Siano (z,) una successione in R e S € R. Diciamo che S ¢ somma

della serie
o0
>
n=0

e Scriviamo

0o
E Tp = Sa
n=0

se
k
lim E T, | =S.
k—4o0
n=0
o0 [e.e]
Nel caso si abbia > x, = S, la serie Y x, si dice

— convergente, se S € R,
— positivamente divergente, se S = +00,
— negativamente divergente, se S = —o0.

Se la successione

non ammette limite, la serie Y x, si dice indeterminata.
n=0

E anche opportuno considerare serie del tipo
o
>
n=j

con j € Z. Le definizioni sono analoghe.

(8.2) Teorema Siano (z,,) e (y,) due successioni in R, S,T € R e A\ € R. Supponiamo

che si abbia

j;ilh/zzsv j;tyn‘_lr
n=0 n=0

Allora:
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(a) se la somma S+ T ¢é definita, si ha
S (o0 4 1) — (z) + (zyn> ;
n=0
(b) se il prodotto \S ¢ definito, si ha
5 ) =3
n=0 n=0
(c) sexn, <y, per ognin € N, si ha

o o
DT <D Un
n=0 n=0

Dimostrazione. Le affermazioni (a) e (b) sono una semplice conseguenza del Teore-

a (3.16). L’affermazione (c) discende dal Corollario (4.5). m

(8.3) Teorema Sia ) x, una serie convergente. Allora si ha
n=0

limz, =0.

Dimostrazione. Se S € R ¢ la somma della serie, si ha per composizione
k-1
hin (Z :cn> =5
n=0

n n—1
limxn:lim<2xj— xj>:S—S:O,
§=0

J=0

Ne segue

da cui la tesi. m

(8.4) Teorema Sia Y x, una serie convergente. Allora per ogni j € N la serie ) x,
n=0 n=j

¢ convergente e si ha
oo
li]m (Z xn> =0.
n=j
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Dimostrazione. Fissiamo j € N con 7 > 1. Per ogni k > 7 si ha

k k j—1
E Ty = E Ty — E Ty -
n=j n=0 n=0

o
Ne segue che Y x, & convergente e che
n=j

o0 o0 j—1
E Ty = E Ty — E Ty -
n=j n=0 n=0

Passando al limite per j — 400, si ottiene

00 00 J—1
lim (an) = an — lim <an> =0,
J n=j n=0 J n=0

da cui la tesi. m

(8.5) Teorema Sia x € R. Allora

(a) per —1 <x <1 si ha

o0
gx”:

(b) per x> 1 si ha

o0
Ex”:

o
(¢) per x < —1 la serie Y x™ ¢& indeterminata.
n=0

Dimostrazione. Se x = 1, si ha

k
Zx":k:+1,
n=0

per cui la serie ¢ positivamente divergente. Se x # 1, si dimostra facilmente per induzione

su k che
k+1

k 1—3:
Z 11—z

n=0
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Pertanto la serie ¢ convergente per —1 < x < 1 e positivamente divergente per x > 1. Per

z < —1siha

1_xk+1
7 >1 sekepari,
-
1—:Ek+1
7 <0 sek e dispari,
-

per cui la serie e indeterminata. m

o0

(8.6) Definizione Una serie Y x, si dice a termini positivi, se x,, > 0 per ogni n € N.
n=0

St dice a termini strettamente positivi, se x,, > 0 per ogni n € N.

(8.7) Teorema Una serie a termini positivi puo essere solo convergente o positivamente

divergente.

Dimostrazione. La successione di numeri reali

)

¢ evidentemente crescente. La tesi discende allora dal Teorema (3.25). m

oo o0
(8.8) Teorema (del confronto) Siano Y x, una serie a termini positivi e Y, y, una
serie a termini strettamente positivi convergente. Supponiamo che si abbia

. Tn
limsup — < 4o00.
n Yn

oo
Allora anche la serie Y x, € convergente.
n=0

Dimostrazione. Sia M € [0, +oo[ un maggiorante definitivo per z—: e siam € N tale che

z—: < M per ogni n > 7. Allora per ogni k > 7 risulta

k n—

an: Ty +

=0 n

—_

1 k n—1 k
WS> A MY g < w MYy
n=0 n=n n=0 n=0

3

3
Il
[en}
3
M-
3|

8

(o]
Passando al limite per k& — 400, si deduce che ) z, ¢ convergente. m
n=0

(8.9) Teorema (Criterio della radice) Sia ) z,, una serie a termini positivi. Allora
n=0
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oo
(a) selimsup {/z, <1, la serie Y x, € convergente;
n n=0

o
(b) selimsup /z, > 1, la serie Y x, é positivamente divergente.
n n=0

Dimostrazione.

(a) Sia M € [0, 1] un maggiorante definitivo per /z, e sia m € N tale che /z, < M per
ogni n > m. A meno di sostituire M con (M + 1)/2, possiamo supporre M €]0,1[. Ne
segue x, < M" per ogni n > n, quindi

limsup% <1< +o00.

Combinando il criterio del confronto col Teorema (8.5), si ottiene la tesi.
(b) Anzitutto non puo essere

limz, =0.

Se infatti, per assurdo, cosi fosse, esisterebbe m € N tale che x,, < 1 per ogni n > n. Ne

seguirebe {/x,, < 1 per ogni n > n, quindi

limsup /z, <1,

contro l'ipotesi.

Dal Teorema (8.3) segue che la serie ) x, non puo essere convergente. La tesi
n=0
discende allora dal Teorema (8.7). m

o

(8.10) Teorema (Criterio del rapporto) Sia Y x,, una serie a termini strettamente
n=0

positivi. Allora

(a) se
. Tn+1
lim sup nrl < 1,
n xn
o
la serie Y x, € convergente;
n=0
(b) se
oo Intl
liminf =2 > 1,
n e

o
la serie Y x, € positivamente divergente.
n=0
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Dimostrazione.

(a) Sia M €]0, 1] un maggiorante definitivo per =t e sia m € N tale che =2 < M per

ogni n > m. Si verifica facilmente per induzione su n che
VneN:n>n = z, <z M" ",

per cui

T _
limsup — < 25z M " < +00.
RV

Combinando il criterio del confronto col Teorema (8.5), si ottiene la tesi.
(b) Sia M €]1, +oo[ un minorante definitivo per =2+ e sia m € N tale che = > M per

ogni n > m. Si verifica facilmente per induzione su n che
VneN:n>n = x, > M" ",

per cui

lim x,, = +o00.
n

Pertanto la serie non puo essere convergente. m

o0
(8.11) Definizione Una serie ) x, si dice assolutamente convergente, se la serie

n=0
oo

|z,| € convergente.
n=0

(8.12) Teorema Ogni serie assolutamente convergente é convergente.

o
Dimostrazione. La serie ) (|x,| + z,,) ¢ evidentemente a termini positivi. Poiché

n=0
Vn e N: |z,| + 2, < 2|2y,
risulta - -
Z(|xn| +1,) < QZ |z,| < +00.
n=0 n=0

Dal momento che x,, = (|z,| + x,) — ||, la tesi discende dal Teorema (8.2). m

(8.13) Teorema (Criterio di Leibniz) Sia (z,) una successione decrescente a termini
positivi tale che

limxz, =0.
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Allora la serie

S,
n=0
e convergente.
Dimostrazione. Per ogni k € N si ha
2%+2 2k 2%
S (1) "z = (—1)"2y — Topgr + Toegz < Y (—1)"Ty
n=0 n=0 n=0

Per il Teorema (3.26) esiste S € [—o0, +0o0] tale che

lilgn (i(—l)”xn> =9.

n=0
Poiché
2k+1 2%k
Z(_l)nxn = Z(—l)”xn = T2k+1
n=0 n=0
risulta anche
2k+1
li 1" =
im (ZO( ) xn) S,

quindi, per il Teorema (3.21),

D’altronde per ogni k£ € N si ha

2%k+3 2k+1 2%k+1
n n n
E (=1)"z, = E (=1)"2p + Topy2 — Topys > E (=1)"zn,
n=0 n=0 n=0
per cui non puo essere S = —o0. m
Esercizi

1. Si studi con i criteri della radice e del rapporto la convergenza delle serie

o0 o0

> <1 + % + (—1)”) Y (1 + % + (—1)”) 2"

n=1 n=1
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2. Si studi la convergenza ed assoluta convergenza della serie

a1
Z(_l) n+1"

n=0

9 Estensioni al caso complesso

(9.1) Definizione Siano x € C er > 0. Poniamo
B(z,r)={yeC: |ly—z| <r}.

L’insieme B (x,r) si chiama palla di centro x e raggio v e svolge lo stesso ruolo dell’in-

tervallo |x — r,x + 1] in R,
(9.2) Definizione Siano U C C e x € C. Diciamo che U ¢é un intorno di x, se esiste
r >0 tale che B (z,r) CU.

Naturalmente per ogni x € C e per ogni r > 0 'insieme B (z,7) & un intorno di z.

(9.3) Teorema Valgono i sequenti fatti:

(a) se U,V C C sono intorni di un medesimo x € C, allora anche UNV ¢ un intorno di
x;
(b) se x,y € C ex #y, allora esistono un intorno U di x ed un intorno V di y tali che

Unv =0.

Dimostrazione.
(a) Siano r,s > 0 tali che B(z,r) C U e B(x,s) C V. Poniamo ¢ = min{r, s}. Risulta
t>0e

B(z,t) € B(z,r) S U,

B(z,t) CB(z,5) SV,

per cui B (z,t) CUNV. Pertanto U NV ¢ un intorno di .
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(b) Poniamo r = 3|y — x|, U = B(x,r) ¢ V = B(y,r). Evidentemente U ¢ un intorno di

x eV e un intorno di y. Se per assurdo z € U NV, si ha
ly—zl=ly—2)+ -2 <|ly—zl+]z—z[<2r=|y—=|,

il che & assurdo. Pertanto UNV = (. m

(9.4) Definizione Siano E C C e x € C. Diciamo che x ¢ aderente ad E, se per ogni
intorno U di x si ha UNE # (.

Poniamo

E:={x€C: z ¢ aderente ad E} .
L’insieme E si chiama chiusura di F.
Evidentemente per ogni £ C C si ha E C E.

(9.5) Definizione Siano E C C e x € C. Diciamo che x ¢ interno ad E, se E é un
intorno di x.

Poniamo
int (F) :={x € C: x ¢ interno ad E} .

L’insieme int (E) si chiama parte interna di E.

Evidentemente per ogni £ C C si ha int (£) C E.
(9.6) Definizione Siano E C C e x € C. Diciamo che x ¢ un punto di accumulazione
per E, se x ¢ aderente ad E \ {z}.
(9.7) Definizione Siano E C F C C. Diciamo che E ¢ denso in F, se F C E.

Nel seguito denoteremo con X, Xj, etc. uno dei due insiemi R o C.

(9.8) Definizione Siano f : dom(f) — Xy wuna funzione, con dom(f) C X, e
x € dom (f). Diciamo che f ¢ continua in x, se per ogni intorno V di f(x) esiste

un intorno U di z tale che f(UNdom (f)) C V.

Diciamo che f ¢é continua, se f é continua in ogni x € dom (f).
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In ambito complesso valgono enunciati analoghi alla Proposizione (3.1) ed ai Teore-
mi (1.2), (1.3) e (1.4). Le dimostrazioni possono essere adattate per esercizio, sostituendo

all’'occorrenza | f(x) — e, f(z) + €[ con B(f(x),¢) e |x — 6,2 + 6] con B (z,9).
(9.9) Teorema Sia f: C — C la funzione definita da f(x) = z. Allora f & continua.

Dimostrazione. Sia x € C e sia ¢ > 0. Poniamo § = . Allora per ogni £ € C con
|€ — x| < siha

€ —a|=l¢—a|=|¢—z|<d=¢,

da cui la tesi. m

(9.10) Teorema Le funzioni Re : C — R ed Im : C — R sono continue.

Dimostrazione. Tenuto conto delle disuguaglianze
[Re{ — Rex| < [§ —af,

[Im & — Tm x| < € — ],

si puo procedere come nella dimostrazione del teorema precedente. m

(9.11) Teorema Sia f : C\ {0} — C la funzione definita da f(z) = x~'. Allora f ¢
continua.
Dimostrazione. Sia x € C\ {0} e sia € > 0. Poniamo

e |zf?

§ = .
1+ ¢elz|

Se £ € C\ {0} e |§€ — x| < 4, risulta anzitutto
o] — 1] < [l= = [¢]] < o =&l = [ — =] <0,

da cui
el a]

> |z| =0 =|z| - = ,

ossia
1 1+e|x]

€= ]
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Ne segue
1 1
&

da cui la tesi. m

x—¢& 1 1 elx)? 1+e¢lz| 1
p€l L1 el Ll 1 _
El x| T+ele]  faf 2]

GEEE

9

(9.12) Definizione Siano f : dom (f) — X una funzione, con dom (f) C X,
x € dom(f) e ¢ € Xy. Diciamo che ¢ ¢é limite di f in x, se per ogni intorno V di ¢
esiste un intorno U di x tale che f(U Ndom (f)) C V.

(9.13) Proposizione (Unicita del limite) Siano f : dom (f) — Xy una funzione, con
dom (f) C Xy, x € dom (f) e ¢/, 0" € Xs5. Supponiamo che ' e {" siano limiti di f in .
Allora 0/ =1".

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo ¢ # ¢”. Per i Teoremi (2.2) e (9.3) esistono un
intorno V' di ¢ ed un intorno V" di ¢” tali che V' N V" = (). Siano U’ e U” due intorni
di z tali che f(U' Ndom (f)) CV'e f(U"Ndom (f)) C V". Per i Teoremi (2.2) e (9.3)
U'NU” & un intorno di z. Essendo x aderente a dom (f), esiste £ € (U'NU") Ndom (f).
Ne segue f(§) € V' NV quindi V' NV" # (, il che & assurdo. m

Se f ammette limite in x, denotiamo con

lim f(¢)

E—x

il limite di f in 2. Se il limite ¢ un numero reale o complesso (ossia non 400 0 —00),
diciamo che f ¢ convergente in x.
Molti degli enunciati riguardanti limiti e funzioni continue si estendono facilmente al

caso complesso. Le verifiche possono essere svolte per esercizio.
(9.14) Proposizione Siano f : dom(f) — C wuna funzione, con dom (f) C X,
x € dom (f) el € C. Allora sono fatti equivalenti:

(a) lim f(g) ={;

E—a

(b) limRe f(§) = Rel e %1_r>n Im f(§) = Im#;

E—x

(¢) lim |f(§) — €] = 0.

E—x
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Dimostrazione.
(a) = (b) Segue dalla continuita di Re ed Im e dal Teorema di composizione.

(b) = (c) Segue dalla disuguaglianza

£(€) — €] < [Re f(£) — Re (] + [Im f(§) — Tm /]

e dal Teorema del confronto.
(¢) = (a) Si ripetano le considerazioni fatte nella dimostrazione della Proposizio-

ne (3.8). m

(9.15) Teorema Siano ECX, f,g: E—C,z € E el',(" € C. Supponiamo che

lim f(§) =, lim g(&) = ¢".

E—a E—a

Valgono allora si ha
ln(f +9)(©) = £+, lm(fg)¢) = ¢

Dimostrazione. Si tratta di ricalcare la dimostrazione nel caso reale. m

(9.16) Teorema Siano ECX, f: E— C,x € E el € C\ {0}. Supponiamo che

lim f(¢) =¢.

E—x
Allora x ¢ aderente a dom (1/f) e

1
lim —— = —.

e f(E) 4

Dimostrazione. Si tratta di ricalcare la dimostrazione nel caso reale. m

(9.17) Definizione Una funzione f : C — C si dice polinomiale, se esistono n € N ed

ag, ..., a, € C tali che
VeeC: f(z) = Zakxk.
k=0



112 CAPITOLO 2. LIMITI E CONTINUITA

Una funzione f si dice razionale, se esistono due funzioni polinomiali P, Q) : C — C tali
che f = P/Q.
(9.18) Teorema Sia f: C — C una funzione polinomiale. Allora f é continua.

Dimostrazione. Si tratta di ricalcare la corrispondente dimostrazione nel caso reale. m

(9.19) Teorema Sia f una funzione razionale. Allora per ogni x € dom (f) la funzione

f & continua in x.

Dimostrazione. Si tratta di ricalcare la corrispondente dimostrazione nel caso reale. m

(9.20) Definizione Siano (z,) una successione in C e S € C. Diciamo che S é somma

della serie

e Scriviamo

se
k

oo
In tal caso la serie Y x, si dice convergente.
n=0

o
(9.21) Definizione Una serie Y x, a termini complessi si dice assolutamente conver-
n=0

o
gente, se la serie Y |x,| é convergente in R.
n=0

(9.22) Teorema Ogni serie a termini complessi assolutamente convergente é conver-

gente.

Dimostrazione. Poiché

k k k
an = ZRexn+iZImxn,
n=0 n=0

n=0
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per la Proposizione (9.14) ¢ sufficiente dimostrare che le due serie a secondo membro sono
convergenti in R. Dal momento che |Rez,| < |z,| e Imx,| < |x,|, esse sono in effetti

assolutamente convergenti, per cui la tesi discende dal Teorema (8.12). m

(9.23) Teorema Sia x € C tale che |z| < 1. Allora la serie Y x™ ¢é assolutamente
n=0
convergente e si ha

o . 1
Sae ity

o

Dimostrazione. Dal momento che |2"| = |z|", & evidente che la serie Y 2™ & assolutamente
n=0

convergente. In particolare si ha

lim [2"] =0,
n
ossia
limz" =0.
n
Ragionando per induzione su n, si verifica facilmente che
k+1

i 11—z
2=

da cui la tesi. m

Esercizi

1. Si dimostri che non esiste

lim
x—0



Capitolo 3

Calcolo differenziale

1 La derivata

(1.1) Definizione Siano E C R, f : E — R una funzione e x € E un punto di
accumulazione per E.

Diciamo che f é derivabile in x, se esiste finito
NGEe)
E—a é — X
Se f & derivabile in x, il valore di tale limite si chiama derivata di f in x e st denota col
simbolo Df(x) o f'(x). La funzione {x — f'(x)} si chiama funzione derivata di f ed ha

per dominio l'insieme degli x in cui f & derivabile. Essa si denota col simbolo Df o f.

Una funzione si dice derivabile, se é derivabile in ogni x € E.

fen 2= S0

si chiama rapporto incrementale di f relativo al punto x.

La funzione

(1.2) Proposizione Siano E C R, f: E — R ez € E di accumulazione per E.
Supponiamo che f sia derivabile in x.

Allora esiste una funzione w : E — R continua in x con w(z) = 0 tale che
VEe E: f(§) = fla) + ['()(§ —z) + w(€)(§ — ).

Dimostrazione. Per ogni & € E poniamo

f(g)_f(lf)_ "(r) se T
o) TEr T sesta

0 se=uw.

114
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Per definizione di derivata, la funzione w e continua in x. Le altre proprieta sono evidenti.

(1.3) Teorema Siano E CR, f: E — R ex € E di accumulazione per E. Supponiamo
che f sia derivabile in x.

Allora f e continua in x.

Dimostrazione. Sia w come nella proposizione precedente. Risulta

lim £(&) = lim (f(x) + f(@)(€ — 2) + w(E)(€ — ) = (),

E—a

da cui la tesi. m

(1.4) Teorema Siac € R e sia f: R — R la funzione definita da f(x) = c. Allora f é
derivabile e

VeeR: f'(x)=0.

Dimostrazione. Si ha

da cui la tesi. m

(1.5) Teorema Sia f:R — R la funzione definita da f(x) = x. Allora f é derivabile e

VeeR: f'(z)=1.

Dimostrazione. Si ha

da cui la tesi. m

(1.6) Teorema La funzione exp : R — R ¢ derivabile e

Vo € R: (exp)'(z) =expx.
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Dimostrazione. Si ha

. expf—expr . exp(§ —x) —1
lim ————— =lim (expx =expr,

da cui la tesi. m

(1.7) Teorema La funzione log :]0,+o00[— R ¢ derivabile e

Va €0, +o00[: (log)'(x) = é

Dimostrazione. Risulta
logé —logz 1 log(¢/x)

{—w z (§/r) =17

da cui la tesi. m

(1.8) Teorema Le funzioni cos: R — R esin: R — R sono derivabili e
Vo € R: (cos)'(z) = —sinz,
Vo € R: (sin)'(x) = cosz.

Dimostrazione. Per le formule di addizione si ha

cosg : Zosx _ cos(z + (i:z)) —cosT _ COS(i__Z) —1 oS — Smg(f_—_xx)sinx,
Sing : Zinl“ _ sin(z + (i:ﬂ;)) —sinz COS(i_—xx) —1 sinx + —sing(ﬁ_—xx) COSZ .

Passando al limite per & — x, si ottiene facilmente la tesi. m

(1.9) Teorema Siano E,F C R, siano f : E — R e g: F — R due funzioni e sia
xr € fYF) di accumulazione per f~(F) con f(z) di accumulazione per F. Supponiamo
che f sia deriabile in x e che g sia derivabile in f(x).

Allora (g o f) ¢ derivabile in x e

(go f)(x) =g'(f()f(x).
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Dimostrazione. Sia w : F' — R associata a g, conformemente alla Proposizione (1.2).

Allora risulta

Yy e F:gly) =g(f(2) + ' (f(2)(y — fz)) +wy)(y — f(x)).

Ne segue per ogni £ € f~1(F)\ {z}

9(f () —g(f(x)) f(&) — f(z)
E—x E—x

Passando al limite per £ — x e tenendo conto della continuita di f in z, si ottiene la tesi.

=g'(f(z)) +w(fE))—F——

(1.10) Teorema Siano E C R, f,g: E — R due funzioni e x € E di accumulazione
per E. Supponiamo che f e g siano derivabili in x.

Allora le funzioni (f + g), (f — g) e (fg) sono derivabili in x e
(f+9)()=f(2)+d(x),
(f—9)(2) = f(z) - g(x),
(f9)'(z) = f'(x)g(z) + f(z)g ().

Dimostrazione. La formula sulla derivata di una somma si ottiene passando al limite

nell’espressione

f+9)@) = (F+9)(x) _ [ = flw)
E—u E—x E—x

Partendo dalla formula

(f9)(&) — (fg)(x) _ f(§)g(§) — f(x)g(&) + f(z)g(§) — flx)g(x) _
E—=x E—=x

e ricordando che g e continua in x, si deduce la derivabilita del prodotto.

Poiché f — g = f + (—1)g, la differenza & riconducibile a prodotto e somma. m
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(1.11) Teorema Siano E C R, f,g: E — R due funzioni e x € E di accumulazione
per E. Supponiamo che f e g siano derivabili in x e che g(x) # 0.
Allora la funzione (f/g) € derivabile in x e

(i)’ oy I @)ole) — [ ).

9

Dimostrazione. Partendo dalla formula

(1/9)(§) — (1/g)(x) — g(§) —g(z) 1

{—u §—z g(§)y(x)

e ricordando che g ¢ continua in z, si deduce che (1/g) ¢ derivabile in z e

G)e-ger

Dal teorema precedente ne segue che

N o= i Ly d@) _ f@)g() - f2)g ()
(73) @ =) - 1)

da cui la tesi. m

(1.12) Teorema Sian € N conn > 1 esia f: R — R la funzione definita da f(x) = z".
Allora f & derivabile e

Ve eR: f/(x) =na" .

Dimostrazione. Ragioniamo per induzione sun. Sen = 1, la proprieta e gia stata provata.
Supponiamo che il fatto sia vero per un certo n > 1. Poiché 2! = 2"z, si deduce che

{x + 2"} & derivabile con derivata
nz" 'z + 2" = (n+1)2",

da cui la tesi. m

(1.13) Teorema Sia o € R e sia f :]0,400[— R la funzione definita da f(x)

I
g

Allora f € derivabile e

Vr €]0, +oc[: f'(z) = ax® .
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Dimostrazione. Poiché

% = exp(alogz),
si deduce per composizione che f e derivabile e

f'(z) = exp(alog x)% = aexp(alogr)exp(—logz) = aexp ((a — 1)logz) = ax® !,

da cui la tesi. m

I
S

(1.14) Teorema Sia a €]0,+o0[ e sia f : R — R la funzione definita da f(z)
Allora f ¢é derivabile e

Ve eR: f'(z) = (loga)a”.
Dimostrazione. Poiché a® = exp(xloga), risulta
7'(z) = (log o) exp(zloga) = (log a)a*

da cui la tesi. m

(1.15) Teorema La funzione tan é derivabile e

1

cos?x

Vz € dom (tan) : (tan)'(z) = 1 +tan’z =

Dimostrazione. Per il teorema sulla derivata di un quoziente risulta

2 . 9
cos“x + sin“ x 1
tan)(z) = — """ — 1+ tan’x = ,
(tan) () cos? cos? x

da cui la tesi. m

(1.16) Teorema Sia f: R — R una funzione polinomiale. Allora f ¢é derivabile.

Dimostrazione. Sitratta di una conseguenza dei Teoremi (1.4) e (1.12) e della derivabilita

di somma e prodotto. m
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(1.17) Teorema Sia f una funzione razionale. Allora f ¢é derivabile.

Dimostrazione. Si tratta di una conseguenza del teorema precedente e della derivabilita

di un quoziente. m

(1.18) Teorema Siano I un intervallo in R, f : I — R una funzione strettamente
monotona e x € 1. Supponiamo che f sia derivabile in z e che f'(z) # 0.

Allora f(x) & di accumulazione per f(I) e f~: f(I) — R ¢ derivabile in f(x) con

Dimostrazione. La funzione f ¢ continua in z. Allora per ogni intorno V' di f(x) esiste

un intorno U di z tale che f(U N 1) C V. Essendo f iniettiva, ne segue

FUNIN\A{z}) SV (fID)\{f(x)}).
Poiché x ¢ di accumulazione per I, si deduce che f(x) ¢ di accumulazione per f(I).
Per ogni y € f(I)\ {f(x)} risulta

[T y) = (@) (f(f-1<y>> - f(w>>_1
y— () fy) —= |

Passando al limite per y — f(z) e tenendo presente la continuita di f~!, si ottiene la tesi.

(1.19) Teorema Sia n € N, n dispari, n > 3, e sia f : R — R la funzione definita da
f(z) = Yx. Allora f ¢ derivabile in ogni x € R\ {0} e

1

xn—l ’

Ve e R\ {0} : f’(a:):nn

Dimostrazione. La funzione f & derivabile in ogni x # 0 per il teorema precedente. Inoltre

risulta z = [f(z)]". Derivando membro a membro, si ottiene per ogni x # 0

L=n[f(@)]""f(z),
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quindi

da cui la tesi. m

(1.20) Teorema Sian € N, n pari, n > 2, e sia f : [0, +oo[— R la funzione definita
da f(z) = {/x. Allora f ¢é derivabile in ogni x €]0,+00| e

1
n ,”/xn—l ’

Va €]0, +oo: f'(z) =

Dimostrazione. Si ragiona come nel teorema precedente. m

(1.21) Teorema Sia f : R — R la funzione definita da f(x) = |x|. Allora f é derivabile
in ogni x € R\ {0} e

vz € R\ {0} : f’(x):é—‘.

Dimostrazione. Poiché || = v/ 22, risulta per composizione
)

2 x

fl)= 5=

da cui la tesi. m

(1.22) Teorema Sia f: R\ {0} = R la funzione definita da f(x) = log |x|. Allora f é

derivabile e

1
Ve e R\ {0}: f'(z)=—.
x
Dimostrazione. Si ha per composizione

o) ===

jzf x| @

da cui la tesi. m
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(1.23) Teorema La funzione arccos : [—1,1] — R ¢é derivabile in ogni x €] — 1,1] e
V€] — 1,1[: (arccos)'(x) = !
Y V1I—22
Dimostrazione. Posto f(x) = arccosz, si ha che f ¢ derivabile in | — 1, 1] per il Teo-

rema (1.18). Inoltre per ogni x € [—1,1] risulta x = cos(f(x)). Derivando membro a

membro, si ottiene per ogni x €] — 1,1]

1= —sin(f(2))f'(z),

da cui

f@) =~

sin(f(x))
Tenuto conto che f(z) €]0, 7], ne segue
1 1
f/<'r> - - = 5

VI oU@E Vi@
da cui la tesi. m
(1.24) Teorema La funzione arcsin : [—1,1] — R ¢ derivabile in ogni x €] — 1,1] e

1
V1—22

Dimostrazione. Si ragiona in modo simile al teorema precedente. In questo caso, posto

Vo €] —1,1[: (arcsin)'(x) =

f(z) = arcsinz, si ha x = sin(f(z)), quindi

1 = cos(f(2)) ().

Tenuto conto che f(z) € }—g, 5 [, ne segue
1

1 1
cos(f(z))  I—m(f@)P VI—a?

f'(x) =

da cui la tesi. m

(1.25) Teorema La funzione arctan : R — R ¢é derivabile e

1
1+ 22

Vo € R: (arctan)'(z) =
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Dimostrazione. Posto f(z) = arctanz, si ha che f ¢ derivabile per il Teorema (1.18).

Inoltre da = = tan(f(x)) segue
1= (1+ [tan(f(2))]*) f'(z) = (1 +2*) f'(2),

da cui la tesi. m

Esercizi

1. Si dimostri che la funzione valore assoluto non ¢ derivabile in 0.

2. Siano [ un intervallo in R, f : I — R una funzione strettamente monotona e

x € I. Sisupponga che f e f~! siano derivabili in z e f(x), rispettivamente.

Si dimostri che f'(z) # 0 e (f~1)(f(x)) # 0.
3. Si dimostri che le funzioni arccos ed arcsin non sono derivabili in —1 e 1.
4. Si dimostri che la funzione radice n-esima non e derivabile in 0.

5. Sia o €]1,4+00| e sia f : R — R la funzione definita da

{ |z]* sex #0,

0 sex=0.

fx) =

Si dimostri che f ¢ derivabile e

o) = { alz|*%r sex #0,

0 sex=20.

2 Alcune proprieta delle funzioni derivabili

(2.1) Definizione Siano E CR, f: E — R una funzione e v € E. Diciamo che x é:
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— un punto di massimo locale (o relativo) per f, se esiste un intorno U di x tale che

VEeUNE: f(§) < flx);

— un punto di minimo locale (o relativo) per f, se esiste un intorno U di x tale che

VEeUNE: f(&) > f(z).

(2.2) Teorema Siano E CR, f: E — R una funzione e x € int (E). Supponiamo che

T sia un massimo o un minimo locale per f e che f sia deriwabile in x.

Allora f'(x) = 0.

Dimostrazione. Supponiamo che x sia un massimo locale per f. Sia U un intorno di x

tale che

VEeUNE: f(6) < f(a)

e sia r > 0 tale che |x — r,x +7[C U N E. Se poniamo y, = = + 3, evidentemente
Yn — . Inoltre
Yn — T

Passando al limite per n — +o0, si deduce che f'(z) < 0. Ponendo 2, = z — =5, si
ottiene in modo simile f'(x) > 0, da cui f'(z) = 0.

Se x € un minimo locale, il ragionamento ¢ simile. m

(2.3) Teorema (di Rolle) Siano a,b € R cona < b e f:[a,b] - R una funzione

continua. Supponiamo che f(a) = f(b) e che f sia derivabile su ]a,bl.

Allora esiste £ €]a, b[ tale che f'(€) = 0.

Dimostrazione. Per il Teorema di Weierstrass esistono &', " € [a, b] tali che
vz € [a,0] : f(§) < flz) < f(€).

Se &,&" € {a,b}, si ha f(&) = f(£"), per cui f & costante. In tal caso risulta f/(£) =0
per ogni & €la, b[.
Altrimenti si ha £ €la,b| oppure £ €la,b[. Per il teorema precedente ne segue

rispettivamente f'(') = 0 oppure f/(§”) =0. =
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(2.4) Teorema (di Cauchy) Siano a,b € R cona <be f,g: [a,b] = R due funzioni
continue. Supponiamo che f e g siano derivabili su |a, b|.

Allora esiste € €la, b[ tale che

g€ () = f(a)) = f(€)(9(b) — g(a)) .
Se poi ¢'(x) # 0 per ogni x €la, b, risulta g(a) # g(b), per cui
f(b) = fla) _ f'(§)

S
g(b) —gla) g€

Dimostrazione. Definiamo ¢ : [a,b] — R ponendo

p(x) = g(z) (f(b) = f(a)) — f(z)(g(b) — g(a)) -

Evidentemente ¢ € continua su [a, b] e derivabile su ]a, b[ con

() = g' (@) (f(b) = f(a) = f'(z)(g(b) — g(a)) .

Inoltre si ha

p(b) = —g(b)f(a) + f(b)g(a).
Per il Teorema di Rolle esiste £ €]a, b[ tale che ¢'(£) = 0, ossia
g (f() = fla)) = (&) (9(b) — g(a)) -

Se poi ¢'(xr) # 0 per ogni = €la,b], segue dal Teorema di Rolle applicato a g che
g(a) # g(b). m

(2.5) Teorema (di Lagrange o del valor medio) Siano a,b € R con a < b e
[ :]a,b] = R una funzione continua. Supponiamo che f sia derivabile su |a,b].

Allora esiste  €]a, b| tale che
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Dimostrazione. Si tratta del Teorema di Cauchy nel caso particolare in cui g(z) = z. m

(2.6) Teorema Siano E C R, f: E — R una funzione crescente (risp. decrescente) e

x € E un punto di accumulazione per E. Supponiamo che [ sia derivabile in x.

Allora si ha f'(x) >0 (risp. f'(z) <0).
Dimostrazione. Supponiamo che f sia crescente. Per ogni & € E'\ {z} risulta

1O 1@ .,
E—x
da cui, passando al limite per £ — =z, si ottiene f’(z) > 0.

Se f e decrescente, il ragionamento ¢ simile. m

(2.7) Teorema Siano I un intervallo in R e f : I — R wuna funzione continua.
Supponiamo che f sia derivabile in ogni x € int (I).

Valgono allora i sequenti fatti:
(a) se f'(x) =0 per ogni x € int (I), la funzione f é costante;
(b) se f'(x) >0 per ogni x € int (I), la funzione f é crescente;
(c) se f'(x) >0 per ogni x € int (I), la funzione f é strettamente crescente;
(d) se f'(x) <0 per ogni x € int (I), la funzione f é decrescente;
(e) se f'(x) <0 per ogni x € int (I), la funzione f ¢ strettamente decrescente.
Dimostrazione.

(a) Siano z’,z" € I con 2/ < z”. Per il Teorema di Lagrange applicato all'intervallo

[2', 2], esiste £ €]a’, 2" tale che
f@") = f@) = f(O@E" —2')=0.

Ne segue f(2') = f(2”), per cui f ¢ costante.

(b) Siano di nuovo &', 2" € I con 2’ < z”. Ragionando come in precedenza, si trova

f@") = f(@) = f(O" =) =0,



3. I TEOREMI DI L’HOPITAL 127

per cui f e crescente.

Le affermazioni (c), (d) ed (e) si dimostrano in modo simile. m

Esercizi

1. Si consideri f : R — R definita da f(x) = 3. Si osservi che f & strettamente

crescente, anche se f'(0) = 0.

2. Siano I un intervallo in R, f : I — R una funzione derivabile e x € I. Si supponga
che f’ sia continua in z e che f'(z) > 0.

Si dimostri che esiste un intorno U di x tale che f e strettamente crescente su U N 1.

3. Si consideri f : R — R definita da

1
r+2x°sin— sex #0,
flz) = z
0 sex=0.
Si dimostri che f e derivabile e che f/(0) = 1, anche se f non & crescente in nessun

intorno di 0. Si osservi in particolare che f’ non € continua in 0.

3 1 teoremi di L’Hopital

(3.1) Teorema (Forma 0/0) Siano a,b € R e siano f,g :)a,b[— R due funzioni

derivabili tali che

lim f(z) = lim g(z) =0,

r—a r—a

Va €la,b: ¢'(x) #0.
Allora si ha g(x) # 0 per ogni x €a,b| e
['(z) /(=) f(=)

!
lim inf - < liminf ——= < limsup —= < lim sup f/ (z) )
w=a g'(x) T ema g(x) v—a 9(T) T ama g'(2)
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In particolare, se esiste
[ (@)
T—a g’(x) ’

x
esiste anche lim f(2) e risulta

=a g(z)

f(x)

im — = lim f(w)
Mg @)

Dimostrazione. Trattiamo soltanto il caso a € R. Definiamo F, G : [a,b[— R ponendo

F(a:):{ f(z) sex>a,

0 ser=a,

0 ser=a.

G(:E):{ g(r) sex>a,

Evidentemente F' e G sono continue su [a,b] e derivabili su Ja,b[ con F'(z) = f'(x) e
G'(x) = g'(x)-

Per ogni = €la, b, g(x) = G(z) non puo annullarsi, altrimenti dal Teorema di Rolle
seguirebbe ¢'(&) = G'(&¢) = 0 per qualche ¢ €la, x|.

. X N .
Se lim sup = = 400, ¢ ovvio che

e—a 9'(T)

f'(z)
voa 9(T) T asa g(x)

/
Altrimenti sia M > lim sup f/éxi . Esiste un intorno U di a tale che
x—=a G\T
f'(€)
V¢ € UNa, b: <M.
Jo, b g'(€)

Possiamo supporre che U sia un intervallo. Per ogni x € UNJa, b[ applichiamo il Teorema

di Cauchy a F' e G sull'intervallo [a, z]. Sia £ €]a, [ tale che

f@) _ Fle) = Fla) _ FI&) _ f(©)
gle)  Gla)—Gla) GO ¢

Tenuto conto che ¢ € U, risulta

Yz € Una, b[: F@)

g()

~—
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f(z)

Ne segue M > lim sup ——, quindi
z—a  9(7)

f (=)

/
lim sup ——= < lim sup f/ (z)
z—a 9(T) z—a §'(7)

per 'arbitrarieta di M.

Il ragionamento per il minimo limite ¢ simile. m

(3.2) Teorema (Forma 0/0) Siano a,b € R e siano f,g :)a,b[— R due funzioni
derivabili tali che

lim f(z) = limg(x) =0,

z—b z—b

Va €la,bf: ¢'(x) #0.
Allora si ha g(x) # 0 per ogni x €a,b| e
['(z) /() (=)

/
lim inf < liminf —/= < limsup —= < limsup ()
a=b o g(z) T ab g(x) T oa 9(x) T ame 9'(2)

In particolare, se esiste

. f'(z)
2 )
esiste anche lim (z) e risulta
w=b g(x)
f(z) f'(z)

P R

Dimostrazione. Si tratta di una semplice variante del teorema precedente. m

(3.3) Teorema (Forma ?/cc0) Siano a,b € R e siano f,g :Ja,b|— R due funzioni
derivabili tali che

lim |g(x)| = 400,

Tr—a

Va €la,bf: ¢'(x) #0.
Allora
f(z) f ()

! !
lim inf f/ (z) < liminf 2= < lim sup ——= < lim sup f/ (z) '
z—a (g (ZE) T—ra g(l‘) T—a g(x) z—a 0 (m)
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In particolare, se esiste

f'(z)
im ,
T—a g’(a})
esiste anche lim e risulta
r—a g(f[,')
/
lim @ = lim f/ (z) .
z=a g(z)  z—a g'(x)
. | . f'x) _ s
Dimostrazione. Se limsup —— = +00, € ovvio che
v—a g'(2)
/
lim sup M < limsup f/ (z) .

z—a g(l') z—a g(w)

!/

x
Altrimenti sia M > limsup . Esiste un intorno U di a tale che
z—a 4 (-T)

Ve € Unla, bf: £ Eg <M.

Possiamo supporre che U sia un intervallo. Fissato ¢ € UN]a,b], sia V' C [—oo,t[ un
intorno di a tale che

Vo e VNla,bf: |g(x)] > |g(t)] .

Per ogni x € VN|a, b applichiamo il Teorema di Cauchy sull’intervallo [z,t]. Sia £ €]z, ]

tale che
F6) = ) = L8 0(0) - o).
ossia
) Q) (190, 1O
g(x) — g'(&) g(x))  glx)
Tenuto conto che £ € U e che |g(z)| > |g(t)], ne segue
@) ( _ @) It
Vo e VNla, bl: ) <M o(2) + o(2)
Passando al lim sup membro a membro, si ottiene
lim sup M <M,
z—a ()
quindi
lim sup @ < lim sup f(z)

z—a g(x) T—a gl(x)
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per 'arbitrarieta di M.

Il ragionamento per il minimo limite e simile. m

(3.4) Teorema (Forma ?/cc0) Siano a,b € R e siano f,g :]a,b|— R due funzioni
derivabili tali che
lim |g(z)| = +o0,
z—b
Va €la,b: ¢'(x) #0.
Allora
/() f(z)

/ !
lim inf f'(z) < liminf —= <limsup ——= < limsup ()
b g'(x) z—=b  g(x) b () b ()

In particolare, se esiste
/
lim —f (z) ,
x—b g’(x)

e risulta

esiste anche lim f(x)
T—b g(:z:)

lim @ = lim (@) .
z—b g .1,’) z—b g/(x)

Dimostrazione. Si tratta di una semplice variante del teorema precedente. m

(3.5) Corollario Siano a,b € R, z € [a,b] e f : [a,b] — R una funzione continua.

Supponiamo che f sia derivabile in ogni punto di [a,b] \ {x} e che esista finito

lim f/(€).

E—a

Allora f ¢é derivabile in x e

f'(x) = lim f'(€) .

E—x

Dimostrazione. Si calcolino i limiti

i £O = F@

t¢oat  E—x
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1O~ T
E—x~ — X
utilizzando i Teoremi (3.1) e (3.2). m
Esercizi

1. Si considerino f, g : R — R definite da

o) xQSin% sex #0,
xT) =

0 sex =0,

glx) ==.

Si dimostri che f e g sono derivabili e si studino massimo e minimo limite in 0 di
flz)  [f'(z)

€ /
g9(x) — g'(x)

2. Siano f : R — R una funzione derivabile e £ € R tali che

. / _
Si dimostri che
lim M =/.

T—+00 €T

4 La formula di Taylor

La nozione di derivata di ordine superiore al primo puo essere introdotta con una de-

finizione ricorsiva. Conveniamo che derivabile una wvolta sia sinonimo di derivabile.

(4.1) Definizione Siano E C R, f : E — R wuna funzione, v € E un punto di
accumulazione per E e k € N con k > 2.

Diciamo che f ¢ derivabile k-volte in x, se

(a) f & derivabile;
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(b) la funzione f': E — R é derivabile (k — 1)-volte in x.

Diciamo che f e derivabile k-volte, se e derivabile k-volte in ogni x € E.
Infine, diciamo che f ¢ indefinitamente derivabile, se f & derivabile k-volte per ogni
E>1.

Poniamo ricorsivamente

D*f(a) = f¥(x) :== D" (Df)(x).
Poniamo anche D°f(x) = fO(x) := f(z).

(4.2) Definizione Siano a,b € R, f : [a,b] — R una funzione, x € [a,b] e n € N con
n > 1. Supponiamo che f sia derivabile n-volte in x.

La funzione polinomiale P, : R — R definita da
“ 1
Pu€) =) [P @) € - )
k=0

st chiama polinomio di Taylor di f di ordine n relativo al punto x.

La funzione R, : [a,b] — R definita da

Rol(8) 1= £(&) = Y /P @) — )"

k=0

si chiama resto di Taylor di f di ordine n relativo al punto x. FEvidentemente risulta

f=P, +R,.

(4.3) Proposizione Siano a,b € R, x € [a,b], n € N conn >1e f:[a,b] = R una
funzione derivabile n-volte in x. Sia P, il polinomio di Taylor di f di ordine n relativo al
punto x.
Allora st ha
VEEN: 0<k<n = PP (z)=f®(2).

Dimostrazione. Data una qualunque funzione polinomiale della forma

P(¢) = Zaj(ﬁ —z),
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dimostriamo che per ogni k € N

Kla, sek <n
PW (2) = -
(@) 0 sek>n+1.

Ragioniamo per induzione su k. Ovviamente P (z) = P(x) = ag. Supponiamo ora che

la proprieta sia vera per un certo k. Risulta

[y

n—

==E:jQK§—$V4*:E:U*fw%+ﬂf—xy-

=0

.

Per 'ipotesi induttiva ne segue
Kl (k+1a sek<n-—1
P(k+1) (I‘) — Dk(P/)({L‘) _ ( ) k+1 _
0 sek>n
(k+1D0agyr sek+1<n
B 0 sek+1>n+1

Nel nostro caso si ha dunque
P () =kt [P (@) = ()

se0<k<n.m

(4.4) Teorema (Formula di Taylor col resto di Peano) Siano a,b € R, = € [a, b,
neNconn>1ef:lab — R una funzione derivabile n-volte in x.

Allora esiste una funzione wy, : [a,b] — R continua in x con w,(x) =0 tale che
V¢ € [a,b] - Eij“ —2)F + wn(€)(§ — )"

Dimostrazione. Sia R, il resto di f di ordine n relativo al punto z. Se si definisce

wy : [a,b] = R ponendo

se £ # @,
0 se £ =ux,

e evidente che w,(z) = 0 e che

VE € [a,b]: F€) = 32 fP@)E ~ 0+ wn(€)(E — 2"
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Rimane da dimostrare che w,, ¢ continua in x, ossia che

lim 1 (¢)

o (E—2)"

Ragioniamo per induzione su n. Per n = 1 si tratta della Proposizione (1.2).
Supponiamo ora che 'affermazione sia vera per un certo n > 1 e consideriamo f
derivabile (n + 1)-volte in z. Poniamo g = f’, che & quindi derivabile n-volte in z. Per

I'ipotesi induttiva applicata a g risulta

~\ 1
9(6) = 3 g (@)e — )
lim =0
£ (§— )
D’altronde dal Teorema di L'Hoépital per la forma 0/0 si deduce che

=0.

£O) = 32 @) e~ 2t

. Rn—i—l(g) _ : = —
M- ~ & €= oy -
/ < 1 (k) k—1
- kg o @E )
= & (n+ (-2 -
F€) ~ 3 S e — o)
_ 1 k=0 _
B N CE R T
"1
9(6) =D oW (@) — 2)*
= lim £ =0
n+1 ¢ (&—a)n

Pertanto I'affermazione ¢ vera per n + 1. m

(4.5) Teorema (Formula di Taylor col resto di Lagrange) Siano z,b € R,
f: [x,b]— R una funzione e n € N. Supponiamo che f sia derivabile n-volte su [x,b] con
derivata n-esima continua e derivabile (n + 1)-volte su |z, b|.

Allora per ogni & €]x, b esiste t €]z, ] tale che

- 1 k k
f(€) = kz_ﬁf( (@€ =2)"+ oy,
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Dimostrazione. Ragioniamo per induzione su n. Per n = 0, si tratta del Teorema di
Lagrange.
Supponiamo ora che la tesi sia vera per un certo n. Dal Teorema di Cauchy si deduce

che esiste 7 €]z, {] tale che

n+1 n
O -3 P E -0 )~ 3 L @) - o)
k=0 o k=0
oy T

Dall’ipotesi induttiva applicata a f’ segue che esiste t €]z, 7| tale che

1 'f(n+2) (t) (7_ . x)n-i—l 7

/ - 1 1
f(r) = kZ:; Hf(H N@)(r — )" + CES]

ossia .
") — l (k+1) T — k
FO=S et
(n+2)(r — z)*t!  (n+2)!
Ne segue
FO -5 L0 (e -
oK _ f)
(§ — )" *? (n+2)!7

da cui 'affermazione per n + 1. m

Naturalmente un enunciato simile ¢ valido su un intervallo della forma ]a,z]. Gli

adattamenti del caso possono essere svolti per esercizio.

(4.6) Teorema Siano a,b € R, f :Ja,b|— R una funzione, x €la,b] e n € N con n > 2.

Supponiamo che f sia derivabile n-volte in x e che
flx)=---=f" YD) =0,

fi () #0.
Allora esiste un intorno U di x in cui la differenza (f(€) — f(x)) assume lo stesso

segno di f(z)(¢ — x)™.

In particolare valgono i sequenti fatti:

(a) sen ¢ pari e f(x) >0, il punto x & un minimo locale per f;
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(b) sen & parie f™(z) <0, il punto x & un massimo locale per f;

(¢) sen é dispari, il punto x non é né un massimo né un minimo locale per f.

Dimostrazione. Per la Formula di Taylor col resto di Peano si ha

1
F©) = @) + =M (@) (& = 2)" +wn(O)(€ — 2)"
con wy, :Ja, b[— R continua in z ed w,(z) = 0.
Sia U un intorno di z tale che

1

WU : lwn(§)] < o [f™(@)] -

Poiché
1) = 50 = () +eanl6)) (€ -,

ne segue la tesi. m

Esercizi

137

1. Siano a,b € R, f : [a,b] — R una funzione, = € [a,b] e n € N con n > 1.

Supponiamo che f sia derivabile n-volte in x.

Si dimostri che il polinomio di Taylor di f di ordine n in x ¢ 'unico polinomio P di

grado al piu n tale che

PM(z) = f¥(2)

se 0 <k <n.

2. Si dimostri che la funzione f : R — R definita da

Fa) = { exp (=) se|z| <1,

0 se x| > 1,

¢ indefinitamente derivabile.
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5 Funzioni convesse

(5.1) Definizione Siano I un intervallo in R e f: I — R una funzione. Diciamo che

f € convessa, se per ogni xo,x1 € I e per ogni t €]0,1[ si ha

F((U=t)xo + tar) < (1—1)f(wo) +tf(21).
Diciamo che f é concava, se —f ¢ convessa.

La condizione di convessita puo essere scritta nelle forme equivalenti
fzo 4+ t(zy — 20)) < flao) +t(f(21) — flao))
flar+ (1 =t)(wo — 1)) < flan) + (1 =) (f(wo) — fla)) -

(5.2) Teorema Siano I un intervallo in R e f : I — R wuna funzione continua.
Supponiamo che [ sia derivabile su int (I).

Allora f & convessa se e solo se f':int (I) — R ¢é crescente.
Dimostrazione. Supponiamo che f sia convessa. Siano zg,x; € int (I) con zg < x7. Per
ogni s,t €]0, 1] risulta

f($o + 8(901 - xo)) - f(xo) < S(f(ﬁl) - f(xo)) )
f(xl + (1 —t)(zo — 96‘1)) — flo) < (1— Zf)(f(ﬂfo) - f(131)) ;

da cui

f (o + s(x1 — m0)) — f(0) < fz1) = f(zo) < flar+ (1 =t)(xo — 21)) — f(21) '

330"‘8(371—1'0)—.1'0 - 1 — 2o $1+(1—t)(x0—x1)—x1

Passando al limite per s — 0 e t — 1, si ottiene

f(Il) - f(xo)

T1 — Zo

f'(0) < < f(w).

Supponiamo ora che f’ sia crescente. Siano g, x; € I e sia t €]0, 1[. Supponiamo ad
esempio zg < 1. Applicando il Teorema di Lagrange agli intervalli [xq, (1 — )z + txy] e

(1 —t)xo + txy, x1], si ottiene

F((U=t)xo +tar) — f(xo) = f(€o)t(1 — w0),
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Slar) = f((1 = t)zo +tay) = /(&) (1 —t) (21 — x0)
con xg < & < (1 —t)xg + try < & < x1. Poiché f'(&) < f/'(&1), ne segue

S =t)xg +tay) < (1 —1)f(w0) +tf(21),

da cui la tesi. m

(5.3) Teorema Siano I un intervallo in R e f : I — R wuna funzione continua.
Supponiamo che f sia derivabile due volte su int (I).

Allora f é convessa se e solo se f"(x) > 0 per ogni x € int (I).

Dimostrazione. Dai Teoremi (2.6) e (2.7) si deduce che che f’ :int () — R ¢ crescente
se e solo se f”(x) > 0 per ogni x € int (/).

La tesi segue allora dal teorema precedente. m

Esercizi
1. Sia @ € [1,4o00] e sia f : R — R definita da f(z) = |z|* Si dimostri che f ¢
convessa.
2. Sia « € [1,400[. Si dimostri che

Yo,y €R: o +y|" <270 (J2]" + [y]7) -

3. Si dimostri che la funzione log :]0, +oo[— R & concava.
4. Siano «, 3 €]1, +oo| tali che < + % = 1. Si dimostri che

1 1
Ve,y R oy < — |2]* + 3 ly|” (disuguaglianza di Young) .
«
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5. Siano «, 5 €]0,+o0] tali che @ < 5. Si dimostri che per ogni € > 0 esiste M > 0

tale che

Ve eR: |z|* <elz|’ + M.

6. Siano [ un intervallo in R, f : I — R una funzione convessa e x € I. Si supponga
che f sia derivabile in .

Si dimostri che

vEel: f(§) = flx)+ f(x)(§ — ).

7. Sia f : [0,400[— R una funzione convessa e sia g : [0,+oco[— R la funzione

definita da

Si dimostri che g e crescente.

6 Estensioni al caso complesso

(6.1) Definizione Siano E C R, f : E — C una funzione e x € E un punto di
accumulazione per E.
Diciamo che f é derivabile in x, se esiste
16 ~ f(x)
g E—x

Se f & derivabile in x, il valore di tale limite si chiama derivata di f in x e st denota col
simbolo Df(x) o f'(x). La funzione {x — f'(x)} si chiama funzione derivata di f ed ha
per dominio l'insieme degli x in cui f & derivabile. Essa si denota col simbolo Df o f.

Una funzione si dice derivabile, se é derivabile in ogni x € E.

La funzione
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si chiama rapporto incrementale di f relativo al punto x.

(6.2) Teorema Siano E CR, f: E — C ex € E di accumulazione per E. Supponiamo
che f sia deriwabile in x.

Allora f € continua in x.

Dimostrazione. La dimostrazione ¢ analoga a quella nel caso reale. m

(6.3) Teorema Siace C e sia f:R — C la funzione definita da f(x) = c. Allora f é
derivabile e

VeeR: f'(x)=0.

Dimostrazione. La dimostrazione ¢ analoga a quella nel caso reale. m

(6.4) Teorema Siano E,F C R, siano f : E — R e g : F — C due funzioni con
f(E) C F e sia x € E di accumulazione per E con f(x) di accumulazione per F.
Supponiamo che [ sia derivabile in x e che g sia derivabile in f(x).

Allora (g o f) ¢ derivabile in x e
(go f)(x) =g (f(x)f' ().

Dimostrazione. La dimostrazione ¢ analoga a quella nel caso reale. m

(6.5) Teorema Siano E CR, f,g: E — C due funzioni e x € E di accumulazione per
E. Supponiamo che f e g siano derivabili in x.

Allora le funzioni (f + g), (f — g) e (fg) sono derivabili in x e
(f+9)()=f(2)+d(x),
(f—9)(x) = f(z) - g(x),
(f9)'(z) = f'(z)g(z) + f(z)g ().

Dimostrazione. La dimostrazione e analoga a quella nel caso reale. m
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(6.6) Teorema Siano E CR, f,g: E — C due funzioni e x € E di accumulazione per
E. Supponiamo che f e g siano derivabili in x e che g(x) # 0.
Allora la funzione (f/g) € derivabile in x e

(5)' (2) = f'(2)g(z) - f(2)g'(z)

Dimostrazione. La dimostrazione ¢ analoga a quella nel caso reale. m

(6.7) Teorema Siano E CR, f: E — C ex € E di accumulazione per E. Allora f

e derwabile in x se e solo se Re f ed Im f sono entrambe derivabili in x, nel qual caso
risulta f'(z) = (Re f)(z) + i(Im f)'(x).

Dimostrazione. Si tratta di una semplice conseguenza della Proposizione (2.9.14). m



Capitolo 4

Calcolo integrale

1 Integrale inferiore ed integrale superiore

(1.1) Definizione Siano a,b € R con a < b, sia f : [a,b] = R una funzione limitata e

stano a =Tg < 11 < -+ < x, =b.
Denotiamo con S linsieme {xg,x1,...,T,} e poniamo
Y(f.8) =) ( inf f) () = 1),
o [zj-1,7;]
2(f.8) =) ({ sup ]f> (= i)
j=1 Tj—1,Tj

Diciamo che S ¢é una suddivisione di [a,b] e chiamiamo ¥'(f,S) e ¥"(f,S) somma infe-
riore e somma superiore associate alla funzione f ed alla suddivisione S. Quando non vi

sia rischio di confusione, scriveremo semplicemente ¥'(S) e ¥"(S).

Dal momento che inf f < sup f, e evidente che ¥'(S5) < X7(9).

[2j-1,25] [2j-1,2;]
(1.2) Proposizione Siano a,b € R con a <b, f : [a,b] = R una funzione limitata e
S, T due suddivisioni di [a,b] con S CT.
Allora si ha

X(8) = ¥(T) < X"(T) < ¥7(9).

Dimostrazione. Sia S = {xg, 1, -+ ,x,} esia T = SU{E} con £ €]xg_1, zx] per qualche

143
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k=1,...,n. Risulta

S(S) = 3 1( inf f) — 1)+<[ inf f> (€ —ze1) +

le [xj 1x] LTh— lmk]
+( inf f) (x, — &) + Z ( inf f>( —xj1) <
[zr—1,2k] Pl [zj-1,75]
k—1
< ( inf f) —xj_1)+( inf f) (€ — k1) +
= [zj—1,2;] [zr—1.€]

+<1nf f) (2 — €) + zn: ([ inf ]f) (2 — xj_1) = S(T).

[é‘ Ik j=k+1 —1,%j

In modo simile si prova che ¥”(S) > ¥”(T). La tesi segue applicando ripetutamente il

passo precedente (ossia ragionando per induzione sul numero di elementi di 7"\ S). m

(1.3) Definizione Siano a,b € R con a <b e sia f : [a,b] = R una funzione limitata.

Poniamo

Z'(f) :==sup{X'(S) : S & una suddivisione di [a,b]} ,
Z'(f) :=inf {X"(S) : S & una suddivisione di [a,b]} .
Come wvedremo fra un momento, T'(f) ed I"(f) sono numeri reali. Si chiamano

rispettivamente integrale inferiore ed integrale superiore di f.

(1.4) Proposizione Siano a,b € R cona <b e sia f: [a,b] — R una funzione limitata.

Allora
([I;Ibf] f) (b—a) <T'(f) <T'(f) < (sw f> (b—a).

[a,b]

Dimostrazione. Se consideriamo la suddivisione S con a = xy < xr; = b, risulta

T(f) > $(S) = (mf f) (b-a),

[a,b]

[a,b]

T'(f) < $(5) = (sup f) (b—a).
Inoltre per ogni coppia di suddivisioni S, T di [a, b] si ha

S(S) < Y(SUT) < ¥"(SUT) < ¥/(T).
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Per il Principio di Dedekind esiste z € R tale che ¥'(S) < z < ¥"(T') per ogni coppia di
suddivisioni S, T di [a, b]. Ne segue

T'(f) <=2 <1,

da cui la tesi. m

(1.5) Teorema Siano a,b € R con a < b, siano f,g : [a,b] = R due funzioni limitate e
sia A € [0, 400].

Valgono allora i sequenti fatti:
(a) la funzione (f + g) ¢ limitata e si ha
I'(f+9) =2T()) +T(9),
I'(f+9) <T"(f) +I"(9);
(b) la funzione (Af) ¢ limitata e si ha
T'(\f) = AT'(f),
I'(\f) = AT"(f):

(c) se f <g, risulta
Z'(f) < Z'(9),
7'(f) <T"(9);
(d) per ogni ¢ €]a,b| si ha
T(f) =T (fiaa) + T (fien) -
() =T" (fraa) + 2" (fies)) -

Dimostrazione.  Consideriamo le affermazioni riguardanti l'integrale inferiore. Le

proprieta dell’integrale superiore possono essere dimostrate per esercizio in modo simile.
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(a) Si verifica facilmente che f + ¢ ¢ limitata. Inoltre per ogni ¢ > 0 esistono due

suddivisioni S, 7T di [a, b] tali che
YX(f,8)>T'(f)—e,

Y9, T) >T'(g) —=.

Se SUT = {xq,...,z,}, risulta

Vo € [zj_q,2z;]: inf f+ inf ¢ < f(x)+g(x),

[zj-1,7;] [zj-1,75]
da cui
inf f+4+ inf ¢g< inf (f+g).
[xj—1,2;5] [zj—1,2;] [zj—1,2;]
Ne segue

Z(f)+T'(g) —2 < X(f,8)+X(g,T) <¥(f,SUT)+X(9,SUT) <
< YN(f+g,SUT)<T'(f+g).

Per I'arbitrarieta di e, si deduce che

() +Z(9) <T'(f+9).

(b) Si verifica facilmente che Af ¢ limitata. Se A = 0, si ha per la Proposizione (1.4)
Z'(Af) = 0. Ne segue Z'(A\f) = \Z'(f).

Sia quindi A > 0 e sia S = {xy, ..., 2, } una suddivisione di [a, b]. Poiché

Vo € [zj_q,z;]: A inf  f < \f(x),

[zj—1,25]
risulta
/\[ inf }fg[ inf }()\f).
Ne segue

AY(f,8) < XN, S) ST'(Mf),

da cui XZ'(f) < Z'(\f). Ragionando su A™! e (\f), si deduce che
M) ST (V) =T(f),

da cui la disuguaglianza opposta.



1. INTEGRALE INFERIORE ED INTEGRALE SUPERIORE 147

(¢) Se S & una suddivisione di [a, b], risulta
S(f,5) <¥(g,5) <T'(g),

da cui Z'(f) < Z'(g).

(d) Se S ¢ una suddivisione di [a, b], poniamo

T =SU{c},
T.=TnNla,c,
Ty=TnN]lcb|.
Risulta
S(S) < ¥(T) =¥ (1) + X (1) <T' (fiwg) +Z' (fien)
per cui

Z'(f) €T (flaa) + ' (firen) -

D’altronde per ogni € > 0 esistono una suddivisione S di [a, ] ed una suddivisione Sy di
¢, b] tali che
E/(Sl) > T (f|[a,c]) — £,

5(S2) > Z' (firew) — €

Poiché S; U Sy ¢ una suddivisione di [a, b], ne segue
Il (f‘[mc]) +Il (f|[c,b]) - 25 < E/(Sl) —|— E,(SQ) - E,<Sl U SQ) S I/(f) .
Per Darbitrarieta di e, si deduce che

T (fiwd) +Z' (firen) <Z'(f),

per cui vale anche la disuguaglianza opposta. m

Esercizi
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1. Siano f, g : [0,1] — R definite da

2 sexe€[0,1]NQ,
0 sexel0,1]\Q,

_Jo sexz €10,1]NQ,
g(a:)—{ 1 sexel0,1\Q.

Si dimostri che

() +T(g) <T(f+9) <T'(f+9) <T'(f) +T"(g).

2. Siano a,b € R con a < b, sia f : [a,b] — R una funzione limitata e sia A €] — o0, 0].

Si dimostri che

T'(Af) = AT"(f),
T'(Af) = AT'(f).

2 Funzioni integrabili

(2.1) Definizione Siano a,b € R cona <b e sia f : [a,b] = R una funzione. Diciamo
che f ¢ integrabile (secondo Riemann), se f ¢ limitata e Z'(f) = Z"(f).

Se f ¢ integrabile, denotiamo con uno dei simboli

[ [rww

il comune valore di Z'(f) e Z"(f). Il numero reale fff st chiama integrale di f da a a b.

(2.2) Proposizione Siano a,b € R cona <b e sia [ : [a,b] = R una funzione limitata.
Allora f ¢ integrabile se e solo se per ogni ¢ > 0 esiste una suddivisione S di [a, D]
tale che ¥X"(S) — ¥/(S) < e.
Dimostrazione. Supponiamo che f sia integrabile. Per ogni e > 0 esistono due suddivisioni
S, T di [a,b] tali che
(8) > Z'(f) - 5.



2. FUNZIONI INTEGRABILI 149

ST < T'(f) + g

Poiché Z'(f) = Z"(f), ne segue
YWSUT)-X(SUT) <X"(T)-%'(S) <e.
Viceversa, sia € > 0 e sia S una suddivisione di [a, b] con ¥"(S5) — ¥'(S) < €. Risulta
() <Y'(S)<X(S)+e<T'(f)+e.

Per l'arbitrarieta di €, ne segue Z"(f) < Z'(f), quindi Z"(f) =Z'(f). m

(2.3) Teorema Siano a,b € R cona <b e sia f : |a,b] - R una funzione monotona.

Allora f ¢é integrabile.

Dimostrazione. Supponiamo che f sia crescente. Se f & decrescente, il ragionamento e
simile.
Poiché
Vo € [a,b] : f(a) < fx) < F0).

la funzione f e limitata.

Per ogni ¢ > 0 esiste n € N tale che (b — a)(f(b) — f(a)) < ne. Poniamo

S ={xg,..., 2.}, dove z; =a+ L(b—a), 0 < j < n. Essendo [ crescente, risulta

inf  f= fla;),

[zj—1,74]
[ sup ']f = [(x;).
Ne segue
- b— a b—
Z($) = T(S) = Y fla) =D flaa) T =

j=1 j=1

b . n

= D (flay) — flag) =
=1
b—a j

= 20 - @) <.

Per la proposizione precedente f e integrabile. m
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(2.4) Teorema Siano a,b € R cona < b e sia f : [a,b] = R una funzione continua.

Allora f ¢ integrabile.

Dimostrazione. Per il Teorema di Weierstrass f ¢ limitata. Inoltre f ¢ uniformemente
continua per il Teorema (2.7.30).
Per ogni € > 0 esiste 0 > 0 tale che

€
b—a’

Ve, &M € a, 0] - [§ =& <6 = [f(£) - f(E")] <
Sia n € N tale che (b—a)<néesiaS:{xo,...,xn}dovexj:a—i—%(b—a),ogjSn.

Per il Teorema di Weierstrass esistono &}, &7 € [z;1, 7] tali che

f(g)= min f.  f(§)= max f.

[zj-1.7;] [zj-1,7;]

Poiché | — &| < =2 < §, risulta

Ne segue

j=1

£
< b_aZ(mj—fﬂj,l):é'.

J=1

Per la Proposizione (2.2) f ¢ integrabile. m

(2.5) Teorema Siano a,b € R con a < b, sia f : [a,b] — R una funzione integrabile e
sia ¢ : R — R una funzione continua.

Allora @ o f ¢ integrabile.

Dimostrazione. Essendo f limitata, esiste M > 0 tale che |f(x)| < M per ogni = € [a, b].
Dal Teorema (2.7.30) si deduce che ¢ & uniformemente continua su [—M, M]. Inoltre, per

il Teorema di Weierstrass, esiste K > 0 tale che |¢(y)| < K per ogni y € [—M, M].
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Dato € > 0, sia 0 > 0 tale che

£
Vyr,y2 € [=M, M] 2 [y1 — 2| <0 = |p(y1) — @(y2)| < :
2(b—a)
Per la Proposizione (2.2) esiste una suddivisione S = {xy,...,z,} di [a, b] tale che
S(F,8) ~ T, 9) < e
’ 4K -

Poniamo

le{jzl,...,n: sup f— inf f<5}

[xj—1,7;] [2-1,2;]

ng{jzl,...,n: sup f— inf f>5}

[mjfl,x]'} [‘TJ 1 1‘3]

Se j € Jy, per ogni o', " € [z;_1,x;] si ha |f(z") — f(2')| < 0, quindi

Ne segue
jEJ1 xj_l,xj} :L‘],l,l’]]

D’altronde risulta

46_;;- > 2//<f75)_2/(f75>22< sSup f_ inf f) ($j_xj—l)2

JjEJ2 [mjfl’xj] [$j—1,:vj}
> 6 Z l'] 1 )

JE€J2

da cui

Ne segue

[$j_1,$]'] [xj*hxj]

J€J2 JjEJ2

> ({ sup (@Of)—[ inf (@Of)> (9€j—$j71)§m Z(:Bj—qu)éi-

Z( sup (¢of)— inf (gpof)) (xj —xjq <2KZ —xj_1) g.

151
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In conclusione si ha

. . Tj— i
m]*lax]} J=1,%;

S(po f,8) =X (pof,8) = ({ sup (sOOf)—[ inf (sOOf)) (j —xj-1) +

+Z( sup (wf)—[ inf (wOf)> (zj —xj) <

j€J2 [2j-1,25] A
< £ 4 S
— — =&
2 2 ’

e la tesi discende dalla Proposizione (2.2). m

(2.6) Teorema Siano a,b € R con a <b, siano f,g: [a,b] = R due funzioni integrabili

e sia A € R.

Valgono allora i sequenti fatti:

(a) la funzione (f + g) é integrabile e si ha

/ab(f+g)=/abf+/abg;

(b) la funzione (\f) é integrabile e si ha

/ab<Af>=A/abf;
/abe/abg;

(d) per ogni c €]a,b[ le funzioni faq € fiep sono integrabili e si ha

/abf=/:f+/0bf;

(e) la funzione |f| & integrabile e si ha

(c) se f <g, risulta

/abf‘s/abm
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Dimostrazione.
(a) Risulta
TH+T(9) <T(f+9) <T"(f+9) <T"(f)+Z"(9) .

Dal momento che il primo e I'ultimo membro sono uguali, si ha Z'(f + g) = Z"(f + g),

ossia f 4 g e integrabile. Inoltre risulta

/ab(f+g)=/abf+/abg.

(b) Evidentemente la funzione ¢ definita da ¢(y) = Ay & continua. Dal teorema precedente

si deduce che A\f = ¢ o f ¢ integrabile.

/abw):A/abf

discende dalla corrispondente proprieta di integrale inferiore e superiore.

o:/ab<Af>+/ab<—Af>=/ab<Af>—A/abfa

(¢) Si tratta di un’ovvia conseguenza della corrispondente proprieta di integrale inferiore

Se A > 0, 'uguaglianza

Se A < 0, risulta

da cui la tesi.

e superiore.
(d) Osserviamo anzitutto che, se «, 3,7, sono quattro numeri reali con o <, f < d e
a+ B =+ 4, si ha necessariamente o« =y e § = 4.

Poiché

Z'(f) =T (filwa) + I (frew) <" (filwa) +Z" (firew) = Z"(f)
risulta
T’ (filwd) + ' (fiew)) =" (fitwa) +Z" (fien) -

Ne segue che f4, € fjcp sono integrabili e

/abfz/:f+/cbf.

(e) Poiché la funzione valore assoluto € continua, segue dal teorema precedente che |f]| &

integrabile.
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Dalle disuguaglianze

Vo € la,b]: —|f(2)] < fz) < [f(2)]

s [r< [,

si deduce che

da cui la tesi. m

(2.7) Definizione Siano a,b € R cona <b e sia [ :[a,b] — R una funzione integrabile.
1 b

b— a/a /

Per la Proposizione (1.4) si ha evidentemente

Il numero reale

si chiama media integrale di f.

b

inf f < <supf.
[mb]f_b—a a = [a,ﬁf

Di conseguenza, se f & continua su [a, b], esiste £ € [a, b] tale che

=0,

Esercizi

1. Siano a,b € R con a < b, sia f : [a,b] — R una funzione e sia ¢ €a, b[. Si supponga
che le funzioni fijq.q € [ Siano integrabili.

Si dimostri che f & integrabile.

2. Siano a,b € R con a < b e sia f : [a,b] — R una funzione limitata. Si supponga
che fij,q sia integrabile per ogni ¢ €]a, b[.

Si dimostri che f e integrabile e che

[r=m [
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3. Sia f: [0,1] — R definita da

1 sexz €1[0,1]NQ,
f(x){ -1 sexe[0,1]\Q.

Si dimostri che f non & integrabile, mentre | f| lo e.

4. Siano a,b € R con a < b e sia f : [a,b] — R una funzione integrabile. Si dimostri

che f? ¢ integrabile.

5. Siano a,b € R con a < b e siano f,g : [a,b] — R due funzioni integrabili. Si

dimostri che fg e integrabile.

6. Siano a,b € R con a < b e sia f : [a,b] — R una funzione. Si dimostri che f &
integrabile se e solo se per ogni € > 0 esistono due funzioni continue ¢, : [a,b] — R tali

che

Vo € a,b] : () < fx) < (),

/ab<w—so><e.

3 Il teorema fondamentale del calcolo integrale

(3.1) Definizione Siano a,b € R cona <b e f:[a,b] - R una funzione integrabile.

Per ogni a, 5, € [a,b] con a >  poniamo

/jfrz—/:f,
[jf::().

(3.2) Teorema Siano a,b € R cona <b e sia f : [a,b] — R una funzione integrabile.

Allora per ogni o, 3,7 € [a,b] si ha

/017f=/ff+/;f.
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Dimostrazione. Se o < 3 <+, la proprieta e gia nota. Se o < v < (3, risulta
B g B
[i=[s+[ 1
« « o7
Y B B B Y
[o~[s-[s=[fs
« [e% Y (e ﬂ

Gli altri casi possono essere trattati per esercizio. m

da cui

(3.3) Teorema (fondamentale del calcolo integrale) Siano a,b € R con a < b,

f :[a,b] = R una funzione integrabile e ¢ € [a,b]. Definiamo A : [a,b] — R ponendo

A(f)z/jf-

Allora A ¢ derivabile in ogni x € [a,b] in cui f é continua e in tali x risulta
Al(z) = f().

Dimostrazione. Per ogni € > 0 esiste § > 0 tale che

v ele — &, +0[fa, 8] 1 1£(9) — f@)| < .

Se £ €]z, x + d[N[a, b], ne segue

J@) =5 SFW < f@)+5  perognite lrg,

DN ™

per cui

e . ¢ €
f(x)——é[g}gf]fﬁg_x ’ fé?ggfﬁf(x)Jrg

Se invece & €]z — ¢, x[N[a, b], risulta

e . 1 v €
f(x)—gé[lg{l:(gféx_g/g fﬁ?;gfﬁf(xH;

Pertanto per ogni £ €]z — §, z + §[Na, b] con £ # z si ha

€ 1
- <
27 &—x

Mo ([ [ -

fx) =

3
[ r<iwes.

Poiché
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per ogni & €]z — §,x + §[N[a, b] con & # x risulta

A(§) — Alz)
E—x

da cui la tesim

(3.4) Definizione Siano E C R e f,F : E — R due funzioni. Diciamo che F ¢é una
primitiva di f, se F' é derivabile e F'(x) = f(x) per ogni x € E.

(3.5) Teorema Siano I un intervallo in R e f: I — R una funzione continua.
Allora esiste una primitiva F : I — R per f. Inoltre, se Fi,Fy : I — R sono due

primitive per f, la funzione (Fy — Fy) é costante.

Dimostrazione. Fissiamo ¢ € I. La funzione A : I — R definita da

A= [ f

e una primitiva di f per il Teorema fondamentale del calcolo integrale.

Se Fy e F, sono due primitive di f, la funzione (F; — F3) : I — R & derivabile e

(F1 = F)'(z) = f(x) — f(x) =0

per ogni z € I. Ne segue che (F; — F3) & costante. m

(3.6) Definizione Siano I un intervallo in R e f : I — R una funzione continua. La

scrittura stmbolica
/f(x)dx:F(x)+c
significa che F' € una primitiva di f, per cui ogni primitiva di f e del tipo F + c.
(3.7) Teorema Siano I un intervallo in R, f : I — R wuna funzione continua e

F: I — R una qualunque primitiva di f.

Allora per ogni a,b € I si ha

/abf:F(b)—F(a).
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Dimostrazione. Poniamo

A(ac):/axf.

Poiché A & una primitiva di f, la funzione (A — F) & costante. Ne segue

b
| 7= 40 = A0) - Ala) = F®) - Pla),
da cui la tesi. m

L’incremento F'(b) — F'(a) viene spesso denotato con uno dei simboli

" [P

Esercizi

1. Siano a,b € Rcon a < be f: [a,b] — R una funzione integrabile. Si dimostri che

la funzione A : [a,b] — R definita da

Aw) = [ f

2. Sia f: [-1,1] — R la funzione definita da

¢ continua.

-1 sex <0,
flz)=¢ 0 sex=0,

1 sex > 0.

Si dimostri che f non ammette primitiva.

4 Formule di integrazione

(4.1) Teorema (Formula di integrazione per parti) Siano I un intervallo in R,
fyg: 1 — R due funzioni continue, F,G : I — R due primitive di f e g, rispettivamente,

e sia H : I — R una primitiva di fG.
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Allora FG — H ¢é una primitiva di F'g. In particolare risulta

/ F(x)g(x) dz = [F(2)G(x)] "™ - / F(@)G(x) da
per ogni a,b € I.

Dimostrazione. Si ha

(FG— H)'(z) = F'(2)G(z)+ F(x)G'(z) — H'(z) =

Ne segue

I
!
~—~
3
@
~—~
5 &
g_
|
e
L
|
=
¥
Q
—~
5 &
&
|
~
~—~
3
@
~—~
&
I
8

/ab F(z)g(x)dx

da cui la tesi. m

La prima parte della tesi del teorema precedente viene usualmente scritta nella

seguente forma:

/F(x)g(:p) dx = F(z)G(x) —/ f(z)G(x) dx.

(4.2) Teorema Siano I,J due intervalli in R, f : J — R una funzione continua e
¢ : I — R una funzione derivabile con derivata continua tale che p(I) C J. Sia inoltre
F:J— R una primitiva di f.

Allora F oy : I — R ¢ una primitiva della funzione

{z = fe()e'(2)} -

In particolare risulta
b / ©(b)
[ retandaras= [ sy
a ©(a)
per ogni a,b € I.

Dimostrazione. Per il teorema sulla derivata di una composizione si ha

(Fowp)(z) = flp(x))e(x).
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Ne segue . o
/ flo(@))¢(z) dz = F(p(a)) — F(p(b)) = /( | fly)dy,

da cui la tesi. m

(4.3) Corollario (Formula di integrazione per sostituzione) Siano I, J due inter-
valli in R, f : J — R una funzione continua e ¢ : I — R una funzione derivabile con
derivata continua tale che (1) C J.

Allora si ha

b B
|ty = [ renea
per ogni a,b € J ed ogni o, 5 € I tali che p(a) = a e p(B) = b.

Dimostrazione. Per il Teorema (4.2) risulta

b ©(B) B
x)dr = x)dr = "(t) dt,
/a f(@) / @ / F(®) (1) dt

da cui la tesi. m

(4.4) Corollario (Calcolo di una primitiva per sostituzione) Siano I,.J due in-
tervalli in R, f : J — R una funzione continua e ¢ : I — R una funzione derivabile
con deriata continua tale che ¢ sia iniettiva con @(1) = J. Sia inoltre G : I — R una

primitiva della funzione
{t = fle®)' ()}
Allora Go o™t 1 J — R ¢ una primitiva di f.

Dimostrazione. Sia F' : J — R una primitiva di f. Per il Teorema (4.2) si ha che

Foyp: I — R euna primitiva della funzione
{t = Fle®)e' @)} -
Esiste quindi ¢ € R tale che

G(t) = F(e(t))+c  perognitel.
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Ne segue

Gl " x))=F(x)+c  perognizeJ,
da cui la tesi. m

La tesi del teorema precedente viene spesso scritta nella seguente forma un po’
imprecisa:

[ 1@ = [ fewe .

Piu corretto sarebbe scrivere

/ fle)do = (/ Fle®))# (1) dw) ot

Va osservato che non occorre richiedere che si abbia ¢/(t) # 0. Puo quindi accadere che
¢~ ! non sia derivabile. Ciononostante G o ¢~! risulta essere derivabile, essendo uguale a

F+c.

Esercizi

1. Sia a €0, +o0[ e sia f : [—a,a] — R una funzione continua tale che

Vo € [—a,a]: f(—x)=—f(z).

[10

2. Sia a € ]0,+00] e sia f : [—a,a] — R una funzione continua tale che

Si dimostri che

Vo € [—a,a] : f(—z) = f(z).

[resf s

Si dimostri che

3. Si dimostri che

/COS\S/Edm:3\3/138111\3/5—1-6\3/5008\3/_—68111\3/5—1-6
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operando la sostituzione z = 3. Si osservi che la funzione
{:L’ — 3V a2 sin &/z + 6/ cos /z — 6sin \3/5}

& derivabile, anche se la funzione {z — /z} non lo &.

5 Integrali impropri

(5.1) Definizione Siano a € R, f : [a,4+00[— R una funzione integrabile su [a,c] per

ogni ¢ >a ey € R.

Se
3
lim / =y,
E—+o0 f,
PONLAMO
—+00
f=y.

a
Se y € R, diciamo che f e integrabile in senso improprio e che l'integrale improprio

“+oo

f

e convergente.

Se y=—+00 0y = —o0, dictamo che l'integrale improprio e positivamente divergente

fe []

non ammette limite a +0o, diciamo che l'integrale improprio é indeterminato.

o negativamente divergente.

Se la funzione

Naturalmente, se b € R e f :] — 00,b] — R & integrabile su [c, b] per ogni ¢ < b, si

possono considerare anche integrali impropri del tipo
b
[.r
— o

(5.2) Teorema Sia o € R. Allora lintegrale improprio

Le definizioni sono analoghe.
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e convergente per a > 1 e positivamente divergente per o < 1.

Dimostrazione. Risulta

1 1

“1
1: —dx = —
va £ /1 T a1 (a —1)ga—1"

£1
/ —dxr =logé&,
LT

da cui la tesi. m

(5.3) Teorema Siano a € R, f,g : [a,+00]— R due funzioni integrabili su |a,c| per

ognic>a, y,z € R e A\ € R. Supponiamo che si abbia

+o0 +o0o
f=v, / g==z.
Allora:

(a) se la somma y+ z € definita, si ha

+o0o
/ (f+9)=y+z;

(b) se il prodotto \y ¢é definito, si ha

/ T =

/:wa/amg-

Dimostrazione. Basta passare al limite per & — +o00o nelle relazioni

/j(f+g)=/jf+/jg,

/j(Af)—A/jf,
/jfﬁ/;g

ed applicare i teoremi sui limiti di somma e prodotto. m

(c) se f<g, siha
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(5.4) Teorema Siano a € R e f : [a,4+00[— [0,+00] una funzione integrabile su [a, c|
per ogni ¢ > a.
Allora l'integrale improprio
+o00

f

a

puo essere solo convergente o positivamente divergente.

Dimostrazione. Basta osservare che la funzione

fe []

¢ crescente. m

(5.5) Teorema (del confronto) Siaa € R e siano f, g : [a, +00[— [0, +00[ due funzioni
integrabili su |a, c] per ogni ¢ > a con g(x) > 0 per ogni x > a. Supponiamo che l'integrale

TMpProprio fa g sia convergente e che

f (=)

limsup —/—= < +00.
r—too 9(T)

Allora anche lintegrale improprio f:oo f é convergente.
Dimostrazione. Sia M € R un maggiorante definitivo per % a 400 e sia ¢ > a tale che

@) < pp per ogni x > c¢. Allora per ogni £ > ¢ risulta

9(@)
/;fz/acf+/jf§/acf+M/jgg/achrM/;g.

Passando al limite per & — 400, si ottiene la tesi. m

(5.6) Definizione Siano a € R e f : [a,+00[— R una funzione integrabile su [a,c| per
ogni ¢ > a. Diciamo che lintegrale improprio f;oo f ¢ assolutamente convergente, se

lintegrale improprio f:oo |f| € convergente.

(5.7) Teorema Siano a € R e f : [a,+o0[— R una funzione integrabile su |a,c| per

ogni ¢ > a. Supponiamo che ['integrale improprio f;oo f sia assolutamente convergente.
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Allora fa+oof & convergente.

Dimostrazione. La funzione |f| + f & evidentemente positiva. Poiché

Ve >a: |[f(2)] + flz) < 2f(z)],

risulta
400 +o00
JIREEESY BNV

Dal momento che f = (|f| + f) — | f], la tesi discende dal Teorema (5.3). m

(5.8) Teorema Sia f : [0, +oo[— [0, 4+00| una funzione decrescente e sia x, = f(n).

Allora si ha
+oo

+oo >
/O S m<ro+ [ f
n=0

0

In particolare, la serie
[o¢]
>
n=0

e convergente se e solo se l'integrale improprio
/ h
0

Dimostrazione. Essendo decrescente, f & integrabile su [a,c] per ogni ¢ > 0. Inoltre

¢ convergente.

risulta

n+1
‘v’nEN:anS/ f <z,
n

quindi

k41 k k
VkeN:/O nga:néf(O)Jr/o f.

Passando al limite per kK — 400, si ottiene la tesi. m

(5.9) Definizione Siano a,b € R con a < b, sia f :]a,b] — R una funzione integrabile

su [c,b] per ogni c €la,b[ e siay € R.
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Se
b
lim/ f=uv,
E—a I3

/abfrzy-

Se y € R, diciamo che f ¢ integrabile in senso improprio e che I'integrale improprio
b
I

Se y = +00 0y = —00, diciamo che l'integrale improprio ¢ positivamente divergente

PONLAMO

¢ convergente.

o negativamente divergente.

Se la funzione
b
e [}
3
non ammette limite in a, diciamo che l'integrale improprio ¢ indeterminato.

Nel caso in cui f : [a, b[— R & integrabile su [a, ¢| per ogni ¢ €]a, b[ le definizioni sono

analoghe.

(5.10) Teorema Sia a € R. Allora l'integrale improprio

¢ convergente per a < 1 e positivamente divergente per aw > 1.

Dimostrazione. Risulta

Va#l:/:( ! da::(b_a)lia—(g_a)lici

r—a)® l—« -«

b
1
dr = log(b —a) —1 —
|| e = toatb )~ los(e ~ )
da cui la tesi. m

Per integrali impropri della forma

[
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con f:la,b] = R o f:[a,b|— R valgono risultati analoghi al caso

[

Gli adattamenti possono essere svolti per esercizio.

Esercizi

1. Si dimostri che 'integrale improprio
+oo
/ exp (—x5 sin? x) dx
0
¢ convergente, anche se 'integrando non tende a 0 a 4o00.
2. Si dimostri che I'integrale improprio

T sin
dx
. x

¢ convergente, ma non assolutamente convergente.

3. Siano f : [0,4+00[— R una funzione continua e ¢ € R tali che

Si dimostri che .
lim (expx) f(t)exp(—t)dt =¢.

T—-+00 x

6 Estensioni al caso complesso

(6.1) Definizione Siano a,b € R cona <b e sia f : [a,b] — C una funzione.

167

Dicia-

mo che f ¢ integrabile (secondo Riemann), se le funzioni Re f,Im f : [a,b] — R sono

integrabili.

Se [ ¢ integrabile, poniamo

[ f s ([ ()
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1l numero complesso f(ff st chiama integrale di f da a a b.

(6.2) Teorema Siano a,b € R cona <b e sia f: |a,b] = C una funzione continua.

Allora f ¢é integrabile.

Dimostrazione. Evidentemente Re f ed Im f sono continue. La tesi discende allora dal

Teorema (2.4). m

(6.3) Teorema Siano a,b € R con a < b, siano f,g : [a,b] — C due funzioni integrabili
e sia \ € C.

Valgono allora i sequenti fatti:

(a) la funzione (f + g) é integrabile e si ha

/ab(f+g)=/abf+/abg;

(b) la funzione (\f) é integrabile e si ha

/ab(Af)zA/abf;

(c¢) per ogni c €la,b] le funzioni fiaq € fis sono integrabili e si ha

/abf=/acf+/cbf;

(d) la funzione |f| e integrabile e si ha

/abf‘s/abm

Dimostrazione.
(a) Poiché

Re(f+g)=Ref+Img, Im(f+g)=Imf+Img,
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e evidente che (f + g) ¢ integrabile. Inoltre

/ab(erg) - /:Re(f+g)+i/ablm(f+g)=

(/jRef%—/jReg)+i</ab1mf+/ablmg) =
- (/abRef+i/abImf>+</:Reg+i/ab1mg) -
AR

(b) Posto A = o+ i con o, § € R, risulta

Re (Af) =aRe f — fIm f,

Im(Af) =alm f+ SRe f.

Ne segue che (Af) & integrabile. Inoltre

/abw) - (/jaRef_ﬁhH)+i(/aba1mf+ﬁRef) _
— (a/abRef—ﬂ/abImf)+i<a/ab1mf+5/abRef> _
(Oé—i_iﬁ)(/(;bRef_'_i/;bImf):)\\/abf'

Re (fiwa) = (Re fjjad »

(¢) Poiché

Im (fia.q) = (0 f)ja

¢ ovvio che fjjq,q € integrabile. Per lo stesso motivo anche f|. ¢ integrabile. Inoltre

- (frre o[ )
- (frre o) [
- /acf+/cbf.
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(d) Dai Teoremi (2.5) e (2.6) si deduce che

[fl=V/(Re f)? + (Im f)?

¢ integrabile.

Osserviamo che, se o, 3,2,y € R, si ha

oz + Byl < Va2 + B2y/22 + 42

az/:Ref, Bz/ablmf,

Pertanto, posto

risulta
/abf2 = oz/abReerﬁ/abImf:/ab(ozReerﬁImf)g
< /abmm: /abf‘/abyf\.
Ne segue

/abf\s/:w

per cui la dimostrazione e completa. m

(6.4) Definizione Siano I un intervallo in R e f,F : I — C due funzioni. Diciamo

che F' é una primitiva di f, se F' é derivabile e F'(x) = f(x) per ogni x € I.

(6.5) Teorema Siano I un intervallo in R e f: I — C una funzione continua.
Allora esiste una primitiva F' : I — C per f. Inoltre, se F\,Fy : I — C sono due

primitive per f, la funzione (Fy — Fy) é costante.

Dimostrazione. Siano G, H : I — R due primitive rispettivamente di Re f ed Im f. Posto
F = G+ iH, si verifica facilmente che F' ¢ derivabile e F' = G’ + iH'. Pertanto F' ¢ una
primitiva di f.

Se poi Fi e F; sono due primitive di f, risulta che Re F} ed Re Fy sono due primitive
di Re f, mentre Im F; ed Im F5, sono due primitive di Im f. Ne segue che esistono a, 5 € R

tali che

Ve € I: ReFi(x) — Re Fy(z) = o, Im Fi(z) — Im Fy(z) = 3,
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per cul Fy(z) — Fy(x) =a+if perogniz € [. m

(6.6) Teorema Siano I un intervallo in R, f : I — C una funzione continua e
F I — C una qualunque primitiva di f.

Allora per ogni a,b € I si ha
b
/ f=F(0b)—F(a).
Dimostrazione. Poiché Re F' ¢ una primitiva di Re f ed Im F' ¢ una primitiva di Im f,

/abf = /abRef+i/abImf:

= (ReF(b) —ReF(a))+i(ImF(b) —Im F(a)) =

risulta

— F(b) - Fla),

da cui la tesi. m

Anche molti altri risultati sull’integrazione di funzioni a valori reali si estendono al

caso complesso. Gli adattamenti possono essere svolti per esercizio.

Esercizi

1. Siano a,b € R con a < b e sia f : [a,b] — C una funzione integrabile. Si dimostri

[ [

che la funzione ? ¢ integrabile e



Capitolo 5

Equazioni differenziali

1 Equazioni lineari del primo ordine

(1.1) Definizione Siano I un intervallo in R ed a,f : I — R due funzioni continue.

Diciamo che v : I — R ¢ una soluzione dell’equazione differenziale

(1.2) u'(t) = a(t) u(t) + f(t),

se u & derivabile e la (1.2) é soddisfatta per ognit € I.

Le equazioni differenziali di questo tipo si dicono lineari del primo ordine.

(1.3) Teorema Siano I un intervallo in R ed a, f : I — R due funzioni continue. Siano

A: I — R una primitiva di a e B : I — R una primitiva di

{t — f(t) exp(=A(t))} -

Allora le soluzioni u : I — R dell’equazione differenziale (1.2) sono tutte e sole le

funzioni della forma
u(t) = cexp(A(t)) + B(t) exp(A(t))

con ¢ € R.

Dimostrazione. Supponiamo anzitutto che u : I — R sia una soluzione della (1.2). Risulta

u'(t) exp(—A(t)) — a(t) u(t) exp(—A(t)) = f(t) exp(—A(t)) ,

ossia

(u(t) exp(—A(t)))" = f(t) exp(—A(t)) = B'(t).

172
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Esiste quindi ¢ € R tale che
u(t) exp(—A(t)) = ¢+ B(t),

ossia

u(t) = cexp(A(t)) + B(t) exp(A(t)) .

Viceversa, sia

u(t) = cexp(A(t)) + B(t) exp(A(t)),

con ¢ € R. Risulta

u'(t) = ca(t)exp(A(t)) + B(t) a(t) exp(A(t)) + f (1) exp(—A(t)) exp(A(t)) =
= a(t)u(t) + f(1),

da cui la tesi. m

Esercizi

1. Si dimostri che ogni soluzione u dell’equazione differenziale
u'(t) = —2tu(t) + 1
soddisfa

lim u(t) =0.

t—+o0
2. Sia f :]0, +00[— R una funzione continua tale che
lim f(t) =/ (¢ eR).

t—+o00

Si dimostri che per ogni soluzione u dell’equazione differenziale

() = — ult) + (1)
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si ha

12
. / _ =
tg—l—oou <t> - 2

3. Siano a, f : [0, +o0[— R due funzioni continue. Si dimostri che per ogni zo € R

esiste una ed una sola soluzione u : [0, +0o[— R del problema

{u'(t) = a(t)u(t) + f(),
u(0) = zo.

2 Alcune equazioni lineari del secondo ordine

(2.1) Definizione Siano I un intervallo in R, a,b € R e f : I — R una funzione

continua. Dicitamo che u: I — R é una soluzione dell’equazione differenziale
(2.2) u"(t) = ad/(t) + bul(t) + f(t),

se u & derivabile due volte e soddisfa la (2.2) per ognit € I.
Le equazioni differenziali di questo tipo si dicono lineari del secondo ordine a
coefficienti costanti.

Nel caso particolare
(2.3) u"(t) = au'(t) + bu(t)
st dicono in piu omogenee.

(2.4) Teorema Siano a,b € R. Allora le soluzioni u : R — R dell’equazione

omogenea (2.3) sono tutte e sole le funzioni u della forma
u(t) = cru (t) + cous(t)
con c1,co € R, dove le funzioni uy ed us possono essere cosi determinate:
(a) se a®+4b >0, si puo porre
uy(t) = exp(Ait), us(t) = exp(Aat),

dove A\, A € R sono le due soluzioni dell’equazione 2> = az + b;
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(b) se a®+4b =0, si puo porre
ur(t) =exp(At),  ug(t) =texp(\t),
dove X € R ¢& l'unica soluzione dell’equazione 2> = az + b;
(c) se a®+4b < 0, si puo porre
uy(t) = exp(at) cos(wt) , us(t) = exp(at) sin(wt) ,

—a? — 4b.

N =

dove o = ‘5‘ ew =
Inoltre risulta in tutti 1 cast

Vi € R: uy(t)uh(t) — uf(t)uz(t) #0.

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione. m

(2.5) Teorema Siano I un intervallo in R, a,b € R, f: I — R una funzione continua
ev: I — R una soluzione dell’equazione differenziale (2.2).

Allora le soluzioni u : I — R della (2.2) sono tutte e sole le funzioni della forma
u(t) = crus (t) + coua(t) + v(t)

con c1,¢co € R, dove le funzioni uy ed us possono essere determinate come nel teorema

precedente.

Dimostrazione. Se u ¢ una soluzione della (2.2), si ha

(u—2)"(t) = au'(t)+bu(t)+ f(t)—av'(t) —bo(t) — f(t) =
= a(u—ov)(t)+b(u—0v)t).

Poiché u — v risolve 'equazione omogenea, esistono ¢y, co € R tali che
u(t) — v(t) = cruy(t) + cous(t) .

Viceversa, se

u(t) = crun(t) + coua(t) + v(t),
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u'(t) = (crup + coug)(t) + 0" () =
= a(ciuy + caug)'(t) + b (crus + coug)(t) +av'(t) + bo(t) + f(t) =
= au'(t)+bu(t)+ f(t),

da cui la tesi. m

(2.6) Teorema (Metodo della variazione delle costanti) Siano I un intervallo in R,
a,b € R, f: I — R una funzione continua ed uy,us : I — R due soluzioni dell’equazione

omogenea (2.3) tali che
Vt € R : up(t)uy(t) — uwy(t)ua(t) #0.

Siano ¢y, co - I — R due funzioni derivabili tali che

{ul(t)C’l(t)+U2(t)C’z(t) = 0,
ui(t)er(t) +ua(t)ey(t) = (1)

Allora

¢ una soluzione dell’equazione (2.2).

Dimostrazione. Anzitutto u € derivabile e risulta
W(t) = AOui(t) + er(Buyt) + h(t)ua(t) + cat)us(t) =
= a(uyt) + ca(t)us(t).
Pertanto u ¢ derivabile due volte e
u'(t) = ct)ut) + e(Duf(t) + o (t)us(t) + ca(t)us(t) =

= a(ui(t) + e2(Hus(t) + f(t) =

= ¢ (t)aui(t) + e (t)buy (t) + co(t)auy(t) + co(t)bua(t) + f(t) =

= au'(t) + bu(t) + f(t),

ossia u risolve la (2.2). m
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Esercizi

1. Si dimostri che ogni soluzione u dell’equazione differenziale
u"(t) = —=3u/(t) — 2u(t) + arctant
soddisfa

lim wu(t) =

t——+o0

N

2. Siano a,b € R e f: [0, +00[— R una funzione continua. Si dimostri che per ogni
(x0,y0) € R X R esiste una ed una sola soluzione u : [0, +00[— R del problema
u'(t) = au/(t)+bu(t)+ f(1)
u(0) = =z
u'(0) = o

3 Equazioni a variabili separabili

(3.1) Definizione Siano I e J due intervalliinR eda:1 — R eb:J — R due funzioni

continue. Diciamo che u : I — R ¢ una soluzione dell’equazione differenziale

(3.2) u'(t) = a(t)b(u(t)),

se I ¢ un intervallo contenuto in I, w ¢ derivabile, u(I) C J ¢ la (3.2) ¢ soddisfatta per
ogni t € I.

Le equazioni differenziali di questo tipo si dicono a variabili separabili.

(3.3) Teorema Siano I e J due intervalli in R eda: 1 — R eb:J— R due funzioni
continue. Poniamo E = {x € J: b(z) # 0} e denotiamo con A : I — R una primitiva di
a e con B: E — R una primitiva di 1/b.

Valgono allora 1 sequenti fatti:
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(a) sex € J eb(x) =0, la funzione u: I — R costantemente uguale a x ¢ una soluzione

della (3.2);

(b) una funzione continua u : I — E, con I intervallo in I, ¢ una soluzione della (3.2)

se e solo se esiste ¢ € R tale che

VteI: Bu(t)) = Alt) +c.

Dimostrazione. L’affermazione (a) & evidente. Proviamo la (b). Se u : I — E & una

soluzione della (3.2), risulta

ossia

Pertanto esiste ¢ € R tale che

(3.4) B(u(t)) = A(t) +c.

L’insieme u([) ¢ un intervallo e la funzione B : u(l) — R ¢ derivabile con derivata non

nulla, quindi strettamente monotona. Pertanto la funzione inversa

¢ derivabile.

Ne segue che

per cui u € soluzione della (3.2). m
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Esercizi

1. Si dimostri che ogni soluzione u dell’equazione differenziale

/ t2
v = T am
verifica
lim @ =1
t—+oco

2. Si studi il problema
u'(t) = /E+cosu(t),
u(0) = 0,

distinguendo i trecasi —-1 < E <1, E=1ed £ > 1.

3. Si studi il problema

u'(t) = mﬂLE,

u(0) = wup,

con ug > 0, 1 + Fug > 0, distinguendo i tre casi £ < 0, E=0ed £ > 0.

4. Si studino le soluzioni dell’equazione differenziale

5. Si studino le soluzioni dell’equazione differenziale

u'(t) = /1 —u(t).

Si dimostri che, per ogni uy €] — 1, 1], esiste una ed una sola soluzione u :

dell’equazione tale che u(0) = uy.

179
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strettamente positivo 16
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O grande 72

o piccolo 72

palla 107
parte
immaginaria 39
interna 52, 108
reale 38
polinomio di Taylor 133
primitiva 157, 170
punto
aderente 52, 108
di accumulazione 53, 108
di massimo (assoluto) 97
locale 124
di minimo (assoluto) 97
locale 124
interno 52, 108

quantificatore 9

radice n-esima 91
rapporto incrementale 114, 141
resto di Taylor 133

restrizione di un’applicazione 20

seno 80
serie 100, 112

a termini positivi 103

a termini strettamente positivi 103

assolutamente convergente 105, 112

convergente 100, 112

indeterminata 100
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negativamente divergente 100

positivamente divergente 100

soluzione di un’equazione differenziale 172,

174, 177
somma
inferiore 143
superiore 143
sommatoria 34
sottoinsieme 16
denso 53, 108
limitato 23, 27, 40
inferiormente 23, 27
superiormente 23, 27
successione 73
convergente 73
negativamente divergente 73
positivamente divergente 73

suddivisione 143
tangente 85

valore assoluto 17
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