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Capitolo 1

Spazi unitari, spazi normati e
spazi metrici

1 Alcuni richiami di algebra lineare

Nel seguito denoteremo con K il campo R dei numeri reali o il campo C dei numeri

complessi.

(1.1) Definizione Uno spazio vettoriale su K ¢é una terna (X, s,p), in cui X ¢é un

nsieme non vuoto e
s: X xX —X

(z,y) =z +y

pKx X — X
(A x) — Az

sono due applicazioni tali che:
Ve,y,z€ X: (z4+y)+z=2+(y+2),

Ve,yeX:x+y=y+zx,
dJre X, Vye X:z4+y=y
(Uelemento x, di cui alla proprieta precedente, ¢ unico e viene denotato col simbolo 0),

VaueK, Ve e X: (A+p)x =M+ ux,

VAeK, Vo,ye X : Mz +y) =z + Ay,
VA ueK, Ve e X (Apw)z = Apx),

Ve X:0r=0elz==x.
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Quando non vi sia rischio di confusione, si usa denotare lo spazio vettoriale col solo
simbolo X dell'insieme, anziché con (X, s, p).

Si verifica facilmente che per ogni x € X e A € K si ha

Si usa porre

z—y:=z+(-1)y.

Poiché R C C, ogni spazio vettoriale su C ha anche una naturale struttura di spazio

vettoriale su R.
(1.2) Esempio L’insieme K, munito delle usuali operazioni di somma e prodotto, é

uno spazio vettoriale su K.

(1.3) Esempio Siano X, ..., X, degli spazi vettoriali su K e sia

Per ogni z = (M, ..., 2, y = (yW, ..., y") € X e per ogni A € K definiamo = + y
e Ax in X ponendo
x4y = (W 44O 2™ 4y
Az = (AW, ™).
Munito di tali operazioni, X é uno spazio vettoriale su K. L’elemento 0 di X ¢é costituito
da (0,...,0).
In particolare, K™ ¢& in questo modo uno spazio vettoriale su K. Poniamo per

definizione K° := {0}.

(1.4) Esempio Siano X un insieme non vuoto e Y uno spazio vettoriale su K. Per

ogni f,g € YX e per ogni A € K definiamo f + g e Af in YX ponendo
Ve e X: (f+g)(x) = f(z)+g(z),

Ve e X @ (A\f)(z) == Af(x).
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Munito di tali operazioni, YX ¢ uno spazio vettoriale su K. L’elemento 0 di YX ¢
costituito dall’applicazione che ha per valore costante 0 € Y.

In particolare, se m en sono due interi maggiori o uguali a 1, poniamo My, ,, = KX
con X ={1,...,m} x{1,...,n}. Gli elementi di M, ,, si chiamano matrici m x n a
coefficienti in K. Per ogni A € My, denotiamo con Apy il valore di A in (h, k).

Denotiamo inoltre con ¢ la matrice n X n definita da

5 1 seh=k,
e 0 seh#k.

(1.5) Definizione Siano X wuno spazio vettoriale su K e Y un sottoinsieme di X.
Diciamo che Y e un sottospazio vettoriale di X, se per ogni x,y € Y e per ogni A € K

sithar+yeY el eY.

(1.6) Definizione Siano X eY due spazi vettoriali su K. Un’applicazione L : X —Y

st dice lineare, se per ogni xr1,x2,x € X e per ogni A € K si ha
L(z1 + 22) = L(x1) 4+ L(z2),

L(Az) = AL(x).

Scriveremo di regola Lz, invece di L(x) e, occasionalmente, parleremo di applicazione
K—lineare, per mettere in evidenza la dipendenza da K.
Nel caso particolare Y = K, si usa parlare di forma lineare o funzionale lineare,

piuttosto che di applicazione lineare. Poniamo

L’insieme N (L) si chiama nucleo di L.
Denotiamo con Hom (X;Y") Uinsieme delle applicazioni lineari da X in'Y . Si verifi-
ca facilmente che Hom (X;Y) & un sottospazio vettoriale di Y. In particolare, poniamo

X* :=Hom (X;K). Lo spazio vettoriale X* si chiama duale algebrico di X.

(1.7) Teorema Siano X1, X9 e X3 tre spazi vettoriali su K e siano L, Ly : X1 — Xo
e Lo : Xo — X3 delle applicazioni lineari.

Valgono allora i sequenti fatti:

(a) N (L) é un sottospazio vettoriale di X1 e R (L) é un sottospazio vettoriale di Xsa;
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(b) L ¢ iniettiva se e solo se N (L) = {0};
(¢) Lyo Ly : X1 — X3 ¢ lineare;

(d) se L ¢ biiettiva, L' : Xo — X7 ¢ lineare.

(1.8) Definizione Siano X, X, Xo e Y degli spazi vettoriali su K.
Un’applicazione f : X1 X Xo — Y si dice bilineare, se f é separatamente lineare in
ctascuna delle sue due variabili.

Un’applicazione bilineare f: X x X — Y si dice simmetrica, se
F(a®,20) = f@®),2)
per ogni (z),2?) e X x X.

(1.9) Definizione Siano X, X1,...,X,,Y degli spazi vettoriali su K.
Un’applicazione f : X1 X -+ x X, = Y si dice n—lineare, se f & separatamente
lineare in ciascuna delle sue n variabili.
Un’applicazione n—lineare f : X x --- x X =Y si dice simmetrica, se f & separa-

tamente simmelrica in ciascuna coppia di variabili.

Al solito, quando Y = K si usa parlare di forma bilineare, forma bilineare e

simmetrica, etc.

(1.10) Definizione Siano X uno spazio vettoriale su K e X1, Xo due sottospazi vetto-
riali di X. Diciamo che X ¢é somma diretta di X1 e X9 e scriviamo X = X1® Xo, se per

ogni x € X esiste una ed una sola coppia (m(l),m(z)) € X1 x X tale che x = M) 4+ ()

Se X = X; @ Xy, si verifica facilmente che X7 N Xy = {0} e che le applicazioni

{z+— 2D} e {z — 2?} sono lineari.

(1.11) Definizione Sia X uno spazio vettoriale su K e siano x1,...,x, € X. Dicia-
mo che {x1,...,x,} € un insieme di vettori linearmente indipendenti, se [’applicazione

lineare da K™ in X

O e D IR
j=1

¢ iniettiva. Altrimenti diciamo che {x1,...,x,} € un insieme di vettori linearmente

dipendenti.
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Diciamo che {x1,...,x,} € una base in X, se l'applicazione lineare da K™ in X
n .
AW A) S A g
j=1

e biiettiva.
(1.12) Definizione Per ogni spazio vettoriale X su K poniamo
dim X :=sup{n € N: esiste L : K" — X lineare ed iniettiva} .

Diciamo che X ha dimensione finita, se dim X < 4o00. In tal caso il numero naturale

dim X si chiama dimensione di X.

(1.13) Teorema Sia X uno spazio vettoriale su K di dimensione finita n. Valgono

allora i sequenti fatti:
(a) esiste un’applicazione L : K" — X lineare e biiettiva;
(b) esiste una base in X e qualunque base in X consta din elementi;

(c) se {z1,...,xm} € un insieme di vettori linearmente indipendenti in X, esistono

Tmt1y---,Tn € X tali che {x1,...,x,} sia una base in X;

(d) per ogni sottospazio vettoriale X1 di X esiste un sottospazio vettoriale Xo di X tale

che X = X1 & Xo;

(e) se {z1,...,xn} & una base in X, Y é uno spazio vettoriale su K e y1,...,yn € Y,
esiste una ed una sola applicazione lineare L : X — 'Y tale che Lxj = y; per ogni

j=1...,n;

(f) seY é un sottospazio vettoriale di X e x € X \'Y, esiste ¢ € X* tale che p =0 su
Y ep(x)=1.

Dimostrazione. Le prime cinque proprieta sono ben note. Dimostriamo la (f). Poiché
Y ha dimensione finita, esiste una base {z1,...,z,} in Y. Dal momento che x ¢ Y,
Iinsieme {x1,...,Zmy,z} ¢ costituito da vettori linearmente indipendenti in X. Esiste
quindi una base in X del tipo {x1,...,Tm, T, Tmi2,...,Tn}. Allora l'elemento ¢ € X*

tale che p(xz) =1e p(x;) =0per j=1,...,m,m+2,...,n ha le proprieta richieste. m
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Naturalmente K™ ha dimensione finita n. Inoltre i vettori

costituiscono una base in K", detta base canonica.

(1.14) Teorema Sia X uno spazio vettoriale su K di dimensione finita e sia

{e1,...,en}

una base in X.

Allora gli elementi e, ..., e" di X*, definiti da

N 1 seh=k,
e"(ex) =
0 seh+#k,

costituiscono una base in X*. In particolare X* ha dimensione finita e dim X* = dim X .
Inoltre per ogni x € X e ¢ € X™* risulta

n

x = Zej(m)ej,

J=1

n

e=> olej)e’ .
=1

La base {e!,...,e"} di X*, introdotta nel teorema precedente, si chiama base duale
della base {e1,...,e,} di X. Se X = K" e {ey,...,e,} & la base canonica di K",
la corrispondente base duale di (K™)* viene usualmente denotata con {dzi,...,dx,},

anziché con {e!,..., e"}.

(1.15) Definizione Sia X uno spazio vettoriale su K. Poniamo X** := (X*)*. Lo
spazio vettoriale X™* si chiama bi-duale algebrico di X. Per ogni x € X definiamo

Jx € X* ponendo
Vo e X : (Jx)(p) == ¢(x).

(1.16) Teorema Sia X uno spazio vettoriale su K di dimensione finita. Allora [’ap-

plicazione J : X — X** ¢ lineare e biiettiva.



1. ALCUNI RICHIAMI DI ALGEBRA LINEARE 11

Dimostrazione. La linearita di J puo essere dimostrata per esercizio. Se z € X \ {0},
esiste per il Teorema (1.13) ¢ € X* tale che (Jx)(¢) = ¢(x) = 1. Ne segue Jz # 0, per

cui J e iniettiva. Poiché dim X = dim X** < 400, J & anche suriettiva. m

(1.17) Definizione Sian > 1 e sia A una matrice n x n a coefficienti in K. Poniamo

trA:= iAhhv
h=1

det A := Z 5(U)A10(1) T Ancr(n) ’
oESh

dove Sy, & linsieme delle permutazioni su {1,...,n} e d(c) denota la segnatura di o.

Il numero tr A si chiama traccia di A, mentre det A si chiama determinante di A.

(1.18) Definizione Siano A una matrice m x n e B una matrice n x p. Definiamo

una matrice BA m X p ponendo

(BA)pe = Y _ BrjAj.
j=1

Diciamo che BA ¢é la matrice prodotto righe per colonne di A e B.
(1.19) Teorema Se A e B sono due matrici n X n, si ha det(BA) = (det B)(det A).

(1.20) Teorema Siano X, Y e Z tre spazi vettoriali su K di dimensione finita e siano
{ar,...,;an}, {b1,....bm} e{c1,...,cp} tre basi in X, Y e Z, rispettivamente.

Valgono allora i sequenti fatti:

(a) per ogni L € Hom (X;Y) esiste una ed una sola matrice A m X n a coefficienti in
K tale che
Ve e X,Vh=1,...,m: (Lz)!" = ZAW

0ssia

Ve e X : Ll‘—Z(ZAhkSU >bh,

h=1

dove x = > 2Way, e Lz = 3 (Lx)Mby,;
k=1 h=1

(b) Uapplicazione {L — A} da Hom (X;Y) a My, ,, € lineare e biiettiva;

(¢) L é biiettiva se e solo se m =n e det A # 0;
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(d) se L € Hom (X;Y), M € Hom(Y;Z) ed A € My, n, B € My, sono le matrici

corrispondenti, si ha che la matrice BA corrisponde a M o L.

(1.21) Teorema Siano X uno spazio vettoriale su K di dimensione finita, {e1,...,en}
e{é1,...,én} due basi in X e L : X — X un’applicazione lineare. Siano A la matrice
n x n che rappresenta L rispetto alla prima base (considerata sia nel dominio che nel
codominio) ed A la matrice n x n che rappresenta L rispetto alla seconda base.

Allora esistono due matrici n x n B e C tali che

Z ChjBjr = Onk ,

Jj=1
n
E ByiCjr = ok,
Jj=1
n

Apy = Z Z ChiAijBjp .

i=1 j=1

(1.22) Teorema Siano X uno spazio vettoriale su K di dimensione finita e L : X — X
un’applicazione lineare. Siano {e1,...,e,} e {é1,...,én} due basi in X e siano A ed A
le matrici n X n che rappresentano L rispetto a tali bast.

Allora si hatr A =tr A e det A = det A.

Dimostrazione. Siano B e C due matrici n x n conformi al teorema precedente. Risulta

tr A = Zflhh = Z Z ZchiAiijh =
h=1

h=1i=1 j=1

=> ) 4y (hz thchi> =3 ) Aydji =
=1

i=1 j=1 i=1 j=1

= zn:A“ :tl“A.
=1

Inoltre si ha (det C)(det B) = 1 e det A = (det C')(det A)(det B), da cui det A = det A. m

(1.23) Definizione Sia X uno spazio vettoriale su K di dimensione finita. Per ogni

applicazione lineare L : X — X definiamo la traccia ed il determinante di L, ponendo

trL:=trA,
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det L :=det A,
dove A ¢ la matrice che rappresenta L rispetto ad una qualunque base in X. Per il

teorema precedente, la definizione é consistente.

(1.24) Definizione Siano X uno spazio vettoriale su K e L : X — X un’applicazione
lineare. Diciamo che X € K ¢é un autovalore di L, se esiste © € X \{0} tale che Lx = \z.

Gli x € X \ {0} tali che Lz = A\x si chiamano autovettori relativi all’autovalore \.

(1.25) Definizione Siano X wuno spazio vettoriale su K ed E C X. Diciamo che E é

stellato, se esiste xg € E tale che

Ve e E,Vt€]0,1[: (1 —t)zg+tx € E.

(1.26) Definizione Siano X wuno spazio vettoriale su K ed E C X. Diciamo che E é
convesso, se
Vo, 21 € E, Vt €]0,1[: (1 —t)xo +tz1 € E.
Evidentemente ogni sottoinsieme convesso € anche stellato.

(1.27) Definizione Siano X uno spazio vettoriale su K e f : X — R una funzione.

Diciamo che f é convessa, se

Vg, z1 € X, Vt €]0,1[: f((1 —t)zo+tzr) < (1 —t)f(zo) +tf(z1).

(1.28) Definizione Siano X ed Y due spazi vettoriali su K, f : X \ {0} - Y

un’applicazione ed o € R. Diciamo che f é positivamente omogenea di grado o, se

vVt >0, Ve e X\ {0}: f(tx) =t“f(x).

Concludiamo la sezione dimostrando alcuni risultati un po’ particolari che ci servi-

ranno in seguito.

(1.29) Teorema Sia L : R?> — R? un’applicazione lineare e sia L:C — C lapplica-
zione corrispondente.

Allora L ¢ C—lineare se e solo se la matrice 2 x 2 associata a L ¢ della forma

57
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Dimostrazione. Se L & C—lineare, si ha Lz = vz con v € C. Posto v = a 4+ if8 e
z =z +1iy con o, B,x,y € R, risulta L(x,y) = (ax — By, Bz + ay), per cui la matrice
associata a L e del tipo prescritto.

Viceversa, se la matrice associata a L ha la forma indicata nella tesi, si verifica

facilmente che Lz = vz, dove v = a. + if3. m

(1.30) Teorema Siano X edY due spazi vettoriali su K e L : X — Y un’applicazione
lineare. Supponiamo che si abbia X = X1 @& X3 e che Lix, : Xo = Y sia biettiva.

Allora Uapplicazione lineare
X=X xY
z+— (21, Lx)
e biiettiva.
Dimostrazione. Se (z(V), Lz) = (0,0), si ha Lz® = L(z(M + 2)) = Lz = 0. Poiché
L,x, ¢ iniettiva, ne segue 2 =0, quindi z = 2z + 23 = 0.

Per ogni (u,y) € X1 X Y esiste v € Xg tale che Lv = y — Lu. Posto x = u + v,
risulta quindi z") =w e Lz = Lu+ (y — Lu) = y. m

(1.31) Teorema Siano X eY due spazi vettoriali suK, sia L : X — Y un’applicazione
lineare e suriettiva e sia V un sottospazio vettoriale di X tale che X =N (L) & V.

Allora Uapplicazione Ly, : 'V —'Y ¢ biiettiva.

Dimostrazione. Se x € V e Lz =0, si ha x € N'(L) NV, da cui x = 0. Pertanto Ly ¢
iniettiva. Per ogni y € Y esiste z € X tale che Lz = y. Siaxz =u+v con u € N (L) e

v e V. Allorasi hay = L(u +v) = Lv, per cui Ly ¢ anche suriettiva. m

(1.32) Teorema Sia X uno spazio vettoriale su K e siano ¢, ¢1,...,0n, € X*. Allora

sono fatti equivalenti:

(a) esistono XV, ... X" € K tali che

p=> Ay;;
j=1
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(b)

Dimostrazione.
(a) = (b) Ovvio.
(b) = (a) Consideriamo ’applicazione lineare
L:X — Kl
£ (18,5 ok, 9E)
Poiché per ipotesi (0,...,0,—1) ¢ R (L), esiste per il Teorema (1.13) una forma lineare
¥ su K"*! che & nulla su R (L) e vale 1 su (0,...,0,—1). Sara

¥ =ADdz; + -+ A\Vda, + Ndzn

con AM, ... A X e K. Ne segue

vee Xy Agie+ape =0,

=1
-A=1,
da cui la tesi. m
Esercizi
1. Sia {x1,..., 2y} un insieme di vettori linearmente indipendenti in uno spazio

vettoriale X su K e sia x,11 € X. Si dimostri che sono fatti equivalenti:
(a) {x1,...,Tns1} € un insieme di vettori linearmente indipendenti in X;

(b) per ogni AV ... A" ¢ K si ha
n .
Z )\(])»Tj # Tnt1 -
j=1
2. Siano X e Y due spazi vettoriali su K di dimensione finita con dim X = dimY

e sia L : X — Y un’applicazione lineare. Si dimostri che L ¢ iniettiva se e solo se L e

suriettiva.
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2 Spazi unitari e spazi normati

(2.1) Definizione Sia X uno spazio vettoriale su K. Diciamo che una funzione
P: X xX—=K

e un prodotto scalare su X, se per ogni x,y,z in X e per ogni A in K si ha:
(a) PA\x+y,z) = AP(z,2) + Py, 2);

(b) Ply,z) = P(x,y) (in particolare P(x,x) € R);

(¢) P(z,z)>0;

(d) P(x,z) =0<= 2z =0.

Dalla (a) e dalla (b) si deduce facilmente che per ogni x,y, z in X e per ogni A in K
si ha

Plx, \y + 2) = AP (z,y) + P(z, 2).

(2.2) Definizione Uno spazio unitario su K é una coppia (X, P) dove X ¢é uno spazio

vettoriale su K e P é un prodotto scalare su X.

Si usa denotare il prodotto scalare P(x, z) fra x e z con uno dei simboli seguenti
(z|z), (x,2), (x,2), =-=z.

L’ultima notazione ¢ pitt comune quando X ha dimensione finita.
Quando non vi sia rischio di confusione, si usa anche denotare lo spazio unitario col
solo simbolo X dello spazio vettoriale, anziché con (X, P), (X,( | )), etc.

In R (inteso come spazio vettoriale su R)

Ty =2y

¢ un prodotto scalare.

In C (inteso come spazio vettoriale su C)
Ty =y

¢ un prodotto scalare.
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Nel seguito K sara sempre munito della struttura di spazio unitario su K ora

introdotta.

(2.3) Teorema Siano (X1,( | )1),---,(Xn, (| )n) degli spazi unitari su K e sia
n
x=][x;
j=1
che, come é noto, ha una naturale struttura di spazio vettoriale su K.

Allora

n

(zly) = (@),

J=1

e un prodotto scalare su X.

Dimostrazione. La semplice verifica puo essere svolta per esercizio. m

Nel seguito K™ sara sempre munito della struttura di spazio unitario su K ora

introdotta. Esplicitamente si ha

a:-y:z:c(j)ﬁ in C™.
j=1

(2.4) Teorema Sia (X, ( | )) uno spazio unitario suK e sia'Y un sottospazio vettoriale

di X.
Allora la restrizione

(’)|Y><Y:YXY_>K
¢ un prodotto scalare su'Y (prodotto scalare subordinato).

Dimostrazione. La semplice verifica puo essere svolta per esercizio. m

(2.5) Teorema (Disuguaglianza di Cauchy-Schwarz) Sia (X, (| )) uno spazio

unitario su K.

Allora per ogni x,y in X si ha

[(z|y)] <V (z]z)v/ (yly) -

Inoltre risulta

|(z[y)| = v (x]2) vV (yly) -
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se e solo se x ey sono linearmente dipendenti.

Dimostrazione. Osserviamo anzitutto che le radici quadrate sono ben definite a causa
dell’assioma (c) del prodotto scalare.

Se (z|y) = 0, la disuguaglianza & ovviamente vera. Supponiamo allora (z|y) # 0,
quindi x # 0 a causa dell’assioma (a) del prodotto scalare. Sempre per I’assioma (c)

risulta

VAeK: (Ax+yldz+y)>0.

Tenendo conto degli assiomi (a) e (b), si deduce che
0 < Az +ylAz +y) = A (z]2) + Mzly) + Mylo) + (yly) =

= |AP(z|z) + Maly) + Mzly) + (yly) -

In particolare, considerando i A della forma

8
<
N~—

)
<

~—

con p € R, si ottiene
Va e R: (ela)u + 2 (ly)lu+ (yly) = 0.

Poiché per l'assioma (d) risulta (x|z) > 0, deve essere

[(z]y) ] — (z])(yly) <0,

da cui si deduce facilmente la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz.
Supponiamo ora che valga 'uguaglianza. Se (z|y) = 0, si ha x = 0 oppure y = 0,
per cui x e y sono linearmente dipendenti. Se invece (z|y) # 0, si ha (z|z) > 0. Sia p il

numero reale tale che
(@) + 2| (z|y) |+ (yly) = 0

e sia

Allora si ha
Az +yl\x+y)=0,

da cui Ax 4+ y = 0 per Passioma (d). Pertanto = e y sono linearmente dipendenti.
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Supponiamo ora che z e y siano linearmente dipendenti. Se z = 0, & evidente che

vale 'uguaglianza. Se invece x # 0, sara y = nz con n € K. Si ha quindi
[(@ly) = |(zInz)| = M(z|z)| = nl(z]z) = VIn*(z|)> =
=V (zl2)V/m(zlz) = /(z|2)V/ (nzlnz) = V/(x|2)V/ (yly) |

per cui vale 'uguaglianza. m

(2.6) Corollario Siano (z(M,... 2(™) e (yM ... y™) due n—uple di numeri reali.

Allora si ha

N

n n

Z(m(j))2 Z(y(j))2

J=1 J=1

IN

32y
j=1

Dimostrazione. Si tratta della disuguaglianza di Cauchy-Schwarz in R™ munito del

prodotto scalare canonico. m

(2.7) Definizione Sia X uno spazio vettoriale su K. Diciamo che una funzione
N:X >R

¢ una norma su X, se per ogni x,y in X e per ogni X\ in K si ha:

(a) N(z) = 0;

(b) N(z) =0 <=z =0;

(€) N(ax) = AN (2);

(d) N(z+y) <N(x)+N(y) (disuguaglianza triangolare della norma,).

(2.8) Definizione Uno spazio normato su K ¢é una coppia (X, N') dove X ¢ uno spazio

vettoriale su K e N é una norma su X.

Si usa denotare la norma N (z) di z con uno dei simboli seguenti
Izl o]

Quando non vi sia rischio di confusione, si usa anche denotare lo spazio normato col solo

simbolo X dello spazio vettoriale, anziché con (X, N), (X, | ||) o (X,] |).
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(2.9) Teorema Sia (X, (| )) uno spazio unitario su K. Allora
]l == v/ (x]2)

e una norma su X.

Dimostrazione. Gli assiomi (a) e (b) di norma sono evidentemente verificati. Se z € X

e A €K, siha

Azl = v/ (Az|Az) = \/AM(z]2) = VIAP(z]2) = AV (z]2) = [All|l2]].

Se infine x,y € X, si ha

Iz +ylI” = (& + ylz +y) = (=]2) + (z]y) + Ylz) + (Yly) =

= (z]z) + (z|y) + (z|y) + (yly) = (z|z) + 2Re (z|y) + (yly) <
< (z|z) + 2|(z|y)| + (yly) -

Tenendo conto della disuguaglianza di Cauchy-Schwarz, si deduce che

Iz +yl? < (xlz) + 23/ (2l2)V/(yly) + (yly) =
= (V@) + Vi) = (el + lol)?

da cui segue facilmente la disuguaglianza triangolare della norma. m

Nel seguito ogni spazio unitario su K verra automaticamente munito della struttura
di spazio normato su K ora introdotta. In particolare, la disuguaglianza di Cauchy-

Schwarz puo essere cosi riformulatas:
Va,y € X2 [(zly)| < [lfl[[y]l -

Nel caso di K” si ha esplicitamente

NI

o = | D (@Y in R";

D=

o = | D 2P in C".
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(2.10) Teorema Siano (X1, | [|11),---,(Xn, || ||ln) degli spazi normati su K e sia
n
x=]]x;.
j=1
Allora

1
n 2
]l == { D a3
i=1
¢ una norma su X (norma prodotto).

Dimostrazione. Gli assiomi (a), (b) e (¢) di norma sono evidentemente verificati. Se

z,y € X, si ha

n , 4 n , . 2
e+ 9l =" 129 + 52 < 3 (a0 + 1y)) =
j=1 i=1

= > 1eDIE + 23 D1y D15+ Dy 3
j=1 j=1 j=1

Tenendo conto del Corollario (2.6), si ottiene

1
2 n

n n 2 n
lz+yl® < D120 +2 [ D 112V DAy + o1V =
j=1 j=1 j=1

j=1
2
= Izl + 2llz [yl + lyl* = (=l + Iy ),

da cui segue facilmente la disuguaglianza triangolare. m

(2.11) Osservazione Siano (X1,( | )1),---, (Xn, (| )n) degli spazi unitari su K e sia

Per quanto si € visto finora, vi sono due modi canonici di introdurre una norma su X.
Un primo modo consiste nell’introdurre prima il prodotto scalare

n

(aly) =Y @Dy,

Jj=1

su X e poi la norma ||z||" = /(z|z) su X.
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Un secondo modo consiste nell’introdurre prima le norme ||z)[; = \/(z(]z();

nei vari X; e pot la norma

2

n
)" = { D =93
j=1

su X.
Si wverifica pero facilmente che ||z|" = ||z||”, per cui la norma canonica su X é
untvocamente determinata.

In particolare, non vi é ambiguita su quale sia la norma canonica in K™.

(2.12) Teorema Sia (X, || ||) uno spazio normato suK e sia Y un sottospazio vettoriale
di X.
Allora la restrizione

Iy :Y =R
¢ una norma su'Y (norma subordinata).

Dimostrazione. La semplice verifica puo essere svolta per esercizio. m

(2.13) Teorema Sia (X, || ||) uno spazio normato su K. Allora per ogni x,y in X si

ha

ol = ol < s =1
Dimostrazione. Dalla disuguaglianza triangolare si deduce che

[zl =1z =y) +yll <[l =yl + vl

da cui

]l = llyll < llz = yll.-

Scambiando x con y, si ottiene

Iyl = llzll < lly = =l = [(=D(z =)l = ll= = ]I,

quindi
—llz =yl < llzll = Nyl < llz =yl

da cui segue la tesi. m
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Esercizi

1. Sia (X, (| )) uno spazio unitario su R e siano x,y € X tali che

(zly) = llzlllly] -

Si dimostri che esistono A > 0 e p > 0 tali che (A, 1) # (0,0) e Az = uy.
2. Sia (X, (| )) uno spazio unitario su R e siano =,y € X tali che
[z +yll = ll=ll + [lyll -

Si dimostri che esistono A > 0 e p > 0 tali che (A, 1) # (0,0) e Az = py.

3. Sia (X,(|)) uno spazio unitario su K. Si dimostri la cosiddetta legge del

parallelogramma:

Va,y € X ¢ o+ yl® + llz — yl* = 2llz]* + 2]lyl*.

4. In R? si ponga
1 = [2] + 2P

Si dimostri che | |; & una norma su R? e che non esiste nessun prodotto scalare su R?

che induca | |;.

5. Sia (X, || ||) uno spazio normato su K. Si supponga che valga la legge del

parallelogramma, ossia che
v,y € X o+ ylP + e -yl = 202+ 2[ly)1?.

Si dimostri che esiste uno ed un solo prodotto scalare (| ) su X che induce la norma || ||.

(Suggerimento: si ponga

(zly) == (= +yl* |z — yI|?)

I

se K =R,

(lz +9l* = llz = ylI*) + % (llz + ayll* = llo — yll)

|

(zly) =
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se K= C).

6. Siano X1, X9 due spazi unitari su K e sia L : X1 — Xo un’applicazione tale che

Vr,y € Xyt (L(2)[L(y))2 = (z[y)1 .

Si dimostri che L & lineare.

(Suggerimento: si sviluppi ||L(Az 4+ y) — AL(x) — L(y)||3).
7. Siano X7, X due spazi unitari su R e sia L : X7 — X un’applicazione tale che
Vo,y € Xi: [|L(x) = L(y)ll2 = [l =yl
L(0)=0.
Si dimostri che L é lineare e soddisfa

Vo,y € Xu: (L(@)|L(y))2 = (z]y)1-

8. Sia f : C — C la funzione coniugato, f(z) = z. Si osservi che f(0) =0 e che

|f(z) = f(w)| = |z — w]|, anche se f non ¢ C—lineare.
9. Sia X uno spazio unitario su K e sia L : X — X un’applicazione tale che
Ve,y e X o (z—ylL(z) - L(y)) =0,
L(0)=0.
Si dimostri che L soddisfa
Va,y e X« Lz +y) = L(x) + L(y)

VAeK, Ve e X : L(A\x) = \L(x),

Va,y € X o (z|L(y)) = —(y[L(z)) .
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3 Spazi metrici

(3.1) Definizione Sia X un insieme. Diciamo che una funzione
d: X xX =R

e una metrica o distanza su X, se per ogni x,y,z in X si ha
(a) d(z,y) > 0;
(b) d(z,y) =0 <=z =y;

(¢) dly,z) = d(z,y);

(d) d(z,z) <d(x,y) + d(y,z) (disuguaglianza triangolare della metrica).

(3.2) Definizione Uno spazio metrico ¢ una coppia (X,d) dove X é un insieme e d é

una metrica su X.

Quando non vi sia rischio di confusione, si usa anche denotare lo spazio metrico col

solo simbolo X dell’insieme, anziché con (X, d).

(3.3) Definizione Siano (Xi,dy) e (X2,ds2) due spazi metrici.
Diciamo che un’applicazione f : X1 — Xo € un’isometria, se per ogni x,y in X1 si
ha
dy (f(x), f(y)) = di(z,y) .

Diciamo che (X1,d1) e (X2,d2) sono isometrici, se esiste un’applicazione biiettiva

f: X1 — X tale che f ed f~! siano delle isometrie.

Si verifica facilmente che, se f : X7 — X5 & un’isometria suriettiva, allora f &

biiettiva e f~! & un’isometria.

(3.4) Teorema Sia (X, || ||) uno spazio normato su K. Allora
d(z,y) = [l =yl

e una metrica su X.

Dimostrazione. Gli assiomi (a) e (b) di metrica sono evidentemente verificati. Se

xz,y € X, si ha

d(y,x) = ly —zll = |(=1)(z =)l = | = Uljz —yl| = d(z,y).
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Se infine z,y, z € X, risulta
d(z,z) =z -z =ll(x—y) + (y —2)|| <

<llz =yl +lly — 2|l = d(x,y) + d(y,2) ,

per cui anche la disuguaglianza triangolare della metrica e verificata. m

Nel seguito ogni spazio normato su K verra automaticamente munito della struttura

di spazio metrico ora introdotta. In particolare, ogni spazio unitario su K verra munito

della struttura di spazio metrico.

Nel caso di K" si ha esplicitamente

N[

day)= [0 07| mme
j=1
1
n 2
d(z,y) = Z |20 — )2 in C™.
j=1
(3.5) Teorema Siano (X1,dy),...,(Xy,dy) degli spazi metrici e sia
x=][x;.
j=1

Allora

N

n

d(z,y) =Y (dj(w(j),y(j)))Q

=1

¢ una metrica su X (metrica prodotto).

Dimostrazione. Gli assiomi (a), (b) e (¢) di metrica sono evidentemente verificati.

x,y,z € X, si ha

= i (dj(x(j)7y(j))>2 + Qidj(x(j)’ y(j))dj(y(j), z(j)) + i (dj(y(j), Z(J)))
7=1

Jj=1 Jj=1

Tenendo conto del Corollario (2.6), si deduce che

(d(x, 2))? < Zn: (dj(x(j)’y(j)))Q .
j=1

Se
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1

i(dj(ym,Z(j)))Q 2+ 3

Jj=1 Jj=1 J

(d(z,y))* + 2d(z,y)d(y, 2) + (d(y, 2))* = (d(z,y) + d(y, 2))*

1
2

1 (dj(ym, Zm))z _

da cui segue facilmente la disuguaglianza triangolare della metrica. m

(3.6) Osservazione Siano (Xi,|| [[1),.-., (Xn, || [In) degli spazi normati su K e sia
n
x=1]x;.
j=1

Per quanto abbiamo visto finora, ci sono due modi canonici di introdurre una metrica
su X.

Un primo modo consiste nell’introdurre anzitutto la norma prodotto su X e poi la
metrica indotta su X.

Un secondo modo consiste invece nell’introdurre prima le metriche indotte nei vari
X e poi la metrica prodotto su X.

Si constata pero facilmente che si ottiene sempre la stessa metrica su X, per cui

non vi sono ambiguita su quale sia la metrica canonica su X.

(3.7) Osservazione Siano (X1,( | )1),...,(Xn, (| )n) degli spazi unitari su K e sia

n
x=]]x;.
j=1

Per quanto abbiamo visto finora, ci sono tre modi canonici di introdurre una metrica su
X (si trovino per esercizio).
Tuttavia si verifica facilmente che essi danno per risultato sempre la stessa metrica

su X, per cui non vi sono ambiguita su quale sia la metrica canonica su X.

(3.8) Proposizione Siano (Xi,d1),...,(Xnt1,dny1) degli spazi metrici. Allora Uap-

plicazione

J=1

n+1 n
H Xj — (H X]> xXnJrl
=1
(W, D)y o (2O, ), 2 FD)
e un’isometria suriettiva.

Dimostrazione. La semplice verifica puo essere svolta per esercizio. m
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(3.9) Proposizione L’applicazione
R — C"
(M, D 2™y s (2 gy (D a0 gy ()
e un’isometria suriettiva.

Dimostrazione. La semplice verifica puo essere svolta per esercizio. m

(3.10) Teorema Sia X uno spazio metrico e sia Y un sottoinsieme di X. Allora la
restrizione

d|y><y Y xXY >R
¢ una metrica su'Y (metrica subordinata).

Dimostrazione. La semplice verifica puo essere svolta per esercizio. m

(3.11) Proposizione Nell’insieme R = RU {—o00,+00} la funzione definita da
d(x,y) = |arctan x — arctan y|

(con le convenzioni arctan(—oo) = —m /2, arctan(+o00) = 7/2) € una metrica.
Dimostrazione. La semplice verifica puo essere svolta per esercizio. m

Nel seguito R verra considerato come uno spazio metrico munito della metrica ora
introdotta. Occorre porre attenzione al fatto che tale metrica, subordinata a R, non

coincide affatto con la metrica d(z,y) = |z — y|.

(3.12) Definizione Sia X uno spazio metrico. Si chiama diametro di X il numero

reale esteso

supd se X #0,
diam (X) := ¢ XxX
0 se X =10.

(3.13) Definizione Uno spazio metrico X si dice limitato, se diam (X) < +oo0.

Se X & uno spazio metrico e Y C X, si intende per diametro di Y il diametro di Y
munito della metrica subordinata da X.

Similmente, Y si dice limitato, se lo e rispetto alla metrica subordinata da X.
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(3.14) Teorema Sia X uno spazio metrico e siano Y1 C Yy C X.

Allora diam (Y1) < diam (Y2). In particolare, se Ya é limitato, anche Y; é limitato.

Dimostrazione. La semplice verifica puo essere svolta per esercizio. m

(3.15) Definizione Siano X wun insieme e Y wuno spazio metrico. Un’applicazione

f: X =Y sidice limitata, se l'immagine f(X) é limitata in Y.

(3.16) Definizione Siano X uno spazio metrico, x € X e r > 0. Poniamo
B(z,r):={¢e€ X:d¢x)<r}.

L’insieme B (x,r) si chiama palla o intorno sferico di centro x e raggio .

(3.17) Teorema Siano X uno spazio metrico, v € X er > 0. Allora

diam (B (z,r)) < 2r.

Dimostrazione. Se y,z € B(z,r), si ha
d(y,z) < d(y,z) + d(z,z) =d(y,z) + d(z,x) < 2r,

da cui la tesi. m

(3.18) Definizione Siano X uno spazio metrico, U C X e x € X. Diciamo che U é

un intorno di x, se esiste r > 0 tale che B (z,r) C U.
Naturalmente per ogni z € X e per ogni r > 0, la palla B (z,r) & un intorno di z.
(3.19) Teorema Sia X uno spazio metrico. Valgono allora i sequenti fatti:

(a) seU ¢ un intorno di x ed U CV C X, allora V' é un intorno di x;

(b) se {U; : 1 <j <n} éuna famiglia finita di intorni di z, allora l’intersezione

Uj
1

n
j:
e un intorno di x;

(¢) se U é un intorno di x, esiste un intorno V di x tale che U é intorno di ogni punto

di V;
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(d) se x1 # x2, allora esistono un intorno Uy di x1 ed un intorno Uy di xo tali che

UyNU; = 0.

Dimostrazione. La proprieta (a) ¢ evidente.
(b) Se Uy ed Uy sono due intorni di x, esistono ri,7o > 0 tali che B (z,r1) C Uj e
B (z,r2) C Us. Posto r = min{ry, s}, risulta B (z,r) C Uy N Us, per cui Uy N Uz & un

intorno di z.

Poiché
n+1 n
ﬂUj: mUj NUps1,
j=1 j=1

il caso generale puo essere dimostrato per induzione su n.
(c) Sia r > 0 tale che B (x,r) C U. Dimostriamo che U ¢ intorno di ogni y € B (x,r).

Anzitutto vale I'inclusione
(3.20) Yy € B(x,r): B(y,r —d(y,z)) € B(x,r) .
Infatti, se z € B (y,r — d(y,x)), si ha

d(z,z) <d(z,y) +d(y,z) < (r —d(y,z)) + d(y,z) =r.

Ne segue B (y,r — d(y,x)) C U, per cui U & un intorno di y.
(d) Sia r = 3d(x1,22) e siano Uy = B (21,7), Uz = B (22, 7). Se si avesse £ € U1 NUs, ne
seguirebbe

d(x1,me) < d(x1,8&) + d(§, x2) < 2r = d(x1,22),

il che & assurdo. Pertanto Uy NUs = 0. m

(3.21) Teorema Siano X1, ..., X, degli spazi metrici, sia
n
x=1[x;,
7j=1

staUC X estax e X.
Allora U é un intorno di x se e solo se esistono degli intorni Uy di O, U, di

2™ tali che

ﬁUng.
j=1
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Dimostrazione. Supponiamo che U sia un intorno di z. Sia r > 0 tale che B (z,r) CU

esia, per j=1,...,n, Uj :B(x(j),r/\/ﬁ). Se
£ e HUj’
j=1

si ha d;(¢€U),20)) < r/\/n per ogni j, quindi

n

) = | 3 (ae. o)) < (o) =,

j=1

da cui segue £ € B(x,r) C U. Pertanto
n
[Tvicu.
j=1
Proviamo ora il viceversa. Siano U; degli intorni di zU) in X ; tali che
n
[Tvicvu.
j=1

Sia r; > 0 tale che B (z\),r;) CUj esiar =min{r;: 1 <j <n}. Se £ € B(x,7), si ha

dj(€9),217)) < (Z (dh(£<h>,x<h>>)2> =d(¢,) <r <,

per cui

Pertanto U € un intorno di z. m

(3.22) Teorema Siano X uno spazio metrico, Y CX, UCY ey €Y.

Allora U ¢ un intorno diy in Y se e solo se esiste un intorno V diy in X tale che

U=vnY.

Dimostrazione. Supponiamo che U sia un intorno di y in Y. Sia r > 0 tale che
By,r)nY ={€Y:d(§y)<r}CU.

Posto V=B (y,r) UU, si hache V ¢ un intornodiyin X e U =V NY.
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Viceversa, supponiamo U = V NY con V intorno di y in X. Sia r > 0 tale che

B(y,r) C V. Allora
{¢eY:d§y) <r}=B(y,rnYcU,

per cui U € un intorno di y in Y. m

(3.23) Teorema Sia U CR. Valgono allora i sequenti fatti:
(a) U é un intorno di x € R se e solo se esiste r > 0 tale che |z —r,x +r[C U;
(b) U é un intorno di —oo se e solo se esiste M € R tale che [—oo, M[C U;

(¢) U ¢é un intorno di +00 se e solo se esiste M € R tale che |M,+o0] CU.

Dimostrazione.
(a) Supponiamo che U sia un intorno di € R. Per definizione di intorno esiste p > 0

tale che B (x, p) C U, ossia
V¢ €R: |arctané — arctanz| < p= £ € U.
Per la continuita della funzione arcotangente, esiste r > 0 tale che
VEeR: [£ —z| <r=|arctan{ — arctanz| < p.

Ne segue |x —r,z +r[C U.
Viceversa supponiamo che esista r > 0 tale che |z — r,x + r[C U. Per la continuita

della funzione tangente esiste p > 0 tale che
VE€ € R: |arctan — arctanz| < p = |{ — x| <.

Ne segue B (z, p) C U, per cui U & un intorno di x.
(b) Supponiamo che U sia un intorno di —oo. Per definizione di intorno esiste p > 0 tale
che

VEER: arctanﬁ%—% <p=¢EcU.

Poiché I'arcotangente tende a —7/2 a —oo, esiste M € R tale che
VEeR: € < M = arctané < —g+p.

Ne segue [—oo, M[C U.
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Viceversa supponiamo che esista M € R tale che [—oo, M[C U. Poiché la tangente

tende a —oco a (—m/2)T, esiste p > 0 tale che
VEeR: arctan£<—g+p:>£<M.

Ne segue B (—o0, p) C U, per cui U & un intorno di —oo.

La proprieta (c¢) puo essere dimostrata in modo simile. m

(3.24) Corollario Siano U C R ez € R. Allora U ¢é un intorno di x rispetto alla

metrica subordinata da R se e solo se U é un intorno di x rispetto alla metrica canonica

di R.

Dimostrazione. E sufficiente combinare il teorema precedente con la definizione di

intorno. m

(3.25) Definizione Siano X wuno spazio metrico, E C X e x € X. Diciamo che x é

aderente ad E, se per ogni intorno U di x si ha UNE # (). Poniamo
E:={x € X: z ¢ aderente ad E} .

L’insieme E si chiama chiusura di E.
Evidentemente per ogni £ C X si ha E C E.

(3.26) Definizione Siano X uno spazio metrico, E C X e x € X. Diciamo che x é

interno ad E, se E & un intorno di x. Poniamo
int (F) :={x € X : x éinterno ad E} .

o
L’insieme int (E) (talvolta denotato anche col simbolo E) si chiama parte interna di E.
Evidentemente per ogni £ C X si ha int (£) C E.
(3.27) Definizione Sia X uno spazio metrico e sia A un sottoinsieme di X. Diciamo

che A ¢ aperto in X, se A é intorno di ogni suo punto, ossia se int (A) = A.

(3.28) Teorema Siano X uno spazio metrico, x € X er > 0. Allora la palla B (x,r)

e aperta in X.
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Dimostrazione. Sia y € B (z,r). Come abbiamo gia osservato nella (3.20), vale I'inclu-
sione

B(y,r —d(y,z)) C B(z,7) .

Ne segue che B (z,r) & un intorno di y, quindi aperto. m

(3.29) Teorema Sia X uno spazio metrico. Valgono allora i sequenti fatti:
(a) 0 e X sono aperti in X;

(b) se {A;: jeJ} éuna famiglia di sottoinsiemi aperti in X, allora 'unione

U4
jeJ
e aperta in X;
(c) se {4;: 1< j<n} éuna famiglia finita di sottoinsiemi aperti in X, allora l'inter-

sezione

e aperta in X.

Dimostrazione. La (a) € evidentemente vera.

(b) Se x € |J Aj, sara x € Aj, per qualche jy € J. Per ipotesi Aj, ¢ un intorno di z. A

J

Jj€J

maggior ragione (J A; O Aj, ¢ un intorno di .
Jj€J

n
(c) Se x € ) Aj, sappiamo per ipotesi che Ay, ..., A, sono intorni di . Ne segue che

)

. j
() Aj € un intorno di z. m
=1
(3.30) Teorema Siano Xi,...,X, degli spazi metrici, sia
n
x=T[x,

1

e siano A; degli aperti in X; (j=1,...,n).
Allora

A
1

n

J
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e aperto in X.

Dimostrazione. Si tratta di un’ovvia conseguenza del Teorema (3.21). m

(3.31) Definizione Sia X uno spazio metrico e sia C' un sottoinsieme di X. Diciamo

che C' ¢ chiuso in X, se C contiene tutti i suoi punti aderenti, ossia se C' = C.

(3.32) Teorema Siano X uno spazio metrico e C C X. Allora C' é chiuso in X se e

solo se il complementare X \ C ¢é aperto in X.

Dimostrazione. Supponiamo che C sia chiuso in X. Per ogniz € X\Csihaz ¢ C = C.
Esiste quindi un intorno U di z tale che UNC = (), ossia U C X \ C. Ne segue che X \ C
¢ un intorno di z. Pertanto X \ C' & aperto in X.

Viceversa supponiamo che X \ C sia aperto in X e consideriamo z € C. Per ogni
intorno U di « si ha UNC # ). Poiché (X \ C)NC = 0, 'insieme X \ C non ¢ un intorno
di z, ossia x € int (X \ C) = X \ C. Ne segue x € C, per cui C & chiuso in X. m

(3.33) Teorema Sia X uno spazio metrico. Valgono allora i sequenti fatti:
(a) 0 e X sono chiusi in X ;

(b) se{Cj: j e J} éuna famiglia di sottoinsiemi chiusi in X, allora l'intersezione

N¢;

jeJ

e chiusa in X;

(c) se{Cj: 1< j<n} éuna famiglia finita di sottoinsiemi chiusi in X, allora l'unione

e chiusa i X;
(d) per ogni x in X linsieme {x} é chiuso in X.

Dimostrazione. Tenuto conto del Teorema (3.32), le proprieta (a), (b) e (¢) si deducono
facilmente a partire dalle corrispondenti proprieta degli aperti.

(d) Dato z € X, dimostriamo che X \ {z} ¢ aperto in X. In effetti, se y € X \ {z}, si
ha d(z,y) >0 e B(y,d(z,y)) C X\ {z}. =
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(3.34) Teorema Siano X1, ..., X, degli spazi metrici, sia
n
x =TT x;
j=1
e siano Cj dei chiusi in X; (j=1,...,n).
Allora
n
Cj

j=1

e chiuso in X.

Dimostrazione. Per ogni j =1,...,n si ha
X\(XlX"-XXj_lXCjXXj+1X~'-XXn):

:X1X---XXj,1X(Xj\Cj)XXj+1X--'XXn,

che & aperto in X per il Teorema (3.30). Pertanto
X1 X--'XXj_l XCjXXj+1 ><--'><Xn

¢ chiuso in X.

Allora ¢ chiuso in X

n n
Cj: (X1><'--><Xj,1><0jXXj+1X'--XXn),
=1 =1

J

J

in quanto intersezione di chiusi. m

(3.35) Teorema Sia X uno spazio metrico e siano E, Ey ed Ey dei sottoinsiemi di

X. Allora
(a) E é chiuso in X, ossia E=E;
(b) By C By = Ey C Ey;

(c) E1UE; = E{UEy;

(d) se X' & un altro spazio metrico ed E' C X', siha Ex E' = E x E'.
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Dimostrazione.

(a) Sia z € E. Per ogni intorno U di x esiste un intorno V di « tale che U & intorno di
ogni punto di V. Sia y € VN E. Poiché U & un intorno di y, si ha U N E # (. Ne segue
reF.

(b) Evidente.

(c) Dalla proprieta precedente si deduce che By C EyUEy ed Ey € Ey U E», da cui
E1UE, C Ey U E,. D’altronde E; U E5 ¢ un chiuso, per cui

EIUE; CEUE,=E UE;.

(d) Dal momento che E x E’ & chiuso in X x X', si ha

ExXFE CEXE =ExFE'.

Sia (x,2') € E x E’ e sia U un intorno di (z,2’). Siano V un intorno di e V' un intorno

di 2’ tali che V x V/ C U. Risulta
(VxVYN(ExE)=(VNE)x(V'NE)#0,

per cui UN(E x E') # (). Pertanto (z,2/) € EX E'. m

(3.36) Teorema Sia X uno spazio metrico e siano E, Ey ed Ey dei sottoinsiemi di

X. Allora

(a) int (E) ¢ aperto in X, ossia int (int (E)) = int (E);

(b) Fi C Ey — int (El) Cint (EQ);

(C) int (El N EQ) = int (El) N int (EQ),'

(d) se X' é un altro spazio metrico ed E' C X', si ha int (E X E') = int (F) X int (E").
Dimostrazione.

(a) Sia x € int (E). Esiste un intorno V' di x tale che E sia intorno di ogni punto di V,
ossia tale che V' C int (F). Ne segue che int (E) ¢ un intorno di x, ossia = € int (int (E)).
(b) Evidente.

(¢) E sufficiente adattare la dimostrazione della (c) del teorema precedente.

(d) Dal momento che int (E) x int (E’) & aperto in X x X', si ha

int (E) x int (E') = int (int (E) x int (E')) C int (E x E') .
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Sia (z,2') € int(F x E’) e siano V un intorno di x e V/ un intorno di z’ tali che
V xV'CE x FE'. Essendo V e V' entrambi non vuoti, ne segue V. C Ee V' C F'.
Pertanto si ha = € int (E) e 2’ € int (E'), ossia (z,2’) € int (E) x int (E'). m

(3.37) Teorema Siano X uno spazio metrico, Y C X ed E CY. Allora E ¢é aperto
in'Y se e solo se esiste un aperto A in X tale che E = ANY.

Dimostrazione. Sia E aperto in Y. Per il Teorema (3.22) per ogni y € E esiste un
intorno V, di y in X tale che E =V, NY. Sia A ={J,cpint (V}). Allora A ¢ aperto in
XedANY =FE.

Il viceversa ¢ un’ovvia conseguenza del Teorema (3.22). m

(3.38) Teorema Siano X uno spazio metrico, Y C X ed E CY. Allora E é chiuso

Y se e solo se esiste un chiuso C in X tale che E =CNY.

Dimostrazione. La dimostrazione puo essere svolta per esercizio, combinando il teorema

precedente col Teorema (3.32). m

(3.39) Definizione Siano X uno spazio metrico, E C X e x € X. Diciamo che x é

un punto di accumulazione per E, se x é aderente ad E \ {x}.

(3.40) Definizione Siano X uno spazio metrico ed E C F C X. Diciamo che E ¢é
denso in F, se F C E.

(3.41) Definizione Siano X uno spazio metrico ed E C X. Poniamo
OF := X\ (int (F)Uint (X \ E)) .

L’insteme OF si chiama frontiera di E.

Esercizi
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1. Sia E C R, E # (. Si dimostri che diam (E) = sup E — inf E. Se ne deduca che

FE & limitato rispetto alla metrica canonica di R se e solo se inf ' > —oc e sup E' < +oc.

2. Siano X uno spazio normato su K ed £ C X. Si dimostri che F e limitato se e

solo se esiste R > 0 tale che E C B (0, R).

3. Siano X uno spazio normato su K, z € X e r > 0. Si dimostri che gli insiemi

B(z,r)e{¢e€ X : || — x| <r} sono convessi.

4. Si dia una classificazione degli intervalli che sono sottoinsiemi aperti o sottoin-

siemi chiusi di R e di R.

5. Sia Y un sottoinsieme aperto in uno spazio metrico X e sia £ C Y. Si dimostri

che E ¢ aperto in Y se e solo se F & aperto in X.

6. Sia Y un sottoinsieme chiuso in uno spazio metrico X e sia £ C Y. Si dimostri

che E € chiuso in Y se e solo se E ¢ chiuso in X.

7. Siano X uno spazio metrico, Y C X ed £ C Y. Si dimostri che

=Y =X . o . . :
dove E° e E° denotano la chiusura di £ in Y ed in X, rispettivamente.

8. Siano X uno spazio metrico, U C X e z € X. Si dimostri che U ¢ un intorno di

x se e solo se esiste un aperto A in X taleche x € Aed A CU.

9. Dato un insieme X, si ponga per ogni z,y in X

dz.y) 0 sex =y,
T,Y) =
1 sex#y.

Si dimostri che:
(a) d & una metrica su X;
(b) se x € X er €]0,1], si ha B(x,r) = {z} e diam (B (x,r)) = 0;

(c) ogni sottoinsieme di X & aperto e chiuso.
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4 Limiti e continuita

(4.1) Definizione Siano X e Xo due spazi metrici, E C X1, f: E — Xy un’applica-
zione, v € E e l € X».
Diciamo che £ ¢ limite di f in z, se per ogni intorno V di £ in Xo esiste un intorno

U diz in Xy tale che f(UNE)CV.!

(4.2) Proposizione (Unicita del limite) Siano X; e Xo due spazi metrici, E C X1,
f:E — Xy un’applicazione, v € E e V', 0" € Xy. Supponiamo che V' e {" siano limiti di
fin x.

Allora 0! = 0"

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo ¢ # ¢”. Per il Teorema (3.19) esistono un
intorno V' di ¢ ed un intorno V" di £” tali che V' NV” = (). Siano U’ ed U” due intorni
di z tali che f(UNE) CV'e f(U"NE) C V" Peril Teorema (3.19) U' NU” & un
intorno di z. Essendo = aderente ad E, esiste £ € (U'NU")NE. Ne segue f(£) € V'NV",
quindi V' N V" # (), il che ¢ assurdo. m

Se f ammette limite ¢ in x, poniamo

lim f(§) =¢

E—a
e diciamo che f(§) tende a ¢ per £ tendente a x (in simboli, f(§) — ¢ per £ — x).
(4.3) Osservazione Se

lim f(&) = ¢,

E—a

valgono i sequenti fatti:
(a) £ é aderente a f(E);

(b) se x € E, si ha necessariamente { = f(x).

Dimostrazione.

Nella definizione tradizionale, adottata dalla maggioranza degli autori, si richiede l’inclusione
fUNE)\{z}) € V invece di f(UNE) C V. In tal caso x va supposto di accumulazione per E,
affinché sussista l'unicita del limite. Anche ’enunciato del Teorema (4.12) di composizione richiede una
modifica che lo rende meno naturale.

La definizione che qui preferiamo & tratta da E. DE GIORGI, Corso di analisi per chimici, De Salvio,
Ferrara, 1969 e L. SCHWARTZ, Analyse. Deuxiéme partie: Topologie générale et analyse fonctionnelle,
Collection Enseignement des Sciences, 11, Hermann, Paris, 1970.
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(a) Per ogni intorno V' di ¢, esiste un intorno U di z tale che f(U N E) C V. Essendo z
aderente ad F, esiste £ € UN E. Ne segue f(§) € VN f(E), dacui VN f(E) # 0.

(b) Se per assurdo fosse ¢ # f(x), esisterebbe per il Teorema (3.19) un intorno V' di ¢
tale che f(z) ¢ V. D’altra parte esiste un intorno U di x tale che f(UNE) C V, in

particolare f(z) € V: una contraddizione. m

(4.4) Osservazione Se X2 =R, é indifferente considerare su Xa la metrica canonica

d(z,y) = |z — y| o la metrica d(x,y) = |arctan x — arctany| subordinata da R.

Dimostrazione. B sufficiente notare che, per il Corollario (3.24), gli intorni di ¢ in R

sono gli stessi. m

(4.5) Definizione Siano X; e Xy due spazi metrici, f : X1 — Xo un’applicazione e
T € X;.

Diciamo che f é continua in x, se per ogni intorno V di f(x) esiste un intorno U
di x tale che f(U) C V. Una formulazione equivalente é: per ogni intorno V di f(x) la
controimmagine f~1(V) ¢ un intorno di x.

Diciamo che f ¢ continua, se f ¢ continua in ogni x € X;.

(4.6) Proposizione Siano (X1,d1) e (Xo,ds) due spazi metrici, E C Xy, f: E — Xo
un’applicazione, t € E e { € Xo.

Allora sono fatti equivalenti:
(a) lim f(§) = ¢;

E—a

(b) per ogni e > 0 esiste 6 > 0 tale che

VEeE: di(§,x) <d = da(f(§),0) <e¢;

(¢) lim dy(f(),€) = 0.

E—x

Dimostrazione.

(a) = (b) Per ogni € > 0, B(¢,¢) & un intorno di ¢. Sia U un intorno di z tale che
fUNE) CB(¥,¢). Siad > 0 tale che B (x,6) C U. Allorasi ha f(B (z,d)NE) C B ({,¢),
ossia

VEe E: di(§,x) <= da(f(§),0) <e.
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(b) = (a) Dato un intorno V di ¢, esiste € > 0 tale che B (¢,¢) C V. Sia § > 0 tale che
VEe E: di(&,x) <0 = dao(f(£),0) <e,

ossia f(B(z,0) N E) C B (¢,e). Allora B (z,d) € un intorno di z e f(B(z,6) N E) C V.
(a) <= (c¢) Avendo gia dimostrato che (a) <= (b), e sufficiente osservare che le

condizioni da(f(£),¢) < e e |d2(f(§),¢) — 0] < € si equivalgono. m

(4.7) Corollario Siano (X1,d1) e (Xa,d2) due spazi metrici, f: X1 — Xo un’applica-
zione e ¢ € X7.

Allora sono fatti equivalenti:
(a) f € continua in x;
(b) lim f(&) = f(x);

E—x

(¢) per ognie > 0 esiste 6 > 0 tale che

Ve € Xy : dl(f,$) <)== dg(f(f),f(:b)) <e€;

(d) lim da(f (&), f(x)) = 0.

E—x

Dimostrazione. L’equivalenza fra (a) e (b) € evidente. L’equivalenza fra (b), (c¢) e (d) e

un caso particolare della proposizione precedente. m

(4.8) Proposizione Siano Xy e Xo due spazi metrici e f : X1 — Xo un’applicazione.

Allora sono fatti equivalenti:
(a) f é continua;
(b) f~Y(A) ¢ aperto in X1 per ogni aperto A in Xa;
(¢) f~YC) & chiuso in X1 per ogni chiuso C in Xo.
Dimostrazione.
(a) = (b) Sia A un aperto in X5 e sia x € f~1(A4). Poiché f(x) € A, risulta che A &

un intorno di f(z). Ne segue che f~'(A) & un intorno di z. Pertanto f~'(A) & aperto
in Xl.
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(b) = (a) Sia = € X; e sia V un intorno di f(x). Poiché f(z) € int(V), risulta
x € f~Y(int (V)). D’altronde f~!(int (V)) & aperto in X7, quindi & un intorno di x. A
maggior ragione f~1(V) ¢ un intorno di x. Pertanto f & continua in x.

L’equivalenza fra (b) e (c¢) puo essere dimostrata per esercizio. m

(4.9) Teorema (di locale limitatezza) Siano X; e Xo due spazi metrici, E C X1,

f: E — Xy un’applicazione, x € E e { € X5. Supponiamo che

Jim f(6) = ¢.

Allora esiste un intorno U di x in X; tale che f(U N E) é limitato in Xs.

Dimostrazione. Sia U un intorno di x tale che f(UNE) C B(¢,1). Risulta
diam (f(U N FE)) < diam (B (¢,1)) < 2,

da cui la tesi. m

(4.10) Teorema (di permanenza del segno) Siano X uno spazio metrico, E C X,

f: E — R una funzione, v € E e £ € R\ {0}. Supponiamo che

lim (&) =¢.

E—x

Allora esiste un intorno U di x tale che

VEEUNE: f(§)>0.

Dimostrazione. Supponiamo ad esempio ¢ > 0. L’insieme |0, +o0o] & evidentemente un
intorno di ¢. Esiste quindi un intorno U di z tale che f(U N E) CJ0, +o0], da cui la tesi.

Il caso ¢ < 0 & simile e puo essere trattato per esercizio. m

(4.11) Teorema (del confronto) Siano X uno spazio metrico, E C X, ¢, f,1:E — R

tre funzioni, x € E e £ € R. Supponiamo che si abbia

VEeE: ¢(§) < f(§) <¥(8),

lim (€)= lim (€)= ¢.

E—ax E—a
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Allora risulta

lim f(€) = ¢.

E—x

Dimostrazione. Per ogni intorno W di £ esiste un intervallo V' C W tale che V sia un
intorno di . Siano U’ ed U” due intorni di z tali che p(U' NE)CV eyp(U'NE)CV.
Allora U = U’ NU” & un intorno di x per il Teorema (3.19). Inoltre per ogni £ € UN E
si ha p(§) € Ve y(§) € V, quindi f(§) € V, perché V & un intervallo. Pertanto
FUNE)CVCW.u

(4.12) Teorema (di composizione) Siano X;, X9 e X3 tre spazi metrici, E; C X,
FEy C Xo, f1: By — Xo e fo: Eo — X3 due applicazioni con fi(E1) C Es, x1 € Ey,

29 € By el € X3. Supponiamo che si abbia

{13211 f1(&) = x2, nli_ng fa(n) =1.
Allora risulta
lim (f20 f1)(§) =¢.
£~>I1

Dimostrazione. Per ogni intorno W di £ in X3, esiste un intorno V' di z2 in X5 tale che

f2(V N Ey) CW. Sia U un intorno di z; tale che f1(U N E;) C V. Allora si ha

(fao fO)(UNEY) = fo(A(UNEL)) C fo(VNE) CW,

da culi la tesi. m

(4.13) Corollario Siano X1, X9 e X3 tre spazi metricie f1 : X1 — Xo e fo: Xo — X3
due applicazioni.

Valgono i fatti sequenti:

(a) sex € Xy, f1 € continua in x e fy & continua in fi(x), allora fo o fi & continua in

T,

(b) se fi e fa sono continue, allora fo o fi € continua.

Dimostrazione. La (a) & una conseguenza immediata del teorema precedente. La (b) &

una conseguenza della a). m
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(4.14) Definizione Siano X; e X due spazi metrici.
Diciamo che un’applicazione f : X1 — X5 € un omeomorfismo, se f ¢é biiettiva e f
e =1 sono entrambe continue.

Diciamo che X1 e Xo sono omeomorfi, se esiste un omeomorfismo f: X1 — Xo.

(4.15) Teorema Sia f: X1 — Xo un omeomorfismo fra due spazi metrici X1 e Xo e

stano B C X1 e x € X1. Allora valgono i fatti sequenti:

(a) E ¢é un intorno di x in X se e solo se f(E) é un intorno di f(x) in Xo;

() f(E) = [(E);
(¢) int (f(E)) = f(int (E));
(d) E ¢ aperto in X; se e solo se f(E) ¢ aperto in Xo;

(e) E é chiuso in X se e solo se f(E) é chiuso in X,.

Dimostrazione. La (a) € una conseguenza immediata della definizione di continuita. Le

altre proprieta sono una conseguenza della (a). m

(4.16) Definizione Sia f : X1 — Xy un’applicazione fra due spazi metrici (X1,d1) e
(Xo,dz). Diciamo che f ¢é lipschitziana, se esiste ¢ € [0, +00[ tale che

Vo,y € X1t dao(f(y), f(x)) < cdi(z,y).

(4.17) Proposizione Sia f: X1 — Xy un’applicazione fra due spazi metrici X1 e Xo.

Consideriamo le sequenti condizioni:
(a) f & un’isometria;
(b) f e lipschitziana;
(¢) f é continua.
Allora si ha (a) = (b) = (c).

Dimostrazione.

(a) = (b) Evidentemente un’isometria ¢ lipschitziana con ¢ = 1.



46 CAPITOLO 1. SPAZI UNITARI, SPAZI NORMATI E SPAZI METRICI

(b) = (¢) Siaz € X; esiae > 0. Se f e lipschitziana di costante ¢, sia § > 0 tale che

cé < e. Allora per ogni £ € X; con di(§,x) < J si ha

dy(f(€), f(x)) < cdi(§,2) <e,

da cui la tesi. m

(4.18) Teorema Siano X e Xo due spazi metrici e sia f : X1 — Xo un’applicazione

costante. Allora f é lipschitziana, quindi continua.

Dimostrazione. Evidentemente f ¢ lipschitziana con ¢ = 0. m

(4.19) Teorema Siano Xi,..., X, degli spazi metrici e per 1 < j <n sia
n
pj: H X5 — Xj
h=1

la proiezione canonica sul j—esimo fattore.

Allora p; ¢ lipschitziana, quindi continua.

Dimostrazione. Poiché

N

n

dj(p;(x),pi(y)) = d;j(a),yV)) < ( (dh(w(h)7y(h))>2> = d(z,y),

h=1

risulta che p; ¢ lipschitziana con c = 1. m

n
(4.20) Teorema Siano X, Yi,...,Y, degli spazi metrici, E C X, f : E — []Y;
j=1

. n
un’applicazione, v € £ el € [] Y;.
j=1
Allora sono fatti equivalenti:

(a) lim f(§) = ¢;

E—a
(b) per ogni j=1,...,n si ha
lim fU) (&) = ¢U) .

E—a
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Dimostrazione.
(a) = (b) Tenuto conto che fU) = p; o f e £U) = p;(¥), si tratta di una conseguenza
del teorema precedente e del teorema di composizione.

(b) = (a) Sia V un intorno di £ in [] Yj e siano Vi,...,V,, degli intorni di (W )

7=1
tali che

f[ngv.
j=1

Siano Uy,...,U, degli intorni di  tali che fU)(U; N E) C V; per ogni j = 1,...,n.
Allora U = () U; & un intorno di = e fU)(U N E) C V;. Ne segue
j=1

fone)c[vicv,
j=1

da cui la tesi. m

n
(4.21) Corollario Siano X, Y1,...,Y, degli spazi metrici, f: X — H1Y3 un’applica-
‘7:
zione e x € X.
Allora f ¢ continua in z se e solo se tutte le componenti f\9) sono continue in x.

In particolare, f ¢ continua se e solo se tutte le componenti f9) sono continue.

Dimostrazione. Si tratta di una conseguenza del teorema precedente. m

(4.22) Teorema Sia X wuno spazio metrico e sia Y un sottoinsieme di X. Allora
Uapplicazione di inclusione i : Y — X & un’isometria, quindi continua (si intende che Y

& munito della metrica subordinata).

Dimostrazione. La semplice verifica puo essere svolta per esercizio. m

(4.23) Definizione Siano X; e Xy due spazi metrici, E C X1 e f : E — Xo
un’applicazione. Sia R C E e sia € R.

Allora per denotare
lim f|r(€)
E—a
st usa spesso la scrittura

lim £(£).

E—a
EER
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Nel caso particolare R = E \ {z} si puo anche usare la notazione

lim £(¢).

E—x

te

Evidentemente il limite sulla restrizione R = E \ {x} ha senso quando x ¢é aderente ad

E\ {z}, ossia quando x é di accumulazione per E.

(4.24) Teorema Siano X; e Xo due spazi metrici, R C E C X3, f: E — Xo

un’applicazione, x € R e £ € Xy. Supponiamo che

lim f(¢) =¢.
E—a

Allora si ha
lim f(§) =¢.
E—a
EER

Dimostrazione. Per ogni intorno V di ¢ in X9 esiste un intorno U di x in X tale che

f{UNE)CV. A maggior ragione si ha f(UNR) CV, da cui la tesi. m

(4.25) Corollario Siano Xy e Xo due spazi metrici, f : X1 — Xo un’applicazione,
Y C Xy ex €Y. Supponiamo che f sia continua in x.
Allora f|y €& continua in x (si intende che Y ¢ munito della metrica subordinata).

In particolare, se f e continua, anche fy e continua.

Dimostrazione. Si tratta di una conseguenza del teorema precedente. m

(4.26) Teorema Siano X1 e Xo due spazi metrici, E C X1, f : E — X5 un’applica-

zione, v € E e L € Xy. Sia {R;: 1< j <n} una famiglia finita di sottoinsiemi di E
n

tale che E = |J R;j e tale che

j=1
lim (&) = ¢
E—x
feRj
ogniqualvolta x & aderente a R;.
Allora si ha
lim f(&) =¢.
E—x

Dimostrazione. Sia V un intorno di /. Se x ¢ aderente a R, esiste un intorno U; di x

tale che f(U; N Rj) € V. Se invece = non & aderente a R;, esiste un intorno U; di x
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n
tale che U; N R; = (), quindi a maggior ragione f(U; N R;) C V. Allora U = () U; € un
j=1
intorno di x e si ha

fUNE) = UmUR :Of(UmR Ln) (U;NRj) CV,
j=1 j=1

da cui la tesi. m

(4.27) Corollario Siano X, e Xy due spazi metrici e f : X1 — Xo un’applicazione.
n

Sia {Cj : 1 < j < n} una famiglia finita di chiusi in X tale che X1 = |J Cj e tale che
i=1
f|C]~ sta continua per ogni j = 1,...,n.

Allora f é continua.

Dimostrazione. Sia x € Xi. Se x € C}, risulta che  non ¢ aderente a C;. Se invece
x € Cj}, si ha per ipotesi

lim f(§) = f(x).

E—a
£eC;

La tesi discende allora dal teorema precedente. m

(4.28) Teorema Sia X uno spazio metrico. Allora la metrica
d: X xX—-R

e lipschitziana, quindi continua.

Dimostrazione. Se (M), 2®), (y() y?)) e X x X si ha

d (xu)’wm)) <d (xu)’ y<1)> +d <y<1)’y(2)) +d <y(2>, $(2>> _
d (xa), yu)) d (y<1>7y<2)> d (x(z‘), y(2>) ,

d (xu)’xm)) _d (yu)’y(z)) <d (xu)’ yu)) 1+ d (x@)’y(z)) '

Poiché si pud scambiare (Y con y™) e 22 con y@, si ha

‘d ( (2)) —d <y(1),y(z>)‘ <d (xu)’ yu)) 1d (x@),y@)) <
<3 <d (xu),y(l))z Yd (x<2>,y(2>>2>é

Ne segue
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Quindi d ¢ lipschitziana con ¢ = v/2. m

(4.29) Definizione Sia X uno spazio metrico e sia E un sottoinsieme non vuoto di

X. Per ogni x in X poniamo
d(z,E) :=inf{d(z,y) : y€ E} .
Il numero reale d(x, E) si chiama distanza di z da E.

(4.30) Teorema Sia X uno spazio metrico e sia E un sottoinsieme non vuoto di X.

Allora la funzione
X —R

x—d(z, E)

e lipschitziana, quindi continua.

Dimostrazione. Dati x,y € X, si ha

Vze E: d(x,E) <d(z,z) <d(z,y) +d(y, z),

quindi

Vze E: d(z,E)—d(z,y) <d(y,z).
Ne segue
ossia

Potendo scambiare x con y, si deduce che

da cui la lipschitzianitd con c=1. m

(4.31) Teorema Sia X uno spazio metrico e sia E un sottoinsieme non vuoto di X.
Allora si ha
E={reX:d(z,E)=0}.

Dimostrazione. Essendo la funzione {z — d(z, F)} continua, 'insieme

{x€X:dz E)=0}
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¢ un chiuso contenente E. Pertanto
EC{reX:d(z,E)=0}.

D’altra parte, se x ¢ E, esiste r > 0 tale che B (z,7) C X \ E. Allorad(z,E) >7 > 0. =

(4.32) Teorema Siano (X1,| [[1) e (X2,] ||2) due spazi normati su K e L : X1 — Xo
un’applicazione R—lineare.

Allora sono fatti equivalenti:
(a) L é lipschitziana;
(b) L é continua;
(¢) L é continua in 0;
(d) esiste c € [0,400][ tale che
Ve € Xy : ||Lx|2 < ||z
Dimostrazione. Evidentemente (a) = (b) = (c).
(¢) = (d) Sia § > 0 tale che
Vee Xy ||z <0 = || Lz|2 < 1
esiac=2/0. Se xz € X; \ {0}, si ha

<35,
1

E?
— T
2[|zlx

quindi

<1,
2

J 0
oy 121 2l

2
1L2]l2 < 5 [zl = ellzls -

da cui si deduce
Poiché tale disuguaglianza ¢ palesemente vera anche per x = 0, la (d) ¢ dimostrata.
(d) = (a) Se z,y € X1, si ha

[ Lz — Lyl = | L(z — y)ll2 < cllz = yll1,

per cui L e lipschitziana. m
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(4.33) Teorema Siano (X1,| |[1), (X2, ll2) € (X3, || |[3) tre spazi normati suK e sia
B X1 x Xo — X3 un’applicazione R—bilineare.

Allora sono fatti equivalenti:
(a) B é continua;
(b) B ¢ continua in (0,0);
(c) esiste c € (0,400 tale che
veh) € X1, v € Xy ¢ B, 2®)|5 < ¢zl P2
Dimostrazione. Evidentemente (a) implica (b).
(b) = (c¢) Sia § > 0 tale che
vl e Xy, va® € Xy ¢ [l2W]F + 2P < 6 = ||B(aM,2®)||s < 1.

Posto ¢ = 4/(6?), si ha per ogni z() € X1\ {0} e 2 € X5\ {0}

5 ol 5 ol
_9 <82,
H2||:v<”lh o H 2@,
quindi
) o) 1) )
Bz 2. — || B (1) @\ <1
e, 2z, P )l Mo e )|, <t

da cui si deduce
4
1Bz, 2®)||5 < 52 =1 f]z@ )2 = efla® 1l .

Poiché tale disuguaglianza & ovviamente vera se () = 0 0 z(2) =0, la (¢) & dimostrata.

() = (a) Sia (zM,2?) € X; x Xy esia e > 0. Se (€M), £?)) € X x Xo, si ha
1BV, 6®) = B, a®)|ls = |BED,6® —2@) + BEW -2, 2@)| <

< |BEW, @ —z®)|5 + | B(EW — M 2@)||; <
< )|V 1)1€® — 2P|y + )™ — 2Dy ]] 2@,

Poniamo

0 = min c c
B 2c||z@||s + & 2¢||zD||y +2c+ef
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Se |€M — zMW )12 4+ )1€@) — 2|12 < 62, si ha anzitutto
el < Yz + 1€ = 2y < Yl + 1.

Ne segue

1B(W,6®) = B, 2?)||; <
< €D [lIE® — 2Pz + efle™ =21 [l2®)2 <

(1) ) ELE_
<c(|ya: |]1+1)6+65Hx lo<s+5=¢.

Pertanto B & continua in (z(M),2(?). m

(4.34) Corollario Sia X uno spazio normato su K. Allora le applicazioni somma

XxX —X

)

(z,y) »z+y
prodotto per scalare
KxX —X
(A, x) — Az

e norma
X —R

z = ||zl
sono continue.

Piu precisamente, la somma e la norma sono lipschitziane.

Dimostrazione. L’applicazione somma ¢ evidentemente K—lineare, quindi R—lineare.

Inoltre

1
e +yll < llall + gl < V2 (l2l® + llyl1%) -

La lipschitzianita della somma segue allora dal Teorema (4.32).
L’applicazione prodotto per scalare ¢ evidentemente K—bilineare, quindi R—bili-
neare. Inoltre

[ A [ = [A[f]]]

La continuita del prodotto per scalare discende allora dal Teorema (4.33).

Per il Teorema (2.13) I'applicazione norma & lipschitziana con ¢ = 1. m



54 CAPITOLO 1. SPAZI UNITARI, SPAZI NORMATI E SPAZI METRICI

(4.35) Corollario Le applicazioni somma

RxR—R CxC—C
(z,y) > z+y (x,y) —z+y
e prodotto
RxR—R CxC—C
(@,y) oy (z,y) — xy

sono continue.

Dimostrazione. Si tratta di un caso particolare del corollario precedente. m

(4.36) Corollario Sia X uno spazio unitario su K. Allora Uapplicazione prodotto

scalare
X xX —K

(z,y) — (zly)

e continua.

Dimostrazione. L’applicazione prodotto scalare ¢ R—bilineare (e solo R—bilineare, anche

quando K = C). Inoltre per la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz si ha

|(ly)| < [l

La continuita del prodotto scalare segue allora dal Teorema (4.33). m

(4.37) Corollario Siano X uno spazio metrico, Y uno spazio normato su K, E C X,
f,g: E =Y e): E — K delle applicazioni e x € E. Supponiamo che f, g e A
ammettano limite in x.

Allora le applicazioni f + g, Af e || f]| ammettono limite in x e si ha

lim (/(€) + 9(€)) = (Egm f(f)) " an g<£>) ;

E—x

im (V@) £©) = (fim2©)) (tm 7€)

E—a E—a E—a

lim 179 =

i £(6)]

Inoltre, se' Y ¢é uno spazio unitario su K, (f|g) ammette limite in z e

lim (£(6)/g(€)) = (lim f(©)| i g(¢)

E—a
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Dimostrazione. L’applicazione f + g & il risultato della composizione dell’applicazione
EFE—YXY
£ (f(£),9(8))

con 'applicazione
YXY —Y

(u,0) > u4v

Per il Teorema (4.20) la prima applicazione ha limite

(tim 7(6). Jm o(9))

E—a E—a

in z. Per la continuita della somma, si deduce per composizione che

im (7(6) + 9(6)) = (Jim £©)) + (m9())

E—a
Analogamente 'applicazione Af e il risultato della composizione dell’applicazione
E—KxY
§ = (M), £(£))

con ’applicazione
KxY —Y

(ks u) = pu
L’applicazione || f|| si ottiene componendo I’applicazione f con I’applicazione norma.
Infine, 'applicazione (f|g) ¢ il risultato della composizione dell’applicazione
EFE—YXxY
&= (£(£),9(6))

con 'applicazione
YXxY —Y

(u, v) = (ulv)

Il ragionamento ¢ quindi analogo. m

(4.38) Teorema Le applicazioni massimo
RxR—R
(z,y) — max{z, y}

e minimo
RxR—R

(z,y) — min{z, y}
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sono lipschitziane, quindi continue.

Dimostrazione. Osserviamo anzitutto che

1
max{z,y} = 3 (x+y+lz—yl),

- 1
mm{x,y}=§ (x+y—lz—y]).

Se (M, 2™, (M), 42 € R x R, si ha

|max{$(1)’ x(Q)} _ max{y(l)’ y(2)}| <
2 — 0] 4 % 2@ — @] 4 % Mx(l) _ @y y<2>|‘ <
2 — 0] 4 % 2@ — @) 4 % 2D =y 4@ _ @) <

1
< |z® =y O] 4 12@ @] < 2 (\x(” W2 gz y<2>|2> 2

Quindi Papplicazione massimo ¢ lipschitziana con ¢ = v/2.

Similmente si prova che ’applicazione minimo ¢ lipschitziana con ¢ = v/2. m

(4.39) Definizione Siano X uno spazio metrico, EC X, f : E - R ez € E. Diciamo
che M € R ¢ un maggiorante definitivo per f in x, se esiste un intorno U di = tale che
M ¢é un maggiorante per f(UNE).

Diciamo che m € R ¢ un minorante definitivo per f in x, se esiste un intorno U di
x tale che m é un minorante per f(UNE).

Evidentemente +o0o € sempre un maggiorante definitivo e —oo € sempre un mino-

rante definitivo.

(4.40) Definizione Siano X wuno spazio metrico, E C X, f : E - R ex € E.
Poniamo

limsup f(£) := inf {M € R: M ¢ un maggiorante definitivo per f in :U} ,

E—x

1i2n inf f(£) :=sup {m € R: m ¢ un minorante definitivo per f in :1:} .
—T

La prima quantita si chiama massimo limite di f in x e si denota anche con i simboli

max lim f(6),  Tim f(€).

E—a E—a
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La seconda quantita si chiama minimo limite di f in x e si denota anche con i simboli

min lim f(£), lim f(¢).

ISuc E—x

(4.41) Teorema Siano X uno spazio metrico, EC X, f: E - R ex € E. Allora si
ha

liminf f(§) < limsup f(§).

§—w Eoa
Inoltre l'uguaglianza sussiste se e solo se f ammette limite in x, nel qual caso risulta
Jim (€)= lipin (€) = msup /(6).

Dimostrazione. Siano m un minorante definitivo e M un maggiorante definitivo per f
in z. Siano U’ e U” due intorni di z tali che m & un minorante per f(U' N E) e M
¢ un maggiorante per f(U” N E). Dal momento che U’ N U” & un intorno di z, esiste
e (U'NU"YNE. Ne segue m < f(£) < M, in particolare m < M.

Esiste quindi z € R tale che m < z < M per ogni minorante definitivo m e per ogni
maggiorante definitivo M. Ne segue

lignff(g) < z <limsup f(&).

E—x

Supponiamo ora che

lim f(§) =¢.

E—a

Dimostriamo anzitutto che

¢ > limsup f(§).

E—x
Se { = +o00, laffermazione & vera. Altrimenti sia M > ¢. Dal momento che [—oo, M| &
un intorno di ¢, esiste un intorno U di x tale che f(UNE) C [—oo, M|. Ne segue che M
¢ un maggiorante definitivo per f in z, per cui M > limsup,_,, f(§). Per I'arbitrarieta

di M si deduce che
¢ > limsup f(§).

E—x

In modo simile si prova che ¢ < liminfe_,, f(£). Ne segue

limnf /(€) < limsup (€) < lim () < lminf f(6).

{— Eoa {—a

il che e possibile solo se tutte le disuguaglianze sono uguaglianze.
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Viceversa supponiamo che

liminf f(§) = limsup f(§) .

- E—ox
Denotiamo con £ il comune valore di massimo e minimo limite. Consideriamo prima il
caso £ € R. Per ogni intorno V' di £ esiste £ > 0 tale che |¢ —2¢,(+2¢[C V. Dal momento
che £+ ¢ > limsupe_,, f(§), risulta che £ + ¢ ¢ un maggiorante definitivo per f in x. Sia

U’ un intorno di z tale che f(U' N E) C [0, £+ ¢]. In modo simile si trova un intorno

U"” di x tale che f(U"NE) C[¢ —e,+00]. Allora U =U'NU” & un intorno di = e
FUNE)C[l—cl+e|Cll—2e,0+2[C V.

Consideriamo ora il caso { = —oo. Per ogni intorno V di —oo esiste M € R tale che
[—00, M +1[C V. Poiché M > limsup,_,, f(§), si trova come prima un intorno U di x
tale che f(UNE) C [—oo, M]. In conclusione, si ha

FUNE)C[~00,M] C [~00,M +1[C V.

Il caso £ = 400 ¢ simile e puo essere trattato per esercizio. m

(4.42) Teorema Siano X uno spazio metrico, E C X, f,g : E - R ex € E.
Supponiamo che f(&) < g(&) per ogni & € E. Allora si ha

limsup f(§) < limsupg(§),

E—a E—x

li?l inf f(&) < lign inf g(¢).

Dimostrazione. Evidentemente ogni maggiorante definitivo per ¢ in z € anche un

maggiorante definitivo per f in x, ossia si ha
{M € R: M & un maggiorante definitivo per f in x} )

D {M € R: M ¢ un maggiorante definitivo per g in :U} .

Passando all’estremo inferiore membro a membro, si deduce la prima disuguaglianza.

La seconda disuguaglianza puo essere dimostrata per esercizio in maniera simile. m

(4.43) Corollario Siano X uno spazio metrico, E C X, f,g : E - Rex € E.
Supponiamo che f(§) < g(&) per ogni & € E e che f e g ammettano limite in x.
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Allora si ha

lim f(£) < lim g(¢).

E—x E—a

Dimostrazione. Si tratta di una conseguenza dei due teoremi precedenti. m

Esercizi

1. Sia E un sottoinsieme di uno spazio metrico X. Si dimostri che

diam (E) = diam (E) .

2. Siano X7 e X9 due spazi metrici, sia £ un punto di accumulazione di X7 e sia

f (X1 \ {z}) = Xy un’applicazione. Si supponga che esista £ € X5 tale che

lim f(¢) = ¢

E—a
e si definisca F': X7 — X5 ponendo
f(&) se&eXi\{z},
F(§) =
14 se{=ux.

Si dimostri che F' ¢ continua in z.

3. Siano X e X3 due spazi metrici, f,g: X7 — X due applicazioni continue ed F
un sottoinsieme denso in X;. Si supponga che f(z) = g(x) per ogni = in E. Si dimostri

che f(z) = g(x) per ogni z in Xj.

4. Siano Cy e Cy due chiusi non vuoti e disgiunti in uno spazio metrico X. Si
dimostri che esiste una funzione continua ¥ : X — [0, 1] tale che ¥(x) = 0 per ogni z in

Co e ¥(z) = 1 per ogni z in C}.

Suggerimento: si ponga ¥(x) =

d(l‘, C()) )
d(IE,Co) +d((13,01) )

5. Sia X uno spazio normato su K con X # {0} e siano z € X e r > 0. Si dimostri

che z & di accumulazione per B (x,r) e che valgono le seguenti relazioni:

diam (B (z,r)) = 2r,
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Bz,r)={{eX: |-z <r},
int ({§ € X2 [|§ =2l <r}) =B(z,r),

OB (z,r)=0{{e X: [§—all<r}={{eX:[{-z]=r}.

6. Siano X1, X9 e X3 tre spazi metrici e f1 : X1 — Xs e fo : Xo — X3 due

applicazioni lipschitziane. Si dimostri che fs o f; : X7 — X3 e lipschitziana.

7. Siano X, Y7,...,Y, degli spazi metrici e sia
n

f:x=1lv
j=1

un’applicazione. Si dimostri che f ¢ lipschitziana se e solo se tutte le componenti f)

sono lipschitziane.

8. Siano X uno spazio metrico e f,g : X — R due applicazioni lipschitziane e

limitate. Si dimostri che il prodotto fg: X — R & lipschitziano.

9. Siano X uno spazio metrico, F un sottoinsieme non vuoto di X e f : £ — R
un’applicazione lipschitziana di costante c.

Si dimostri che esiste un’applicazione F' : X — R lipschitziana della stessa costante
c tale che Fip = f.
(Suggerimento: si ponga F(x) = inf{f(y) + cd(x,y) : y € E}).

10. Siano X uno spazio metrico, E un sottoinsieme non vuoto di X e f: E — R"

un’applicazione lipschitziana. Si dimostri che:
(a) esiste un’applicazione F' : X — R" lipschitziana tale che Fig = f;

(b) esiste una ed una sola applicazione f : E — R” lipschitziana tale che ﬁ g=1f.

11. Si denoti con C([0,1];R) I'insieme delle funzioni continue da [0,1] a valori in
R, munito della naturale struttura di spazio vettoriale su R. Per ogni f, ¢ in C([0,1];R)

si ponga 1
(o) = [ sty ar

Si dimostri che ( | ) & un prodotto scalare su C([0, 1];R).



5. SUCCESSIONI 61

Si definisca inoltre una forma lineare
¢:C([0,1;R) = R

ponendo (f) = f(1). Si calcoli || f|| e ©(f) nel caso f(t) = t" e se ne deduca che ¢ non

¢ continua.

12. Siano X7, X9 e X3 tre spazi normati su K e sia B : X; x X9 — X3 un’applica-

zione R—bilineare e lipschitziana. Si dimostri che B € identicamente nulla.

13. Si dimostri che la somma
{(z,y) ERxR: z+y & definita} - R
(z,y) — 2z +y

ed il prodotto o B
{(z,y) €e Rx R: zy & definito} — R

(z,y) — zy

sono applicazioni continue.

5 Successioni

(5.1) Definizione Sia X un insieme. Si chiama successione in X ogni applicazione
r:N—=X.
Si usa denotare con xp, il valore x(h) e si usa denotare col simbolo (xp,) o col simbolo

{zn} la successione x.

(5.2) Definizione Sia (xp) una successione in uno spazio metrico X e sia { € X.

Poiché 400 ¢ aderente a N in R, é chiaro il significato della scrittura

lim xp =4¢.
h——00

Poiché per le successioni é interessante solo il limite a +o0o (si veda l'esercizio 1), si usa
anche la notazione abbreviata

li =/.
1}rlnxh

Le successioni che ammettono limite in X si dicono convergenti in X .

2Purtroppo questa nomenclatura non & consistente con quella usuale nel caso X = R. Ricordiamo
infatti che le successioni in R che tendono a —oo 0 400 si dicono rispettivamente negativamente divergents
e positivamente divergenti. Occorre quindi prestare attenzione al senso in cui il termine convergente &
usato.
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(5.3) Proposizione Sia (xp) una successione in uno spazio metrico X e sia £ € X.

Allora sono fatti equivalenti:
(a) imxp = ¢;
h
(b) per ogni intorno V di £ in X esiste h in N tale che

VheN: h>h=z,€V;

(¢) per ogni e > 0 esiste h in N tale che

VheN: h>h= d(zp,{) <c;
(d) li}rln d(xp,l) = 0.

Dimostrazione. Tenendo conto della (¢) del Teorema (3.23), la verifica puo essere svolta

per esercizio. m

Molte nozioni che abbiamo introdotto negli spazi metrici possono essere caratteriz-

zate per mezzo delle successioni, come ora vedremo.

(5.4) Teorema Siano X uno spazio metrico, E C X e x € X. Allora sono fatti

equivalenti:
(a) x é aderente ad E;
(b) esiste una successione (&) a valori in E tale che
limé&, =x.
mp
Dimostrazione.

(a) = (b) Per ogni h € Nsia &, € B(x,1/(h+ 1)) N E. Poiché d(&,,z) < 1/(h + 1),

per la proposizione precedente si ha
limé&, =x.
h h

(b) = (a) Per ogni intorno U di x, esiste h € N tale che &, € U per ogni h > h. Per
tali h risulta quindi &, e UNE, per cui UNE # (). m

(5.5) Corollario Siano X uno spazio metrico ed E C X. Allora sono fatti equivalenti:
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(a) E é chiuso in X;

(b) per ogni successione (&) a valori in E convergente a x in X, si ha v € E.

Dimostrazione.
(a) = (b) Per il teorema precedente z ¢ aderente ad E. Ne segue x € E.
(b)) = (a) Per ogni x € E esiste una successione (£3) a valori in E convergente a .

Poiché vale la (b), ne segue x € E. Si ha quindi £ = E, ossia E & chiuso in X.m

(5.6) Teorema Siano X; e Xy due spazi metrici, E C Xy, f : E — Xy un’applicazione,

x€FE el e Xy. Allora sono fatti equivalenti:

(a) lim f(&) = ¢

E—a

(b) per ogni successione (&) a valori in E convergente a x, si ha

lim f (&) = ¢

Dimostrazione.

(a) = (b) Si tratta di una conseguenza del teorema di composizione.

(b) = (a) Supponiamo per assurdo che la (a) sia falsa. Sia V' un intorno di ¢ tale che
non si abbia f(U N E) C V per nessun intorno U di x. Questo significa che non si ha
UNE C f~1(V), ossia che risulta UN(E\ f~1(V)) # 0 per ogni intorno U di x. Pertanto
x & aderente ad E\ f~1(V). Sia (£,) una successione in E \ f~(V) convergente a .

Poiché f(&,) € V, non si puo avere
lim f(&) = ¢

e questo ¢ in contraddizione con la (b). m

(5.7) Corollario Siano X1 e Xy due spazi metrici, f : X1 — Xo un’applicazione e

x € Xq. Allora sono fatti equivalenti:
(a) f é continua in x;

(b) per ogni successione (&) in X1 convergente a x, si ha

lim f (&) = f(2).



64 CAPITOLO 1. SPAZI UNITARI, SPAZI NORMATI E SPAZI METRICI

Dimostrazione. Si tratta di un’evidente conseguenza del teorema precedente. m

(5.8) Definizione Una successione (xp) in uno spazio metrico X si dice di Cauchy,

se per ogni € > 0 esiste h € N tale che

Vh,k € N: h,k>h = d(zp,z1) < €.

(5.9) Proposizione Sia (z5,) una successione convergente in uno spazio metrico X.

Allora (xp) € una successione di Cauchy.

Dimostrazione. Sia ¢ il limite della successione (zj,). Per ogni ¢ > 0 esiste h € N tale

che d(xp,?) < /2 per ogni h > h. Allora per ogni h, k > h risulta
d(zn, o) < d(zp, £) + d(l, zy) = d(wp, £) + d(z,£) < €,

per cui (zp,) € di Cauchy. m

(5.10) Proposizione Sia () una successione di Cauchy in uno spazio metrico X.

Allora (xp) é limitata.

Dimostrazione. Sia h € N tale che
Vh,k€N: hk>h = d(zp,zx) < 1.
Poiché, per ogni h, k € N,
d(xp, rr) < d(xp, 27) + d(zg, 277) < 25up {d(xj,:cg) D J € N} ,

risulta

diam ({z}, : h € N}) < max {2d(zo, z3), ..., 2d(z0, z5_,),2} ,

per cui la successione () ¢ limitata. m

(5.11) Definizione Siano (zp) e (yn) due successioni in un insieme X. Diciamo
che (yp) € una sottosuccessione di (xy), se esiste una funzione strettamente crescente

v:N = N tale che yn, = x, ) per ogni h in N.
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(5.12) Proposizione Sia (z5,) una successione in uno spazio metrico X, sia £ € X e

sia (yn) una sottosuccessione di (xp,). Supponiamo che
limz, =7¢.
3 h

Allora

li =/.
l}rlnyh

Dimostrazione. Sia v : N — N una funzione strettamente crescente tale che yp, = z, ).

Si verifica facilmente per induzione su h che v(h) > h, per cui
li;bn v(h) = 4o00.

La tesi discende allora dal teorema di composizione. m

(5.13) Teorema Sia (xp) una successione di Cauchy in uno spazio metrico X, sia (yp)
una sottosuccessione di (xp) e sia £ € X. Supponiamo che
limy, =¢.
. Yn
Allora

hi{nxh =/.

Dimostrazione. Per ogni e > 0 esiste h € N tale che d(zy, 1) < £/2 per ogni h,k > h.
Sia v : N — N una funzione strettamente crescente tale che y, = z,(,) e sia k € N tale
che v(k) > h e d(z,),£) < /2. Allora per ogni h > h si ha

d(wn, 0) < d(@n, 7o) + A1), ) < g + g —c.

Pertanto (z,) ¢ convergente a /. m

Esercizi
1. Sia (x) una successione in uno spazio metrico X. Si dimostri che applicazione
z: N — X e continua.

2. Sia (x) una successione in uno spazio metrico X e sia £ € X. Si dimostri che i

fatti seguenti sono equivalenti:
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(a) li}rbn xp =0

(b) ogni sottosuccessione (z,) di (zp) ammette una ulteriore sottosuccessione (achkj)

convergente a £.

3. Siano X uno spazio metrico, EC X, f: E - R,z € E e { € R. Si supponga che

si abbia lién inf f(£) = ¢ oppure limsup f(§) = ¢. Si dimostri che esiste una successione
- E—w

(&) in E tale che li}rbn Sh=xe li}En f(&n) =2
4. Siano X uno spazio metrico, E C X, f: E —R ez € E. Si dimostri che

liminf f(£) = inf {limhinff(fh) 2 (&) € S} ,

E—a

limsup £(€) = sup {hmhsupf@h)  (6) € s} ,

E—a

dove S & I'insieme delle successioni in F tendenti a x.

6 Spazi metrici completi

(6.1) Definizione Uno spazio metrico X si dice completo, se ogni successione di

Cauchy in X & convergente in X.

Come ¢ noto, R munito della sua metrica canonica ¢ uno spazio completo per il

criterio di convergenza di Cauchy.

(6.2) Proposizione Siano X e Xy due spazi metrici isometrici. Allora X1 é completo

se e solo se Xo & completo.

Dimostrazione. La semplice verifica puo essere svolta per esercizio. m

(6.3) Definizione Sia X uno spazio normato su K. Diciamo che X é uno spazio di

Banach su K, se X ¢é completo rispetto alla metrica indotta.
(6.4) Definizione Sia X uno spazio unitario su K. Diciamo che X ¢é uno spazio di
Hilbert su K, se X é completo rispetto alla metrica indotta.

Evidentemente ogni spazio di Hilbert su K ha una naturale struttura di spazio di

Banach su K.
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(6.5) Teorema Siano Xi,...,X, degli spazi metrici completi. Allora il prodotto

cartesiano

munito della metrica canonica € completo.

Dimostrazione. Se (z,) € una successione di Cauchy in X, si ha

4; (@), (@)9) < dlan, i)

per cui la successione ((avh)(j)) e di Cauchy in X; per ogni j =1,...,n. Sia 00 ¢ X; il
limite di ((xh)(j)) esia ¢ = (¢M, ... ¢(). Dal Teorema (4.20) si deduce che / & il limite
di (.’L'h) n

(6.6) Corollario Per ognin > 1, K" ¢ uno spazio di Hilbert su K.

Dimostrazione. Essendo R completo, R™ ¢ completo per il teorema precedente. Essendo

isometrico a R?", anche C" ¢ completo. m

(6.7) Teorema Sia X uno spazio metrico e sia Y un sottoinsieme di X. Valgono

allora i sequenti fatti:

(a) seY é completo, allora Y ¢é chiuso in X;

(b) se X & completo e Y é chiuso in X, allora’Y é completo.
(St intende che Y é munito della metrica subordinata).

Dimostrazione.
(a) Sia (z5,) una successione a valori in Y convergente a ¢ in X. Per la Proposizione (5.9)
(z) € una successione di Cauchy in X, quindi anche in Y. Sia ¢/ € Y il limite di (z3,)
in Y. Allora si ha anche

1i}rln xp =1
in X e quindi # = ¢ per I'unicitd del limite. Pertanto ¢ € Y e la tesi segue dal
Corollario (5.5).
(b) Sia (z,) una successione di Cauchy in Y. Evidentemente (z,) & di Cauchy anche in
X ed ammette quindi limite ¢ in X. Poiché Y & chiuso in X, per il Corollario (5.5) si
ha £ €Y. Ne segue

li =/
1}rln Th
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anchein Y. m

(6.8) Teorema (delle contrazioni) Sia X uno spazio metrico completo con X # () e
sia f: X — X un’applicazione lipschitziana di costante c € [0, 1].

Allora esiste uno ed un solo & in X tale che f(§) = €.
Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione. m

Oltre agli spazi K", esistono altri esempi notevoli di spazi metrici completi, come

ora vedremo.

(6.9) Teorema Sia X un insieme non vuoto e sia (Y,d) uno spazio metrico. Deno-

tiamo con B(X;Y') linsieme delle applicazioni limitate da X a valori in'Y .

Allora
doo(f,9) == sup{d(f(x),g(x)) : v € X}

¢ una metrica su B(X;Y). Inoltre, se (Y,d) é completo, risulta che anche (B(X;Y), dw)

e completo.

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione. m

(6.10) Teorema Sia X un insieme non vuoto e sia (Y,|| ||) uno spazio normato su K.

Allora B(X;Y) ¢ un sottospazio vettoriale di Y e

[flloo = sup{[[f(2)]| - = € X}

é una norma su B(X;Y) che induce la metrica do. Se poi (Y,| ||) é uno spazio di

Banach su K, allora anche (B(X;Y),| ||s) € uno spazio di Banach su K.

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione. m

(6.11) Teorema Siano X un insieme non vuoto e Y uno spazio metrico. Allora per

ogni x in X Dapplicazione
B(X;Y)—=Y

fr—f(z)

e lipschitziana.

Dimostrazione. Per ogni z € X si ha

d(f(z),9(x)) < doo(f,9) ,
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da cui la lipschitzianita con c = 1. m

(6.12) Definizione Siano X un insieme non vuoto, Y uno spazio metrico, (fn) una
successione in YX e f € YX. Diciamo che (f;) converge a f puntualmente, se per ogni
x € X siha
lim fi(x) = /()
inY.
Se poi fr, € B(X;Y), feB(X;Y) e

li =
im fp = f
in (B(X;Y),ds), diciamo che la successione (fp,) converge a f uniformemente.

Per il teorema precedente, la convergenza uniforme implica la convergenza puntuale.

(6.13) Teorema Siano X eY due spazi metrici con X # (). Denotiamo con Cp(X;Y)
linsieme delle applicazioni continue e limitate da X a valori in'Y .

Valgono allora i sequenti fatti:
(a) Cp(X;Y) & chiuso in B(X;Y);
(b) seY é completo, anche (Cy(X;Y),dx) € completo;

(c) se Y ¢é uno spazio normato su K, Cp(X;Y) € un sottospazio vettoriale chiuso di

B(X;Y);

(d) seY é uno spazio di Banach su K, anche (Cy(X;Y),|| |lc) € uno spazio di Banach
su K.

Dimostrazione.
(a) Sia (fp) una successione in Cy(X;Y') convergente a f in B(X;Y). Sex € X ede > 0,
esiste h € N tale che

dOO(ffn f) <

Wl ™

per ogni h > h. Sia § > 0 tale che
€
d (f5(8), fr(x)) < 3

per ogni { € X con d(&,z) < 4.
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Allora per ogni £ € X tale che d(§,x) < 0 si ha

d(f(€), f(2)) < d(f(€), (&) +d (fr(&), fr(2)) +d (fr(x), f(z)) <e.

Pertanto f & continua e Cy(X;Y) & chiuso in B(X;Y') per il Corollario (5.5).

(b) Se Y & completo, allora Cp(X;Y) & completo, in quanto chiuso nello spazio completo
B(X;Y).

(¢) Se f,g € Cp(X;Y) e A € K, le applicazioni f + g e A\f sono continue per il
Corollario (4.37). Pertanto C,(X;Y') & un sottospazio vettoriale chiuso di B(X;Y).

(d) Si tratta di una conseguenza della (b) e della (¢). m

(6.14) Osservazione Se X e Y sono due spazi metrici con X # (), denotiamo con
C(X;Y) lUinsieme delle applicazioni continue da X a valori in Y. Nel caso Y =R si
usa scrivere semplicemente C'(X).

Evidentemente si ha Cy(X;Y) C C(X;Y). Esistono tuttavia dei casi notevoli in cui
Cyo(X;Y) = C(X3Y), per cui lo spazio C(X;Y) puo essere munito della metrica doo:
un esempio si ha quando X = [a,b] (a,b € R) e Y = R. Situazioni pit generali saranno

considerate nel Corollario (8.12) .

(6.15) Teorema Siano (X1,|| |1) e (Xa, | [|2) due spazi normati su K. Denotiamo
con L(X1; X2) Uinsieme delle applicazioni lineari e continue da X1 a valori in Xa. Per

ogni L in L(X7; X2) poniamo
IL]| := sup {[|Lafl2 - = € Xy, [lefy < 1} .
Valgono allora i sequenti fatti:
(a) || || € una norma su L(X1; X2);
(b) per ogni L in L(X1;X2) e per ogni x in X1 si ha

[Lllo < L[ ;

(c) se (Xa,|| ||2) € uno spazio di Banach su K, anche (L(X1;X2),|| ||) € uno spazio di
Banach su K.

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione. m
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(6.16) Definizione Sia X uno spazio normato su K. Si chiama duale topologico di X
Uinsieme X' := L(X;K), che ha una naturale struttura di spazio di Banach su K. Per

ogni p € X' e per ogni x € X si pone

(p,2) = p(z).

(6.17) Teorema Siano X1 e X9 due spazi normati su K. Allora lapplicazione

L(X]_;XQ) X Xl — XQ

(L,x) — Lx
e bilineare e continua.

Dimostrazione. L’applicazione in questione & evidentemente K—bilineare, quindi R—bi-
lineare. Inoltre si ha

[Lll2 < [l -

La continuita discende allora dal Teorema (4.33). m

(6.18) Teorema Siano X1, Xo e X3 tre spazi normati su K. Allora per ogni Ly in

L(X1;X2) e per ogni Lo in L(X2; X3) si ha
[ L2 o Ly|| < [|La||[| L1 |l

e lapplicazione
E(Xl;XQ) X ,C(XQ;Xg) — [,(Xl; Xg)

(Ll, LQ) — L2 o L1

e bilineare e continua.

Dimostrazione. Per ogni x € X; con ||z|; <1 si ha
(L2 o L)zl = [[La(L1z)|ls < [[Lol[|| Lrz(l2 <

< I LallllLaflllzlle < L2l Lall

da cui segue

[L2 0 Ll < [[Lal[[[ L] -

L’applicazione
,C(Xl;Xg) X ,C(XQ; Xg) — [,(Xl; Xg)

(Ll,LQ) — L2 o L1
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¢ evidentemente K—bilineare, quindi R—bilineare. Poiché
[L2 0 La|| < [[Lall[[Lall,

la continuita discende dal Teorema (4.33). m

(6.19) Definizione Siano X eY due spazi normati su K. Per ogniy € Y e per ogni
v € X' definiamo y® ¢ € L(X;Y) ponendo

Ve e X : (y®p)(z) = (p,2)y.

Nel caso particolare Y = K, si verifica facilmente che y ® ¢ = yp.

(6.20) Teorema Siano X e Y due spazi normati su K. Allora per ogni y € Y e per
ogni v € X' si ha
ly @ el = llylliel

e lapplicazione
Y x X' — L(X;Y)

(Y, 0) — y®¢

e bilineare e continua.

Dimostrazione. La bilinearita ¢ evidente. Risulta

ly @ @l = sup{[{p, 2)llyll : = € X, [l <1} =

= llyllsup{[(p, )| - z € X, [l=]| < 1} = |lylllleell,

da cui segue anche la continuita. m

Esercizi

1. In C(]0, 1]; R) si considerino la successione di funzioni (f3) e la funzione f definite

da
fn(t) = htexp(—ht),

f(t)=0.
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Si dimostri che (f;) converge a f puntualmente ma non uniformemente.

2. Siano a,b € R (a < b). Si dimostri che l’applicazione
C([a,b;R) — R
U — f;u(t) dt

¢ lineare e continua (si intende che C([a,b]; R) € munito della norma || ||co)-

3. Sia X uno spazio metrico completo con X # ) e sia f : X — X un’applicazione.
Si supponga che esista un intero m > 1 tale che f™ sia lipschitziana di costante ¢ € [0, 1],

dove f = fo---o f m—volte. Si dimostri che esiste uno ed un solo £ in X tale che

f&) =¢

4. Siano X un insieme non vuoto, Y uno spazio metrico, (f) una successione in
B(X:;Y)e feB(X;Y).
Si dimostri che (fz) converge a f uniformemente se e solo se per ogni successione
(zp) in X si ha
limd (fu(zn), f(zn)) = 0.

5. Sia X uno spazio metrico e sia g € X. Per ogni z in X sia ®(z) € Cp(X;R)
definito da

Vy € X (®(2))(y) = d(x,y) — d(zo,y)-

Si dimostri che 'applicazione

O X - Cp(X;R)

& un’isometria. Se ne deduca che ogni spazio metrico € isometrico ad un sottoinsieme di

uno spazio di Banach.

7 Serie negli spazi normati

(7.1) Definizione Sia (x},) una successione in uno spazio normato X e sia

k
5= .
h=0



74 CAPITOLO 1. SPAZI UNITARI, SPAZI NORMATI E SPAZI METRICI

Diciamo che la serie
o0
D>
h=0
¢ convergente, se la successione delle somme parziali (s;) € convergente in X. In tal

caso poniamo

00 k
th := lim (Z xh> .
h=0 F h=0

(7.2) Teorema Sia
o0
D> an
h=0
una serie convergente in uno spazio normato X.

Allora si ha

li =0.
%nxh

Dimostrazione. Basta passare al limite per h — +oo nella relazione

h h—1
EDIEEDIES
Jj=0 Jj=0

tenendo conto del Corollario (4.37). m

(7.3) Definizione Sia (x3) una successione in uno spazio normato X. Diciamo che

la serie
o0
>
h=0

¢ normalmente convergente, se la serie

oo
> llzall
h=0

e convergente in R.
(7.4) Teorema In uno spazio di Banach, ogni serie normalmente convergente é con-
vergente.

Dimostrazione. Sia

0
D> an
h=0
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una serie normalmente convergente in uno spazio di Banach X. Dato e > 0, sia h € N

tale che

oo
D llanll <e.
h=h

Se h,k > h e, per esempio, k > h,sihak=h+je

h+j h+j 0o
st = sll = llsns = sull = | D2 wm|| < Y aml < D7 llaml <e.
m=h+1 m=h+1 m=h

Ne segue che la successione delle somme parziali (si) € di Cauchy, quindi convergente in

X. m

(7.5) Osservazione Nei casi particolari degli spazi R e C si usa parlare di convergenza
assoluta, anziché di convergenza normale.
Nel caso particolare dello spazio (B(X;K),|| |lec) st usa parlare di convergenza

totale, anziché di convergenza normale.
(7.6) Corollario Sia X uno spazio metrico e sia
(0.9}
> I
h=0
una serie totalmente convergente in Cy(X;K). Allora la successione delle somme parziali
k
> I
h=0
converge uniformemente ad una funzione f € Cy(X;K).

Dimostrazione. E sufficiente combinare il Teorema (7.4) col Teorema (6.13). m

(7.7) Osservazione Se X é un insieme e (fr,) é una successione in B(X;K), é possibile

considerare per la serie
o0
> fn
h=0
almeno quattro tipi di convergenza:

(a) la convergenza totale (cioé la convergenza normale in (B(X;K),| |leo));

(b) la convergenza uniforme (cioé la convergenza in (B(X;K), | |le));
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(c) la convergenza puntuale assoluta (cioé per ogni x in X la convergenza assoluta della

serie
o0
> ful2)
h=0

in K);

(d) la convergenza puntuale (cioé per ogni x in X la convergenza della serie

o
> fal@)
h=0

in K).

Si verifica facilmente che sussistono le implicaziont

Esercizi

1. In C([0,1];R) si consideri la successione (f3) di funzioni costanti definita da

Si dimostri che la serie -
> Jn
h=0
converge uniformemente, ma non puntualmente assolutamente.
2. In C([0,1];R) si consideri la successione (f;) definita da
fn(t) = (h+ 1)texp(—(h + 1)t) — ht exp(—ht) .
Si dimostri che la serie -
> fn
h=0
converge puntualmente assolutamente, ma non uniformemente.

&S
3. Sia ) zj, una serie in uno spazio di Banach X.
h=0
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Si dimostri che la serie & convergente se e solo se, per ogni € > 0, esiste k € N tale

che

k+j
>
h=k

Vk >k, VjeN: <e.

4. Sia X uno spazio normato. Si supponga che ogni serie normalmente convergente
in X sia convergente.

Si dimostri che X ¢ di Banach.

8 Spazi metrici compatti

(8.1) Definizione Uno spazio metrico X si dice (sequenzialmente) compatto, se ogni

successione in X ammette una sottosuccessione convergente in X.

Come € noto, un esempio notevole di spazio metrico compatto e costituito dallo

spazio R.

(8.2) Proposizione Siano Xy e Xo due spazi metrici omeomorfi. Allora X1 € compatto

se e solo se X9 € compatto.

Dimostrazione. La semplice verifica puo essere svolta per esercizio. m

(8.3) Teorema Siano Xi,...,X, degli spazi metrici compatti. Allora il prodotto
cartesiano
n
x=][x,
j=1

munito della metrica canonica € compatto.

Dimostrazione. Ragioniamo per induzione su n. Siano X; e X due spazi metrici com-
patti e sia (zp) una successione in X = X x X5. Essendo X sequenzialmente compatto,
la successione ((xh)(l)) ammette una sottosuccessione ((x)\(h))(l)) convergente in Xj.
Poiché anche X5 € sequenzialmente compatto, la successione ((:c,\(h))@)) ammette una
sottosuccessione ((m /\oy(h))(z)) convergente in Xs. Allora (ac Aoy(h)) € una sottosuccessione

di (x) con entrambe le componenti convergenti, quindi convergente in X.
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Supponiamo ora che la tesi sia vera per un certo n > 2 e trattiamo il caso din + 1
n n+1

spazi. Poiché [[ X; & compatto, anche [][ X; & compatto, in quanto isometrico a

Jj=1 Jj=1

n
H Xj | X Xny1,
i=1

che & compatto per il passo precedente. m

(8.4) Teorema Sia X uno spazio metrico compatto. Allora X é completo e limitato.

Dimostrazione. Sia (zp) una successione di Cauchy in X e sia (z,,)) una sottosucces-

sione convergente. Per il Teorema (5.13) (xp) € convergente, per cui X € completo.
Supponiamo per assurdo che X non sia limitato. Anzitutto risulta X # (), per cui

possiamo scegliere xg € X. Inoltre per ogni h > 1 esiste x5, € X \ B (9, h). Sia (z,))

una sottosuccessione convergente a £ € X. Allora risulta
d(l,xy) = liind (x,,(h), :co) > h}Izn v(h) = +o0,

il che & assurdo. m

(8.5) Teorema Sia X uno spazio metrico e sia Y un sottoinsieme di X. Valgono

allora i sequenti fatti:
(a) seY é compatto, allora Y é chiuso in X;
(b) se X ¢é compatto e Y ¢é chiuso in X, allora'Y & compatto.

(St intende che Y é munito della metrica subordinata).

Dimostrazione.

(a) Per il teorema precedente Y & completo, quindi chiuso in X per il Teorema (6.7).
(b) Sia (zp) una successione in Y. Essendo X sequenzialmente compatto, esiste una
sottosuccessione (z,,(,)) convergente a £ in X. Poiché Y & chiuso in X, dal Corollario (5.5)

si deduce che ¢ € Y. Allora (x,()) ¢ convergente a £ anche in Y. m

(8.6) Teorema Ogni successione limitata in K™ ammette una sottosuccessione con-

vergente.
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Dimostrazione. Consideriamo anzitutto una successione () limitata in R™. In parti-
colare, (z5,) & una successione in (R)", che & compatto per il Teorema (8.3). Sia ()

una sottosuccessione tendente a £ in (R)™. Poiché
Vh,k €N, Vi =1,...,n: |(zn)D — (2)9| < |ap —

ogni componente ((a:h)(j)) & limitata in R. Ne segue ¢, ... ¢ e R, per cui ogni
((J:V(h))(j)) & convergente a £9) in R. Pertanto (Zy(n)) & convergente a £ in R™.

Essendo C" isometrico a R?", il caso K” = C™ & riconducibile al caso precedente. m

(8.7) Teorema Sia Y un sottoinsieme di K. Allora 'Y é compatto se e solo se Y é

chiuso in K" e limitato.

Dimostrazione. Se Y & compatto, allora Y ¢ limitato e chiuso in K" per i Teoremi (8.4)
e (8.5).

Viceversa, sia Y limitato e chiuso in K" e sia (y;) una successione in Y. Per il
Teorema (8.6) esiste una sottosuccessione (yl,(h)) convergente a ¢ in K". Poiché Y e

chiuso in K", ne segue ¢ € Y, per cui (yl,(h)) e convergente a £ anche in Y. m

(8.8) Teorema Siano X1 uno spazio metrico compatto, Xo uno spazio metrico e
[ X1 — Xo un’applicazione continua.

Allora f(X1) € compatto.

Dimostrazione. Sia (yp) una successione in f(X1). Sara y, = f(xp) con zj, € X;. Sia
(l’l,(h)) una sottosuccessione convergente a x in X;. Per la continuita di f, ne segue che

(4 (n)) & convergente a f(x) in Xy, quindi anche in f(X;). m

(8.9) Corollario (Teorema di Weierstrass) Sia X uno spazio metrico compatto e
non vuoto e sia f: X — R una funzione continua.

Allora f ammette massimo e minimo, cioée esistono x1 e xo in X tali che

Ve e X : f(z1) < f(a) < f(x2).

Dimostrazione. Siano m = inf f(X) e M = sup f(X). Per il teorema precedente f(X)

& compatto, quindi chiuso in R. Ne segue m, M € f(X), da cui la tesi. m
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(8.10) Corollario Siano X wuno spazio metrico, K un sottoinsieme compatto e non

vuoto in X ex € X. Allora esiste y in K tale che d(z,y) = d(z, K).

Dimostrazione. L’applicazione
K—R

z > d(z,2)
¢ continua per il Teorema (4.28). Per il teorema di Weierstrass esiste y € K tale che

d(z,y) = inf{d(z,z): z€ K} =d(z,K). m

(8.11) Corollario Sia X uno spazio metrico e siano K un compatto non vuoto e C
un chiuso non vuoto in X tali che KN C = 0.

Allora esiste p > 0 tale che

Vee K,Vy e C: d(z,y) > p.

Dimostrazione. L’applicazione
K —R

x = d(z,C)

¢ continua per il Teorema (4.30). Per il teorema di Weierstrass esiste T € K tale che
Ve e K : d(z,C) > d(z,C).
Poiché T ¢ C, si deduce dal Teorema (4.31) che p := d(z,C) > 0. Ne segue
Vee K,Vye C: d(z,y) > d(z,C) >p>0,

da cui la tesi. m

(8.12) Corollario Siano X uno spazio metrico compatto e non vuoto ed'Y uno spazio
metrico.

Allora Cp(X;Y) = C(X;Y). Di consequenza, se Y é completo, anche
(C(X;Y),doo)

é completo. Se poi Y ¢é di Banach su K, anche (C(X;Y),| |loo) € uno spazio di Banach
su K.
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Dimostrazione. Sia f € C(X;Y). Per il Teorema (8.8) f(X) & compatto, quindi limitato
per il Teorema (8.4). m

(8.13) Definizione Siano (X1,d1) e (X2,d2) due spazi metrici.
Un’applicazione f : X1 — X si dice uniformemente continua, se per ogni € > 0

esiste 6 > 0 tale che

Ve,y € X1 di(z,y) < 6 = dao( f(2), f(y)) <e.

(8.14) Proposizione Siano X e Xo due spazi metrici e f : X1 — Xo un’applicazione.
Consideriamo le sequenti proprieta:
(a) f & lipschitziana;
(b) f & uniformemente continua;
(¢) f é continua.
Allora si ha (a) = (b) = (c).

Dimostrazione.
(a) = (b) Sia f lipschitziana di costante c. Dato ¢ > 0, sia 6 > 0 tale che ¢d < e.

Allora per ogni z,y € X1 con di(x,y) < 0 si ha

do(f(z), f(y)) < cdi(z,y) <e.

(b) = (c¢) Si tratta di un’ovvia conseguenza del Corollario (4.7). m

(8.15) Teorema Siano X1 uno spazio metrico compatto, Xo uno spazio metrico e
[ X1 — Xo un’applicazione continua.

Allora [ é uniformemente continua.

Dimostrazione. Ragioniamo per assurdo, supponendo che esista € > 0 tale che per ogni
0 > 0 si abbia
dr,y € Xy : di(z,y) <deda(f(x), f(y) = e

In particolare, per ogni h € N esistono xp,yp € X1 tali che

1

di(xh, yn) < 1 do(f(xn), f(yn)) > €.
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Sia (xl,(h)) convergente a * € X;. Poiché
d1(Yu(n), T) < di(Yun)s Tuny) + d1(Ton), T) < —

anche (yy(h)) € convergente a 7.

Per la continuita di f e della metrica si ottiene

0=ds (f(f)a f(j)) = 11}Ilnd2 (f(xu(h))v f(yu(h))) =€,

il che & assurdo. m

(8.16) Proposizione Siano X e Xy due spazi metrici, f: X1 — Xo un’applicazione
uniformemente continua e (xp) una successione di Cauchy in Xi.

Allora (f(xp)) € una successione di Cauchy in Xs.

Dimostrazione. Dato € > 0, sia § > 0 tale che

Ve,y € X1 di(z,y) <6 = dao( f(z), f(y)) <e.

Sia h € N tale che d; (xp, ) < d per ogni h,k > h. Allora per ogni h, k > % si ha pure
do(f(zp), f(zp)) <e.m

(8.17) Proposizione Siano X e Xy due spazi metrici e f : X1 — X9 un’applicazione
lipschitziana di costante ¢ > 0.
Allora risulta

diam (f(X1)) < ediam (X7) .
In particolare, se Xy & limitato, anche f(X1) é limitato.

Dimostrazione. Per ogni x,y € X; si ha

dg(f(.%’), f(y)) < Cdl(xay) < cdiam (Xl) >

da cui la tesi. m

Esercizi
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1. Si consideri N = NU {+o0o} C R. Si dimostri che N & compatto.

2. Sia (zj,) una successione in uno spazio metrico X convergente a ¢ € X. Si

dimostri che {zj, : h € N} U {¢} & compatto.

3. Siano X e Y due spazi metrici e f : X — Y un’applicazione. Si dimostri che f

¢ continua se e solo se per ogni compatto K C X la restrizione fx ¢ continua.

4. Siano X uno spazio metrico compatto, ¥ uno spazio metricoe f : X — Y

un’applicazione continua e biiettiva. Si dimostri che f~!:Y — X & continua.

5. Sia Q l'insieme dei numeri razionali e sia E C R? il grafico della funzione di

Dirichlet, cioe
E=(R\Q)x{0})u(@x{1}).

Sia infine p; : R? — R la proiezione canonica sul primo fattore e sia f = p1jE- Sidimostri

che f & continua e biiettiva, ma f~!: R — E non ¢ continua in nessun punto.

6. Siano X uno spazio metrico, Y uno spazio metrico compatto e f : X — Y
un’applicazione. Si dimostri che f & continua se e solo se il grafico di f & chiuso in

X xY.

7. Siano

Cr = {(zW,2?) e R?: 2 =0},
Cy = {(zM,2?) e R?: 2Wz® =1},

Si dimostri che C; e Cy sono due chiusi non vuoti e disgiunti in R? tali che

inf{jlx —y|: x € C1,y € C2} =0.

8. Siano X uno spazio metrico compatto, Y uno spazio metrico, ( f) una successione
in C(X;Y)e feC(X;Y). Sidimostri che (fj,) converge a f uniformemente se e solo

se per ogni € X e per ogni successione (§) in X convergente a x si ha

lim fi,(&) = f(2).
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9. Sia X uno spazio metrico compatto e sia (f3) una successione in C'(X;R) costi-

tuita da funzioni positive. Si supponga che la serie

> ful2)
h=0

converga puntualmente ad una funzione f € C'(X;R). Si dimostri che la serie

> fula)
h=0

converge a f uniformemente.

10. Siano X uno spazio metrico, E un sottoinsieme denso in X, Y uno spazio
metrico completo e f : E — Y un’applicazione uniformemente continua. Si dimostri
che esiste una ed una sola applicazione F' : X — Y uniformemente continua tale che

Fg=1T.

11. Siano X uno spazio metrico e R una relazione di equivalenza in X. Si supponga
che le classi di equivalenza siano tutte compatte e si denoti con 7 : X — X/R la

proiezione canonica sul quoziente. Si dimostri che

d(y1,y2) = min{d(:):l,:rg) c 1y € W_l(yl), To € W_l(yz)}
¢ una metrica su X/R e che valgono i seguenti fatti:
(a) Vapplicazione 7 ¢ lipschitziana;

(b) se VC X/R ey € X/R, si ha che V & un intorno di y se e solo se 77 1(V) & un

intorno di = per ogni = € 7 1(y).

9 Spazi metrici connessi

(9.1) Definizione Uno spazio metrico X si dice connesso, se ) e X sono gli unici

sottoinsiemi di X contemporaneamente aperti e chiusi.

(9.2) Teorema Sia Y un sottoinsieme stellato di uno spazio normato X. Allora 'Y

(munito della metrica subordinata) é connesso.
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Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che esista un sottoinsieme E aperto e chiuso
in Y tale che E # (0 ed E # Y. Poiché anche Y\ E ¢ chiuso in Y, la funzione f : Y — R,
definita da

-1 sex e F,
-}

1 sexeY\E,
¢ continua per il Corollario (4.27).

Sia g € Y tale che
Ve eY,Vt€]0,1[: (1 —t)xg+tz €Y.

Scelto = € E, la funzione ¢ : [0,1] — R definita da g(¢) = f((1 — t)xo + tz) & continua e
non si annulla mai. Dal momento che g(1) = —1, si ha f(z¢) = g(0) < 0 per il Teorema
di esistenza degli zeri.

Se si sceglie invece x € Y\ E, si deduce con analogo ragionamento che f(xg) > 0:

assurdo. m

(9.3) Teorema Sia Y un sottoinsieme di R. Allora'Y é connesso se e solo se Y & un

tervallo.

Dimostrazione. Se Y € un intervallo, allora Y e stellato, quindi connesso per il teorema
precedente.
Viceversa, se Y = (), ¢ ovvio che Y & un intervallo. Se Y # (), siano @ = infY e

B=supY. Se a <y <, deve essere y € Y, altrimenti
E =] —s0,y[NY =] 0, NY

sarebbe un sottoinsieme aperto e chiuso in Y tale che F # () ed E # Y. Ne segue

la, BIC Y C [, f], per cui Y & necessariamente uno dei quattro intervalli di estremi «

efl.m

(9.4) Teorema Siano X uno spazio metrico connesso, Xo uno spazio metrico e
[ X1 — Xo unapplicazione continua.

Allora f(X1) é connesso.

Dimostrazione. Evidentemente I'applicazione f € continua anche se considerata a valori

in f(X;) munito della metrica subordinata. Sia E un sottoinsieme aperto e chiuso
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in f(X1). Per la Proposizione (4.8), f~1(E) ¢ aperto e chiuso in Xi, per cui si ha
f~H(E) = 0 oppure f~'(E) = X;. Nel primo caso risulta £ = (), mentre nel secondo si
ha E = f(Xl) n

(9.5) Corollario (Teorema dei valori intermedi) Siano X wuno spazio metrico
connesso e f: X — R un’applicazione continua.

Allora f(X) & un intervallo.

Dimostrazione. Per il teorema precedente f(X) & connesso, quindi un intervallo per il

Teorema (9.3). m

Esercizi

1. Si consideri il sottoinsieme di R?
S:{xGR?’: lz| =1} .
Si dimostri che S & connesso.
2. Sia Y C R. Si dimostri che Y & connesso se e solo se Y ¢ un intervallo.

3. Sia X uno spazio metrico. Si supponga che per ogni zg,x; € X esista un’appli-
cazione continua v : [0,1] — X tale che v(0) = zp e 7(1) = z;. Si dimostri che X ¢
€ONNesso.

(Suggerimento: si imiti la dimostrazione del Teorema (9.2)).

4. Sia A un aperto connesso in uno spazio normato X su K. Si dimostri che per
ogni xp e x1 in A esiste un’applicazione continua v : [0,1] — A tale che v(0) = x¢ e

v(1) = ;1.

10 Spazi normati ed unitari di dimensione finita

(10.1) Definizione Siano || |1 e || ||2 due norme su un medesimo spazio vettoriale X

su K.
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Diciamo che || ||1 e || |l2 sono equivalenti, se esistono c1,co €]0,+00[ tali che per

ogni x € X st abbia

[zl <ellzlly,  lzfh < caflzll2.
Se in uno spazio normato (X, || ||) la norma || || viene sostituita da un’altra norma
| |I" equivalente a || ||, non cambiano tutte quelle nozioni che sono riconducibili alla

norma, quali le nozioni di aperto, chiuso, limite, continuita, compattezza, connessione,

completezza, limitatezza.
10.2) Teorema Ogni norma su K" & equivalente alla norma canonica | |.
g q

Dimostrazione. Sia {ei,...,en} la base canonica in K". Per ogni x € K" risulta

N

n

n n
Izl = {[> " aDe; | <> 2 llegll < [ D llesl* | -
=1 i=1

=1

In particolare, si ha

N|=

n
Jall - ||yu\ <ol < [ Slel? ) vl
7=1

per cui la funzione || || & lipschitziana rispetto alla norma canonica di K".
L’insieme S = {z € K" : |z| = 1} ¢ chiuso e limitato in K", quindi compatto per il
Teorema (8.7). Per il Teorema di Weierstrass esiste zg € S tale che ||zg|| < ||z|| per ogni

x € S. Inoltre ||zo|| > 0. Per ogni € K™\ {0} si ha allora

)

T
lzoll < H

]

da cui

1
ol
Poiché tale disuguaglianza e vera anche per z = 0, ne segue la tesi. m

|z] < ]l -

(10.3) Teorema Sia L : X1 — X9 un’applicazione lineare fra due spazi normati Xy e
Xo su K. Supponiamo che X1 abbia dimensione finita.

Allora L ¢ continua.

Dimostrazione. Consideriamo anzitutto il caso X; = K". Se {ej,...,e,} ¢ la base

canonica in K", si ha per ogni z € K"

Lx = Z:c(j)Lej ,
j=1
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per cui la continuita di L discende dalla continuita delle operazioni di spazio vettoriale
e delle proiezioni canoniche p; : K" — K.
Consideriamo ora il caso generale. Sia n la dimensione di X7 e sia ® : K — X3

un’applicazione lineare e biiettiva. Se poniamo
Ve e K" ||z|| = ||®z]1,

si verifica facilmente che || || € una norma su K.

L’applicazione lineare ®~! & un’isometria da (X1, | [|1) a (K% ||) ed & quindi
continua da (X1, ||1) a (K™, | |) per il teorema precedente.

D’altronde la continuita di Lo® da (K™, | |) a (Xa, || ||2) discende dal caso particolare

che abbiamo gia trattato. Per composizione L = (L o ®) o ®~! & continua. m

(10.4) Teorema Siano X1, X9 e X3 tre spazi normati suK e sia B : X1 X X9 — X3
un’applicazione bilineare. Supponiamo che X1 e X5 abbiano dimensione finita.

Allora B ¢ continua.
Dimostrazione. Per ogni 1) e X, l'applicazione {m(Z) — B(w(l),x(z))} ¢ lineare e

continua, perché X5 ha dimensione finita. Risulta cosi definita un’applicazione
L: X1 — ,C(XQ;X:;)

tale che
Ve e X1, vz® e X5« (LaM)z® = B2, 2?).
Si verifica facilmente che L & lineare e quindi continua, perché X; ha dimensione finita.
Allora B ¢ continua, perché risultato della composizione fra ’applicazione
X1 X X2 — E(XQ;Xg) X X2
(x(l), $(2)) — (Lz(n,x@))
che & continua perché continue sono le sue componenti, e ’applicazione
,C(XQ;Xg) X X2 — X3
(v, 2) — pa®

che & continua per il Teorema (6.17). m

(10.5) Teorema Sia X uno spazio vettoriale su K di dimensione finita. Valgono allora

i sequenti fatti:
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(a) esiste un prodotto scalare su X ;

(0) se || [l el |l2 sono due norme su X, allora || ||1 e || ||2 sono equivalenti.

Dimostrazione.

(a) Sia ® : X — K™ un’applicazione lineare e biiettiva. Si verifica facilmente che
z-y = (Px) - (Py)

€ un prodotto scalare su X.

(b) Per il Teorema (10.3) le applicazioni

Id: (X [] 1) = (X ] fl2)

Id: (X, ]| [l2) = (X, ]| 1)

sono continue. La tesi discende allora dal Teorema (4.32). m

(10.6) Teorema Sia X uno spazio normato su K di dimensione finita. Valgono allora

i sequenti fatti:
(a) X € uno spazio di Banach su K;
(b) un sottoinsieme E di X é compatto se e solo se é chiuso in X e limitato;

(¢) ogni successione limitata in X ammette una sottosuccessione convergente in X .

Dimostrazione. Sia ® : X — K" un’applicazione lineare e biiettiva. Si verifica facilmente
che
2] = |®z|

¢ una norma su X e che (X, || ||') & isometrico a (K", | |).

Allora, rispetto alla norma || ||, & evidente che X & completo, E C X & compatto se e
solo se e chiuso e limitato ed ogni successione limitata in X ammette una sottosuccessione
convergente.

D’altra parte le norme || || e || || sono equivalenti per il Teorema (10.5), per cui la

tesi sussiste anche rispetto alla norma || ||. m
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(10.7) Teorema Sia X uno spazio normato su K e sia Y un sottospazio vettoriale di

X di dimensione finita.

Allora Y € chiuso in X.

Dimostrazione. Per il teorema precedente Y e completo, quindi chiuso in X per il

Teorema (6.7). m

(10.8) Teorema Sia X uno spazio normato su K. Supponiamo che ogni successione
limitata in X ammetta una sottosuccessione convergente in X .

Allora X ha dimensione finita.

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione. m

(10.9) Teorema Siano X eY due spazi normati su K di dimensione finita. Denotiamo
con LH(X;Y) Uinsieme delle applicazioni L : X — 'Y lineari e biiettive.
Allora LH(X;Y) & aperto in L(X;Y) e lapplicazione
LH(X;Y)— L(Y; X)
L+ L1

e continua.

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione. m

(10.10) Teorema Sia X uno spazio normato suK di dimensione finita e siano z,y€ X.
Supponiamo che per ogni ¢ € X' si abbia
(p,2) = (p,y) .
Allora x = y.
Dimostrazione. Consideriamo un qualunque prodotto scalare su X e definiamo ¢ € X’
ponendo (p, z) = z - (r —y). Risulta
z-(@—y)=y-(z—y),
dacui(z—y) - (zx—y)=0,quindiz=y.m

Il teorema precedente continua a valere anche se lo spazio normato X non ha

dimensione finita. La dimostrazione in questo caso ¢ pero assai piu complessa.
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Passiamo ora a considerare alcune proprieta degli spazi unitari di dimensione finita.

(10.11) Teorema Sia X wuno spazio unitario su K di dimensione finita. Allora X é

uno spazio di Hilbert su K.

Dimostrazione. Si tratta di una conseguenza del Teorema (10.6). m

(10.12) Definizione Sia X uno spazio unitario suK e siano x1,...,z, € X. Diciamo
che {x1,...,z,} € un insieme ortonormale, se per ogni h,k =1,...,n si ha
[onll =1,

h#k‘:>(l‘h|l‘k):0.

Si verifica facilmente che ogni insieme ortonormale € costituito da vettori linearmente

indipendenti.

(10.13) Teorema Sia X uno spazio unitario su K di dimensione finita.
Allora esiste una base ortonormale in X. Inoltre ogni insieme ortonormale in X

puo essere completato in modo da ottenere una base ortonormale in X.

Dimostrazione. Per il Teorema (1.13), ogni sistema ortonormale {ay,...,a;} puod esse-
re completato in modo da ottenere una base {ai,...,a,} in X. Basta allora definire

ricorsivamente
ax
€1 = 77>
a1
h—1
ap — - (an - €j)e;
=1
h—1
ap — > (an - €j)e;
=1

E€p =

per2<h<n.m

(10.14) Teorema Sia X uno spazio unitario su K di dimensione finita. Allora per

ogni ¢ in X' esiste uno ed un solo y in X tale che
Vee X : (p,x)=z"-y.

Risulta inoltre |yl = ||¢]|.
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Dimostrazione. Sia {ei,...,e,} una base ortonormale in X e sia
n
y=> (oejes.
J=1

n .
Per ogni € X risulta z = Y 2U)e;, da cui
j=1

2We;) = (¢, ).

=1 1

n

J

Se poi ¢y € X avesse la stessa proprieta, si otterrebbe
W=y)y=(y—yv)=W—-y)y

dacui (y—v') (y—vy') =0, ossiay =y'.
Poiché ||ly]|? = (o, y) < |l¢llllyll, si ha |ly|| < |l¢||. D’altronde dalla disuguaglianza
di Cauchy-Schwarz si deduce che [(p, z)| < [|z||||y||, per cui |¢| < |ly|. =

(10.15) Proposizione Siano X edY due spazi unitari su K di dimensione finita.

Allora per ogni L € L(X;Y) esiste una ed una sola M € L(Y; X) tale che

Vee X,yeY: (Lz) - y=z-(My).

Dimostrazione. Per ogni y € Y, & evidente che {x — (Lx) -y} & una forma lineare su

X. Per il Teorema (10.14) esiste uno ed un solo My € X tale che
Vee X : (Lx)-y=z-(My).

Rimane cosi definita un’applicazione M : Y — X. Si verifica facilmente che M ¢ lineare.

Inoltre M & unica, essendo univocamente determinato il suo valore in ogni y € Y. m

(10.16) Definizione Siano X ed Y due spazi unitari su K di dimensione finita e sia
Le(X;Y).

Se K = R, denotiamo con Lt I’elemento di L(Y; X) individuato dalla proposizione
precedente. Diciamo che L' ¢ la trasposta di L.

Se K = C, denotiamo con L* ’elemento di L(Y; X) individuato dalla proposizione

precedente. Diciamo che L* ¢ ’aggiunta di L.
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Se {e1,...,en} ed {é1,...,é,} sono due basi ortonormali in X ed Y, rispettiva-
mente, e se A € M, ,, ¢ la matrice che rappresenta L rispetto a tali basi, allora L' &
rappresentata dalla matrice B € M,, ,, tale che By, = Ay, mentre L* & rappresentata
dalla matrice B € M, , tale che Byy, = Agp,.

(10.17) Definizione Sia X uno spazio unitario suR (risp. suC) di dimensione finita.

Un’applicazione lineare L : X — X si dice simmetrica (risp. autoaggiunta), se
Ve,y € X : (Lx)-y=xz-(Ly),
ossia se L' = L (risp. L* = L).
(10.18) Teorema Sia X uno spazio unitario su R di dimensione finita.

Allora per ogni forma bilineare ¢ : X x X — R esiste una ed una sola L in L(X; X)

tale che

Vr,y € Xt p(z,y) = (L) -y.
Se poi ¢ & simmetrica, allora anche L é simmetrica.

Dimostrazione. Per ogni z € X l'applicazione {y — ¢(x,y)} ¢ lineare. Per il Teore-

ma (10.14) esiste uno ed un solo Lz € X tale che

Vye X : (Lx)-y=op(z,y).

Si verifica facilmente che I'applicazione L : X — X cosi definita & lineare ed & unica
perché per ogni z il suo valore Lx € univocamente determinato.

Se ¢ € simmetrica, si ha

(Lz) -y = ¢(z,y) = p(y,2) = (Ly) - = - (Ly),

per cui anche L ¢ simmetrica. m

(10.19) Definizione Sia X uno spazio unitario su R di dimensione tre. Diciamo che
un’applicazione

P:XxX =X

¢ un prodotto vettoriale su X, se per ogni x,y,z in X e per ogni X\ in R si ha:
(a) P(Ax+y,2) = AP(z,2) + Py, 2);

(b) P(y,x) = —’P(.%', y);
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(C) P(:c,y) TR = P(y,z) T = P(Z,JJ) "Y;

(d) |P(x,y) - z| =1 ogniqualvolta {z,y, 2z} é una base ortonormale in X.

Il prodotto vettoriale fra x e y viene usualmente denotato col simbolo = x y, anziché

Pz, y).

(10.20) Teorema Sia X uno spazio unitario suR di dimensione tre munito di prodotto
vettoriale.

Valgono allora i sequenti fatti:
(a) Uapplicazione {(x,y) — = X y} € bilineare e continua;

(b) per ogni z,y in X si ha

rxx=0,
(zxy)-z=(xxy) y=0;

(c) se {x,y} & un insieme ortonormale in X e z = x X y, risulta che {x,y,z} é

ortonormale e x =y X 2z, y = z X .

Dimostrazione.

(a) Dagli assiomi (a) e (b) di prodotto vettoriale si deduce facilmente che il prodotto
vettoriale € lineare anche nel secondo argomento. La continuita discende dal Teore-
ma (10.4).

(b) Risulta z xx = —(z x ), da cui x xx = 0. Tenuto conto dell’assioma (c) del prodotto
vettoriale, ne segue

(xxy)-z=(xxz)-y=0,
(@xy) y=(yxy) z=0.

(c) Se w & un qualunque vettore unitario ortogonale sia a x che a y, si ha |z - w| = 1 per
l'assioma (d) del prodotto vettoriale, quindi z # 0. Posto w = z/||z||, ne segue ||z| =1,
per cui {z,y, z} & ortonormale.

Analogamente si ha ||y x z|| =1 e
(10.21) (yxz)-x=(xxy)-z=z-z=1.

Tenuto conto della Disuguaglianza di Cauchy-Schwarz, si deduce che y X z e = sono
linearmente dipendenti. Sempre dalla (10.21) segue che y X z = z. In modo simile si

provache z Xz =y. m
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(10.22) Teorema Sia X uno spazio unitario su R di dimensione tre. Allora esistono

esattamente due prodotti vettorialt su X e sono 'uno l’opposto dell’altro.

Dimostrazione. Sia {e1, ea, 3} una base ortonormale in X e sia X un qualunque prodotto
vettoriale su X. Per la (¢) del teorema precedente, deve essere e; X ea = Aes con |A| = 1.
Inoltre risulta ea x (Aeg) = e1 e (Ae3) X e1 = e, da cui e3 X e3 = Xej e ez X €1 = Aes.
Se x = Z?Zl e ey = 2?:1 yWe;, si ha
3 3
TXYy = Zx(j)ej X Zy(j)ej =
j=1 j=1
= (x(Q)y(?’) - 90(3)?/(2))(62 X e3) + ($(3)y(1) - m(1)34(3))(63 X e1) +
+(@Wy® — 2@y ey x e9) =

Y <<x<2>y<3> — 2@y e 4 2@y — gy B)ye, 4 (1@ x(2)y(1))63> .

Pertanto esistono al pit due prodotti vettoriali su X.

D’altronde si verifica facilmente che

{(x, y) > (DY@ — 2®y@)e; 1 2y _ pWy®ye, 4 (z V@ x(2>y<1>)63}

{(x’ y) — —(x@y®) — 2By, — (231 — My B))ey — (202 — x(2)y(1))63}

sono due prodotti vettoriali su X e sono distinti, perché nel primo caso e; X es = eg,

mentre nel secondo e; X e = —e3. &

(10.23) Definizione Uno spazio unitario suR di dimensione tre orientato é una terna
(X,-, x), dove (X,-) & uno spazio unitario su R di dimensione tre e x & un prodotto

vettoriale su X.

Per il teorema precedente, ogni spazio unitario su R di dimensione tre ammette
esattamente due orientamenti.

In R? munito del prodotto scalare canonico
T Xy = (x(Q)y(i%) _ :U(3)y(2), x(g)y(l) _ x(l)y(?’),x(l)y@) _ x(Q)y(l))

¢ un prodotto vettoriale. Nel seguito R? sara sempre munito di tale prodotto vettoriale

canonico.
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Per esprimere il prodotto vettoriale in componenti in modo piti compatto, e utile

definire, per ogni i, j, k € {1,2, 3},

1 se (i,7,k) = (1,2,3), (2,3,1), (3,1,2),
Eijk = -1 se(i,5,k) =(3,2,1), (2,1,3), (1,3,2),

0 altrimenti .

(10.24) Osservazione Se X ¢é uno spazio unitario su R di dimensione tre orientato

ed {e1,ea,e3} € una base ortonormale in X con ez = e1 X ea, allora per ogni x,y € X si

ha

3
(z x y)@ = Z Eijk 2@ 4 k)
jik=1

3 . 3 . 3 4
dove x Xy = > (z X y)(J)ej, x=> xmej ey=>y. y(])ej.

J=1 J=1 J=1
In particolare, in R?® munito dei prodotti scalare e vettoriale canonici, risulta

3
Yo,y eR®: (2 x ) = D gyypald) y®.
7,k=1

Dimostrazione. La semplice verifica puo essere svolta per esercizio. m

(10.25) Proposizione Sussistono le sequenti identita:
Vi, j k€ {1,2,3} ¢ gijk = €jki = Ekij 5

\V/Y:,j,k‘ € {172a3} CEijk = —Eikj
3
Vj,k,m,n € {172>3} : Z €ijk €imn = 6jm5kzn - 5jn5km-

i=1

Dimostrazione. La semplice verifica puo essere svolta per esercizio. m

Esercizi
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1. Sia X uno spazio normato su K, sia Y un sottospazio vettoriale di X di dimen-
sione finita e sia C' un chiuso non vuoto contenuto in Y. Si dimostri che per ogni = in

X esiste un y in C tale che ||z —y| = d(z,C).

2. Sia X uno spazio unitario su K, sia Y un sottospazio vettoriale di X di dimensione
finita e sia C un sottoinsieme convesso chiuso non vuoto di Y. Si dimostri che per ogni

x in X esiste uno ed un solo y in C tale che ||z — y|| = d(z, C).

3. Siano X uno spazio unitario su K di dimensione finita, v € X \ {0}, b € K e
C={xe X:x-v=>}. Sidimostri che per ogni z in X esiste uno ed un solo y in C

tale che ||z — y|| = d(z,C) e che y ¢ dato dalla formula

gzt TV,
[/
Se ne deduca che
|z v —b
d(z,C) =
vl

4. Siano X uno spazio normato su R di dimensione finita, o > 0 e

f(X\{0}) = R

una funzione continua e positivamente omogenea di grado a.
Si dimostri che

lim f(z) = 0.
5. Sia X uno spazio normato su K. Posto
S={(z,t) e X xR: |z|*+t* =1},

si definisca un’applicazione ® : X U {cc} — S ponendo

2 ]2 — 1
cX
(||xu?+1x’u:c||2+1 s

d(x) =

(0,1) se x =o00.

Per ogni z, in X U {oco} si ponga d(z,y) = d(®(x), ®(y)), dove d & la metrica canonica

su X x R, e si dimostri che:
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(a) T'applicazione ® & biiettiva;

(b) d & una metrica su X U {oco} e (X U {00}, d) ¢ isometrico a (S, d);

(¢) X e aperto in X U {oo} e la metrica subordinata da (X U {oo},d) su X e topologi-

camente equivalente a quella canonica;
(d) se E C X, si ha che oo ¢ aderente ad F se e solo se E non ¢ limitato in (X, || ||);

(e) U C X U{oo} & un intorno di oo se e solo se esiste R > 0 tale che

{zeX: |z| >R}U{c0} CU;

(f) (X U{oo},d) & connesso;

(9) se (X,]| ]|) & uno spazio di Banach su K, (X U {oc},d) & completo;

(h) se X ha dimensione finita, (X U {oco},d) & compatto.

6. Sia X uno spazio unitario su R di dimensione tre orientato. Si dimostri che per

ogni x,y,z € X si ha
(xy)xz=(z-2)y—(y-2)z,

lz < yl? + (z - y)* = [l lylI*.



Capitolo 2

Calcolo differenziale

1 Derivata e differenziale

(1.1) Definizione Siano (X1, || ||1) e (X2, || ||2) due spazi normati su K, A un aperto
in X1, f: A— Xo un’applicazione, x € A ed y € X;.
Diciamo che f é derivabile in x rispetto a y, se esiste

o TE+ ) — f@)

A—0 A
(A€K)

Se f ¢ deriwvabile in x rispetto a y, il valore di tale limite si chiama derivata (direzionale)
di f in x rispetto a y e si denota con uno dei simboli sequenti:

af

fEw. 5

().
(1.2) Osservazione FEssendo A aperto in X1, linsieme {A\ € K: z+ Ay € A} ¢ un
aperto in K contenente 0 ed il rapporto

flz 4+ My) — f(z)
A

¢ definito su {\ € K: x + Ay € A} \ {0}, insieme al quale 0 é aderente. La definizione
é quindi ben posta.

Osserviamo anche che nulla cambia, se le norme || ||1 e || ||2 sono sostituite da due
norme || ||} e || ||5 rispettivamente equivalenti alle precedenti.

Se poi A = X1, risulta che la nozione di derivata non dipende affatto da || ||1.

(1.3) Osservazione Per ogni x € A la funzione f e sempre derivabile in x rispetto a

0 e siha

f'(x)(0) =0.

99



100 CAPITOLO 2. CALCOLO DIFFERENZIALE

Inoltre, se f ¢ derivabile in x € A rispetto ad un certo y € X1, si ha che f é derivabile

in x rispetto ad ogni py con u € K e risulta

f(@)(py) = pf' () (y) -

(1.4) Osservazione Consideriamo il caso particolare in cui K = R, X9 = R e poniamo

TA) = flz+Xy).

Allora f e derivabile in x rispetto a y se e solo se vy e derivabile in 0, nel qual caso

(1.5) Definizione Se X; =R" ed {e1,...,e,} € la base canonica in R™, si usa porre

0 0
D 1(@) = Dyf(w) = 50500 = 5L ).

La derivata di f rispetto ad e; si chiama anche derivata parziale di f rispetto a z()

(1.6) Osservazione Consideriamo l’applicazione f : R* — R definita da

(x(l))%(?)
FlaM, 22y = (x4 4 (22
0 se (2, 2) = (0,0).

2
))2) s€ (m(l)vx@)) 7& (070)7

Si verifica facilmente che f ¢ derivabile in ogni x € R? rispetto a qualunque y € R?.

Sia ora v : R — R? Uapplicazione definita da v(t) = (t,t?). Anche v & derivabile in
ogni t € R rispetto a qualunque s € R. Inoltre vy é continua, perché continue sono le sue
componenti.

Risulta
set#0,

0 set=0.

=

(fon)(t) = {

Poiché f o~ non é continua in 0, anche f non puo essere continua in (0,0). Quindi la
derivabilita nel senso della Definizione (1.1) non implica la continuita.
Inoltre f oy non é derivabile in 0 rispetto a nessun s # 0. Pertanto tale nozione di

derivabilita non é stabile per composizione.

Introduciamo ora la nozione di differenziabilita che, come vedremo, risulta sotto

questi punti di vista piu soddisfacente.
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(1.7) Definizione Siano (X1, || ||1) e (X2, || ||2) due spazi normati su K, A un aperto
in X1, f: A— Xo un’applicazione e x € A.
Diciamo che f ¢ differenziabile (secondo Fréchet) in z, se esiste L € L(X1; X2) tale

che
O ()~ L )

(18) N 0
i @Y @)~ Ly _

y—0 1yllx

Diciamo che f ¢ differenziabile, se f e differenziabile in ogni x € A.

(1.9) Osservazione [l rapporto

f(&) = flx) = L(E - x)
1€ =[x

¢ definito su A\ {x}, insieme al quale x é aderente, perché A é aperto. La definizione é

quindi ben posta.
Anche in questo caso nulla cambia, se le norme || ||1 e || |2 sono sostituite da due

norme || ||} e |l |5 rispettivamente equivalenti alle precedents.

(1.10) Teorema Siano X1 e Xo due spazi normati sulK, A un aperto in X1, f: A — Xo
un’applicazione e v € A. Supponiamo che f sia differenziabile in x e sia L € L(X1; X2)
un’applicazione soddisfacente la (1.8).

Allora f ¢ derivabile in x rispetto ad ogni y € X1 e si ha
Yy € Xi: f'(2)(y) = Ly.

Dimostrazione. Se y = 0, la tesi & evidente. Se invece y # 0, risulta per composizione

f(z+Ay) — f(z) — L(\y)

hm — 07
A—0 Alllylla
ovVVero
i [ £ 20) = F@) = ALy
A—0 A 2
da cui si deduce
) —
i ||+ AY) = f(=) N —
A—0 A 9

Si ha quindi
iy L& T AY) = @) _ Ly,
A—0 A
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da cui la tesi. m

(1.11) Corollario Siano X1 e Xo due spazi normati su K, A un aperto in Xi,
f A — Xo un’applicazione ed x € A. Supponiamo che f sia differenziabile in x e
siano Ly, Ly € L(X1; X2) due applicazioni verificanti la (1.8).

Allora L1 = Lo.

Dimostrazione. Per il teorema precedente si ha
Vy € X1t Ly = f'(2)(y) = Lay,

da cui la tesi. m

(1.12) Definizione Se f ¢ differenziabile in x, denotiamo con df(x) l'unica L in
L(X1; X2) verificante la (1.8). Tale applicazione lineare si chiama differenziale di f in
x.
Se poi f e differenziabile in ogni x € A, Uapplicazione
df : A — L(X1; X2)
x +— df (x)

st chiama differenziale di f.

(1.13) Corollario Siano (X1, || |l1) e (X2, || |l2) due spazi normati su K, A un aperto
in X1, f: A— Xo un’applicazione e x € A.

Allora f e differenziabile in x se e solo se le sequenti tre condizioni sono verificate:
(a) f ¢ derivabile in x rispetto ad ogni y € X1;
(b) Uapplicazione {y — f'(x)(y)} da X1 a valori in Xo é lineare e continua;
(c) siha
T y) @)~ @)

=0.
y—0 1yllx

Qualora queste condizioni sussistano, si ha poi df (x)y = f'(x)(y) per ogniy € X;.

Dimostrazione. Se f ¢ differenziabile in x, le proprieta (a), (b) e (¢) discendono dal
Teorema (1.10).
Se viceversa le (a), (b) e (c¢) sussistono, posto Ly = f'(z)(y), risulta che f &

differenziabile in . m
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(1.14) Osservazione Data f differenziabile in x, poniamo

£(€) — Fla) — dF(a) (& — o)
(€)= e —all sefe A,

0 sef=uwx.

Allora w: A — Xy & un’applicazione continua in x con w(x) =0 e si ha

vee A: f(§) = f(x) +df ()(§ —x) +[|€ — x[w(§) -

(1.15) Teorema Siano X1 e Xy due spazi normati sulK, A un aperto in X1, f: A — Xo
un’applicazione e x € A.

Se f ¢ differenziabile in x, allora f é continua in x.

Dimostrazione. Se w € definita come nell’Osservazione (1.14), si ha

lim df (z)(§ —x) =0

E—x

Jim € = af12(6) =0,

perché le applicazioni df (x) ed w sono continue in 0 e z, rispettivamente. Risulta quindi

lim f(£) = Jim (f (@) + df () (€ — ) + [[§ — z[lhw(§)) = (=),

E—x

da cui la tesi. m

(1.16) Teorema Siano X1, X2 e X3 tre spazi normati su K, Ay un aperto in X1, Ao
un aperto in Xo, f1 : A1 = Xo e fo: Ay — X3 due applicazioni con f1(A1) C Ay ed
x € Ay. Supponiamo che fy sia differenziabile in x e che fo sia differenziabile in fi(x).

Allora fo o f1 & differenziabile in x e si ha
d(fz2 0 f1)(@) = dfa(fi(x)) o dfs(x).
Dimostrazione. Anzitutto ¢ evidente che 'applicazione

dfa(fi(x)) o dfi(x) : X1 — X3

¢ lineare e continua.
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Conformemente all’Osservazione (1.14), sia
Ve € A fi(§) = filz) +dfi(x) (€ — z) + [|§ — z[11(8)

Vn € Azt fa(n) = fo(f1(@)) + df2(f1(2)(n — fr(@)) + |In — fi(z)[[2w2(n) .
Allora risulta

(f20 f1)(&) = (fao fi)(z) =
= dfa(f1(2)) (f1(&) = fi(2)) + [/1(§) = fr(@) ][y w2 (f1(£)) =
= dfa(f1(2)) (df1(2)(§ — 2)) + [I€ = z[l1df2(f1(2)) (wi(£))+
+ldf1(2) (€ — ) + (1§ = zlrwi(§)]l wa (f1(£)) -

Ne segue

<
3

H (f20 f1)(€) — (f20 f1)(z) — (df2(f1(2)) o dfi(2)) (£ — @)
1€ — |1

< (@) w2 ()t
A EIE D o (@l + len @) o (O <
< (@) r(9)l+

Hldf1 (@) [lws (FEN 5 + llwr (€2 [lwa (F1E5 -

Essendo differenziabile in x, fi ¢ continua in z per il Teorema (1.15). Allora si ha

lim w;(€) =0,

E—a

lim wa (/1(6)) =0,

E—
Jim dfa( i () (1 (€)) = 0.

da cui la tesi. m

(1.17) Definizione Siano X uno spazio normato su K, A un aperto in K, f: A — X

un’applicazione e i € A.

Diciamo che f ¢é derivabile in u, se f é derivabile in u rispetto a 1 € K. In tal caso

pontamo

e diciamo che f'(p) éla derivata di f in p.
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Evidentemente si ha

N — £
F(u) = lim K

(1.18) Proposizione Siano X uno spazio normato sulK, A un aperto in K, f: A — X
un’applicazione e i € A.

Allora sono fatti equivalenti:
(a) f é differenziabile in u;
(b) f e derivabile in p rispetto ad ogni X € K;
(¢) f ¢ derivabile in .
Inoltre, se valgono tali condizioni, si ha

VA €K df ()X = Af' (1)

ldf )l = 1 ()l

Dimostrazione. L’implicazione (a) = (b) ¢ contenuta nel Teorema (1.10). L’implica-
zione (b) = (c) ¢ evidente.
Dimostriamo che (¢) = (a). L’applicazione
K— X
X AL (1)

¢ evidentemente lineare e continua. Poiché

flu+XN) = f(w)

lim \ = f'(u),
si ha
iy W) = F() = Af(R) _ 0
A—0 A
quindi anche /
i |[F ) = F() = Af' () H 0
A—0 ‘)\‘

Allora f & differenziabile in p e df (u)A = Af'(n). Poiché

ldf ()l = sup {IA1F/ ()] = 1Al <1}
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visulta infine [[df (u)]] = |1/ m

(1.19) Corollario Siano X; e Xy due spazi normati su K, A un aperto in K, B un
aperto in X1, v: A — X1 e f: B — Xy due applicazioni con v(A) C B e u € A.
Supponiamo che ~y sia derivabile in u e che f sia differenziabile in vy(u).

Allora f o~y & derivabile in p e si ha
(f o) () = df (v() (' (1) -

Dimostrazione. Combinando la Proposizione (1.18) col Teorema (1.16), si deduce che

f o e derivabile in p e che

(fon) () = d(f oy) ()1 = df (v(w)) (dy()1) = df (v(1)) (7' (1)) ,

da cui la tesi. m

(1.20) Teorema Siano X; e Xo due spazi normati su K, A un aperto in X; e
[+ A— Xo un’applicazione costante.

Allora f e differenziabile e si ha

Vee A: df(x) =0.

Dimostrazione. Si tratta di un’evidente conseguenza della definizione di differenziabilita.

(1.21) Teorema Siano X e Xo due spazi normati sulK e L : X1 — Xy un’applicazione
lineare e continua.

Allora L é differenziabile e si ha
Ve € Xy: dL(x)=1L.

Dimostrazione. Per ogni z,& € Xy con € # x si ha

L(§) — L(z) — L(§ — =)
1€ — zl1

da cui la tesi. m



1. DERIVATA E DIFFERENZIALE 107

(1.22) Teorema Siano X;, X9 e X3 tre spazi normati su K e B : X1 x X9 — X3
un’applicazione bilineare e continua.

Allora B ¢ differenziabile e si ha

dB(z1,22)(y1,y2) = B(x1,y2) + B(y1, v2) -

per ogni (z1,22) € X1 X Xa e (y1,y2) € X1 x Xo.
Dimostrazione. Anzitutto ¢ evidente che 'applicazione
X1 x Xo — X3
(y1,y2) = B(x1,y2) + B(y1, 72)

¢ lineare e continua.

Inoltre, tenuto conto del Teorema (1.4.33), si ha

HB(331 +y1, 22 + y2) — B(x1,22) — B(x1,y2) — B(y1, 22)

[ (y1,92)ll 3
=L BOL )l € ——clmlli el <
||(yl,y2)|| ||(yl,y2)||
< o (g3 + l2l13) = Sl )l
|(y1,y2)] 2 2

da cui la tesi. m

(1.23) Teorema Siano X, Y1,...,Y, degli spazi normati su K, A un aperto in X,
n
f:A— H Y;
j=1
un’applicazione e x € A.

Allora f ¢ differenziabile in x se e solo se tutte le componenti f\9 sono differenziabili

m x ed in tal caso si ha
vy e X df(@)y = (O @)y, ... (@)y) .

Dimostrazione. Essendo lineari e continue, le proiezioni canoniche p; sono differenziabili
per il Teorema (1.21). Se f & differenziabile in z, si ha quindi che f) = pjofe

differenziabile in x per il Teorema (1.16) e

Yy € X : dfY(a)y = dp; (f(2)) (df (z)y) = p; (df (z)y) ,
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ossia
Vy e X @ df(z)y = (df(l)(w)y,---,df(”)(fv)y) -

Viceversa supponiamo che le componenti f() siano tutte differenziabili in . L’ap-

plicazione
{y - (df(l)(l“)y, o df™ (ﬂf)y)}

¢ evidentemente lineare e continua perché continue sono le sue componenti. Inoltre si ha

pj <”31/|| (f(l‘ +y) = flx) - (df(l)(ﬂf)y, ey df(n) (:c)y))) =

:Mh(ﬂﬂ@+y)—ﬂﬂ@W—W@M@@,
per cui
Ne segue

(Ft+v)~ f@) — (O @p.....dr™ (@)y)) =0

per il Teorema (1.4.20), da cui la tesi. m

im —
=0 lyll

(1.24) Teorema Siano X, Y1,...,Y, degli spazi normati su K, A un aperto in X,

f:A—>ﬁYj

j=1
un’applicazione, v € A ey € X.

Allora f ¢ derivabile in z rispetto a y se e solo se tutte le componenti f\9) sono

derivabili in x rispetto a y ed in tal caso si ha

Dimostrazione. Poiché

T — €T (J)x — (])ZC
pj<f( +A§) f( ))Zf (+Az;) o)

si tratta di un’ovvia conseguenza del Teorema (1.4.20). m
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(1.25) Teorema Sia X uno spazio normato su K. Allora le applicazioni somma
S: X xX->X

e prodotto per scalare

P:KxX—>X
sono differenziabili e si ha
dS(x1,2)(y1,92) = y1 + ¥z,

dP(p, 2)(\,y) = py + Az

Dimostrazione. Si tratta di una conseguenza dei Teoremi (1.21) e (1.22). m

(1.26) Corollario Siano X1 e Xo due spazi normati su K, A un aperto in Xi,
f,g: A— Xoe): A— K delle applicazioni e x € A. Supponiamo che f, g e A
stano differenziabili in x.

Allora (f + g) e (\f) sono differenziabili in x e si ha
d(f +g)(x) = df (x) + dg()
d(Af)(z) = Mz)df (z) + f(x) © dA(z).

Dimostrazione. Dai Teoremi (1.16), (1.23) e (1.25) si deduce che f + g e Af sono

differenziabili in x e che
d(f + g)(x)y = df (x)y + dg(z)y,

dAf)(@)y = M) (df (2)y) + (dA(x)y) f (),

da cui la tesi. m

(1.27) Teorema Sia (X, (| )) uno spazio unitario suR. Allora le applicazioni prodotto
scalare

P: XxX—=>R

e norma al quadrato

N2 X SR
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sono differenziabili e si ha
dP(x1,72)(y1,y2) = (z1]y2) + (y1|z2),

d(N?)(2)y = 2(zly).

Dimostrazione. La differenziabilita del prodotto scalare discende dal Teorema (1.22).

Per i Teoremi (1.16) e (1.23) si ha
dN?)(z)y = (zly) + (ylo) = 2(zly) ,

per cui la dimostrazione ¢ completa. m

(1.28) Corollario Siano X uno spazio normato suR, (Y, ( | )) uno spazio unitario su
R, A un aperto in X, f,g: A — Y due applicazioni e x € A. Supponiamo che [ e g
stano differenziabili in x.

Allora le applicazioni (f|g) e ||f||? sono differenziabili in x e si ha
d(flg)(x)y = (f(2)|dg(x)y) + (df (x)ylg(x)),
(| f1*)(x)y = 2(f (2)ldf (x)y) -

Dimostrazione. Basta combinare i Teoremi (1.16), (1.23) e (1.27). m

La prossima definizione tiene conto del fatto che ogni spazio normato su C ha una

naturale struttura di spazio normato su R.

(1.29) Definizione Siano (X1,| ||1) e (Xo,|| ||2) due spazi normati su C, A un aperto
in X1, f: A— Xo un’applicazione e x € A.

Diciamo che f ¢é differenziabile in x in senso reale, se f ¢ differenziabile in x allorché
X1 e X9 vengono considerati come spazi normati suR. In tal caso, denotiamo con dg f(x)
il differenziale di f in x in senso reale.

Per contrapposizione, quando vi sia Tischio di confusione, si usa l’espressione diffe-

renziabile in senso complesso.

(1.30) Teorema Siano X e Xy due spazi normati su C, A un aperto in X1, f: A — Xo
un’applicazione e x € A.

Allora sono fatti equivalenti:
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(a) f é differenziabile in x;
(b) f ¢ differenziabile in x in senso reale e l'applicazione dg f (x) : X1 — Xo ¢ C—lineare.

Inoltre, se valgono tali condizioni, si ha df (x) = drf(x).

Dimostrazione.

(a) = (b) Se df (z) e il differenziale di f in z, evidentemente df (z) : X; — X2 € anche
R—lineare, continuo e verifica la (1.8). Pertanto f e differenziabile in z in senso reale e
I f(2) = df ().

(b) = (a) L’applicazione dr f(z) : X; — Xy & C—lineare, continua e verifica la (1.8).
Pertanto f & differenziabile in x e df (z) = drf(z). m

(1.31) Esempio L’applicazione prodotto scalare {(z,w) — zw} non é differenziabile
in nessun punto di C x C, pur essendo differenziabile in ogni punto di C x C in senso
reale. Lo stesso fenomeno si verifica considerando l'applicazione coniugato {z — Z} da

C a wvalori in C.

Da ora in poi, salvo avviso esplicito contrario, verranno sempre presi in considera-

zione spazi unitari e spazi normati su R.

Per applicazioni a valori in uno spazio normato, i teoremi di Lagrange e Cauchy non
sono piu validi (si veda l'esercizio 2). Tuttavia alcune proprieta, che in R discendono
facilmente dai teoremi di Lagrange e Cauchy, continuano a valere a valori vettoriali,

come ad esempio il risultato seguente.

(1.32) Teorema Siano X uno spazio normato, a,b € R, v :[a,b] = X e A : [a,b] = R
due applicazioni continue. Supponiamo che vy e X siano derivabili su |a,b| e che si abbia
N (t) > 0 per ogni t €]a,bl.

Allora esiste t €]a, b| tale che

v () =~ ()] _ VD]
Mb) — AMa) = N(@)

Dimostrazione. Consideriamo la funzione ¢ : [a,b] — R definita da

p(t) = (Ab) = Ma)) v (t) = (@)l = (A#) = A(a)llv(b) = ~(a)]]-

Evidentemente ¢ & continua e
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Esiste quindi un punto di massimo o di minimo ¢ €]a,b[ per ¢. Se t & un punto di

minimo, per ogni s > ¢ risulta
(A(B) = M) v (#) = (@)l = (At) = AMa))llv(b) = v(a)[| <
< (A(B) = Aa))[lv(s) = (@)l = (A(s) = Ma))[lv(b) = v(a)ll,
da cui
(Als) = A7 (B) = (@) < (Ab) = Aa)) (7 (s) = (@)l = [Iv(t) = ~(a)]]) <

< (A) = A@)lIv(s) =@ -

Ne segue
Als) = A(®)

s—t

7(s) — (1)
s—1

() — (@) < AB) — M) H

da cui, passando al limite per s — tT, si ottiene la tesi.

Se invece t & un punto di massimo, per ogni s < t si ha
(A(B) = Ma))llv(s) = v(a)|| = (A(s) = Aa)[lv(b) —v(a)]| <

< (A0) = A@)[Iv(#) = (@)l = (M) = A@)[v(b) = v(a)ll,

da cui
MO 2 1 6) — @)l < (AB) ~ Aa)) Hw |
ML= A 1 0) — 5l < (A®) — M) Hv():Z(t)H |

Passando al limite per s — ¢, si ottiene la tesi anche in questo caso. m

(1.33) Corollario (Disuguaglianza di Lagrange) Siano X uno spazio normato,

a,b € R e~ :la,b] = X un’applicazione continua. Supponiamo che 7y sia derivabile su
la,b[.
Allora esiste t €]a, b| tale che

17(®) = (@)l < (b= a)llv' (]I

Dimostrazione. Si applichi il teorema precedente con A(t) =t. m
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(1.34) Teorema Siano X; e Xo due spazi normati, A un aperto connesso in X; e
f+A— Xy un’applicazione differenziabile tale che df (z) =0 per ogni x € A.

Allora f é costante.

Dimostrazione. Scelto un zg € A, poniamo F = {z € A: f(x) = f(x¢)}. Evidentemen-
te E & non vuoto e chiuso in A per la continuita di f. Dimostriamo che E ¢ aperto in A.
Se z € E, esiste 6 > 0 tale che B (x,d) C A. Per ogni £ € B(x,d) possiamo considerare
lapplicazione « : [0,1] — Xo definita da y(t) = f(z + t({ — x)). Si verifica facilmente

che v € continua su [0,1], derivabile su 0, 1] e che
vt €10, 1:7/(8) = df (2 + £ — 2))(€ — ) = 0.

Per la disuguaglianza di Lagrange ne segue (1) = v(0), ossia f(§) = f(z) = f(x0), per
cui § € E. Risulta quindi B (z,d) C E, per cui E ¢ aperto.

Essendo A connesso, si ha FF = A, da cui la tesi. m

(1.35) Teorema (di Eulero) Siano X; e Xo due spazi normati, « € R e
f : X1 \ {0} — X2

un’applicazione differenziabile.

Allora f e positivamente omogenea di grado « se e solo se

Ve e X1\ {0} : df(x)z = af(z).

Dimostrazione. Supponiamo che f sia positivamente omogenea di grado a. Fissato
x € X; \ {0}, Papplicazione {t — f(tx)} & derivabile su |0, +oo[ con derivata uguale a
df (tz)x. Ne segue

Vt > 0: df(tr)x = at* ! f(z),

da cui la tesi, scegliendo ¢t = 1.

Supponiamo viceversa che
Ve e X1\ {0} : df(x)z = af(z).

Fissato € X3 \ {0}, 'applicazione {t — ¢t~¢ f(tx)} & derivabile su ]0, +-00[ con derivata

uguale a

t=df (tx)r — at™ > f(tx) =
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=t (df (tz)(tx) — a f(tz)) = 0.
Dal Teorema (1.34) si deduce che
Vi>0:t° f(te) = f(x),

da culi la tesi. m

(1.36) Teorema Siano X; e Xo due spazi normati, A un aperto convesso in X1 e

f A= Xo un’applicazione differenziabile. Supponiamo che esista ¢ € [0,+oo[ tale che
Ve e A: ||df(x)| <c.

Allora f e lipschitziana di costante c.

Dimostrazione. Siano x,y € A e sia v : [0,1] — Xy Papplicazione definita da

V(t) = flz+ty — ).

L’applicazione v & continua su [0,1], derivabile su ]0, 1] e

V(t) = df(z +t(y — 2))(y — 2).
Ne segue
I @®)ll2 < ldf (z + t(y — 2)llly — zlly < clly — 2|1

Dalla disuguaglianza di Lagrange si deduce che

1/ (y) = f@)ll2 = llv(1) = 7(0)ll2 < elly = «]lx,

da cui la tesi. m

(1.37) Definizione Siano X; e Xo due spazi normati, A un aperto in Xi e f : A — Xo
un’applicazione. Diciamo che f ¢ di classe C', se f ¢ differenziabile e Uapplicazione
df : A — L(X1; X2) é continua.

Denotiamo con CY(A; Xs) linsieme delle applicazioni f : A — Xo di classe C*.
Poniamo anche C*(A) := C*(4;R).

(1.38) Teorema Siano X1 e Xy due spazi normati, A un aperto in X1 e f: A — Xo

un’applicazione costante.
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Allora f ¢ di classe C.

Dimostrazione. Per il Teorema (1.20), f & differenziabile e 'applicazione df & costante-

mente nulla, quindi continua. m

(1.39) Teorema Siano X; e Xy due spazi normati e L : X1 — X9 un’applicazione

lineare e continua.

Allora L ¢ di classe C*.

Dimostrazione. Per il Teorema (1.21), L & differenziabile e 'applicazione dL ¢ costante,

quindi continua. m

(1.40) Teorema Siano X e Xo due spazi normati, A un aperto in X; e f: A — Xo
un’applicazione di classe C".

0
Allora per ogni y € X1 Uapplicazione a—f : A — Xo é continua.
Yy

0
Dimostrazione. Per ogni y € X 'applicazione —f e la composizione dell’applicazione

Ay
df con 'applicazione
[,(Xl; X2) — X2

L+— Ly

0
che ¢ lineare e continua per il Teorema (1.6.17). Ne segue che a—f € continua. m
Y

(1.41) Teorema Siano X, Y1,...,Y, degli spazi normati, A un aperto in X e

n
fiA-11Yy;
j=1
un’applicazione.

Allora f & di classe C* se e solo se tutte le componenti f9) sono di classe C*.

Dimostrazione. Per il Teorema (1.23) f ¢ differenziabile se e solo se tutte le componenti

sono differenziabili. Inoltre vale la formula

df(2)y = (dfD@)y,....df " (@)y) -

Pertanto per ogni &,z € A e per ogni y € X con |ly|]| <1 si ha

|(ar9) = arD(@)) y| < () — dr @) yll < lf(€) — df (@)
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NI

I(df () = df (@) yll = (Z |(#9©) - ar @) yHQ) <

1
2

< (Z |49 —art) <x>2)
j=1

Ne segue
|ar9€) - arD@)|| < (&) - df @)l <
1
n 9 2
< [ |er2©) - 0@ | -
j=1
Allora df & continuo se e solo se le applicazioni df V), ..., df"™ sono tutte continue. m

(1.42) Teorema Siano X1, Xy e X3 tre spazi normati, Ay un aperto in X1, Ay un
aperto in Xo e fi 1 Ay — Xo e fo 1 Ay — X3 due applicazioni di classe C' con
f1(Ar) C As.

Allora fyo f1 ¢ di classe C'.

Dimostrazione. Per composizione fz o f1 ¢ differenziabile e

d(f2 0 f1)(x) = df2(f1()) o df1(z) .

Ne segue che fy o fi ¢ di classe C1. m

(1.43) Teorema Siano X; e Xo due spazi normati, A un aperto in X1, f,g: A — Xo
e X: A — R delle applicazioni di classe C*.
Allora (f + g) e (A\f) sono di classe C*.

Dimostrazione. Sappiamo gia che f 4+ g e Af sono differenziabili e che
d(f + g)(x) = df (x) + dg (=),

d(Af)(x) = Mz)df (x) + f(x) @ dA(x) .

Ne segue che f + g e Af sono di classe C. m
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(1.44) Definizione Siano X; e Xo due spazi normati ed A un aperto in X1. Poniamo

Ch(A; X2) = {f € C'(A; X2) N Cy(A; Xo) : df € Cy (A; L(X1; X2))} -

Si verifica facilmente che C} (4; X2) & un sottospazio vettoriale di Cj(4; Xo).

(1.45) Teorema Siano X; e Xo due spazi normati, A un aperto in X1 e (f) una suc-
cessione in CL(A; X2). Supponiamo che esistano f € Cy(A; X2) e F € Cp (A; L(X1; X2))
tali che

hlrlanh_fHoo:Ov h]rlanfh_FHoo:()'

Allora f € CH(A; Xo) edf = F.

Dimostrazione. Sia x € A e sia r > 0 tale che B(z,r) C A. Dato y € B(0,r),

consideriamo ’applicazione
[07 1] — X2
t o falz+ty) — tdfa(z)y

Per la Disuguaglianza di Lagrange, esiste ¢ €]0, 1] tale che

(@ +y) = fa(@) — dfn(@)yll < lldfa(z +ty)y — dfalz)yll -

Ne segue

1fn(z +y) = fu(@) — dfn(@)yll < ldfa(z + ty) — dfa(@)] llyl] <
< (ldfn(x +ty) = Fz + ty)|| + [ F(z + ty) — F(@)|[ + [[F(z) — dfn(2)]) llyll <
< Qlldfn = Flloo +sup {[|F(§) = F(x)[ : 1§ ==l < [lyll}) llyll-

Passando al limite per h — oo, si ottiene

1f(x+y) = f(z) = Fx)yl < sup{|[F(§) = F()| = (1€ ==l <Ilyll} lyll,

da cui

foﬂ/) HJ;(H )_F(x>yH<sup{||F(§)—F(5U)H1 1€ = [l < llyl}

per ogni y € B(0,7) con y # 0. Per la continuita di F' ne segue

i &+ Y) = flx) — F(z)y
y—0 [y

:()7

per cui f ¢ differenziabile in z e df (z) = F(z). In particolare f € C}(4; X5). m
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Esercizi

1. Si consideri 'applicazione f : R? — R definita da
(z(1)22(2)

f(x(l), $(2)) - (x(M)4 4 (2(2))2

0 se (M, 2(2)) = (0,0).

se (z1),z?) £ (0,0),

Si dimostri che f ¢ derivabile in ogni # € R? rispetto ad ogni y € R? e che
(y™")?

F0,0@Y,y*) =4 y®
0 se y® =0.

se y® #0,

Se ne deduca che I'applicazione {(y(l),y(2)) — £/(0,0)(y™M, y(2))} non ¢ lineare.
2. Si consideri 'applicazione v : R — R? definita da
~(t) = (cost,sint,t).
Si dimostri che non esiste nessun t €]0, 27| tale che
lv(2m) = 5(0)]| = 2= [l (£)]]

Si dimostri anche che per ogni ¢ €]0, 27[ i vettori (y(27) —(0)) e 4/(¢) sono linearmente

indipendenti.

3. Siano X7, X9 e X3 tre spazi normati e B : X7 x X9 — X3 un’applicazione

bilineare e continua. Si dimostri che B ¢ di classe C.

4. Siano a,b € R (a < b), X uno spazio normato e v :]Ja,b[— X un’applicazione
derivabile in t €]a, b[. Si dimostri che

lim 7(t + U) — 7(t — T) — ’}/(t) ]

(o,7)—(0,0) o+T
c>0,7>0

5. Siano X uno spazio normato, 7 : [a,b] — X un’applicazione continua ed ¢ > 0.

Si supponga che 7 sia derivabile su |a, b e che

Vs, 1 E]a,b[: H'Y/(S) - 7/(t)H <e.
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Si dimostri che

6. Siano Xi, X5 due spazi normati, A un aperto convesso in Xy e f : A — Xy
un’applicazione differenziabile.

Si dimostri che per ogni ,x € A esiste t €]0, 1] tale che

(&) = f@) = df (2)(§ — 2)ll2 < [[df (x + (& — ) = df ()] | — |-

7. Siano X; uno spazio normato, Xs uno spazio di Banach ed A un aperto in Xj.
Denotiamo con C} (4; X2) linsieme delle applicazioni f : A — X5 di classe C! tali che
f:A— Xoedf : A— L(X1; X2) siano limitate. Per ogni f € C}(4; X3) poniamo

1F11:= masc {|[ flloos [|dffloo} -

Si dimostri che (C}(A4; X2), | ||) ¢ uno spazio di Banach.

8. Siano X7 uno spazio normato di dimensione finita, X5 uno spazio di Banach ed A
un aperto limitato in X1. Denotiamo con C!(4; X5) I'insieme delle applicazioni continue
f:A— X, tali che fla ¢ di classe Cledf: A— L(X1; X5) ammette un prolungamento
continuo a tutto A. Per ogni f € C'(A; X5) poniamo

1f1]':= max {[[ flloo, [|df loc} -
Si dimostri che (C'(4; X2), || ||) ¢ uno spazio di Banach.
9. Sia
A= {(x(l),x(2)) eR?: 1< (2W)2 4 (2@)2 < 4} \ ({0} x] — 2, —1[)

esia f: A — R definita da

arctan(z® /z(1) se z(1) >0,
FlaM 2@y =< 772 se z(1) =0,

7+ arctan(z® /z(1))  se (M < 0.
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Si dimostri che f ¢ differenziabile e ||df (z(V), 2(2))|| < 1, ma che f non & lipschitziana.

10. Sia X uno spazio metrico compatto e sia g : R — R una funzione di classe C.

Si dimostri che ’applicazione
G:C(X;R) — C(X;R)

U gou

¢ di classe C1 e che

dG(u)v = (¢’ ou)v

(si intende che lo spazio C(X;R) e munito della norma || ||oo)-

11. Siano a,b € R (a < b) e sia g : R — R una funzione di classe C*. Si dimostri

che l'applicazione
r:C(la,b;R) — R

ws [V g(u(t)) dt
¢ di classe C! e che

b
AU (u)y = / o (u(®))o(t) dt

2 Calcolo differenziale negli spazi di dimensione finita

(2.1) Teorema Siano Xy e Xy due spazi normati di dimensione finita, A un aperto

in X1,z € Ae f: A— Xo unapplicazione differenziabile in x. Siano {e1,...,e,} e
{ai,...,am} due basi in X; ed in Xo, rispettivamente, e siano f(l), e f(m) le compo-
nenti di f rispetto alla base {a1,...,anm}.

Allora si ha

. N (Y 0
y € Xyt df(x)y = Z; ; oo, @ | ai.
dove yV, ... y™ sono le componenti di y rispetto alla base {e1,...,en}. Pertanto
[ of® afm i
el CONREE vl C
af(m) o fm)
Oey () - Oey, v
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¢ la matrice m x n che rappresenta lapplicazione lineare df (z) : X1 — Xo rispetto alle
basi {e1,...,en} e{a,...,am}.

Dimostrazione. Poiché f) = ai o f, risulta che f& & differenziabile in z per i Teore-

mi (1.16) e (1.21) e si ha df ) (x) = o’ (df (), ossia

e Xi: di(wy =Y (¢ @)y)a

i=1

D’altronde per il Teorema (1.10) f() & derivabile in z rispetto ad e;j e si ha

of@ )
@) = e
Allora, se
y=> ye,
j=1
risulta
Ay =3 (4Oy) o= 3 Zw ai =
=1 =1
_ iiym (dfu)(x)ej) 0 — i 3 <8f o)y >)
i=1 j=1 i=1 j=1 ae]

da cui la tesi. m

(2.2) Definizione La matrice m x n introdotta nel teorema precedente si chiama

matrice jacobiana di f in x.

(2.3) Teorema Siano X1 e Xo due spazi normati di dimensione finita, A1 un aper-
to in X1, Ao un aperto in Xo, x € A1, [ : A1 — Xo un’applicazione differenziabi-
le in x tale che f(A1) C Ay e g : Ay — R un’applicazione differenziabile in f(x).
Siano {e1,...,en} € {ai,...,am} due basi in Xy ed in Xo, rispettivamente, e siano
fO ) e componenti di f rispetto alla base {ay, ..., am}.

Allora si ha

m (4)
g, 0 1)) = 3 50 () @)

Dimostrazione. Poiché la composizione di applicazioni lineari corrisponde al prodotto
righe per colonne fra matrici, si deduce dal Teorema (2.1) che l'applicazione lineare

d(go f)(z) & rappresentata dalla matrice 1 x n

09 - of
> G s g )5 @)
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Ne segue
af®
8(3]' T

2 (g0 pla) = dlgo Niales = 3 22 (f(a)
J i=1 "

da cui la tesi. m

(2.4) Teorema Siano A un aperto in C, f: A — C un’applicazione e x € A.
Allora f ¢ differenziabile in = (in senso complesso) se e solo se la corrispondente

applicazione f da un aperto di R? a valori in R? ¢ differenziabile in x (in senso reale) e

af af@ af of2

(2:5) 5.0 %) = @ G = —gm @)

Dimostrazione. Per il Teorema (1.30) si tratta di verificare che dg f(z) ¢ C—lineare. Per

il Teorema (1.1.29), questo avviene se e solo se la matrice jacobiana

afm afm
of®@ of®@
e G (@

¢ della forma
a —f
Boa |

Ne segue la tesi. m

(2.6) Definizione Le relazioni (2.5) introdotte nel precedente teorema si chiamano

condizioni di monogeneita o condizioni di Cauchy-Riemann.

(2.7) Teorema (del differenziale totale) Siano X; uno spazio normato di dimen-

sione finita, Xo uno spazio normato, A un aperto in X1, f : A = Xo un’applicazione,

x € A esia{ey,...,en} una base in Xy. Supponiamo che f sia derivabile in ogni § € A
rispetto ad ogni e; e che per ogni j = 1,...,n lapplicazione

0

7f A — X2

86]'

sia continua in .

Allora f é differenziabile in x e si ha
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Dimostrazione. Per semplicita faremo la dimostrazione nel caso n = 2. L’estensione al
caso generale puo essere svolta per esercizio.

Trattiamo anzitutto il caso particolare in cui ——(z) =0 per j = 1,2. Essendo A
€j
aperto, esiste § > 0 tale che

{z+se;+teg: |s| <9, |t|] <d} CA.

Sia y = yWe; +yPey. Se y & sufficientemente vicino a 0, si ha [yM| < d§ e [y?)] < 6.
L’applicazione
{s — f (:r + sy(l)el)}
e continua su [0, 1] e derivabile su |0, 1] con derivata uguale a

of
1 =2 1)
Y ey (x + sy 61) .

Per la disuguaglianza di Lagrange esiste s(y) €]0, 1] tale che

Hf (x + 3/(1)61) - f(w)H2 < [yWlax(y),

dove si & posto

Analogamente ’applicazione

{t — f (a: +yWey + ty(Q)eg) }

¢ continua su [0, 1] e derivabile su |0, 1] con derivata uguale a

0
y(2) —f (:z: + y(l)el + ty(2)62> .

Esiste quindi t(y) €]0, 1] tale che

Hf (m +yWe; + y(z)eg) —f (w + y“)el) H2 < y@|as(y)

dove si & posto

of (1) @)
862( +yVer +t(y)y 62)

Si verifica facilmente che ’applicazione
1
{y — (W2 + @) }

¢ una norma su X;. Avendo X; dimensione finita, per il Teorema (1.10.5) esiste ¢ > 0

as(y) =

2

tale che )

vye Xuis (W) + u)2)° < clglhs.
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Allora si ha

1@+ ) = f@ly < ||[f@+y) = 1 (z+yDer) || +]|F (2 +3Per) = F@)]|, <

2

N

< Iy Voa() + [P faa(y) < (0 () +a2)?)? (00 + (1?)?)7 <

I

< (aa(y)? + 2(y)?)® cllyln -

.., Of of o .
Poiché —— e —— sono continue in z, risulta
el €2

151—% (a1(y)® + a2(y)?) =0,

per cui f e differenziabile in = con df (z) = 0.

Nel caso generale, osserviamo che ’applicazione che a y € X; associa

oK 291 af of

2
861 862 861 (1‘) te (y) 862

() +y (z) =e'(y) ()

¢ lineare e continua. Se definiamo g : A — X5 ponendo

of
861

of

2
@) =5

9(&) = f(&) —e'(¢) (),

0
si verifica facilmente che anche g soddisfa le ipotesi del teorema ed inoltre 8—g(x) =0
€j

per j = 1,2. Dal passo precedente si deduce che g ¢ differenziabile in = con dg(z) = 0.

Poiché

of

F(&) =9 +e' () 7—(z) + 62<£)@<x) :

of
861
la tesi segue dal Corollario (1.26). m

Se X1 = R", la formula del teorema del differenziale totale si pud anche scrivere

nel modo seguente:

)
df (x) = Z 8:5{3') (z) @ dxj .
j

(2.8) Definizione Siano A un aperto in uno spazio normato X di dimensione finita,

reAef:A— X unapplicazione differenziabile in x.
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Denotiamo con (div f)(x) (divergenza di f in z) la traccia dell’applicazione lineare
df(z) : X — X

La divergenza di f in x viene anche denotata col simbolo (V - f)(x).

Se {e1,...,e,} € una base in X e FA 0 f™ sono le componenti di f rispetto a

tale base, si deduce dal Teorema (2.1) che

n ()
(@iv @) =3 L ).

In particolare, in X = R" si ha

(2.9) Teorema Siano X1 uno spazio normato di dimensione finita, Xo uno spazio
normato, A un aperto in X1, f: A — Xo un’applicazione e {e1,..., ey} una base in X;.

Allora sono fatti equivalenti:

(a) f ¢ di classe C*;

(b) f ¢ derivabile in ogni x € A rispetto ad ogni e; e per ogni j =1,...,n Uapplicazione
0
7f A — Xo
€j
é continua.
Dimostrazione.

(a) = (b) Si tratta di un caso particolare del Teorema (1.40).

(b) = (a) Per il teorema del differenziale totale, f ¢ differenziabile e

Ne segue che df e continuo. m

(2.10) Definizione Siano A un aperto in uno spazio unitario X di dimensione finita,

reAef:A— R una funzione differenziabile in x.
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Denotiamo con V f(x) (gradiente di f in x) l’elemento di X tale che
Vye X V(@) y=(dfx)y),

conformemente al Teorema (1.10.14).

FEvidentemente si ha ||V f(z)|| = ||df (z)]].

(2.11) Osservazione Se {ey,...,ey} € una base ortonormale in X, si ha

In particolare, in X = R™ munito del prodotto scalare canonico, si ha

0 9
V() = <a${1) (x),...,%{;)(x)> |

Dimostrazione. Se

si ha

da cui la tesi. m

(2.12) Osservazione Occorre tenere presente che il gradiente non gode delle stesse
proprieta di invarianza del differenziale: se il prodotto scalare di X viene sostituito da
un altro prodotto scalare (che indurra ovviamente una norma equivalente), il gradiente

di f cambia, in generale.

Se A & un aperto in uno spazio unitario X di dimensione tre orientato, x € A e
f: A — X eun’applicazione differenziabile in x, si verifica facilmente che per ogni y € X
I’applicazione

{&— f() xy}

¢ differenziabile in z. Inoltre la funzione

{y=— (div(f xy)) ()}

e lineare. Il Teorema (1.10.14) consente allora di formulare la seguente
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(2.13) Definizione Siano A un aperto in uno spazio unitario X di dimensione tre

orientato, t € A e f : A — X un’applicazione differenziabile in x.

Denotiamo con (curl f)(x) (rotore di f in x) l’elemento di X tale che

Yy € X o ((curl f)(2)) -y = (div (f x y)) (2).

Il rotore di f in x viene anche denotato con i simboli (rot f)(x), (V x f)(x).

(2.14) Osservazione Se {e1,ea,e3} ¢ una base ortonormale in X tale che es = e1 X eg

e se fU), (curlf)(j) sono le componenti di f e curl f rispetto a tale base, si ha
B afB) af@ afm afB)
(curl f)(a) — ( @)= G @ e+ (@) - @) et

(2 (1)
+(af<m—8f<@>@7

861 362
0ssia
3
; o™
(Curl f)( )(x) — j;l Ei]’k 876](1') .

In particolare, in X = R3 munito dei prodotti scalare e vettoriale canonici risulta

B af® of2 af of®) of2 afm
@mmw—gwwmﬁwwmwww—wﬂm&mx—wmw,
08810

3

A af k)

(D) () = 2

(curl )\ (z) = 4;1 Sijk 5. ) (x).

]7 =

Dimostrazione. La verifica puo essere svolta per esercizio. m

(2.15) Teorema Siano A un aperto in uno spazio unitario X di dimensione tre
orientato, t € A e f,g: A — X due applicazioni differenziabili in x.

Allora si ha

curl (f x g)(x) = df (x)g(x) — dg(z) f(x) + (div g)(x) f(x) — (div f)(x)g(z) .



128 CAPITOLO 2. CALCOLO DIFFERENZIALE

Dimostrazione. Sia {e1, e, e3} una base ortonormale in X con ez = e; X eg. Utilizzando

le componenti rispetto a tale base e tenendo conto della Proposizione (1.10.25), si ha

, 3 (k)
(curl (f x g))(z)(az) = Z Eijk a(jg(e]g)(x) =

j,k—l

— Z Z Eigh Ekmn 3 '<f(m>g(n)> (z) =

],k 1 m,n=1
(m) (n)
j k=1 mn=1 J J
3 (m) (n)
= D (Gimbjn—0indjm) <g<”><x>%e(x>+f<m)<w>8§6 <w>>=
7mmn=1 J 9
3 (4)
- z(i{e (@) gV (w)>+f(’)( >
j=1 I j=1 =
3 8f 3 ag(z)
003 e -3 (e ) -
= (df (x)g(x)? + (div g)(x) fP (z) +
(div )(2)g™ () — (dg(z) f(2),

da cui la tesi. m

Esercizi

1. Siano X7 e X5 due spazi normati di dimensione finita, A un aperto in X;, z € A

e f: A — Xy un’applicazione differenziabile in z. Siano {ei,...,e,} e {a1,...,an} due
basi in X; ed in X», rispettivamente, e siano f(, ..., f(™) le componenti di f rispetto
alla base {a1,...,amn}.

Si dimostri che

2. Sia P : C — C un’applicazione polinomiale:

n

P(z) = Z e

h=0
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Si dimostri che P ¢ differenziabile (in senso complesso) e che

n—1

VzeC: P'(2) = Z(h + Depgr 2"
h=0
3. Sia exp : C — C I'esponenziale complesso. Ricordando che
Va,y € R: exp(x + iy) = €"(cosy + isiny),
si dimostri che 'applicazione exp & differenziabile (in senso complesso) e che

VzeC: (exp)(z) =expz.

4. Siano A un aperto in uno spazio normato X di dimensione finita, x € A e

A A—=Re f: A— X due applicazioni differenziabili in x. Si dimostri che

(div A f)(z) = M) (div f)(z) + d\(x) f(z) .

Se poi X € munito di prodotto scalare, risulta anche

(divAf)(z) = AMz)(div f)(z) + f(z) - VA(z).

5. Siano A un aperto in uno spazio unitario X di dimensione finita, x € A e

Mu:A—Re f,g: A— X delle applicazioni differenziabili in x. Si dimostri che
VOw)(@) = A@)Vae) + p(2)VA(),

V(S g)(x) = dg(x)" f(z) + df (z)" g(x).

Se poi X ha dimensione tre ed & orientato, risulta anche

V(f-9)(x) = f(z) x (curlg)(z) + g(x) x (curl f)(z) + dg(z) f(x) + df (z)g(z) .

6. Siano A un aperto in uno spazio unitario X di dimensione tre orientato, x € A

ed:A—Re f,g: A— X delle applicazioni differenziabili in z. Si dimostri che

div (f x g)(x) = g(x) - (curl f)(z) = f(z) - (curlg)(z),
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curl (A f)(z) = Ma)(curl f)(z) — f(x) x VA(z).

7. Siano A un aperto in uno spazio unitario X di dimensione finita, z € A e

f A — R una funzione differenziabile in x. Si dimostri che

Vye X : [lyl = IVF@) = f@)y) < f(@)(V(2).

3 Derivate seconde e di ordine superiore

(3.1) Definizione Siano X; e Xo due spazi normati, A un aperto in X1, f: A — Xo
un’applicazione, r € A e y1,y2 € X1.
Diciamo che f ¢é derivabile due volte in x rispetto a y; e yo (nell’ordine), se valgono

i sequenti fatti:
(a) f & derivabile in ogni & € A rispetto a y1;

(b) Uapplicazione

ﬁ114—>)(2
oy

¢ derivabile in x rispetto a ys.

’ P 0 (o
P = 5ot @)= 5 (5) @

e chiamiamo tale elemento di Xy derivata (direzionale) seconda di f in x rispetto a y;

Poniamo

€ Y2.

(3.2) Definizione Se X7 =R" e {e1,...,e,} € la base canonica in R™, si pone

_ﬁ(gj)._ o f ()
0z T dede;

D20 f ()

(3.3) Teorema (di Schwarz) Siano X1 e Xy due spazi normati, A un aperto in X1,
A= Xo un’applicazione, x € A e y1,y2 € X1. Supponiamo che f sia derivabile due
volte in ogni & € A rispetto a y1 e y2 ed anche rispetto a ys e y1. Supponiamo inoltre

che le applicazioni
0% f o0 f
y20y1’ y10y2

1A—>X2
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siano entrambe continue in x.

Allora si ha
0% f B 0% f

T) =
0Yy20y1 0y10y2

Dimostrazione. Proviamo anzitutto che

(3.4) i TE Tt +tye) = fletty) = flz+ty) + @) _ O°f
0+ t2 0y20y1

Essendo A aperto, esiste 6 > 0 tale che

{4+ sy +tyz: |s| <0, |t| <} CA.
O f
Y201
{s — f(z + sy1 +ty2) — f(z +sp1)}

Trattiamo prima il caso particolare in cui (x) = 0. Fissato t €]0, d[, applicazione

¢ continua su [0, ¢] e derivabile su ]0, ¢[ con derivata uguale a
0
! (x + sy1 + ty2) — —f(:n + sy1) -

oy oy

Per la disuguaglianza di Lagrange esiste o(t) €]0, ¢[ tale che
[f(z +tyr +ty2) — flz +tyr) — flz +ty2) + f(2)]ly <

<4‘x+omm+wa§i@+a@m>

2
Anche I'applicazione

0
{7’ — af (x+o(t)y; + Tyg)}
Y1
¢ continua su [0, ] e derivabile su ]0, ¢[ con derivata uguale a
0% f
Y201

(x +o(t)y1 +7y2) -

Applicando nuovamente la disuguaglianza di Lagrange, si deduce che esiste 7(t) €]0,¢[

tale che

2

(x+o(t)yr + 7(t)y2)

Hx+a w+wﬁ—§i@+00m)

0y20y1 2

Pertanto risulta

If(z +tyr +ty2) — f(x +tyr) — f(z +ty2) + ()

[P
12 =

2
g” OT (0 1 oty + (D))

0y20y1

2
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2

Passando al limite per t — 07 e tenendo conto della continuita di in x, si ottiene

Oy20y1
la (3.4) nel caso particolare.
Nel caso generale, definiamo g :] — 6, §[>— X5 ponendo
(s,t) = f(z + sy1 + tyz) — st 't (x)
a\s, - U1 Y2 8y28y1 .
Si verifica ff:Lcilmente2 che g soddisfa le ipotesi del lemma, con x, y; e yo sostituiti da 0,
0
e1 ed es. Inoltre J (0) = 0. Dal passo precedente si deduce che
€20€e
t—0+ 2
Poiché
P+ syn 4 tyo) = gls,8) + st =23 —(a)

ne segue la (3.4) anche nel caso generale.

Essendo le ipotesi simmetriche in y; e 9, si ha anche

i JE ) = flettys) = fle i) + fl@) _ 0°f
=0+ t2  Oyi0ys

Tenuto conto che il primo membro & in realta sempre lo stesso, si ottiene la tesi. m

(3.5) Definizione Siano X; e Xy due spazi normati, A un aperto in Xy e f: A — Xo
un’applicazione.

Diciamo che f ¢ di classe C2, se f & di classe C' e Uapplicazione
df A — £(X1;X2)
¢ di classe C1.

(3.6) Teorema Siano X1 e Xy due spazi normati, A un aperto in X1 e f : A — Xo
un’applicazione di classe C2.
Allora f ¢ derivabile due volte in ogni © € A rispetto ad ogni y1,ys € X1 e per ogni

y1,y2 € X1 Uapplicazione
0% f
0y20y1

A — Xy
e continua.
Inoltre per ogni x € A applicazione
X1 x X1 — X5
(y1,92) = f"(2)(y1,92)
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e bilineare e simmetrica.

0

Dimostrazione. Per ogni y; € X 'applicazione 8—f ¢ la composizione dell’applicazione
Y1

df con ’applicazione lineare e continua

[,(Xl; XQ) — X2
L+— Ly .

0
Pertanto or ¢ di classe C'. Per il Teorema (1.40) per ogni 32 € X ’applicazione
Y1
0 f

Oy20y1
Per ogni = € A 'applicazione

¢ continua.

{1, 92) — (@) (y1,2) }

¢ simmetrica per il Teorema di Schwarz. Inoltre si ha

P = 5 (5 ) @ =d (50 ) @m.

per cui 'applicazione

{(1,92) — (@) (y1,92) }

¢ lineare nel secondo argomento. La linearita nel primo argomento discende allora dalla

simmetria. m

(3.7) Teorema Siano X; uno spazio normato di dimensione finita, Xo uno spazio
normato, A un aperto in Xy, f: A — Xy un’applicazione e {e1,..., ey} una base in X;.

Allora sono fatti equivalenti:

(a) f ¢ di classe C?;

(b) f é derivabile due volte in ogni x € A rispetto ad ogni e;,e; (i, =1,...,n) e per
ogni 1,7 =1,...,n Uapplicazione
0% f
A= X
a(ijaei 2
e continua.
Dimostrazione.

(a) = (b) Si tratta di un caso particolare del teorema precedente.
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0
(b) = (a) Per il Teorema (2.9) si ha che a—f ¢ di classe C!, quindi continua. Sempre
€;

per il Teorema (2.9) risulta allora che f & di classe C! e si ha

Tenuto conto che ’applicazione

X2 — ,C(Xl;XQ)

2 2 Q €l

¢ lineare e continua, quindi di classe C, si conclude che anche df ¢ di classe C'. m

(3.8) Definizione Siano A un aperto in uno spazio unitario X di dimensione finita e
f:A— R una funzione di classe C?.
Per ogni x € A denotiamo con V2f(x) (hessiano di f in x)! Iapplicazione lineare e

simmetrica V2f(x) : X — X tale che

Vyr,y2 € X o (V2f(@)yn) -y2 = " (2) (1, 12) »

conformemente al Teorema (1.10.18).

(3.9) Osservazione Se {ei,...,ey} € una base ortonormale in X, la matrice simme-
trica n x n che rappresenta V2 f(x) rispetto alla base {e1,...,e,} &
Oe10eq Oen0eq
0 f O f
() - (z)
L Oey0e, Oepley, -

Essa viene detta matrice hessiana di f in x. In particolare, se X = R"™, la matrice

simmetrica n x n che rappresenta V2 f(z) rispetto alla base canonica &

oy - ]
9oz &) RGO
o2 f o2 f
OO () 92§z () |

Tn diversi testi il simbolo V2 f viene invece utilizzato per denotare il laplaciano di f, che noi definiamo
a pag. 222.
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(3.10) Osservazione Occorre tenere presente che, similmente a quanto avviene per
la nozione di gradiente, se il prodotto scalare di X viene sostituito da un altro prodotto
scalare (che indurra ovviamente una norma equivalente), l’hessiano di f cambia, in

generale.

(3.11) Teorema Siano A un aperto in uno spazio unitario X di dimensione tre orien-
tato, f : A — R una funzione di classe C? e g : A — X un’applicazione di classe C' con

curlg di classe C*.
Allora si ha
curl (Vf) =0, div (curlg) =0.

Dimostrazione. Sia {e1, e, e3} una base ortonormale in X con e3 = e; x ez. Tenuto

conto del Teorema di Schwarz, si ha

3
0% f
(curl (V) Z “iik Be. Oe; <86k> Z ik De - dey. Oe;0ey, (z)

7,k=1 7,k=1
3 3
0% f 0% f
= E; ki(ﬂ?) = €Zk7($) =
j;l J aekaej j;l J aejaek
3
o’ f (i)
= - Z Eijk m(l‘) = — (curl (V)™ (2),
7,k=1

per cui (curl (Vf))@(z) = 0.
Per quel che riguarda g, trattiamo solo il caso particolare in cui g ¢ di classe C2.

Allora risulta

3 3
9 ag(k) 829(’“)
(div(emlg)@) = 3 5 <k b, )@= 2 Ek o e, @
,5,k=1 i,5,k=1
3
62
- 3 e = X e =
1,5,k=1 t,5,k=1
3
92gk) .
= - Z Eijk m(-ﬂf) = _(dIV (curlg))(x),
i,5,k=1

per cui (div (curlg))(z) =0.m

La nozione di derivata seconda si estende all’ordine superiore con un procedimento

di tipo ricorsivo.

(3.12) Definizione Siano X e Xy due spazi normati, A un aperto in Xy, f: A — Xo
un’applicazione, k > 2, x € A e y1,...,yr € X1.
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Diciamo che f ¢é derivabile k volte in x rispetto a yi, ..., yx (nell’ordine), se valgono

1 sequenti fatti:
(a) f ¢ derivabile in ogni & € A rispetto a yy;

(b) Uapplicazione

of
— A= X
oy B
¢ derivabile (k — 1) wvolte in x rispetto a ya, ..., Y.
Poniamo
ok f k=1 af
&) (2) (w1, . . ., ::c::()x
FE@) (Y- yw) 8yk---8y1() 9o O 8y1()

e chiamiamo tale elemento di Xy derivata (direzionale) k—esima di f in x rispetto a

yl?"‘?yk'

Poniamo anche

e, nel caso X1 =R,

fP (@) = fB(@)(1)*.

(3.13) Definizione Se X; =R" e {e1,...,en} € la base canonica in R", si pone

ok f

Do o) = (@)= 21
201) ... Uk) ax(Jk) .. 83;(]1) ’

6ejk . -86j1

(3.14) Definizione Siano X; e Xo due spazi normati, A un aperto in X1, f: A — Xo
un’applicazione e k > 2.

Diciamo che f ¢ di classe CF, se f ¢ di classe C' e Uapplicazione
df A — E(Xl;XQ)

¢ di classe C*1.
Per convenzione, diciamo che f ¢ di classe C°, se f ¢ continua. Se f & di classe

C* per ogni k > 0, diciamo che f ¢ di classe C™. Per ogni k = 0,...,00 denotiamo
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con C¥(A; Xs) Uinsieme delle applicazioni f : A — Xo di classe C*. Bvidentemente
C%(A; Xo) = C(A; X3). Poniamo anche CF(A) := CF(A;R).

(3.15) Teorema Siano X1 e Xy due spazi normati, A un aperto in X1 e f: A — Xo
un’applicazione costante.

Allora f e di classe C°.

Dimostrazione. La semplice verifica puo essere svolta per esercizio. m

(3.16) Teorema Siano X; e X9 due spazi normati e L : X1 — Xo un’applicazione
lineare e continua.

Allora L ¢ di classe C™°.

Dimostrazione. La semplice verifica puo essere svolta per esercizio. m

(3.17) Teorema Siano X, Y1,...,Y, degli spazi normati, A un aperto in X,

n
f:A-11Yy;
j=1
un’applicazione e k € N.

Allora f ¢ di classe C* se e solo se tutte le componenti 9 sono di classe CF.

Dimostrazione. La dimostrazione puo essere svolta per esercizio, ragionando per indu-

zione su k. m

(3.18) Teorema Siano X1, Xy e X3 tre spazi normati, Ay un aperto in X1, Ay un
aperto in Xo, k € N e fi : Al — Xo e fo: Ay — X3 due applicazioni di classe C* con
f1(A1) C As.

Allora foo f1 é di classe C*.

Dimostrazione. La dimostrazione puo essere svolta per esercizio, ragionando per indu-

zione su k. m

(3.19) Teorema Siano X1 e Xo due spazi normati, A un aperto in X1, k € N e
f,g:A— Xy eX: A— R delle applicazioni di classe C*.
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Allora (f + g) e (A\f) sono di classe C*.

Dimostrazione. La dimostrazione puo essere svolta per esercizio, ragionando per indu-

zione su k. m

(3.20) Teorema Siano X1 e Xy due spazi normati, A un aperto in X1, 2 <k < oo e
f: A= Xy un’applicazione di classe CF.
Allora f ¢ derivabile k wvolte in ogni x € A rispetto ad ogni yi, ...,y € X1 e per
ogni yi, ..., yr € X1 Uapplicazione
ok
7&% : -f8y1 A — Xo
e continua.

Inoltre per ogni x € A Uapplicazione
Xi X xX| — Xy
(y17 s ayk) = f(k)(l‘)(yla s 7yk)

e k—lineare e simmetrica.

Dimostrazione. Ragioniamo per induzione su k. Se k = 2, la tesi ¢ gia stata dimostrata

nel Teorema (3.6). Consideriamo ora k > 3 e supponiamo che la tesi sia vera per k — 1.
0

Per ogni y; € X; l'applicazione of e la composizione dell’applicazione df con

Y1
I’applicazione lineare e continua

[,(Xl; XQ) — X2
L— Ly .

0 0
Pertanto ofr ¢ di classe C*~1. Per l'ipotesi induttiva of ¢ derivabile (k — 1) volte in
n Y1
. : : SR rr :
ogni x € A rispetto ad ogni ¥s,...yr € X1 e 'applicazione T B & continua.

Yk O
Sempre per 'ipotesi induttiva, per ogni z € A Papplicazione

{20 — IO @1, }

¢ (k — 1)—lineare e simmetrica.

Essendo f di classe C?, si ha

FO @)1, 92) = £ (@) (g2, 1)



3. DERIVATE SECONDE E DI ORDINE SUPERIORE 139

per il Teorema di Schwarz, per cui

f(k)(x)(y17y27' . ayk) = f(k)(w)(y%yh . ayk) .

Ne segue la linearita anche in y; e la simmetria nel complesso di tutte le variabili

Y., Yg- W

(3.21) Teorema Siano X; uno spazio normato di dimensione finita, Xo uno spazio
normato, A un aperto in X1, f: A — Xo un’applicazione, 1 < k < oo e {e1,...,en}
una base in X;.

Allora sono fatti equivalenti:
(a) f & di classe C*;

(b) per ogni ji,...,jk € {1,...,n} Uapplicazione f é derivabile k volte in ogni x € A

rispetto ad e;j,, ..., ej, e l'applicazione
ak
_ 9 ALk
8€jk L 8€j1
e continua.
Dimostrazione.

(a) = (b) Si tratta di un caso particolare del teorema precedente.

(b) = (a) Ragioniamo per induzione su k. Se k = 1,2 la tesi ¢ gia stata dimostrata
nei Teoremi (2.9) e (3.7). Consideriamo ora k > 3 e supponiamo che la tesi sia vera per
k — 1. Per l'ipotesi induttiva si ha che per ogni i = 1,...,n 'applicazione g e di classe

aei
C*=1, quindi continua. Per il Teorema (2.9) risulta allora che f ¢ di classe C! e si ha

Tenuto conto che 'applicazione

X2 — ,C(Xl;XQ)

2 2 ® €l

¢ lineare e continua, quindi di classe C™, si conclude che df & di classe C*~1. m
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Esercizi

1. Data la funzione f : R? — R definita da

D)2 _ (422
FaW, ) = o Ex<1>;2+ga¢<z>§2 se (M), 2()) #(0,0),

0 se (1), 2®)) = (0,0),

si calcolino Di(l)x@)f(o, 0) e Dimx(l)f(o, 0).

2. Siano X; e X5 due spazi normati, A un aperto in X1, z € A, y1,120 € X1 e

f : A — X5 una funzione derivabile in ogni £ € A sia rispetto ad y; che ad ys. Si

of of .

supponga che le funzioni —— e o siano entrambe differenziabili in x. Si dimostri che
Y1 Y2

O f o) = O f .
QY2011 oy 0ya

3. Siano X7, X9 e X3 tre spazi normati e B : X7 X X9 — X3 un’applicazione

bilineare e continua. Si dimostri che B & di classe C°°.

4. Siano A un aperto in uno spazio unitario X di dimensione finitae f: A - R

una funzione di classe C2. Si dimostri che ’applicazione
Vf:A—> X

¢ di classe C! e che

Ve e A: d(Vf)(z) = V2f(x).

5. Sia X uno spazio normato e sia f : X — R una funzione derivabile due volte in

ogni x € X rispetto ad ogni y € X. Si dimostri che f & convessa se e solo se

Vr,ye X f(x)(y)* > 0.
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4 La formula di Taylor

(4.1) Teorema (Formula di Taylor col resto di Lagrange) Siano X uno spazio
normato, A un aperto in X, k € N, f : A = R una funzione di classe C*¥T' e x € A.
Sia inoltre r > 0 tale che B (x,r) C A.

Allora per ogni € € B (x,r) esiste t €]0,1] tale che

k

O =Y 4 P E -0+

h=0

1

m f(kﬂ)(fc +t(§ —2))(§ — x)kﬂ .

Dimostrazione. Sia £ € B (z,7). Se £ = z, la tesi ¢ evidente. Altrimenti, sia

— R

} ||£—:E|| ||£—l‘||

la funzione definita da v(¢) = f(z + t(§ — x)). Si verifica facilmente che v ¢ di classe
C**+1. Inoltre per ogni h =0,...,k+ 1 si ha

A (#) = FO) (2 4 1€ — 2))(€ — 2)".

Dalla formula di Taylor in una variabile si deduce che esiste ¢ €]0, 1] tale che

“1 1
B N N7 PO S (2
2 MO G-

Ne segue la tesi. m

(4.2) Corollario (Teorema di Lagrange) Siano X uno spazio normato, A un aperto
in X, f: A — R una funzione di classe C' e x € A. Sia inoltre r > 0 tale che
B(z,r) C A.

Allora per ogni & € B (x,r) esiste t €]0,1] tale che

F(&) = f@) + f'(@ + (= 2))(§ — ).

Dimostrazione. Si tratta del caso particolare k = 0. m

Anche la formula di Taylor col resto di Peano puo essere estesa agli spazi normati.

Per semplicita noi considereremo solo il caso k = 2.

(4.3) Teorema (Formula di Taylor col resto di Peano) Siano X wuno spazio

normato, A un aperto in X, f: A — R una funzione di classe C? e x € A.
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Allora si ha

F(&) = fz) = f'(@)(€ —2) — 5f"(2)(§ — x)?

o €2l =0
Di conseguenza, posto
1) — fl@) - Fa)(E - 2) — 11" (@)(E — 2)?
ws(€) = (= se& €A\ e},
0 se € =,

st ha che wa : A — R € continua in x con wa(x) =0 e
1
Ve Az f(&) = f(2) + [(@)(€ —2) + 5 "(2)(§ = 2)" + [|§ — wll*wa(€) -
Dimostrazione. Sia L = d(df)(z) : X — X' e sia wy : A — X' tale che

df (&) = df (x) + L(§ — z) + [|€ — z[jw1 () -

Poiché
&) (y1) = (df (&), m),

si verifica facilmente che

F"(@)(y1,y2) = (Lya, 1) -
In particolare, per ogni y € X si ha
W) = f@)(y) + @)y, € — 2) + 1€ — z[[{wr(§), y) -

Applicando il Teorema di Cauchy alle funzioni

{t— flz+ 1t —2) —tf'(x) (€ —2)}
e {t — t*}, si deduce che esiste ¢ €]0,1[ tale che

£~ F(@) — f)( —x) = TEFHEZDNEZ D) 2 @€ =)

_ @) (€ =3, 1(€ = x)) + [[HE — @) [{wi (2 + H(§ — 7)), § — =)
2t

1

1" 1
= P @)= 4 5¢ — allr(o + 1€~ ).~ ).

Poiché
[(wi(z + 1€ — ))& — 2)| < [lwi(@+t(E —2)| 1€ — =,
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ne segue

F(&) = fla) = f(2)(§ —2) — 5 f"()(§ — 2)?
1€ — =

géwﬂx+ﬂ£—@m,

da culi la tesi. m

Esercizi

1. Sia~v: }—oo7 %[ — R? I'applicazione definita da

V(@) = <1iaj’1—12x>

esiano k € Ne z € |—oo, 5[\ {0}. Si dimostri che non esiste nessun ¢ €]0, 1[ tale che

1 1
y(w) = hz 7l ahy M (0) + [CES] aP D (1)
0

k
2. Siano X, X5 due spazi normati, A un aperto in X;, k € N, f : A — Xy

un’applicazione di classe C¥*! e 2 € A. Sia inoltre r > 0 tale che B (z,r) C A.

Si dimostri che per ogni £ € B (z, ) esiste ¢ €]0, 1] tale che

1
<
- (k)]

|5 @ + e — 26 - )+

) .

k
‘P@—}jéﬂ%@@—mh
h=0

3. Siano X; e X5 due spazi normati, A un aperto in X1, f : A — X5 una funzione
di classe C? e x € A.

Si dimostri che vale ancora la formula di Taylor col resto di Peano.
4. Siano X uno spazio normato e f : X — R una funzione di classe C? tale che
oy € X+ f(2)(y)* = [yl
Si dimostri che esistono a,b € [0, +oo[ tali che

1
Ve X: f(x) > §||$H2 —allz]| - b.
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5 Forme quadratiche e punti critici

(5.1) Definizione Sia X uno spazio normato. Diciamo forma quadratica ogni funzione

Q: X — R del tipo
Qy) = ¢(y,y)

con @ : X x X — R bilineare e simmetrica.

(5.2) Teorema Siano X uno spazio normato, A un aperto in X e f : A — R una
funzione di classe C?.

Allora per ogni x € A la funzione {y — f"(x)(y)?} ¢ una forma quadratica.

Dimostrazione. Si tratta di un’ovvia conseguenza del Teorema (3.6). m

(5.3) Definizione Sia X wuno spazio normato. Una forma quadratica @ : X — R si

dice:

— definita positiva, se esiste v > 0 tale che
vy € X Qy) = vlyl*;

— semidefinita positiva, se

Vye X : Qy) >0;
— definita negativa, se esiste v > 0 tale che

Yy e X : Qy) < —vyl*;

— semidefinita negativa, se

Vye X Qy) <0;
— indefinita, se esistono yi,ys € X tali che

QY1) <0< Q(y2).

(5.4) Definizione Siano X uno spazio metrico, f : X — R una funzione e x € X.

Diciamo che x ¢é
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— un punto di minimo locale (o relativo) per f, se esiste un intorno U di x tale che
VEeU: f(§) = f(x);
— un punto di massimo locale (o relativo) per f, se esiste un intorno U di = tale che

VEeU: f(§) < flx).

(5.5) Definizione Siano X uno spazio normato, A un apertoin X,z € Aef: A—R
una funzione differenziabile in x.

Diciamo che x ¢ un punto critico (o stazionario) per f, se df (z) = 0.

(5.6) Teorema Siano X uno spazio normato, A un aperto in X, x € Aef: A—R
una funzione differenziabile in x. Supponiamo che x sia un punto di minimo locale
oppure di massimo locale per f.

Allora x é un punto critico per f.

Dimostrazione. Sia U C A un intorno di = conforme alla Definizione (5.4). Per ogni
y € X esiste § > 0 tale che (x + ty) € U per ogni t €] — 4, d[. Definiamo ~ :] — 9,d[— R
ponendo (t) = f(x + ty). Evidentemente v & derivabile in 0 con 7/(0) = df (z)y e 0 &
un punto di minimo o di massimo (assoluto) per ~.

Allora si ha 7/(0) = 0, ossia df (z)y = 0 per ogni y € X, da cui la tesi. m

(5.7) Teorema Siano X wuno spazio normato, A un aperto in X, f : A — R una
funzione di classe C? e x € A.

Allora

— se x ¢ un punto di minimo locale per f, la forma quadratica {y — f”(x)(y)Q} e

semidefinita positiva;

— se x ¢ un punto di massimo locale per f, la forma quadratica {y — f”(x)(y)Q} e

semidefinita negativa.

Dimostrazione. Supponiamo che x sia un punto di minimo locale per f e consideriamo
un intorno U di z in A conforme alla Definizione (5.4). Per ogni y € X sia vy :|—4,d[— R
definita come in precedenza. Allora v & di classe C2 con 7”(0) = f”(x)(y)? ed ha in 0
un punto di minimo (assoluto). Ne segue f”(z)(y)? > 0 per ogni y € X.
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Se x € un punto di massimo locale, il ragionamento ¢ simile. m

(5.8) Teorema Siano X wuno spazio normato, A un aperto in X, f : A — R una
funzione di classe C* e x € A un punto critico per f.

Allora

— se la forma quadratica {y — f”(m)(y)z} e definita positiva, T ¢ un punto di minimo

locale per f;

— se la forma quadratica {y — f"(z)(y)?} ¢ definita negativa, x é un punto di massimo

locale per f.

Dimostrazione. Consideriamo il caso in cui la forma quadratica {y — f” (:):)(y)Z} e

definita positiva. Sia v > 0 tale che
vye X f(a)(y)? > vlyl?.

Tenuto conto che x € un punto critico per f, dalla formula di Taylor col resto di Peano

si deduce che

VEE A: () = f(z) + o f @€ — ) + 1€ — 2l wa(e)

con wy : A — R continua in = ed wa(z) = 0.

Sia U un intorno di x tale che

VEeU: |wa(§)] <

R

Allora per ogni £ € U si ha
£(6) > F@) + 3 @)(E ~ 2 ~ 6 ~ 2l Plwa©)] >

> f(2) + 511§ ==l = ZlIE = 2l? = F@) + Tllg > = f(@).

Se la forma quadratica e definita negativa, il ragionamento & simile. m

Esercizi
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1. Sia f : R? — R la funzione definita da
Fa®,2) = (@) - (@0)2) (@) - 2z,

Si dimostri che (0,0) non ¢ né un punto di minimo locale né un punto di massimo locale
per f, anche se per ogni (yM,y?)) € R? la funzione v(t) = f(ty™), ty?) ha un minimo

locale in 0.

2. Sia X uno spazio normato e sia f : X — R una funzione convessa e differenziabile
in ogni « € X. Si dimostri che ogni punto critico per f & un punto di minimo (assoluto)

per f.

3. Si dimostri che, fra tutti i triangoli di assegnato perimetro, quello equilatero ha

area massima.

4. Siano X uno spazio normato di dimensione finita e @ : X — R una funzione.
Si dimostri che @ ¢ una forma quadratica se e solo se Q ¢ di classe C? e positivamente

omogenea di grado due.

5. Siano X uno spazio normato di dimensione finita e Q : X — R una forma

quadratica. Si dimostri che

— (@ ¢ definita positiva se e solo se
Vy € X\ {0}: Qy) > 0;
— @ & definita negativa se e solo se

Yy € X\ {0}: Q(y) <0.

6 I teoremi di inversione locale e delle funzioni implicite

(6.1) Definizione Siano X; e Xo due spazi normati, Ay un aperto in X1, Az un aperto
in Xo e f: Ay — Ao un’applicazione.
Diciamo che f é un diffeomorfismo, se f & biiettiva e f e f~! sono entrambe di

classe C1.
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(6.2) Osservazione Se f : Ay — Ay ¢é un diffeomorfismo, allora le applicazioni
df(z) : X1 — X2 ed(f~YH(y) : Xo — X1 sono biiettive per ogni x € Ay e per ogni
y € As.

Dimostrazione. Dalleidentitd (f~1of)(z) =z e (fof1)(y) = y si deduce, differenziando
membro a membro,
Vo e Ay d(f Y (f(z) odf(z) =1d,
Wy € Az df(f7H(y) o d(f7)(y) = 1d.

Ne segue la tesi. m

(6.3) Teorema (di inversione locale) Siano X; e X due spazi normati di dimen-
sione finita, A un aperto in X1, f : A — Xo un’applicazione di classe C* e xy € A.

Supponiamo che Uapplicazione lineare
df(xo) X1 — Xo

sia bitettiva.

Allora esiste un intorno aperto U di o in A tale che f(U) é aperto in X3 e
fiv U — f(U)
e un diffeomorfismo.

Inoltre per ogniy € f(U) si ha

-1

d(f ) = (df (f' ()

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione. m

(6.4) Teorema (delle funzioni implicite o di Dini) Siano X, Y e Z tre spazi
normati di dimensione finita, A un aperto in X XY, f : A — Z un’applicazione di

classe C! e (x,y) € A. Supponiamo che f(x,y) =0 e che lapplicazione lineare

Y — Z
w = df(z,y)(0,w)

sia biiettiva.
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Allora esistono un intorno aperto V di x in X, un intorno aperto W diy in'Y ed

un’applicazione ¢ : V —'Y di classe C1 tale che (V) C W, p(z) =y e
VEeV,VneW: f(&n) =0 n=0¢(g).
Inoltre si ha per ogni € € V e per ogni v € X

df (£, ¢(€)) (0, de(§) (v)) = —df (€, ¢(€)) (v,0) .

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione. m

(6.5) Osservazione Nel caso in cui A sia un aperto in R™ x R", f : A — R”

un’applicazione di classe C* e (z,y) € A, Uipotesi che applicazione lineare
R™" — R”
w = df (z,y)(0,w)

sta bitettiva equivale a richiedere che il minore n x n

[ af® af
W(%y) m(l’ay)
afm afm

della matrice jacobiana di f in (z,y)

Oz (z,y) - m(%y) W(%?J) W(xay)
of™ o o o)
| 0z (@,y) - W(way) W(%y) W(%y) |

abbia determinante non nullo.

Esercizi

1. Si consideri 'applicazione f : R? — R? definita da

flx,y) = (e® cosy, e’ siny).
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Si verifichi che f & di classe C! e che df (z,y) & biiettivo per ogni (z,y) € R, ma che f

non ¢ iniettiva.

2. Siano X7 e X3 due spazi normati di dimensione finita, A; un aperto in X; con-
tenente 0 e f : A1 — X un’applicazione di classe C! tale che f(0) = 0 e df(0) sia
iniettivo. Si dimostri che esiste un aperto Az in Xy contenente df(0)(A;) ed un’appli-
cazione ® : Ay — X, di classe C! tale che ®(0) = 0, d®(0) = Id e f = ® o df(0).

3. Siano X; e X5 due spazi normati di dimensione finita, A un aperto in X1, x € A
e f: A — Xy un’applicazione di classe C! tale che f(z) = 0 e df(z) sia suriettivo.
Si dimostri che esiste un’applicazione ® : A — X; di classe C! tale che ®(x) = 0,
dd(z) =1d e f = df(x) o D.

4. Siano X; e X2 due spazi normati di dimensione finita, A un aperto in X; e
f: A — X, un’applicazione di classe C' tale che df(z) sia suriettivo per ogni z € A. Si

dimostri che per ogni aperto 2 C A 'immagine f(2) & aperta in Xs.

5. Siano X; e X5 due spazi normati di dimensione finita, A; un aperto in X, Ao
un aperto in X9, ® : A; — As un diffeomorfismo, z € A; e f : A5 — R una funzione
differenziabile in ®(x). Si dimostri che z € un punto critico per f o ® se e solo se ®(x)

un punto critico per f.

6. Siano A un aperto in uno spazio normato X di dimensione finita, f : A — R una

funzione di classe C? e x € A un punto critico per f. Si supponga che
d(df)(z) : X — X'

sia biiettivo. Si dimostri che esiste un intorno U di z tale che z ¢ 'unico punto critico

di finU.

7. Siano X7 e X9 due spazi normati di dimensione finita, A; un aperto in Xy, As
un aperto in Xo e ® : A; — Ay un diffeomorfismo. Si supponga che ® sia di classe C*

con 2 < k < 0o. Si dimostri che @1 & di classe C*.
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7 Sottovarieta e punti critici vincolati

(7.1) Definizione Siano X uno spazio normato di dimensione finita, M un sottoin-
siteme di X el <k < 0.

Diciamo che M ¢ una sottovarietd (senza bordo) in X di classe C¥, se per ogni
x € M esistono un intorno aperto U di x in X, m > 0 ed un’applicazione g : U — R™

di classe C* tali che

(a) risulti

MNU={{eU: g(§) =0} ;
(b) per ogni & € M NU Uapplicazione lineare
dg(§): X - R™

sta suriettiva.

(7.2) Definizione Siano X wuno spazio normato di dimensione finita e M una sotto-
varieta in X di classe C'.
Per ogni x € M denotiamo con T, M l’insieme degli y € X tali che esiste § > 0 ed

un’applicazione v :] — 6, 6[— X di classe C* tale che

Vit €]l —0,0[: y(t) € M ;

1l sottoinsieme T, M di X si chiama sottospazio tangente a M in x.

Il teorema che ora dimostriamo ci consente di caratterizzare il sottospazio tangente

in termini dell’applicazione g che compare nella definizione di sottovarieta.

(7.3) Teorema Siano X uno spazio normato di dimensione finita, M una sottovarieta
in X di classe C* ex € M. Siano U un intorno aperto dix e g : U — R™ un’applicazione
di classe C' conforme alla Definizione (7.1).
Allora si ha
T.M = N (dg(z)) .

In particolare, T, M e un sottospazio vettoriale di X.

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione. m
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(7.4) Definizione Siano X wuno spazio normato di dimensione finita e M una sotto-
varieta in X di classe C*. Se la dimensione di TyM non dipende da x € M, chiamiamo

dimensione di M la comune dimensione dei vart sottospazi tangenti a M.

In tal caso, se g : U — R™ & conforme alla Definizione (7.1), si ha necessariamente

m =dim X — dim M.

(7.5) Definizione Siano X uno spazio normato di dimensione finita, M una sotto-
varietda in X di classe C', A un aperto in X contenente M, x € M e f : A — R una
funzione differenziabile in x.

Diciamo che z é un punto critico (o stazionario) vincolato per f su M, se

T,M C N (df (z)) .

Anche per questa nozione siamo interessati ad una caratterizzazione in termini

dell’applicazione g che compare nella definizione di sottovarieta.

(7.6) Teorema Siano X uno spazio normato di dimensione finita, M una sottovarieta
in X di classe C', A un aperto in X contenente M, x € M e f : A — R una funzione
differenziabile in x. Siano U un intorno aperto di x e g : U — R™ un’applicazione di
classe C' conformi alla Definizione (7.1).

Allora x é un punto critico vincolato per f su M se e solo se esistono A, ..., A\m € R

tali che .
df (z) = Xjdg¥ (x),
j=1

m)

dove ¢V, . .., g™ sono le componenti di g.
Pertanto, se X ¢ munito di un prodotto scalare, risulta che x & un punto critico

vincolato per [ su M se e solo se esistono Ai,...,A\yn € R tali che

Vi)=Y AV (x).
j=1

Dimostrazione. Per il Teorema (7.3), x & un punto critico vincolato per f su M se e solo

se

O\ (499 (@) = N (dg(x)) = TaM € N (df (=) -
j=1

La tesi segue allora dal Teorema (1.1.32). m
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(7.7) Teorema Siano X uno spazio normato di dimensione finita, M una sottovarieta
in X di classe C', A un aperto in X contenente M, x € M e f: A — R una funzione
differenziabile in x. Supponiamo che x sia un minimo locale o un massimo locale per f
ristretta a M.

Allora x & un punto critico vincolato per f su M.

Dimostrazione. Siay € T, M e sia vy :]—9,6[— X conforme alla Definizione (7.2). Allora
f o~y & definita in un intorno di 0, derivabile in 0 e 0 &€ un minimo o un massimo locale

per f o~. Pertanto si ha

df (x)y = df (7(0))(7'(0)) = (f 0 )'(0) = 0,

da cui la tesi. m

(7.8) Corollario (Teorema dei moltiplicatori di Lagrange) Siano X uno spazio
normato di dimensione finita, M una sottovarietd in X di classe C, A un aperto in
X contenente M, x € M e f: A — R una funzione differenziabile in x. Siano inoltre
U un intorno aperto di x e g : U — R™ un’applicazione di classe C* conformi alla
Definizione (7.1). Supponiamo che x sia un minimo locale o un massimo locale per f
ristretta a M.

Allora esistono A1, ..., Ay € R tali che

df (z) = Emj Ajdgt (),
j=1

dove gV, ..., g™ sono le componenti di g.

Inoltre, se X e munito di un prodotto scalare, tale relazione equivale a

Vi)=Y 2V (z).
j=1

Dimostrazione. Si tratta di combinare i Teoremi (7.6) e (7.7). m

Esercizi
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1. Sia M un sottoinsieme di uno spazio normato X di dimensione finita. Si dimostri
che M ¢ una sottovarieta in X di classe C* se e solo se per ogni & € M esistono un
intorno aperto U di z in X, n > 0, un aperto {2 in R™ ed un’applicazione ¢ : ) — X di
classe C* tali che ¥(Q2) = M NU, ¢ : Q — M NU & un omeomorfismo e

Vu € Q: dip(u) € iniettivo.

Inoltre, se (u) = z, si ha T, M =R (dip(u)).

2. Si consideri 'applicazione 1 : R — R? definita da

@b(u):( u u(u2—1)>‘

w41 ut+1

Si dimostri che ¥ & di classe O, iniettiva, con ¥/(u) # 0 per ogni u € R, ma che 1 (R)

non & una sottovarietd in R2.

3. Sia M una sottovarietd connessa di classe C! in uno spazio normato X di di-

mensione finita. Si dimostri che la dimensione di 7, M ¢ indipendente da = € M.

4. Siano M una sottovarieta di classe C! e dimensione n — 1 in uno spazio unitario
X di dimensione finita n, z € M e g : U — R una funzione di classe C'! conforme alla

Definizione (7.1). Si dimostri che

VyeT,M: Vg(z)-y=0.

5. Sia M una sottovarieta di classe C* (2 < k < oo) in uno spazio normato X di

dimensione finita. Si ponga
TM :={(z,y) e X xX:2xeM,yeT,M}

(Uinsieme T'M si chiama fibrato tangente di M).
Si dimostri che TM & una sottovarietd in X x X di classe C*~1. Si dimostri inoltre

che, se M ha dimensione n, allora T'M ha dimensione 2n.
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8 Applicazioni lineari e simmetriche

(8.1) Teorema Siano X uno spazio unitario su R di dimensione finita con X # {0}
e L: X — X un’applicazione lineare e simmetrica.

Allora Uinsieme degli autovalori di L é non vuoto, ammette minimo uguale a
min{(Lz) -z : z € X, ||z|| =1}

e massimo uguale a

max{(Lz)-z:z € X, ||z|| =1} .
Dimostrazione. La funzione @ : X — R definita da
Qx) = (La) -

¢ differenziabile e
dQ(z)y = (Lz) -y + (Ly) o = (Lz) -y +y - (Lz) = (2Lz) - y,

per cui Q ¢ di classe C! e VQ(z) = 2Lx.
Essendo l'applicazione identica lineare e simmetrica, anche la funzione g : X — R

definita da g(z) = ||z]|> — 1 & di classe C! e Vg(z) = 2z. Inoltre 'applicazione lineare
dg(z): X - R
non ¢ identicamente nulla, quindi suriettiva per ogni € X \ {0}. Allora
S={reX: |z =1} = {z € X : g(z) = 0}

¢ una sottovarieta in X di classe C'. Inoltre S & compatta, perché chiusa e limitata in
X, che ha dimensione finita.
Per il Teorema di Weierstrass, ()| ammette minimo. Sia x1 € S un punto di minimo

(assoluto) per @|g. Per il Teorema dei moltiplcatori di Lagrange esiste A1 € R tale che
2L1}1 = 2)\1$1 N

ossia

L.%'l = )\1$1 .

Inoltre

Q(x1) = (Lay) -1 = (Mx1) - 21 = Mz ||> = A1
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Pertanto

min{(Lz)-z: z € X, ||z| =1} =X\

¢ un autovalore di L.

D’altronde, se A € un autovalore di L e z # 0 ¢ un autovettore di L relativo a A, si

ha
T T
Ll — | =A—,
(IIJJH) [EA]

20 (gep) = (+ (1) o1 = Og) =

per cui Aq € il piu piccolo autovalore di L.

Il ragionamento per il massimo & simile. m

(8.2) Corollario Siano X uno spazio unitario su R di dimensione finita e L : X — X
un’applicazione lineare e simmetrica. Definiamo una forma quadratica @ su X, ponendo
Q(z) = (La) - z.

Valgono allora i sequenti fatti:
(a) Q é definita positiva se e solo se tutti gli autovalori di L sono strettamente positivi;

(b) Q é semidefinita positiva se e solo se tutti gli autovalori di L sono maggiori o equali

a zero;
(¢) Q é definita negativa se e solo se tutti gli autovalori di L sono strettamente negativi;

(d) Q ¢ semidefinita negativa se e solo se tutti gli autovalori di L sono minori o equali

a zero;

(e) Q ¢ indefinita se e solo se L ammette un autovalore strettamente negativo ed un

autovalore strettamente positivo.

Dimostrazione. Sia S come nella dimostrazione del teorema precedente.
Se @ ¢ definita positiva, ¢ ovvio che il minimo A; di Qg ¢ strettamente positivo.
Per il teorema precedente tutti gli autovalori di L sono strettamente positivi.
Viceversa, se tutti gli autovalori di L sono strettamente positivi, si deduce dal

teorema precedente che il minimo A; di Qg ¢ strettamente positivo. Allora per ogni

x € X \ {0} si ha
Q (x> Z )\1 )
[l



8. APPLICAZIONI LINEARI E SIMMETRICHE 157

ossia

Q(z) > Mllz]*.

Poiché tale disuguaglianza e vera anche per x = 0, la forma quadratica () & definita
positiva.
Le caratterizzazioni (b), (c) e (d) si possono dimostrare in maniera analoga.
D’altronde () ¢ indefinita se e solo se (Q non ¢ né semidefinita positiva né semidefi-
nita negativa. Per le proprieta (b) e (d), questo equivale all’esistenza di un autovalore

strettamente negativo ed uno strettamente positivo per L. m

(8.3) Corollario Siano X uno spazio unitario su R di dimensione finita, A un aperto

in X, f:A— R una funzione di classe C? e x € A. Consideriamo la forma quadratica
Q definita ponendo Q(y) = f"(z)(y)2.

Valgono allora i sequenti fatti:

(a) Q ¢ definita positiva se e solo se tutti gli autovalori dell’hessiano V?f(x) sono

strettamente positivi;

(b) Q ¢ semidefinita positiva se e solo se tutti gli autovalori dell’hessiano V2 f(z) sono

maggiori o equali a zero;

(¢) Q ¢ definita negativa se e solo se tutti gli autovalori dell’hessiano V?f(z) sono

strettamente negativi;

(d) Q ¢ semidefinita negativa se e solo se tutti gli autovalori dell’hessiano V2 f(x) sono

minori o equali a zero;

(e) Q ¢ indefinita se e solo se Uhessiano V2f(x) ammette un autovalore strettamente

negativo ed un autovalore strettamente positivo.

Dimostrazione. Si tratta di un caso particolare del corollario precedente. m
(8.4) Teorema Siano X uno spazio unitario su R di dimensione finita e L : X — X

un’applicazione lineare e simmetrica.

Allora esiste una base ortonormale in X costituita da autovettori di L.
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Dimostrazione. Ragioniamo per induzione sulla dimensione di X. Se dim X = 1, il
risultato € ovvio. Consideriamo ora X con dim X = n > 2 e supponiamo che la tesi sia
vera per gli spazi di dimensione n — 1.

Siano @ e S come nella dimostrazione del Teorema (8.1). Sia e; un punto di minimo
di Q|S e sia A1 € R tale che Le; = A\je;. Evidentemente e; € un autovettore di L ed
lex]l = 1.

Sia X1 = {te; : t € R}. Se poniamo Xs = {x € X : x-e; = 0}, risulta che

X = X1 Xy,
per cui X5 ha dimensione n — 1. Inoltre per ogni x € X5 si ha
(Lx)-e1=x-(Ler) =x - (Ae1) = Ai(x-e1) =0,
per cui L(X3) C Xs. Per l'ipotesi induttiva applicata a
Lix, : Xo — Xo,

esiste una base ortonormale {es,...,e,} in X5 costituita da autovettori di L.

Allora {ey,...,e,} € una base ortonormale in X costituita da autovettori di L. m

(8.5) Corollario Sia A una matrice n X n simmetrica a coefficienti reali.

Allora esiste una matrice U n X n ortogonale tale che la matrice
Ut AU
sta diagonale.

Dimostrazione. La matrice A induce un’applicazione lineare e simmetrica da R™ a valori

in R, se R” & munito del prodotto scalare canonico.

Per il teorema precedente esiste una base ortonormale {a1,...,a,} in R™ costituita
da autovettori di A. Sia U la matrice ortogonale avente per colonne i vettori aq, ..., a,.
Siano A1,..., A, gli autovalori di A corrispondenti ad a1, ...,a, e sia {e1,...,e,}

la base canonica in R™. Allora si ha
Ut AU@j = Ut Aaj = Ut ()\jaj) = AjU_laj = )\jej

per ogni j = 1,...,n. Questo significa che la matrice U? AU & diagonale. m
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(8.6) Corollario Sia A una matrice m X n a coefficienti reali con m > n.
Allora esistono una matrice Uy n X n ortogonale, una matrice D n x n diagonale

con autovalori positivi ed una matrice Us m X n con Ué Us = 1d tali che

A=U,DU; .

Dimostrazione. La matrice n x n A® A ¢ evidentemente simmetrica. Per il Teorema (8.4)
esiste una base ortonormale {ay,...,a,} in R" costituita da autovettori di A® A. Siano
A1, ..., Ay gli autovalori corrispondenti.

A meno di riordinare gli indici, si pud supporre che esista h tale che Aa; # 0 per

1<j<hedAaj =0 per h+1 < j < n. Osserviamo che per ¢ # j si ha
(Aai) . (Aaj) = a; - (At ACLJ') = Q; * ()\jaj) = )\j(ai . (lj) == 0,

per cui

{ ACL1 Aah }
[Aar]|” " [ Aaal
€ un sistema ortonormale in R". Esso puo essere completato in modo da ottenere una
base ortonormale
Aa1 Aah
{uAaln’“" ||Aah||’“h+1""’“m}

in R™,

Sia U; la matrice n x n ortogonale che ha per righe i vettori aq,...,a,, ossia tale
che

Ulaj:ej 1§]§n,
sia D la matrice n X n diagonale tale che
De; = ||Aajle; 1<j<n

e sia Uy la matrice m x n che ha per colonne i vettori

Aaq Aay,
PR y Oht1y -5 On
[ Aa | [ Aan|| "
ossia tale che n
s

Ue;=—32— 1<j<h

T [l Agy]| ’
UQSjZOéj h—|—1§j§n.

Allora si verifica facilmente che Uﬁ Uy =1d e che

A =UsDUy ,
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da cui la tesi. m

(8.7) Corollario Sia A una matrice m x n a coefficienti reali con m > n. Allora

Uapplicazione lineare corrispondente R™ — R™ ¢ iniettiva se e solo se det(A! A) # 0.

Dimostrazione. Sia A = Uy DU; con Uy, D ed Us come nel corollario precedente. Essendo

ortogonale, U7 induce un’applicazione biiettiva. Poiché per ogni x € R" si ha
|Upz|? = 2t UL Uy = 2t & = |2)?,

Uy induce un’applicazione iniettiva. Pertanto A induce un’applicazione iniettiva se e
solo se det D # 0.

Risulta
det(A' A) = det (U{ DUL U5 DUy ) = det (U} DDU,) = (det D),

da cui la tesi. m

Esercizi

1. Siano X uno spazio unitario di dimensione finita e L : X — X un’applicazione

lineare e simmetrica. Si dimostri che

||IL|| = max {|A| : A & un autovalore di L} .

2. Sia A una matrice m X n a coefficienti reali con m < n. Si dimostri che esistono
una matrice Uy m x n con UyU? = Id, una matrice D m x m diagonale con autovalori

positivi ed una matrice Us m X m ortogonale tali che

A=U,DU; .
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3. Sia A una matrice m X n a coefficienti reali con m < n. Si dimostri che I'ap-

plicazione lineare corrispondente R® — R™ & suriettiva se e solo se det(4A!) # 0.

4. Sia A una matrice n X n a coeflicienti reali. Si dimostri che esistono una matrice
n X n ortogonale U e due matrici n x n simmetriche e semidefinite positive Sy e Ss tali
che

A=5U=US;.

5. Siano X uno spazio unitario di dimensione finita e L : X — X un’applicazione li-
neare e simmetrica. Sia {ej, ..., ey} una base ortonormale in X costituita da autovettori
di L e siano Ay, ..., A, gli autovalori corrispondenti.

Per ogni funzione f : {A1,...,\,} = Rsia f(L) : X — X Dapplicazione lineare e

simmetrica tale che

Si dimostri che
(a) la definizione di f(L) non dipende dalla scelta della base {e1,...,e,};
(b) se f,g:{A1,..., A} — R sono due funzioni, si ha
(f +9)(L) = f(L) + g(L),
(fg)(L) = f(L)og(L);

(c) se f(x) =0e g(x) =1 per ogni x € {A1,...,\,}, si ha

(d) se f(x) =z per ogni x € {\1,..., A}, si ha

f(L)=L.



Capitolo 3

Equazioni differenziali ordinarie
lineari

1 Equazioni del primo ordine vettoriali

(1.1) Definizione Siano E C R, u : E — K" una funzione e v € E un punto di

accumulazione per E.

n)

Diciamo che u é derivabile in x, se ogni componente u o u™ ¢ derivabile in .

In tal caso poniamo

u'(z) = (u(l)’(x), . ,u(")/(a:)> )

(1.2) Definizione Siano J un intervallo non vuoto in R ed A : J — L(K™";K"),
B :J — K" due applicazioni continue.

Diciamo che u : J — K™ ¢é una soluzione dell’equazione differenziale
W = Atyu+ B(t),

se u ¢ derivabile e soddisfa u'(t) = A(t)u(t) + B(t) per ognit € J.

Se poi (tg,up) € J x K", diciamo che u ¢é una soluzione del problema di Cauchy

se si ha anche u(ty) = ug.

Le equazioni differenziali del tipo
u = A(t)u + B(t)
si dicono lineari del primo ordine. Se B = 0, [’equazione differenziale si dice omogenea.

162
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Nel seguito di questa sezione, supporremo che siano dati un intervallo non vuoto J

in R e due applicazioni continue A : J — L(K™;K") e B: J — K".
(1.3) Teorema Per ogni (to,ug) € J x K" esiste una ed una sola soluzione u : J — K"

del problema di Cauchy

u(to) = Uup .

{ u' = A(t)u+ B(t),

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione. m

(1.4) Teorema L’insieme delle soluzioni v : J — K" dell’equazione differenziale

omogenea
(1.5) u' = A(t)u

costituisce uno spazio vettoriale su K di dimensione n.
Pertanto, se {u1,...,un} € una base in tale spazio, ogni soluzione u : J — K"

della (1.5) ¢é data dalla formula
u(t) =Y Au(t)

con XV, A0 e K.

Dimostrazione. Sia S l'insieme delle soluzioni u : J — K" della (1.5). Se u,v € S,

(u + v) & derivabile e si ha
(u+v) =Alt)u+ A(t)v = A(t)(u +v),

per cui (u 4+ v) € S. In maniera simile si prova che, se A € Ke u € S, allora \u € S.
Pertanto S € uno spazio vettoriale su K.
Fissato ty € J, definiamo un’applicazione ® : & — K" ponendo ®(u) = u(tp).

Evidentemente @ & lineare. Inoltre, il fatto che per ogni ug € K" il problema di Cauchy

abbia una ed una sola soluzione u : J — K" si traduce nel fatto che ® ¢ biiettiva.

Pertanto S ha la stessa dimensione di K”. m
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(1.6) Definizione Siano ui,...,u, : J — K" delle applicazioni e sia t € J. Denotia-
mo con W (t) la matrice n x n che ha per colonne ui(t),...,u,(t). Diciamo che W (t) é

la matrice wronskiana, associata ad w1, ..., Uy,.

(1.7) Teorema Siano uq,...,u, : J — K" delle soluzioni dell’equazione differenziale

omogenea

Allora sono fatti equivalenti:

(a) per ognit € J la matrice wronskiana W (t) é invertibile;
(b) esiste tg € J tale che la matrice wronskiana W (ty) sia invertibile;

(¢) le applicazioni uq,. .., u, sono linearmente indipendenti.

Dimostrazione.
(a) = (b) Ovvio.
(b) = (¢) Siano AV, ... X" ¢ K tali che
veeJ: > Aut) =0.
j=1
In particolare si ha
0="> ADu;(te) = W(to) | Y_AWe;

j=1 j=1
Essendo W (tg) invertibile, risulta A(V) = ... = A(") =0,
(¢) = (a) Fissato ty € J, & sufficiente dimostrare che W (t() ¢ iniettivo. Siano

2D ek

tali che
Wito) [ > ADe; | = ADu(tg) =0.
j=1

Se poniamo
n
v = Z AU )uj ,
j=1
si ha che v € una soluzione del problema di Cauchy

{ v =A(t)v,
’U(to) =0.
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Per 'unicita della soluzione, deve essere v = 0, ossia
n
E AD g =
Jj=1

Essendo uy, ..., u, linearmente indipendenti, ne segue A = =\ = u

(1.8) Teorema Sia v:J — K" una soluzione dell’equazione differenziale
u' = A(t)u+ B(t)

e sia {u1,...,u,} una base nell’insieme delle soluzioni dell’equazione differenziale omo-

genea associata

Allora ogni soluzione u : J — K" dell’equazione differenziale
u' = A(t)u + B(t)

e data dalla formula

con A\, . A e K.

Dimostrazione. Se

si ha

= A(t) U+ZA u; | + B(t) = A(t)u+ B(t).
Se viceversa u : J — K" & una soluzione dell’equazione differenziale
W = Atyu+ B(t),

si ha

(u—v) = A)u + B(t) — A(t)o — B(t) = A(t)(u —v),
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per cui (u — v) risolve l'equazione differenziale omogenea associata. Conformemente al

Teorema (1.4), esistono A A e K tali che
u(t) —o(t) = > AVuy(t),
j=1

da cui la tesi. m

(1.9) Teorema (Metodo della variazione delle costanti) Sia {ui,...,u,} una

base nell’insieme delle soluzioni dell’equazione differenziale omogenea

e sia W la matrice wronskiana.

Allora ogni soluzione u : J — K" dell’equazione differenziale
u' = A(t)u + B(t)

e data dalla formula

con c:J — K" derwabile tale che

VteJ: W(t)d(t) = B(t).

Dimostrazione. Sia c¢:J — K" derivabile tale che W (t)c/(t) = B(t) e sia

n

u(t) =Y D (t)uy(t).
j=1
Allora . .
W=D+ Z(C(J))’u] =
j=1 j=1
= A(t) D | +W (@) [ D (e, | =
j=1 j=1
= A(t)u+ B(t)

Viceversa, sia u una soluzione dell’equazione differenziale

u' = A(t)u+ B(t).
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Per il Teorema (1.7) esiste un’applicazione derivabile ¢ : J — K" tale che

risolve ’equazione

u' = A(t)u+ B(t).

Allora per il Teorema (1.8) esistono A1), ... A\(") € K tali che

ult) = i (E(j)(t) + /\(j)) uj(t) .

j=1

Evidentemente ¢9)(t) = &9)(t) + A\U) & derivabile e risolve W ()¢ (t) = B(t). m

Esercizi

1. Siano A, B : J — K due funzioni continue e sia tg € J. Si dimostri che ogni

soluzione v : J — K dell’equazione differenziale
u = A(t)u + B(t)
e data dalla formula

u(t) = Aexp(A(t)) + exp(A(L) / exp(—A() B(r)dr (A €K)

to

dove A : J — K & una primitiva di A.

2. Siano A, B : R — K due funzioni continue e periodiche di periodo T > 0. Si

supponga che fOT A(t)dt # 0. Si dimostri che ’equazione differenziale
u = A(t)u + B(t)

ammette una ed una sola soluzione u : R — K periodica di periodo T'.
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2 Equazioni di ordine n scalari

In questa sezione consideriamo equazioni differenziali della forma

n—1
D"u = Z a;(t)D7u +b(t) .
j=0
Supponiamo che J sia un intervallo in R e che aq, . .., a,—1,b : J — K siano delle funzioni

continue. L’incognita & la funzione u : J — K derivabile n volte.

(2.1) Proposizione Poniamo

0 10 0
A(t) = ,
0 0 1
L CLQ(f) an,l(t) i
_ 0 .
B(t) =
0

L b() ]

Valgono allora i sequenti fatti:
(a) le applicazioni A : J — LK™ K™) e B:J — K" sono continue;

(b) seu:J — K & una soluzione dell’equazione differenziale

n—1
D"u="Y " a;(t)D/u+b(t),
j=0

allora Uapplicazione v : J — K™ definita da

u(t)
Du(t)

D" ty(t)

risolve l'equazione differenziale

o' = A(t)v+ B(t);
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(c) sev:J — K" éuna soluzione dell’equazione differenziale

o' = A(t)v+ B(t),

allora la prima componente v(Y) risolve Uequazione differenziale

n—1

D'u="> a;(t)DIu+b(t);

J=0

(d) seui,...,up:J — K sono delle funzioni derivabili (n—1) volte, si ha che uq, ...

sono linearmente indipendenti se e solo se le applicazioni a valori in K"

(75} (t)
Du1 (t)

D"‘lul (t)

sono linearmente indipendenti.

Dimostrazione.

(a) Ovvio.

Unp(t)
Dy, (t)

D"y, ()

169

(b) L’applicazione v ¢ derivabile, perché tutte le componenti sono derivabili. Si verifica

poi facilmente che

o' = A(t)v + B(t).

(c) Si ha

n—1
@MY =S a4 b(t)
j=0

Allora v(»=1) & derivabile due volte, v("~2) & derivabile tre volte e cosi via. Alla fine v

& derivabile n volte, DIv() = pU+D per 0 < j < n—1e D" = (v(™)’. Tenendo conto

dell’ultima equazione del sistema, si deduce che

n—1
DM =" a;(t) DI ™ + b(1).
=0
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(d) Supponiamo che uq, ..., u, siano linearmente indipendenti e consideriamo

A A e K

tali che _ _
Uj(t) 0
n Du]‘(t) 0
Z N . —
i=1 _
i D”_luj(t) i L 0 i

Allora si ha in particolare

> Ay =0,
j=1

per Cui )\(1) e )\(n) = O
Viceversa, supponiamo che
ur(t) [ un(t)
Duy (t) Duy,(t)
| Dl (t) | | D" g (t) |
siano linearmente indipendenti e consideriamo A, ... A(™ € K tali che

Z )\(j)uj =0.
7j=1

Allora, derivando ripetutamente, si ottiene

n

> A9Du; = 0

Jj=1

n

> AUy = 0
j=1

ossia

ui(t) ] 0
DUJ' (t) 0

D™ L,(t) 0



2. EQUAZIONI DI ORDINE N SCALARI 171

Ne segue che A\ = ... =AW = (. m
(2.2) Teorema Per ogni tg € J e per ogni (uo,ugl), e ,u((]n_l)> € K" esiste una ed
una sola u : J — K che risolve il problema di Cauchy
n—1
D"y = > a;(t)D7u+b(t)
j=0
u(to) = Up
Du(tp) = u(()l)
D" tu(ty) = u(()n_l)

Dimostrazione. Si tratta di combinare la Proposizione (2.1) col Teorema (1.3). m

(2.3) Teorema L’insieme delle soluzioni u : J — K dell’equazione differenziale omo-

genea
n—1

(2.4) D'u=>a;(t)D'u
j=0

costituisce uno spazio vettoriale su K di dimensione n.
Pertanto, se {ui,...,u,} € una base in tale spazio, ogni soluzione u : J — K

della (2.4) ¢ data dalla formula

con XV, . A e K.

Dimostrazione. Si tratta di combinare la Proposizione (2.1) col Teorema (1.4). m

(2.5) Definizione Siano ui,...,u, : J — K delle funzioni derivabili (n — 1) volte e
sia t € J. St chiama matrice wronskiana la matrice n X n

w(t) - ua(t)
Duy(t) - - - Duy(t)

Dty (t) - - - D" lug(t)
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(2.6) Teorema Siano ui,...,u, : J — K delle soluzioni dell’equazione differenziale

omogenea
n—1
D"y = Z a;j(t)D'u.
j=0
Allora sono fatti equivalenti:
(a) per ognit € J la matrice wronskiana W (t) é invertibile;
(b) esiste tg € J tale che la matrice wronskiana W (tg) sia invertibile;

(¢) le funzioni uy, ..., u, sono linearmente indipendenti.

Dimostrazione. Si tratta di combinare la Proposizione (2.1) col Teorema (1.7). m

(2.7) Teorema Sia v:J — K una soluzione dell’equazione differenziale
n—1 '
D"u=>a;(t)DIu+ b(t)
=0
e sia {u1,...,u,} una base nell’insieme delle soluzioni dell’equazione differenziale omo-

genea associata
n—1

D" = Z a;(t)D’u.
=0

Allora ogni soluzione u : J — K dell’equazione differenziale

n—1
D"u=">a;(t)DIu+ b(t)
§=0

e data dalla formula

con A\, . A e K.

Dimostrazione. Si tratta di combinare la Proposizione (2.1) col Teorema (1.8). m

(2.8) Teorema (Metodo della variazione delle costanti) Sia {ui,...,u,} una

base nell’insieme delle soluzioni dell’equazione differenziale omogenea

n—1
D"u = Z a;(t)D’u.
=0



2. EQUAZIONI DI ORDINE N SCALARI 173

Allora ogni soluzione u dell’equazione differenziale

e data dalla formula

j=1
con c:J — K" derivabile tale che
[ ow® - w@® T E) e [ o]
Duy(t) - - - Duy(t)
Vte J: . S . ) —
0
i D”_lul(t) S D”_lun(t) 11 (c(”))/(t) | i b(t) ]

Dimostrazione. Si tratta di combinare la Proposizione (2.1) col Teorema (1.9). m

Esercizi

1. Siano ag, a; : [, ] — K due funzioni continue. Si dimostri che uno ed uno solo

dei fatti seguenti e verificato:

(a) il problema

u' = ag(t)u+ ar ()
u(la) = 0
u(B) = 0

ammette una soluzione u : [«, 5] — K non identicamente nulla;

(b) per ogni funzione continua b : [a, ] — K il problema

v = ap(t)u+ ai(t)u’ + b(t)
ula) = 0
u(B) = 0

ammette una ed una sola soluzione u : [a, f] — K.
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2. Siano ag, a1 : R — K due funzioni continue. Si dimostri che per ogni o € R esiste

0 > 0 tale che, se a < 8 < a+ 4, il problema

o' = ag(t)u+ ar(t)u
u(la) = 0
u(P) = 0

ammette solo la soluzione identicamente nulla.

3 1l caso a coefficienti costanti

In questa sezione consideriamo equazioni lineari di ordine n a coefficienti costanti, ossia

del tipo
n—1
D"y = Z a;D'u+b(t),
7=0
dove ag,...,ap—1 € Keb:J — K e una funzione continua.

Come vedremo, in questo caso ¢ possibile descrivere un procedimento algebrico per

determinare una base nell’insieme delle soluzioni u : R — K dell’equazione omogenea

associata
n—1
D"y = ZajD]u.
J=0
(3.1) Teorema Siano ag,...,a,—1 € C e sia
n—1
=Ygl = (2= )™ (2 )™
j=0
con A, ..., € C distinti e mq,...,mp > 1.

Allora una base nell’insieme delle soluzioni u : R — C dell’equazione differenziale

omogenea

n—1
D"y = Z aiju
§=0
e costituita dalle funzioni

exp(Mit), ..., 1™ Lexp(Ait), ..., exp(Agt), ..., t"™  Lexp(A\it).

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione. m
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(3.2) Corollario Siano ag,...,an—1 € R € sia
n—1
2" — Zajz] =
j=0
= (2= A)™ (2 = )™ (2 = pptr — dwpyr) "
(z — ppy1 + twppr) ™4 (2 — g — dwg) ™ (2 — g + dwg) ™
con

ALy ey Ay a1 + IWh4 15 o1 — Wy, Pk + 1Wg, p — dwy, € C

distinti (A\j, pij,wj € R) e mq,...,my > 1.
Allora una base nell’insieme delle soluzioni u : R — K dell’equazione differenziale

omogenea
n—1

D'y = Z aiju
=0

e costituita dalle funzioni

exp(Ait), ..., t™"  Lexp(Ait), ..., exp(At), ..., t™  Lexp(Apt),

exp(pps1t) cos(whpit), exp(pngit) sin(wppit), -, "™+ exp(pp41t) cos(wpi1t),
t"h 1L exp (pup g t) sin(wppat), - - - exp(ugt) cos(wyt),
exp(put) sin(wit), - -+, ™" exp(uxt) cos(wit), 1™ exp(uxt) sin(wit) .

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione. m

Esercizi

1. Siano a9 € R\ {0}, a; € R e b : R — R una funzione continua e periodica di
periodo T > 0. Si supponga che ag > 0 o che a; # 0.

Si dimostri che I'equazione differenziale

u” = agu + aju’ + b(t)
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ammette una ed una sola soluzione u : R — R periodica di periodo T
2. Si dimostri che ’equazione differenziale
uw' = —u+sint
non ammette soluzioni periodiche.
3. Sia a; € R. Si dimostri che I'equazione differenziale
" / .
u =aiu +1+sint

non ammette soluzioni periodiche.

4. Si dica per quali A € R il problema

u’ = —Au
u(0) = 0
u(r) = 0

ammette soluzioni u : [0, 7] — R non identicamente nulle.



Capitolo 4

Teoria della misura

1 La misura di Hausdorff

Nel corso di questo capitolo faremo largo uso dell'insieme R = R U {—o00, +-00}.

Se (xp) € una successione in R, si verifica facilmente che

limsupxy, = inf | supzy |
h keN h>k

liminf z, = sup | inf = .
T ek sk

Conformemente alla teoria dei limiti, ricordiamo che

Vr €] — 00, +00] 1 ¥ + (+00) = (4+00) + 7 = +o0,

Va € [—00,400[: 4 (—00) = (—00) + & = —0o0,
Vz €]0,+00] : x - (+00) = (+00) - & = +00,
Va € [—00,0[: @ (4+00) = (4+00) - = —00,
Va €]0,+00] : - (—00) = (—00) - x = —00,
Vo € [~00,0[: @+ (—00) = (~00) - & = +00,

| — 00| = + 00| = +o0.

Nella teoria della misura ¢ conveniente porre anche

(+00)-0=0"(+00) =0,

mentre non vengono definite le espressioni (+00) + (—o0) e (—00) + (+00).

177
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Si verifica facilmente che le proprieta associativa e commutativa di somma e prodotto
e la proprieta distributiva del prodotto rispetto alla somma continuano a valere dopo

tali estensioni.

(1.1) Proposizione Per ognin > 1 si ha

0 < sup (inf {i(diam (Ep))" = [0,1]" = D Ep, diam (Ep,) < 5}) < 400.

>0 h=0 h=0

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione. m

(1.2) Definizione Per ogni m > 1 e per ogni sottoinsieme E di R™ poniamo

H™(E) := y sup (inf {Z(diam (Ep)™: E = U Ep, diam (Ep) < 5}) )

>0 h—0 h=0
dove
o0 [oe} -1
Q= (sup (inf {Z(diam (Ep))™: [0,1]™ = U Ep, diam (Ep) < 5})) .
>0 h—0 h=0

La funzione H™ : B (R™) — [0, +o00] si chiama misura esterna di Hausdorff m—dimen-

sionale.

Per ogni § > 0, poniamo anche

HT(E) := ayy, inf {Z(diam (En))™: E = | J By, diam (Ey) < 5} :
h=0 h=0

Essendo la funzione {0 — H'(E)} decrescente, si ha
H™(E) =supH3'(E) = lim HF'(E).
6—0

>0

(1.3) Teorema Per ogni m > 1 valgono i sequenti fatti:
(@) H™(0) =0;
(b) se ECF CR", si ha H"(E) < H™(F);

(c) se (Ep) € una successione di sottoinsiemi di R™, si ha

H™ (U Eh) <> H™(En).
h=0

h=0
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Dimostrazione. Evidentemente H™(()) = 0. Sia ora E C F C R™. Dato § > 0, sia
o o

F = |J Fj condiam (F}) < 6. Posto Ej, = Fj,NE, risulta E = |J E}, con diam (Ep,) < §
h=0 h=0

ed Ey C Fy. Ne segue

/Hgn(E) < apm Z(dlam (Eh))m < apm, Z(dlam (Fh))m ,
h=0 h=0

da cul HJ'(E) < HJ'(F), quindi H™(E) < H™(F).
Sia infine (Ej,) una successione di sottoinsiemi di R™. Consideriamo d,¢ > 0. Per

o0
ogni h € N esiste una successione (Fj,_ ;) di insiemi tali che Ej, = |J Fj, j, diam (Fj ;) < §

7=0
¢ o0
am Y _(diam (Fj ;)™ < HF'(Ep) + €271 < H™(Ep) +e27"7
§=0
Allora - o s
U&= U U s
h=0 h=0 j=0
€

My (U Eh> <am Y Y (diam (F )™ <
h=0

h=0 j—=0
<y (Hm(Eh) n gz—h—l) =N H(E) +e.
h=0 h=0

Per Darbitrarieta di ¢, si ha

Hy' (G Eh) < iHm(Eh)

h=0 h=0

da culi la tesi. m

(1.4) Teorema Per ogni m > 1 valgono i sequenti fatti:
(a) se E e F sono due sottoinsiemi non vuoti di R™ tali che
inf{lxr —y|: v € E,ye F} >0,
risulta H™(E U F) = H™(E) + H™(F);

(b) per ogni E C R"™ esiste una successione (Ay) di aperti in R™ tale che E C (] Ap e
heN

H™(E) = H™ (ﬂ Ah> .

heN
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Dimostrazione.

(a) Per il teorema precedente ¢ sufficiente dimostrare che
HMEUF)>H"E)+H"™(F).
Sia
p=inf{lz —y|: z € E, ye F}
esia 0 < d < p. Dato € > 0, esiste una successione (Ep,) di insiemi tali che
(e}
EUF = E,
h=0
diam (Ep) < d e

(o)
am Y _(diam (B,))™ < HF(EUF) +¢
h=0
Se poniamo E, = E, N E ed £} = E, N F, per ogni h € N si ha E] = () oppure E/ = ().

Ne segue
o0 [e.e] [e.e]
Z(dlam E))" + Z (diam (E}) Z (diam (Ep))™
h=0 h=0 h=0

o0
Inoltre E = |J E}, F = U E}, diam (E}) < 0 e diam (E}) < 0, per cui
h=0 h=0

Hs' (E) +HS' (F Z diam (E3))™ + oo, Z(diam (Ey)™ =
h=0 h=0

oo
= am Y _(diam (B,))" < HF(EUF) +e
h=0
Per larbitrarieta di € si ottiene HJ*(E) + HJ'(F) < HJ'(FUF), quindi la (a), passando
al limite per 6 — 0.

(b) Omettiamo la dimostrazione. m

(1.5) Teorema Per ogni m > 1 valgono i sequenti fatti:

(a) se E C Rk e f: E — R™ ¢ un’applicazione lipschitziana di costante ¢, si ha
H™(f(E)) < "H™(E);

(b) se ECRF e f: E— R" ¢ un’isometria, si ha

H™(f(E)) =H"™(E);
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(c) se f:R™ = R"™ ¢ del tipo f(x) = Ax con A € R, si ha
VE CR": H"(f(E)) = A" H™(E);

(d) sem >n, si ha
H™(R") =0.

Dimostrazione.
(a) Se ¢ =0, f & costante, per cui H™(f(F)) = 0. Supponiamo quindi ¢ > 0.
o0

Siano d,e > 0 e sia E = |J Ej, con diam (Ep) < d/c e
h=0

am Y _(diam (E,))™ < Hy)(E) + < H™E) +¢.
h=0

Allora f(F) = h[._j f(Eh), diam (f(Ep)) <de

H(f E (diam (f m<e amz (diam (Ep))™
h=0 h=0

< MHM(E) + e
Per Parbitrarieta di e si ha HJ*(f(E)) < ™ H™(E), da cui la tesi.
(b) Essendo f lipschitziana di costante 1, si ha
H™(f(E)) < H™(E).

D’altra parte anche f~!: f(E) — E ¢ lipschitziana di costante 1, per cui
H™ME) =H"™(fH(f(E))) < H™(f(E)).
(c) Essendo f lipschitziana di costante |A|, si ha
H™(f(E)) < [A™H™(E).

Se A = 0, vale necessariamente 1'uguaglianza. Altrimenti f~! & lipschitziana di costante
IA|71, per cui

H™E) =H"(fH(F(E))) < NT"H™(f(E)).
(d) Consideriamo [—h, h] con h € N. Suddividiamo ogni lato [—h, h] in k parti uguali,
ottenendo [—h, h]™ U I; con diam (I;) = 2hy/n/k. Dato § > 0, sia k tale che
2hy/n/k < 6. Allora si ha

k" m m
Hp (b < an Y (200) =0, O

km—n
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Passando al limite per £k — oo, segue H'([—h,h]|") = 0, quindi H™([-h,h]") = 0.
Risulta infine

R < 3 HM ([, ) = 0,
h=0

per cui anche la (d) & dimostrata. m

(1.6) Definizione Per ogni sottoinsieme E di R™ poniamo L™(E) := H™(E). La
funzione L™ : P (R™) — [0, +00] si chiama misura esterna di Lebesgue (e coincide, per

definizione, con la misura esterna di Hausdorff n—dimensionale).

Esercizi

1. Sia E uno dei seguenti sottoinsiemi di R3:
{(m,y,z) sty % = 1} ,
{(m,y,z):z:$2+y2,z<M} (M >0),
{(z,y,2): 2 +y> =22 +1, |z| <M} (M >0),
{(z,y,2): 2 +y* =22 -1, |z| <M} (M >0).

Si dimostri che in ciascun caso H%(E) < +oo.

2. Sia E un sottoinsieme di R” e siano 1 < k < m. Supponiamo che F = |J Ej, e
heN

che H*(E}) < +oo per ogni h € N. Si dimostri che H™(FE) = 0.
2 Misure esterne
(2.1) Definizione Diciamo che una funzione p : B (R™) — [0,4+00] é una misura

esterna su R™, se valgono i sequenti fatti:

(b) se ECF CR", si ha u(E) < u(F);
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(c) se (Ep) € una successione di sottoinsiemi di R™, si ha

[o¢] (o]
7 (U Eh) <> W(Ep).
h=0 h=0
Combinando la (a) e la (¢), si deduce che per ogni famiglia finita {E} : 0 < h < k}
di sottoinsiemi di R™ si ha
k k
I (U Eh> <> u(Er).
h=0 h=0
Per il Teorema (1.3), H™ & una misura esterna su R™ per ogni m > 1. In particolare,

L™ & una misura esterna su R".

(2.2) Definizione Sia v una misura esterna su R™. Un sottoinsieme E di R™ si dice

p—misurabile, se “taglia bene”, ossia se per ogni sottoinsieme F' di R™ si ha
u(F) =p(FNE)+pu(F\E).

Un sottoinsieme E di R™ si dice p—trascurabile, se p(E) = 0.
Un sottoinsieme E di R™ si dice misurabile (risp. trascurabile), se é L —misurabile

(risp. L"—trascurabile).

Evidentemente F ¢ p—misurabile se e solo se
u(F) = p(FNE)+ p(F\ E)

per ogni sottoinsieme F' di R™ con p(F') < 4+o00. Inoltre ogni sottoinsieme p—trascurabile

& p—misurabile.
(2.3) Teorema Sia p una misura esterna su R™. Valgono allora i sequenti fatti:
(a) O e R™ sono u—misurabili;

(b) se E1 ed Ey sono due sottoinsiemi pu—misurabili di R™, la differenza Eo \ Ep é
p—misurabile;

(c) se (Ep) é una successione di sottoinsiemi p—misurabili di R™, lunione |J Ej e

heN
Uintersezione (| Ep sono p—misurabili;
heN

(d) se (Ep) € una successione di sottoinsiemi u—misurabili di R™ a due a due disgiunti,

st ha
o0 o
p (U Eh) => u(E).

h=0
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Dimostrazione. Evidentemente I’insieme vuoto e pu—trascurabile, quindi pg—misurabile.

Poiché
p(FN R\ E)) 4+ p(F\ (R"\ E)) = p(F\ E) +u(FNE),
la p—misurabilita di E ¢ equivalente alla y—misurabilita di R™ \ E. In particolare R™ &

p—misurabile.

Se E1 ed Es sono p—misurabili, per ogni F' C R"” si ha
p(F) = p(F N Ey) + p(F\ Er) =

— u(F A Ey) + p((F\ By) 0 Ez) + u(F\ By) \ E).

Poiché
(FNE)U(F\ E1)NE) =FN(E1UE;y),

(F\E1)\ E2=F\ (E1UE,),

risulta

p(F) = p(F 0 Ey) + p((F\ Er) N Es) + p((F\ Ex) \ E2) >
> p(F N (B U E2)) + p(F\ (B1U Eg)),

per cui Ej U Ey ¢ p—misurabile.

Poiché Es \ By = R™\ ((R" \ E3) U E1), la differenza Es \ E; & pu—misurabile,
ogniqualvolta F; ed E3 sono p—misurabili.

Dalla formula

EgyU---UEk1 =(EgU---UER)UEk1q

si deduce per induzione su k£ che un’unione finita di sottoinsiemi pg—misurabili & g—mi-
surabile.
Sia ora (E}) una successione di sottoinsiemi p—misurabili a due a due disgiunti. Se

si pone Gy = EgU --- U Ey, per ogni F' C R™ si ha
n(F N G) = p((FNGr) N Eg) + p((FNGg) \ Eg) =

= p(F N Eg) + p(FNGp-1).

Ragionando per induzione su k, si deduce che

k

WENGr) = w(FNE).
h=0
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D’altronde G & u—misurabile, per cui

k
p(F) = p(F 0 Gy) + p(F\ Gi) = > u(F N Ey) +M<F\UEh>.
h=0 h=0

Passando al limite per kK — 400, si ottiene

F)zZMFmEh)w(F\ Um) >

h=0 h=0

>M<FﬁGEh>+M<F\GEh>a

h=0 h=0

o0 [o¢]
per cui |J Ej ¢ p—misurabile. Inoltre, scegliendo F' = |J Ej, si deduce che
h=0 h=0

oo o0
I (U Eh) => u(E).
h=0 h=0
Sia infine (E}) una successione qualunque di sottoinsiemi g—misurabili. Se poniamo
Ay = Ey

Yh>1: Ah:Eh\(E()U-“UEh,l),

risulta che gli Ay, sono y—misurabili ed a due a due disgiunti. Poiché

o0 o
UEn=U 4.
h=0 h=0

[e.e]
ne segue la misurabilita di |J Ej,.
h=0
Inoltre si ha
oo
<ﬂ Eh> = ®R"\Ey),
h=0
o0
per cui anche [ Ej, ¢ u—misurabile. m
h=0

2.4) Teorema Sia p una misura esterna su R™. Valgono allora i sequenti fatti:
1

(a) se Ey ed Ey sono due sottoinsiemi p—misurabili di R™, By C Ey e u(Ey) < 400, si
ha
(B2 \ Br) = p(Ea) — u(Er);
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(b) se (Ep) € una successione crescente di sottoinsiemi p—misurabili di R™, si ha
o0
E;, | =1i En);
z (hL_JO h> im pu(Ep) ;

(c) se (Ep) € una successione decrescente di sottoinsiemi p—misurabili di R™ con
li}rln w(Ep) < 400,

st ha

7 (ﬂ Eh> = lim (i(Ey,)

h=0

Dimostrazione.

(a) La proprieta discende dalla formula
n(Er) + p(E2 \ E1) = p(Es).

(b) Se si pone
AO = EO )

Vh>1: AhZEh\Eh_l,

si ha che gli Ay, sono p—misurabili ed a due a due disgiunti con

U Ap = U Ey,
h=0 h=0
k
u(Ex) =Y p(Ap)
h=0

Ne segue

() ()

h=0

k
= lim <hzzo u(Ah)> = lim pu(Ey) .

(c) Sia k € N tale che pu(Fx) < 4+00. Se si pone Ay = Ey \ Ey, si ha
7 <hU_O Ah> = lim pu(Ap) .

D’altronde risulta

Vth Eh:Ek\Aha
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() En = Ex\ (U Ah> :
h=0 h=0
Ne segue

m (n Eh> = (Ey) — 1 (U Ah) =
h=0 h=0
= p(Ey) = lim p(Ap) = lim p(E3) ,

da culi la tesi. m

(2.5) Teorema Sia p una misura esterna su R™. Supponiamo che per ogni coppia

E. F di sottoinsiemi non vuoti di R™ con
inf{lr —yl: z€E,yec F} >0

si abbia W(EUF) = p(E) + u(F).

Allora ogni aperto ed ogni chiuso di R™ é u—misurabile.

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione. m

(2.6) Corollario Per ogni m > 1 gli aperti ed i chiusi di R"™ sono H™—misurabili.

Dimostrazione. Si tratta di combinare il teorema precedente col Teorema (1.4). m

(2.7) Teorema Sia 1 una misura esterna su R™. Supponiamo che:
1) ogni aperto di R™ sia pu—misurabile;
(i) og I

(i) ogni sottoinsieme E di R™ sia contenuto in un’intersezione numerabile di aperti

() Ap tale che
heN

M(E):M<ﬂ Ah> ;

heN

(791) si abbia pu(K) < +oo per ogni compatto K di R™.
Allora per ogni sottoinsieme p—misurabile E di R™ valgono i sequenti fatti:
(a) per ognie > 0 esiste un aperto A in R™ tale che E C A e p(A\ E) < ¢;

(b) per ogni e > 0 esiste un chiuso C' in R™ tale che C CE e u(E\C) <e¢;



188 CAPITOLO 4. TEORIA DELLA MISURA

(c) esistono una successione decrescente (Ap) di aperti in R™ ed un sottoinsieme Ey

u—trascurabile in R™ tali che

FUEy= ﬂAh,
heN

lim p(Ap) = u(E);

(d) esistono una successione crescente (Ky) di compatti in R™ ed un sottoinsieme Ey

p—trascurabile in R™ tali che

Ez(UKJU%.

heN

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione. m

(2.8) Corollario Per ogni sottoinsieme L™—misurabile E di R™ wvalgono i sequenti

fatti:
(a) per ognie > 0 esiste un aperto A in R™ tale che E C A e L"(A\ E) <e¢;
(b) per ogni e > 0 esiste un chiuso C' in R™ tale che C C E e L"(E\C) < ¢;

(c) esistono una successione decrescente (Ap) di aperti in R™ ed un sottoinsieme Fy

L7 —trascurabile in R™ tali che

FUEy= ﬂAh,
heN

lim £"(4) = £(E);

(d) esistono una successione crescente (Kp) di compatti in R™ ed un sottoinsieme Fy

L —trascurabile in R™ tali che

Ez(UKOU%.

heN
(e) se E & compatto, si ha L"(E) < +o0.
Dimostrazione. Osserviamo anzitutto che £™([0,2h]") = (2h)"™. Infatti, considerata

Pomotetia f(xz) = 2hx, risulta [0,2h]" = f([0,1]"). Ne segue L"([—h,h]") = (2h)",

essendo [—h, h|" isometrico a [0, 2h|™.
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Se ora E & compatto in R™, si ha E C [—h, h]™ per un opportuno h € N. Ne segue
L"(E) < (2h)" < 400, da cui la (e).
Le rimanenti proprieta seguono dal teorema precedente, dal Teorema (1.4) e dal

Corollario (2.6). m

Esercizi

1. Per ogni h € N sia Ej, =|h, +oco[. Si dimostri che (E}) ¢ una successione decre-
o0
scente di insiemi misurabili in R, che £!(E},) = +oo per ogni h, ma che £! ( N Eh) =0.
h=0
2. Si dimostri che Q & £'—trascurabile.

3. Sia K linsieme degli € [0,1] che ammettono uno sviluppo in base 3 non
contenente il numero 1. Si dimostri che K & un compatto £!'—trascurabile che puo

essere posto in corrispondenza biunivoca con I'insieme [0, 1].
4. Sia (gp) una successione avente per immagine Q N [0, 1], sia

Jagn — 47" qn + 47"

(G

A=

h=1

esia K =[0,1] \ A. Si dimostri che K ¢ un compatto con parte interna vuota tale che

LY(K) > 0.

5. Sia F un sottoinsieme H™—misurabile di R™ e sia a € R™. Si dimostri che
I’insieme

F={zeR": z—a€E}

¢ H™—misurabile e che H"(F) = H™(E).
6. In [0, 1] si introduca la relazione di equivalenza

R(z,y) <= (x —y) € Q.
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Sia E' un sottoinsieme di [0, 1] contenente esattamente un elemento per ogni classe di
equivalenza (un siffatto insieme esiste per I'assioma della scelta). Si dimostri che £ non

& L1 —misurabile.

7. Siano p una misura esterna su R” ed £ C R™. Si supponga che per ogni € > 0

esista un insieme p—misurabile F' in R™ tale che
p((ENF)U(F\E)) <e.
Si dimostri che E & y—misurabile.

8. Sia
X = {(x,y,z) eR3: z:x2—|—y2}
e sia u(F) = H?(E N X) per ogni E C R"™. Si dimostri che x & una misura esterna su

R™ verificante le ipotesi del Teorema (2.7).

9. Sia p una misura esterna su R™. Si supponga che tutti gli aperti di R™ siano
p—misurabili.

Si dimostri che per ogni coppia E, F' di sottoinsiemi non vuoti di R™ con
inf{lx —yl: z€ E,ye F} >0
siha p(FEUF) = pu(E) + u(F).

10. Sia z € R™. Per ogni £ C R" si ponga
1 sexeF,

6$(E):{ 0 sex¢ E.

Si dimostri che §, ¢ una misura esterna su R™ e che tutti i sottoinsiemi di R™ sono

0, —misurabili.

3 Funzioni misurabili

(3.1) Definizione Sia p una misura esterna su R™. Una funzione f : R™ — R si dice
p—misurabile, se per ogni ¢ € R linsieme f~*(Jc, +00]) & p—misurabile.

Una funzione f : R™ — R si dice misurabile, se ¢ L™ —misurabile.

(3.2) Proposizione Siano p una misura esterna su R™ e f : R® — R una funzione.

Allora sono fatti equivalenti:
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(a) la funzione f é p—misurabile;
(b) per ogni c € R l’insieme f~1([c,+c]) ¢ u—misurabile;
(¢) per ogni c € R linsieme f~1([—o0,¢[) ¢ p—misurabile;

(d) per ogni ¢ € R linsieme f~1([—00,c]) & u—misurabile.

Dimostrazione.

(a) = (b) Si ha

[e, +o0] = hﬁjc— h,+oo] )
per cui N
I fectocl) = (177 <]— ,+ooD

¢ p—misurabile.

(b) = (c) Si ha

(¢) = (d) Si ha
per cui

€ p—misurabile.

(d) = (a) Si ha

da cui la tesi. m

(3.3) Corollario Siano p una misura esterna su R™ e f : R" — R una funzione

u—maisurabile.
Allora per ogni a,b € R gli insiemi f~1(Ja,b]), f~1([a,b]), f~1(a,b]) e f~1([a,b])

sono p—misurabili.

Dimostrazione. Tenuto conto che

FH(=00) = () FH([=o0, =h]), M (Ho0) = () £ ([hs +o0]),
h=1

h=1
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FH =00, 4oc]) =R"\ f7H(=00),  fTH([=00, +00]) =R"\ f!(+00)

e che R™ e () sono certamente p—misurabili, si ha che per ¢ = +o0o gli insiemi

f_l(]cv +OOD? f_l([ca —{—OO]), f_l([—OO,CD, f_l([_oo’c])

sono p—misurabili. Combinando questo fatto col teorema precedente, si deduce che per

ogni a,b € R gli insiemi
fﬁl(]av bD = fﬁl(]aﬂ +OOD N fﬁl([_oo7 bD )

FH([a, b)) = f~(la, +00]) N F 7 ([=o00,0)),
F~(a, b)) = £~ (Ja, +00]) N f7H([=00, b)),
£~ ([, b]) = £~ (la, +00]) N f 7 ([~00, b))

sono tutti g—misurabili. m

(3.4) Corollario Siano p una misura esterna su R*, f : R® — R una funzione
pu—misurabile e g : R — R una funzione monotona.

Allora (g o f) é u—misurabile.

Dimostrazione. Supponiamo che ¢ sia ad esempio crescente. Dato ¢ € R, poniamo
I =g Y(]e,+00]). Si verifica facilmente che si puod avere solo I =]d, +00] o I = [d, +09]

per qualche d € R. In ogni caso

(g0 f)~ (e, +ool) = f7H(1)

¢ pu—misurabile, per cui (g o f) & p—misurabile.

Se g & decrescente, il ragionamento & simile. m

(3.5) Teorema Siano i una misura esterna suR"™ e f : R™ — R una funzione costante.

Allora f é p—misurabile.

Dimostrazione. Per ogni ¢ € R I'insieme f~!(]c, +00]) puo essere solo # o R™. In ogni

caso f~1(J¢, +oc]) & p—misurabile. m

(3.6) Teorema Sia f : R™ — R una funzione continua. Allora f & H™—misurabile

per ogni m > 1.
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Dimostrazione. Per ogni ¢ € R I'insieme f~!(]c, +00]) & aperto in R™ per la Proposizio-

e (1.4.8), quindi H™—misurabile per il Corollario (2.6). m

(3.7) Definizione Siano X un insieme e (fy,) una successione di funzioni da X in R.
Definiamo le funzioni Sl}le fn, i%f fn, limhsup fn, limhinf fn da X in R ponendo per ogni
reX:

(sup fh> (5) = s fa).

<1nf n mf fn(x),

= hm inf fr(x).

<hm sup fh> = lim SUP fn(z),
<hm inf fh>

(3.8) Teorema Siano p una misura esterna su R™ e (fy) una successione di funzioni
pu—misurabili da R™ in R.

Allora le funzioni sup f, i%f fn, limsup fj, e limhinf fn sono p—misurabili.
h h

Dimostrazione. Per ogni ¢ € R I'insieme

(Slip fh)l (=00, ) = () Sy ([=00,c))

heN
¢ pu—misurabile. Dalla Proposizione (3.2) si deduce che sup f;, ¢ p—misurabile.
h
In maniera simile si prova che i%f fn € p—misurabile. Di conseguenza anche le

funzioni

liminf f5 = inf
im inf fp Sup (igk fh)

lim sup fp, = irkl;f <Sup fh)

h h>k

sono p—misurabili. m

(3.9) Corollario Siano p una misura esterna suR™ e (f,) una successione di funzioni
pu—misurabili da R™ in R. Supponiamo che la successione (fy) converga puntualmente
ad una funzione f : R™ — R.

Allora f ¢ p—misurabile.
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Dimostrazione. Dal momento che f = limhinf fn, si tratta di un caso particolare del

teorema precedente. m

(3.10) Teorema Siano p una misura esterna su R™ e f,g : R® — R due funzioni
u—misurabeli.

Allora valgono i sequenti fatti:
(a) le funzioni max{f,g} e min{f, g} sono u—misurabili;

(b) esiste una funzione u—misurabile s : R™ — R tale che

s(z) = f(z) + g()
in ogni x € R™ in cui la somma f(x) + g(x) é definita;
(¢) la funzione fg e p—misurabile;
(d) le funzioni f* :=max{f,0} e f~ := max{—f,0} sono u—misurabili;

(e) la funzione |f| é p—misurabile.

Dimostrazione.
(a) Se poniamo fo = f e fr = g per h > 1, la p—misurabilita di max{f, g} discende dal
Teorema (3.8).
In maniera simile si dimostra che min{f, g} & p—misurabile.
(b) Consideriamo prima il caso f,g: R™ — R. Se f(x)+ g(x) > ¢, ossia f(z) > ¢ — g(z),
esiste ¢ € Q tale che
f@)>q>c—gl2).

Pertanto per ogni ¢ € R si ha

(f +9)" (e, +00]) = | (F7' (g, +00)) N g™ (Je — g, +07]))
q€Q
Tenuto conto della numerabilitd di Q, ne segue la y—misurabilita di (f +g)~*(]¢, +00]),
quindi la g—misurabilita di (f + g).
Nel caso generale, poniamo
{ f(z)+g(z) se f(z)+ g(z) & definita,

s(x) =
0 altrimenti .
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frn = min{max{f, —h}, h},
gn = min{max{g, —h}, h}.

Le funzioni f3, gp : R™ — R sono p—misurabili per il Teorema (3.5) e la (a). Per il passo

precedente anche (f, + gp) € p—misurabile. Poiché
Vo e R": li}ILn (frn(x) + gn(x)) = s(x),

la p—misurabilita di s discende dal Corollario (3.9).

(¢) Anche qui trattiamo prima il caso f, g : R™ — R. Anzitutto per ogni ¢ € R si ha

{z eR": f(z) >c} =

R™ se ¢ €] — 00, 0],
{ {r eR": f(z) < —\/c}U{z e R": f(z) > /c} sece[0,+o0].
In ogni caso si ottiene un insieme p—misurabile, per cui la funzione f2 ¢ yu—misurabile.
In modo simile si prova che per ogni A € R la funzione Af? ¢ p—misurabile. Tenuto

conto della (b), & allora y—misurabile anche la funzione

fg= %(fnLg)2 + <—;f2> + (—;f) .

Nel caso generale, definiamo f;, e g5 come nel punto precedente. Allora risulta

Vo € R™ ¢ lim (fi(2)gn(2)) = f(2)g(2),

da cui la g—misurabilita di fg.
(d) Si tratta di una conseguenza del Teorema (3.5), della (a) e della (c).
(e) Risulta | f| = f*+ f~. La u—misurabilita di |f| discende quindi dalla (b) e dalla (d).

(3.11) Definizione Sia E un sottoinsieme di un insieme X. Si chiama funzione

caratteristica di E la funzione xg : X — R definita da

(2) 1 sexeF,
XE\T) =
0 sexeX\E.

(3.12) Proposizione Siano p una misura esterna suR™ ed E C R". Allora la funzione

XE € p—misurabile se e solo se l'insieme E € u—misurabile.
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Dimostrazione. Se xgp € p—misurabile,
E = x5' (10, +o0])

€ p—misurabile.
Viceversa, se E ¢ y—misurabile e ¢ € R, I'insieme xEl (Je, +00]) puo essere solo R™,

E o . In ogni caso x5 (J¢, +00]) & p—misurabile, per cui g & y—misurabile. m

(3.13) Definizione Sia p una misura esterna suR"™. Una funzione f : R™ — R si dice

pu—semplice, se f é u—misurabile e limmagine f(R™) é un insieme finito.

(3.14) Teorema Sia p una misura esterna su R™. Valgono allora i sequenti fatti:
(a) se f,g:R™ = R sono u—semplici, f + g e fg sono p—semplici;

(b) se f:R™ —= R ¢ costante, f & u—semplice;

(c) se E CR"™ ¢ p—misurabile, xg é p—semplice;

(d) se f:R™ — R éu—semplice, esistono tg, ..., tx € f(R™) ed Ey, ..., Ex p—misurabili
in R™ tali che

k
= taxs, -
h=0

Dimostrazione. Le proprieta (a), (b) e (c) sono evidenti. Per provare la (d), sia f una

funzione p—semplice, sia f(R"™) = {tg,...,tx} e sia
Ep =~ (tn).
Allora Ej ¢ u—misurabile e si ha
k
f= taxe,
h=0

da culi la tesi. m

(3.15) Teorema Siano p una misura esterna su R™ e f: R™ — [0, +00] una funzione

u—misurabile.
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Allora esistono una successione (tp) in [0, +00] ed una successione (E},) di sottoin-

siemi p—misurabili di R™ tali che

o
D th=supf,
h=0

Ve e R": f(z) = ZthXEh(x).
h=0

(350

e una successione crescente di funzioni pu—semplici positive convergente puntualmente
af.

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione. m

In particolare,

(3.16) Teorema (di Lusin) Sia f: R" — R una funzione L™ —misurabile.

Allora per ogni € > 0 esiste una funzione continua g : R™ — R tale che
L*({z eR": f(z) #g(x)}) <e.

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione. m

Esercizi

1. Siano p una misura esterna su R e f, g : R® — R due funzioni y—misurabili.

Si dimostri che gli insiemi
{reR": f(z) <g(®)},
{zeR": f(z) =g(z)}

sono p—misurabili.

2. Siano p una misura esterna su R”, f : R” — R una funzione p—misurabile e
g : R — R una funzione continua.

Si dimostri che g o f € p—misurabile.

3. Sia f : R® — R una funzione. Si dimostri che I'insieme dei punti in cui f ammette

limite & H"™ —misurabile per ogni m > 1.



198 CAPITOLO 4. TEORIA DELLA MISURA

4 Funzioni integrabili

(4.1) Definizione Siano p una misura esterna suR™ e f : R™ — [0, +oo[ una funzione

u—semplice. Se f(R™) = {to,...,tx}, poniamo

k
[ 1@ )= [ fdui= 3" tun (7 w0)
h=0

(si tenga presente la convenzione 0 - (+00) = 0).
(4.2) Esempio Se E C R"™ ¢ u—misurabile, la funzione xp € p—semplice e si ha quindi

/XEd,U = pu(E).

(4.3) Teorema Siano p una misura esterna su R™ e f,g: R™ — [0, +o0[ due funzioni
u—semplici.

Allora valgono i sequenti fatti:

/(f+g)du=/fdﬂ+/gdu;

(b) per ogni \ € [0, +00[ si ha
Jondn=n [ sdu;

[ran< [gdus

/fd,u:sup{/god,u: goé,u—sempliceeOgcpﬁf}.

(a) siha

(c) se f<g, siha

(d) risulta

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione. m

(4.4) Definizione Siano p una misura esterna suR™ e f : R™ — [0, +00] una funzione

u—miasurabile. Poniamo

/f(:c)d,u(:c):/fd,u::sup{/cpdu: % é;zsemplz’cee()ggogf}_

A causa della (d) del teorema precedente, questa definizione é consistente con la Defini-

zione (4.1).
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Evidentemente si ha [ fdu € [0, +00].

(4.5) Teorema Siano p una misura esterna su R™ e f,g: R™ — [0, +00] due funzioni

[ran< [gdn.

Dimostrazione. Evidentemente 1’insieme

pu—misurabili tali che f < g.
Allora si ha

{/gpd,u: goé,usemplicee()ggpgf}

¢ contenuto nell’insieme

{/@du:gpéu—sempliceeoggpﬁg}.

Passando all’estremo superiore membro a membro, si ottiene la tesi. m

(4.6) Teorema (della convergenza monotona o di Beppo Levi) Siano p una
misura esterna suR™ e (fr) una successione di funzioni u—misurabili da R™ in [0, 4+00].
Supponiamo che si abbia fr, < fry1 per ogni h € N e denotiamo con f : R™ — [0, +0o0]
il limite puntuale della successione (fp,).

Allora f é p—misurabile e si ha

/fduzli}?l/fhd,u.

Dimostrazione. Per il Corollario (3.9) f & u—misurabile. Poiché

[ saus [ 5o,
iim [ fudn < [ Fau.

Per provare la disuguaglianza opposta, consideriamo una funzione p—semplice ¢

tale che 0 < ¢ < f e A €0, 1]. Poniamo

¢ evidente che

By ={z €R": fi(z) - \p(x) > 0} .

Allora (E},) € una successione crescente di insiemi y—misurabili la cui unione & tutto R™.

Siano tg,...,tx € [0,+00[ e Fy, ..., Fy u—misurabili tali che

k
Y= thXFj .
=0
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Allora si ha
/ Jrndp > / Inxe, dp > / ApX B, dp =

k k
= /AzthFjXEh dp = )\th /XijEh dp =
=0 =0

k

=AY tju(F;NEy) .
=0

Passando al limite per h — 400 e tenendo presente il Teorema (2.4), si ottiene

k
li > 1 (F) = .
llgn/fhdu_kazgtm( 5) A/wdu

Passando al limite per A — 17, si deduce che

li}{n/fhduz/wdu-
I?/EWZ/NM

Ne segue

da cui la tesi. m

(4.7) Teorema Siano p una misura esterna su R™ e f,g: R™ — [0, +00] due funzioni

u—misurabili. Allora valgono i sequenti fatti:

/(f+g)du—/fdu+/gdu;

(b) per ogni \ € [0,+00] si ha
Jondn=n [ sdu.

(a) Per il Teorema (3.15) esistono due successioni crescenti ( f3) e (g5,) di funzioni p—sem-

(a) siha

Dimostrazione.

plici positive convergenti puntualmente a f e g, rispettivamente. Allora (f, + g) € una
successione crescente di funzioni p—semplici positive convergente puntualmente a f + g.

Per il Teorema (4.3) si ha

/(fh+gh)duz/fhdu+/ghdy.
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Passando al limite per h — 400 ed applicando il Teorema della convergenza monotona,
si ottiene la tesi.
(b) Se A =0, la tesi ¢ evidente. Se 0 < A < +00 e ¢ € una funzione y—semplice tale che

0 < ¢ < f, risulta che Ap & una funzione p—semplice tale che 0 < Ap < Af. Ne segue

/@@r—i/ﬁwduéi/OﬂdM

/f@éi/@ﬂw7
A/fdu</()\f)du-
i/(Af)du§/<i()\f)> dMZ/fdM»

Se, infine, A = 400, si ha per il passo precedente

Jtpan=n [ san.

Passando al limite per h — 400 ed applicando il Teorema della convergenza monotona,

quindi
ossia
Allora si ha anche

da cui la tesi.

si ottiene la tesi anche in questo caso. m

(4.8) Corollario Siano p una misura esterna su R™, (fy) una successione di funzioni
u—misurabili da R™ in [0, +o00] e f: R™ — [0, +00] la funzione definita ponendo per ogni
x e R

f@)=>" falx).
h=0

Allora f é p—misurabile e si ha
[ran=> [ nin.
h=0

Dimostrazione. Ragionando per induzione su k, si deduce facilmente dal teorema pre-

(gt o

La tesi discende allora dal teorema della convergenza monotona. m

cedente che
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(4.9) Teorema (Lemma di Fatou) Siano p una misura esterna su R™ e (fy,) una

successione di funzioni p—misurabili da R™ in [0, +00].

Allora si ha
/ <limhinf fh> dp < lir%linf/fh du .

=i f
Ik ;erlkfha

Dimostrazione. Posto

si ha che g ¢ p—misurabile per il Teorema (3.8) e che g < fx, per cui

/gkduﬁ/fkdﬂ-

D’altronde (gi) € una successione crescente di funzioni y—misurabili positive convergen-

te puntualmente alla funzione limhinf fn. Dal Teorema della convergenza monotona si

/ <limhinf fh> dp = li}ILn/gh dp =

= limhinf/gh dp < limhinf/fh du,

deduce che

da cui la tesi. m

(4.10) Definizione Sia p una misura esterna su R"™. Una funzione f : R® — R si dice
p—integrabile, se f é pu—misurabile ed uno almeno degli integrali [ fTdp e [ f~dp é
finito.

Se f e u—integrabile, si pone

[ @ auto) = [ ran= [ £ au- [ 1 an.

Lelemento [ fdu di R si chiama integrale (di Lebesgue) di f rispetto alla misura
esterna u.

La funzione f si dice integrabile, se & L™ —integrabile. In tal caso si usa spesso la
[ @i,

(4.11) Definizione Sia p1 una misura esterna suR"™. Una funzione f : R™ — R si dice

notazione abbreviata

invece di [ f(x)dL™(z).

p—sommabile, se f é p—integrabile e [ fdu ¢é finito.
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La funzione f si dice sommabile, se ¢ L™ —sommabile.

(4.12) Proposizione Siano p una misura esterna su R™ e f: R™ — R una funzione.

Allora f é p—sommabile se e solo se f é u—misurabile e
/ |f] dp < 400

Dimostrazione. Se f & p—sommabile, evidentemente f & p—misurabile. D’altronde

[fl=f"+f", per cui

/|f|dﬂz/f+dﬂ+/f_du<+oo.

Viceversa, se f & p—misurabile e [ |f|du < +o00,siha 0 < fT <|[fle0< f~ <|f].
Ne segue

/f*dué/lfldu<+oo,

[ aus [151dn <+,

da cui la tesi. m

. eorema Sia pu una misura esterna su R™. Valgono allora i sequenti fatti:
4.13) T Si ) t R™. Val I ) ti fatti

(a) se f: R" — R ¢ u—integrabile e g : R® — R & pu—sommabile, allora (f + g) ¢

/(f+g)du=/fdu+/gdu;

(b) se \€ER e f:R" — R ¢é u—integrabile, allora \f ¢ u—integrabile e

Jondn=n [ sau,

(c) se f,g:R™ — R sono u—integrabili e f < g, si ha

/fdué/gdu;

(d) se f,g: R"™ — R sono u—integrabili, le funzioni min{f, g} e max{f,g} sono u—in-

u—integrabile e

tegrabili;

(e) se f:R™ =R ¢ u—integrabile, si ha

’/&m{g/umW
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Dimostrazione.

(a)Siha (f+g)" < fT+gTe(f+9)” <f +g . Pertanto dai Teoremi (4.5) e (4.7)
si deduce che
/(f+g)+du < /f*dwr/g*du,

/(f+9)dﬂé/fdu+/gd/,¢.

Ne segue che (f + g) & p—integrabile. Poiché

f+9) =F+g) =(U"—F )+ -97),

si ha
f+9) T+ +9g =f"+9"+(f+9),

quindi, per il Teorema (4.7),

/(f+g)+du+/fdu+/gdu=
=/f+du+/g+du+/(f+g)‘du

[t+aydu= [+9rdu= [+ du=

=(/f*du—/f‘du>+</g+du—/g_du>=
:/fd;H—/gdu.

(b) Se A >0, si ha (A\f)T =XfT e (Af)” = Af~, per cui \f ¢ p—integrabile e

Jonda= [otydn- [0 )=
—A(/f*du [ du)—/\/fdu

Se invece A < 0, si ha (A\f)T = (=A)f~ e (Af)” = (=A)fT, per cui A\f & u—integrabile e

Jondn= [N au— [(-25tan-
——/\</f_dp,—/f+d,u) —)\/fdu.

(¢)Siha ff <gtef~ >g, percui

[ran=[ran- [ 5 ans

Si conclude che
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S/g+du—/gdu=/gdu-

(d) Poiché

se [ fTdu < +oo oppure [ g* du < +o0, si ha
[ min{7,g)* du < +oo.

Seinvece [ fTdu= [g"du= 400, deveessere [ f~du < +ooe [ g~ du < +oo. Poiché
(min{f,g})” < f"+g",

si ha
/(min{f,g})_ dp < /f‘ dp + /g_ dp < +00.
In maniera simile si prova che max{f, g} € integrabile.
(e) Risulta
—IfI< f<Ifl,

_/yf\dus/fdMS/!f\du,

quindi

da cui la tesi. m

(4.14) Teorema Sia p una misura esterna su R™. Valgono allora i sequenti fatti:

(a) se f,g:R™ = R sono u—sommabili, (f + g) é u—sommabile e si ha

/(f+g)du=/fdu+/gdu;

(b) se xeR e f:R" - R é u—sommabile, \f é u—sommabile e si ha

Jondn=n [ sdu;

(c) se f,g:R™ — R sono u—sommabili, le funzioni min{ f, g} e max{f, g} sono u—som-

mabili;

(d) se f: R® = R ¢é u—misurabile, g : R* — R & u—sommabile e |f| < g, allora f ¢

pu—sommabile.
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Dimostrazione. Le proprieta (a) e (b) sono evidenti conseguenze del teorema precedente.
(c) Poiché
(min{f,g})" < f*,
(min{f,g})” < f~+g",
la funzione min{f, g} & p—sommabile.

In maniera simile si prova che max{f, g} & py—sommabile.

(d) Evidentemente f assume solo valori finiti e

/!fduS/gdu<+OO-

Per la Proposizione (4.12) f & uy—sommabile. m

(4.15) Teorema (della convergenza dominata o di Lebesgue) Siano p una mi-
sura esterna su R™ e (fp,) una successione di funzioni p—sommabili da R™ in R. Sup-
poniamo che (f) converga puntualmente ad una funzione f : R™ — R e che esista una
funzione p—sommabile g : R™ — R tale che |fr| < g per ogni h € N.

Allora f e p—sommabile e si ha

i [ 1fn — f1dp =0,

liin/fhdu:/fd,u.

Dimostrazione. La funzione f ¢ p—misurabile per il Corollario (3.9) e |f] < g. Per il
teorema precedente f & p—sommabile.

Poiché

si deduce dal Lemma di Fatou che

/2gduélimhinf/(29— |frn = f]) du =

:/diu—lim:up/|fh—f|du,
quindi
nmsup/rfh—frdugo,
h

ossia

i [ 17— f1dn =0.
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Poiché

‘/fhdﬂ—/fdu‘ZV(fh—f)du’S/\fh—f\dm
tim [ fudu = [ fan

si ha anche

e la dimostrazione & completa. m

(4.16) Definizione Siano p una misura esterna su R", E C R"™ e P(x) una frase
aperta. Diciamo che si ha P(xz) p—quasi ovunque (p—q.0.) in E o per u—quasi ogni
(u—q.0.) = € E, se l'insieme

{r € E: nonP(z)}

e u—trascurabile.

(4.17) Teorema Siano u una misura esterna su R™ e f,g: R® — R due funzioni tali
che f(x) = g(z) per p—q.o. x € R".

Valgono allora i sequenti fatti:
(a) f & p—misurabile se e solo se g ¢ u—misurabile;

(b) f é p—integrabile se e solo se g é p—integrabile, nel qual caso si ha

/fdu:/gdu-

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione. m

(4.18) Teorema Siano p una misura esterna su R™ e f: R™ — [0, +00] una funzione

u—misurabile tale che
/fdu < +o00.
Allora f(x) < 400 per pu—q.o. x € R™.

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione. m

(4.19) Teorema Siano p una misura esterna su R™ e f: R™ — [0, +00] una funzione

/fduz().

u—misurabile tale che
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Allora f(z) =0 per p—q.0. x € R™.

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione. m

(4.20) Definizione Siano p una misura esterna su R"™, E un sottoinsieme di R" e
f: E — R una funzione.

Diciamo che f ¢ p—misurabile, se la funzione f* : R® — R, definita da

oo f(z) sexeFE,
f(x)_{O sex e R"\ E,

e u—misurabile.
Similmente, f si dice p—integrabile (risp. p—sommabile), se f* é p—integrabile

(risp. pu—sommabile), nel qual caso si pone

[ @ in) = [ ran= [ au.

Se u (R™\ E) =0, si omette spesso l'indicazione dell’insieme E.

Sea,beR eda<b, siusa la notazione

/ab f(x)dx

per indicare uno qualunque degli integrali

f(x) dx, f(x) dx, f(x) dex, f(x)dx.

[a,b] |a,b] [a,b] la,b[

Poiché gli insiemi {a} e {b} sono entrambi L' —trascurabili, la notazione non & ambigua.

/ab f(z) da ::—/ba f(z)da.

Si verifica facilmente che per ogni a,b,c € R si ha

/: f(x)dx:/ac f(x)dx+/cb f(z)da.

(4.21) Teorema Siano m > 1, E un sottoinsieme H™—misurabile di R™ e f : E — R

Se poi b < a, si pone

una funzione continua.

Allora f ¢ H™—misurabile.
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Dimostrazione. Se ¢ € R, f~1(]c,+00]) & aperto in E. Per il Teorema (1.3.37) esiste un

aperto ) in R” tale che f~1(]c, +oc]) = QN E. Allora risulta

(QNE)UR"\E) sec<O0,

() (e ool = { (QNE) sec>0.

per cui (f*)71(]c, +o0]) & H™—misurabile. Ne segue che f* & H™—misurabile. m

(4.22) Teorema Sia K un compatto in R" e sia f: K — R una funzione continua.

Allora f e L™—sommabile.

Dimostrazione. Per il teorema precedente f ¢ £L"—misurabile. Inoltre esiste M € R tale

che |f(z)| < M per ogni x € K. Allora si ha

/ (@) de < / Mok () de = MELM(K) < +o0

e la tesi discende dalla Proposizione (4.12). m

(4.23) Teorema Sia f : [a,b] — R wuna funzione continua. Allora lintegrale di f

secondo Lebesgue coincide con lintegrale di f secondo Riemann.

Dimostrazione. Denotiamo con R — fab f(z) dx Vintegrale di f secondo Riemann. Se

poniamo
x
Va € [a,b] : F(x) :R—/ f(t)dt,
a
risulta dal teorema fondamentale del calcolo integrale che F': [a,b] — R & una primitiva
di f.
D’altronde, se poniamo

Va € la,b] : G(x):/m f(t)de,

si verifica con analoga dimostrazione che anche G : [a,b] — R ¢ una primitiva di f.

Poiché F(a) = G(a) = 0, ne segue F'(b) = G(b), da cui la tesi. m

(4.24) Definizione Siano Q un aperto in R™ e f : R™ — R™ un’applicazione. Diciamo

che f ¢é continua a supporto compatto in 2, se f e continua e l’'insieme

{zr eR": f(z) # 0}
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e contenuto in un compatto contenuto in 1.

Denotiamo con C.(2;R™) l'insieme di tali applicazioni. Poniamo anche

Ce() := Ce(R).

Evidentemente C.(€2;R™) & un sottospazio vettoriale di C'(R™;R™). Inoltre, per il
Teorema (4.22), ogni f € C.(R") ¢ L"—sommabile.

(4.25) Teorema Sia f: R"™ — R una funzione L"—sommabile. Allora per ogni e > 0
esiste g € C.(R™) tale che

/If(x)—g(fc)!dx <e.

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione. m

Esercizi

1. Siano f,g: R — R definite da f = —X]_o0,0 € ¢ = Xj0,4-00[- Si dimostri che f e g

sono L!'—integrabili, ma che (f + g) non & £L!—integrabile.
2. Sia f = Xj0,1[ — Xj—1,0[- Si dimostri che f & L' —sommabile, ma che (+0c0)f non
¢ L'—integrabile.

3. Sia f : [1, +00[— R definita da f(z) = >——. Si dimostri che f non & £!—inte-
X

grabile, anche se & integrabile secondo Riemann in senso improprio.

4. Sia f, : R — R definita da fs = —Xjj,400[- Si dimostri che la successione (f3)

converge puntualmente crescendo alla funzione nulla, ma che

[ s

per ogni h € N.

5. Siano p una misura esterna su R™ e ( f;) una successione di funzioni y—integrabili
da R" in R tale che fj, < fu,1 per ogni h € N. Si denoti con f : R” — R il limite puntuale
di (fn) e si supponga che

/fod,u>—oo.
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Si dimostri che f & u—integrabile e che

/fduzliin/fhdu.

6. Sia f, : R — R definita da f5 = xjppqa- Si dimostri che (f) converge

puntualmente alla funzione nulla, ma che

/fh(ﬂf) dz =

per ogni h € N.

7. Siano p una misura esterna su R”, (f;) una successione di funzioni py—integrabili
daR"in R e g : R” — R una funzione yu—sommabile tale che g < f;, per ogni h € N. Si

dimostri che limhinf fn € p—integrabile e che

/<limhinf fh> du < lin%zinf/fh du .

8. Siano x una misura esterna su R™, (fj,) una successione di funzioni y—integrabili
da R" in R, f : R® — R una funzione e g : R® — R una funzione p—integrabile con
integrale finito tale che per ogni h € N si abbia | f(z)| < g(x) p—q.0. in R™. Sisupponga
che si abbia

li}rln fu(z) = f(z) p—q.o. in R".

Si dimostri che f ¢ u—integrabile con integrale finito e che

/fdﬂzli]?l/fhdu.

9. Siano p una misura esterna su R”, f : R® — R una funzione p—integrabile
o0
ed (Ej) una successione crescente di insiemi pg—misurabili tale che R™ \ |J E} sia
h=0
p—trascurabile. Si dimostri che

/fd,u—hm fdu.
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10. Sia f : R™ — R una funzione £"—sommabile ed uniformemente continua. Si
dimostri che

lim f(x)=0.

T—r00

11. Sia f : [a,b] — R una funzione limitata ed integrabile secondo Riemann. Si
dimostri che f & £!'—sommabile e che il suo integrale coincide con l'integrale secondo

Riemann.

12. Sia f : [a,+00o[— R una funzione assolutamente integrabile secondo Riemann
in senso improprio. Si dimostri che f & £!—sommabile e che il suo integrale coincide con

Iintegrale secondo Riemann in senso improrio.

5 1l teorema di Fubini-Tonelli

(5.1) Definizione Se E ¢ un sottoinsieme di R™ x R", poniamo
VeeR": E,:={yeR": (z,y) € E},
VyeR": EY :={z e R™: (z,y) € E}.

(5.2) Teorema Sia E un sottoinsieme L™ " —trascurabile di R™ x R™.

Allora si ha
LM(E;) =0 per L™—q.0. x € R™,

L™(EY) =0 per L"—q.0. y € R™.

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione. m

(5.3) Teorema Sia E un sottoinsieme L™ —misurabile di R™ x R™.

Valgono allora i sequenti fatti:

(a) per L™—gq.0. © € R™ linsieme E, ¢ L"—misurabile e per L"—q.0. y € R™ 'insieme

EY ¢ L™ —misurabile;
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(b) la funzione {x — L™(E,)} é L™ —misurabile e la funzione {y — L™ (EY)} é L —mi-

surabile;

(c) siha
LB / L(Ey) dL™(x / L™(EY)dL" (y) -

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione. m

(5.4) Teorema Siano E un sottoinsieme L™ —misurabile di R™ e F' un sottoinsieme
L"—misurabile di R™.

Allora (E x F) ¢ L™ —misurabile e

LTTE x F) = L™(E) L"(F).

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione. m

(5.5) Definizione Un sottoinsieme I di R™ si chiama n—intervallo, se I é il prodotto
cartesiano di n intervalli di R.

n .
Sel=1]] 1D ¢ un n—intervallo limitato e non vuoto in R™, poniamo
j=1

ﬁ (supI 7 — 1an(7)) .

Jj=1

Poniamo anche my() := 0.

(5.6) Corollario Sia I un n—intervallo limitato in R™. Allora L"(I) = my(I).

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione. m

(5.7) Teorema (di Fubini-Tonelli) Sia f : R™ x R"® — R una funzione L™ " —inte-
grabile.

Valgono allora i sequenti fatti:

(a) per L"—q.0. x € R™ la funzione f(x,-) ¢ L"—integrabile e per L"—q.0. y € R" la

funzione f(-,y) é L™ —integrabile;
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(b) la funzione

{fv — /f(w,y) dﬁ”(y)}

e L™ —integrabile e la funzione
{v [t i)
e L"—integrabile;

(c) siha
[ fapacm iy -

:/(/f(x,y) dm(y)) L™ (z) :/(/f(x,y)dﬁm(:c)) dL"(y).

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione. m

Esercizi

1. Sia E un sottoinsieme di [0, 1] non £!—misurabile e sia
F=(Ex{0})u({0} x E).
Si studi la misurabilita di F', F, e FY.

2. Sia f : R? — R definita da

($2+y2+1)—1 se§x<y<\/?:wo 3x<y<§,

fl@y) =9 —(@2+y2+ 1)1 se—§x<y<—\/§xo—\/§x<y<—§,
0 altrimenti .

Si studi lintegrabilita di f, f(x, ) e f(-,y).

6 La formula dell’area

(6.1) Teorema (Formula dell’area) Siano Q un aperto in R™ e ¢ : Q@ — R”
un’applicazione iniettiva e di classe C' con m < n.

Valgono allora i sequenti fatti:
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(a) se E CQ, risulta che p(E) é H™—misurabile se e solo se la funzione
E—R
2 /36t (@ (@) 4 ()

e L™ —misurabile, nel qual caso

W (p(B)) = /E Vet (dp(2) dp(x)) dL™(z)

(b) se f: () — R ¢ una funzione, risulta che f ¢ H™—misurabile se e solo se la
funzione -
2 —R
z— f(p(x))y/det (dp(z)t dp(x))

e L™ —misurabile;

(c) se f: p(Q) — R ¢ una funzione, risulta che f ¢ H™—integrabile se e solo se la
funzione -
Q—R
z— f(p(x))y/det (dp(z)t dp(x))

e L —integrabile, nel qual caso si ha

/ Fly) dH™ (y / F(p(@))/det (dp(@)! dip(z)) dL™ ().

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione. m

(6.2) Corollario Sia v :]a,b[— R™ un’applicazione iniettiva e di classe C* e sia
f:7(a,b]) = R una funzione.
Allora f & H'—integrabile se e solo se la funzione
la,b[— R
te fOy @)1 (1)

¢ LY —integrabile, nel qual caso si ha

/v(]avb[) / 7o 14£7).

Dimostrazione. Si verifica facilmente che

vt €la,bf: v/det (dy(t)! dy(t)) = |7'(t)]-
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La tesi discende allora dalla Formula dell’area. m

6.3) Corollario Siano Q un CLp@TtO m RZ, (Y20 Q— R?’ un’applicazione intettiva e di
classe Cl eJ: SO(Q) — R una iunzz'one.

Allora f & H%—integrabile se e solo se la funzione
QO—R
z = flo(@)) Dy p(z) x Dy ()]

¢ L2—integrabile, nel qual caso si ha

y) dH?(y / Flo(2)) |Dywyp(x) x Dyeypla)| dL3(x).
30(9)

Dimostrazione. Si verifica facilmente che

Vo € O V/det (dp(x)! do(x)) = |Dy (@) x Dy ()] -

La tesi discende allora dalla Formula dell’area. m

(6.4) Corollario (Teorema di cambiamento di variabile) Siano 2 un aperto in
R™, ¢ : Q — R"™ un’applicazione iniettiva e di classe C' e f: () — R una funzione.

Allora la funzione [ ¢ L™—integrabile se e solo se la funzione
0O—R
x> f(p(x))] det(dp(z))]
e L"—integrabile, nel qual caso si ha

/ F(y) L™ (y / F((2)) | det(dip(2)) | L (z).

Dimostrazione. Per ogni x € () si ha

Vet (dp(z)! dp(x)) = V/(det(dp(x)))? = | det(dp(x))]

La tesi discende allora dalla Formula dell’area. m

Esercizi
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1. Si dimostri che
/exp(—ﬂl:2 —y?)dL (z,y) =7

e se ne deduca che

/ exp(—12) dLL(t) = V7.

2. Siano B=B(0,1) e C =R™\ B(0,1). Si dimostri che

1
/adﬁn(m)<—|—oo<:>a<n,
B ||

/dﬁ”(aj)<+oo<:>a>n.
C

3. Si dimostri che per ogni v,w € R3 si ha

H2({sv+tw : s,t €)0,1[}) = |v x w] .

4. Si dimostri che per ogni u,v,w € R3 si ha

L3{ru+sv+tw: rs,t€)0,1]}) =|u- (v xw)|.

5. Dato r > 0, si dimostri che

H ({(z,y,2) € R®: 2?2 +y* =12, 2 =0}) = 27r.

=2}

. Dato r > 0, si dimostri che

H2({(2,y,2) € R®: 2% + 9% + 2% = r?}) = 4dmr?.

217
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7 Integrali dipendenti da un parametro

(7.1) Teorema Siano X uno spazio metrico, p una misura esterna su R™,
f: X xR" >R

una funzione e xg € X. Supponiamo che

(a) per ogni x € X la funzione f(x,-) sia u—sommabile;

(b) per ogniy € R™ la funzione f(-,y) sia continua in xo;

(c) esista una funzione u—sommabile g : R™ — R tale che

V(z,y) € X xR": [f(z,y)| < g(y).

Allora, posto
F(x) :/f(:c,y) dp(y) ,
st ha che la funzione F : X — R é continua in xg.

Dimostrazione. Sia (§,) una successione in X convergente a xg. Dal Teorema della

convergenza dominata si deduce che

lim F(6) = lim [ £(60,0) dity) = [ Fao.9) duy) = Fao).

La tesi segue allora dal Corollario (1.5.7). m

(7.2) Teorema (di derivazione sotto il segno di integrale) Siano A un aperto

in R, p una misura esterna su R" e
fiAXR"—=R
una funzione. Supponiamo che
(a) per ogni x € A la funzione f(z,-) sia p—sommabile;
(b) per ogniy € R™ la funzione f(-,y) sia derivabile;
(c) esista una funzione p—sommabile g : R™ — R tale che

V(z,y) € AXR": |D,f(z,y)] < g(y).
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Allora la funzione Dy f(x,-) é u—sommabile per ogni x € A e, posto

F(z) = / f(@) du(y)

si ha che la funzione F' : A — R ¢ derivabile e
Vee A: Fl(x) = /Dxf(x,y) du(y) .

Dimostrazione. Sia x € A e sia (§,) una successione convergente a x. Per ogni y € R”

si ha

iS00y

e, per il teorema di Lagrange,

[ y) = f2,y)

&h—x

' = |Dzf(z + In(én — 2),9)| < 9(y)

con 0 < ¥y, < 1. Dal Teorema della convergenza dominata si deduce che D, f(x,-) &

p—sommabile e

. F(&) - F(z) . f(&ny) — f(z,9)
hﬁli_x:h;?l/ Yo e )=

La tesi segue allora dal Teorema (1.5.6). m

(7.3) Corollario Siano A un aperto in uno spazio normato X su R di dimensione

finita, {e1,...,em} una base in X, p una misura esterna su R™ e
f:AXR" =R

una funzione. Supponiamo che

(a) per ogni x € A la funzione f(x,-) sia u—sommabile;

(b) per ogni y € R™ la funzione f(-,y) sia di classe C*;

(c) esista una funzione u—sommabile g : R™ — R tale che

Vi=1,...,m,¥(z,y) € AxR": ‘gg(x,y)' <g(y).
J
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0
Allora per ogni x € A ev € X la funzione ——(x,-) é u—sommabile e, posto

ov

= /f(af,y) du(y)

si ha che la funzione F : A — R ¢ di classe C' e
OF af
Vee A, Vve X: Bv() 8(:Uy)du()

Dimostrazione. Sia x € A e sia § > 0 tale che x +te; € A perogni j =1,...,me
€ [~4,0]. Definiamo f :] — §,5[xR™ — R ponendo f(t,y) = f(x + te;,y). E evidente
che per ogni t €] — 4, ] la funzione f (t,-) € pu-sommabile. Inoltre si dimostra facilmente
che per ogni y € R™ la funzione f(-,y) & derivabile in | — 6, 6] e
V(t,y) € — 8,8[xR™ : Dyf(t,y) = gej;(w +tej,y) .

Ne segue
v(t,y) €] - 6,0xR" : [Dif(t,y)| < g(v).

Dal teorema precedente si deduce che la funzione Dy f(t, -) € p-sommabile per ogni
- [ft.wdnty

vt €] — 6, 6]: /thtydu()

€] —4,0[ e, posto

si ha che F & derivabile e

= 3}
In particolare, scegliendo ¢ = 0 si deduce che la funzione D;f(0,-) = 8—;(3:, ) e p-
J

sommabile, che la funzione F' & derivabile in 0, ovvero che F' e derivabile in z rispetto

ad ej, e che risulta
OF af
8Taj( T) = De; (2, y) duly) -

3
D’altra parte per ogni y € R" la funzione ——(-,y) € continua. Dal Teorema (7.1) si

86]'

OF
deduce che — & continua in 2. Tenuto conto dell’arbitrarieta di =, F & di classe C' per

Oe;
il Teorema (2. 2 9).
m

Siano infine z € Aewv € X. Sewv =Y vle;, si ha
j=1
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Ne segue che ——(z,+) ¢ p—sommabile e risulta

ov
oF of
Vee A, Vve X : %(x) = %(x,y) du(y),
da cui la tesi. m
Esercizi

1. Sia f : R? — R una funzione continua. Si supponga che f sia derivabile rispetto

alla prima variabile in ogni punto di R? e che la funzione

{(z,y) = Do f(z,y)}

sia continua su R2.

Si dimostri che la funzione G : R? — R definita da
Glu.va) = [ f(p) ')

¢ di classe C! e si calcolino le derivate parziali prime di G.

2. Sia f : R?> — R una funzione continua, siano a, 3 :la,b[— R due funzioni

derivabili e sia F' :]a,b[— R definita da

ﬂm=/‘ f () dCMy)

Si supponga che f sia derivabile rispetto alla prima variabile in ogni punto di R? e che

la funzione
{(z,y) = Dof(x,y)}

sia continua su R2.

Si dimostri che F' & derivabile e che

B(x)
fwm:f@ﬁmmﬂm—fmaumﬂm+/‘ D, f(z,y) dLN(y)

a(z)

3. Siano K un compatto in R? con H'(K) < +oc0 e ¢ : K — R una funzione

continua. Si definisca V : R3\ K — R ponendo

wmz—/lwm#@y

q
K Amle =yl
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Si dimostri che V & di classe C? e che

3 ) _ r—y 1
Ve e R\ K: VV(a) = [ o) o ).

Ve e R3\ K : AV(z) =0,

dove AV :=div (VV).

(La funzione AV si chiama laplaciano® di V.)

8 I teoremi della divergenza e di Stokes

(8.1) Definizione Sia Q un aperto in R™. Per ogni k € N poniamo
CP(R™) := CF(QR™) N C.(Q;R™).

Evidentemente C(S;R™) & un sottospazio vettoriale di C*(Q;R™). Poniamo anche
CHQ) = CHOR).

(8.2) Teorema (Formula di Gauss-Green I) Siano Q un aperto in R", f € C1(Q)
e g€ CHRQ).

Allora per ogni j =1,...,n si ha

/D F(2) g(x) dL™ (@ /f ) dL ().

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione. m

(8.3) Corollario (Teorema della divergenza I) Siano Q2 un aperto in R, f€C1(Q)
e g€ CHQRY).
Allora si ha

/ V() g(x) dL(z / F(z) div g(z) dL" ()

Dimostrazione. Per ogni j =1,...,n si ha

/D F(2) 99 () dL(a /f (2)dL" ().

n diversi testi il laplaciano viene invece denotato col simbolo V2V, anche se una notazione del tipo
|[V|?V o (V- V)V sembrerebbe pili consistente. Ricordiamo che noi denotiamo con V2V I’hessiano di V
(vedi pag. 134).
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Sommando membro a membro per 1 < j < n, si ottiene la tesi. m

(8.4) Definizione Siano Q@ un aperto in R™ e x € 02. Diciamo che v € R™ é un

versore normale esterno ad Q in x, se |v| =1 e

. L"{EeB(x,r)NQ: (E—x)-v>0})

lim =0,
r—0 rh
g £ 0SB\ 0 (o) v o))

(8.5) Proposizione Siano 2 un aperto in R", x € 9 e vq,v2 due versori normali
esterni ad € in x.

Allora v1 = 9.

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione. m

(8.6) Definizione Sia Q2 un aperto in R™. Per ogni x € 02 denotiamo con v(x) il ver-
sore normale esterno ad Q in x, se esiste, altrimenti poniamo v(x) = 0. L’applicazione

v:0Q — R" cost definita si chiama normale esterna ad Q.

(8.7) Teorema Siano Q ed U due aperti in R", g : U — R una funzione di classe C!

tale che

QNU={¢cU: g¢) <0}

e sia x € UN O tale che Vg(x) # 0.
Allora g(x) =0 e
Vy(x)

[Vg(z)|

e il versore normale esterno ad ) in x.

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione. m

(8.8) Teorema (Formula di Gauss-Green II) Siano Q un aperto limitato in R"
tale che H""1(0)) < +oo e f,g9: Q — R due funzioni lipschitziane. Supponiamo che f
e g siano di classe C* in Q e sia v : 9Q — R™ la normale esterna ad €.

Allora valgono i sequenti fatti:
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(a) ogni v9) ¢ H* ' —misurabile e limitata, dove v\9) denota la j—esima componente

di v,
(b) per ogni j=1,...,n si ha

/Df 2)dL" (x) =
[ 15) 9t v s) ar s /f ©) dL(z)

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione. m

(8.9) Corollario (Teorema della divergenza II) Siano Q un aperto limitato in R"
tale che H" 1(00) < +oo e f : Q= R e g: Q — R” due applicazioni lipschitziane.
Supponiamo che f e g siano di classe C' in Q e sia v : 00 — R" la normale esterna

ad .
Allora si ha

/ V(z) - g(x) dL™(x) =
— [ 76 0s) - v aH I (s) ~ [ fa)divg(a) de(@).
o0N Q
Dimostrazione. Per ogni j =1,...,n si ha

/Df (@) de"@) = [ 1)9(s) 0 () ar s /f (2) dL(x)

Sommando membro a membro per 1 < j < n, si ottiene la tesi. m

(8.10) Teorema (di Stokes) Siano A un aperto in R?, B un aperto in R3, ¢ : A — R3
un’applicazione iniettiva e di classe C' con o(A) C B e f: B — R3 un’applicazione di
classe C'. Sia Q un aperto limitato tale che Q C A e H'(9N) < +oo e sia v : O — R?
la normale esterna ad §2.

Poniamo, per ogniy € ¢(02) con y = ¢(x),

T(y) = ng([L‘)(—y(Q)(x)7V(1)(aj)) se 2) (=@ (2). vV (x
(v) = ‘d(p(m)(—y@)(m),V(l)(x))‘ dep(z)( (z), (z)) #0,

m(y) =0 se dp(a)(—v® (z),vM(x)) =0,
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e, per ogni y € ¢(Q) con y = p(x),

_ Dywe(x) X Dyoyp(x)
|D,yp(z) X D))

n(y) =0 se Dyayp(r) X Dyyp(x) =0.

77(9) se Dm(l)(,@(l') X Dx(2)90(x> 7& 07

Allora ogni 79) = ©(0Q) — R & H'—misurabile e limitata, ogni n9) : () — R &

H2—misurabile e limitata e si ha

/ F(s) - 7(s) dH  (s) = / (curl £ () - () dH2(y)
©(09)

()

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione. m

Esercizi

1. Sia f € C?(R3). Si dimostri che per ogni a € R? si ha

/Af(m)dc?’(x) — fla).

4|z — al

2. Sia Q un aperto limitato in R con H"1(9Q) < +o0, sia f € C?() tale che f
e Vf siano lipschitziane su Q e sia F : {2 — R” I'estensione lipschitziana di Vf a Q (si

tenga conto dell’esercizio 1.4.10). Si supponga che

Af=0 inQ,
F-v=0 suodf.

Si dimostri che F = 0 su €.



Capitolo 5

Forme differenziali lineari e campi
di vettori

1 Primitive e potenziali scalari

(1.1) Definizione Sia A un aperto in uno spazio normato X su K di dimensione finita.

Chiamiamo forma differenziale lineare o 1—forma ogni applicazione w : A — X'.

(1.2) Esempio Se f: A — K & una funzione differenziabile, U'applicazione df : A — X'

e una 1—forma.

(1.3) Definizione Sia A un aperto in uno spazio normato X su K di dimensione
finita. Una 1—forma w : A — X' si dice esatta, se esiste una funzione differenziabile
f:A— K tale che df = w. In tal caso diciamo che la funzione f & una primitiva della

1—forma w.

(1.4) Teorema Siano A un aperto connesso in uno spazio normato X su K di di-
mensione finita, w : A — X' una 1—forma esatta ¢ f,g : A — K due primitive
di w.

Allora la funzione (f — g) é costante.

Dimostrazione. La funzione (f — g) : A — K ¢ differenziabile e per ogni x € A si ha

d(f = g)(@) = df (z) — dg(z) = w(z) — w(z) = 0.

Dal Teorema (2.1.34) si deduce che (f — g) € costante. m

226
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(1.5) Definizione SiaY uno spazio metrico. Chiamiamo curva in'Y ogni applicazione
continua v : I —'Y, dove I é un intervallo in R. Diciamo che la curva vy é chiusa, se I

¢ della forma [a,b] e y(a) = y(b).

(1.6) Definizione Siano X uno spazio normato, a,b € R e v : [a,b] — X un’applica-
zione.
Diciamo che v ¢ una curva di classe C! a tratti, se v ¢ continua ed esiste una

suddivisione a =ty < --- < tp, = b di [a,b] tale che per ogni j =1,... h si abbia che
(@) Yt;_1,1;) € di classe Cl;

!/
(b) (VI]tj_l,th ¢ prolungabile con continuita a tutto [t;_1,t;].

(1.7) Teorema Sia A un aperto connesso in uno spazio normato X. Allora per ogni

xog e w1 in A esiste una curva vy : [0,1] — X di classe C a tratti tale che ~([0,1]) C A,
7(0) =z ey(1) = 1.

Dimostrazione. Dato xg € A, denotiamo con E l'insieme degli x € A tali che esiste una

curva v : [0,1] — X di classe C! a tratti con v([0,1]) € A, v(0) = zo e y(1) = z.
Evidentemente xo € E (basta considerare v costantemente uguale a xp). Proviamo

che E ¢ aperto in A. Se x € E, sia v una curva C! a tratti in A congiungente g con x

e sia 0 > 0 tale che B (z,0) C A. Allora per ogni £ € B (z,9)

: v(2t) se0<t<2,
nit) =
r+2t-1)(¢—z) sel<t<l

¢ una curva C! a tratti in A tale che n(0) = x¢ e n(1) = £. Risulta quindi £ € E, ossia
B(z,0) C E. Pertanto E & aperto in A.

Dimostriamo ora che E & chiuso in A. Sia x € A aderente ad F e sia § > 0 tale che
B(z,6) C A. Sia & € B(x,8)NE e sia vy una curva C! a tratti in A congiungente zg con
¢. Allora

IN
IN

[

t

n(t) = .

{ ~v(2t) se 0
E+ (2t —1)(xz—=¢) se%

IN
IN

¢ una curva Cl a tratti in A tale che 7(0) = zo e n(1) = x. Risulta quindi * € E, per
cui E e chiuso in A.

Essendo A connesso, si deduce che F = A, da cui la tesi. m
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(1.8) Proposizione Siano A un aperto in uno spazio normato X su K di dimensione
finita, w : A — X' una 1—forma continua e 7 : [a,b] — X una curva di classe C' a
tratti tale che y([a,b]) C A.

Allora la funzione {t — (w(y(t)),7(t))} (definita a piacere dove v non é derivabile)

e sommabile.

Dimostrazione. Sia a = tp < --- < t; = b una suddivisione di [a, b] tale che ~ sia di

classe C! su ogni J¢;_1,;[. Le funzioni

{t @O O, ®) <5<k

sono sommabili, per cui lo & anche

k
(WO (1)),7' (1) =D (w( (1), 7 O,y () 0. in[a,b].

Jj=1

Ne segue la tesi. m

(1.9) Definizione Siano A un aperto in uno spazio normato X su K di dimensione
finita, w : A — X' una 1—forma continua e vy : [a,b] — X una curva C' a tratti con
7([a, b)) € A.

Definiamo l'integrale di w lungo -y, ponendo

[yw = /ab<w(’7(t))a7'(t))dt.

(1.10) Teorema Siano A un aperto in uno spazio normato X su K di dimensione
finita, w : A — X' una 1—forma continua ed esatta, f : A — K una primitiva di w e
v : [a,b] = X una curva di classe C1 a tratti tale che v([a,b]) C A.

Allora si ha

/ w=F(4(b)) — F((a).

Dimostrazione. Sia a = tg < --- < t; = b una suddivisione di [a,b] tale che v sia di

classe C'! su ogni Jt;_1,t;[. Allora si ha

b k t;
/ w= / ) ) dt = / (df (1 (), 7' (8)) dt =
Y a j=1 ti—1

k

=D (fOt) = F(y(t-))) = f((B) = f(v(a)),

j=1
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da cui la tesi. m

(1.11) Teorema Siano A un aperto connesso in uno spazio normato X su K di
dimensione finita ed w : A — X' una 1—forma continua.

Allora sono fatti equivalenti:
(a) la 1—forma w é esatta;

(b) per ogni curva chiusa C* a tratti v : [a,b] — A si ha

/sz;
v

(c) se v : [a,b] = A en : [c,d — A sono due curve di classe C' a tratti tali che

7(a) = n(c) e ¥(b) = n(d), si ha
fo-

Dimostrazione.

(a) = (b) Se f ¢ una primitiva di w, si ha
=00 - fo@) =o.
.

b) = (c) Sia £ : [a,b+d — ] = A la curva C! a tratti definita da
(

9 ~(t) sea<t<b,
t) =
nb+d—t) seb<t<b+d-c.

Essendo la curva £ chiusa, si ha

b b+d—c
0= /5 o= [leo) @i [ wiem).e o -
b

d
- / (Wl (B), () dt — / win(®). /(1)) dt

[

(¢) = (a) Consideriamo solo il caso K = R. Fissiamo zy € A. Per il Teorema (1.7),

quindi

per ogni = € A esiste una curva 7 : [a,b] — A di classe C! a tratti tale che y(a) = z¢ e

f(:c)=/7w-

v(b) = z. Poniamo
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Una tale curva v non ¢ univocamente determinata da xp e x, ma la definizione di f e

ugualmente ben posta, a causa dell’ipotesi (c).

Sia {ej,...,e,} una base in X. Per ogni s > 0 sufficientemente piccolo
0 (%) sea<t<b
n(t) =
x+(t—ble; seb<t<b+s

¢ una curva C! a tratti in A congiungente x¢ con x + se;. Allora si ha

f@+%ﬁ—ﬂ@:1</w_/w>:
s s \Jy v

—1<l?mwa¢u»ﬁ+

S

b+s b
+ MH@bMMMtLWMmﬂm@=

1 S

= / (w(z + tej), ej) dt.

$Jo

Dal Teorema fondamentale del calcolo integrale si deduce che
L St se;) = f(a)

s—0F S

= (w(z),€) -
Il limite da sinistra puo essere trattato in modo simile, per cui

o £t 55) = f(a)

s—0 S

= (w(z),ej)-
Allora f e differenziabile per il Teorema del differenziale totale e

<#u»qw:§£@w:wm»qm

ossia df () =w(x). m

(1.12) Definizione Sia A un aperto in uno spazio unitario X su R di dimensione
finita. Chiamiamo campo di vettori ogni applicazione F': A — X.
Un campo di vettori F si dice conservativo, se esiste una funzione f : A — R

differenziabile tale che Vf = F. In tal caso diciamo che f é un potenziale per F'.

(1.13) Proposizione Siano A un aperto in uno spazio unitario X su R di dimensione

finita, F : A — X un campo di vettori ed w: A — X' la 1—forma definita da
Ve e A, Vo € X : (w(z),v) =F(x)-v.

Valgono allora i sequenti fatti:
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(a) una funzione differenziabile f : A — R é un potenziale per F se e solo se f é una

primitiva di w;
(b) il campo di vettori F' é conservativo se e solo se la 1—forma w ¢ esatta.

Dimostrazione. Se f: A — R & una funzione differenziabile, si ha
Vee A, Vv e X : (df(z),v) =Vf(x) v.

Ne segue che df (r) = w(z) se e solo se Vf(x) = F(x). La (b) & un’ovvia conseguenza

della (a). m

(1.14) Definizione Siano A un aperto in uno spazio unitario X su R di dimensione
finita, ' : A — X un campo di vettori continuo e vy : [a,b] — X una curva C' a tratti
con y(la,b]) C A.

Si chiama lavoro di F' lungo ~ il numero reale

b
/ F(y(8) -'(t) d.

(1.15) Teorema Siano A un aperto in uno spazio unitario X su R di dimensione
finita, F: A — X un campo di vettori continuo e conservativo, f : A — R un potenziale
per F e :[a,b] — X una curva di classe C* a tratti tale che y([a,b]) C A.

Allora il lavoro di F' lungo ~y coincide con f(v(b)) — f(v(a)).

Dimostrazione. Sia w: A — X’ la 1—forma definita da
Vee A, Vv e X : (w(z),v) =F(z)-v.

Si verifica facilmente che il lavoro di F' lungo ~ coincide con l'integrale di w lungo . Si

tratta allora di combinare il Teorema (1.10) con la Proposizione (1.13). m

(1.16) Teorema Siano A un aperto connesso in uno spazio unitario X su R di
dimensione finita e F' : A — X un campo di vettori continuo.

Allora sono fatti equivalenti:

(a) F ¢ conservativo;
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(b) per ogni curva chiusa C* a tratti v : [a,b] — A si ha che il lavoro di F lungo v ¢

nullo;

(c) se v : la,b] = A en: [c,d — A sono due curve di classe C' a tratti tali che
~v(a) = n(c) e v(b) = n(d), si ha che il lavoro di F' lungo -y coincide con quello di
F lungo n.

Dimostrazione. Sia di nuovo w : A — X' la 1—forma definita da
Vee A, Vve X : (w(z),v) =F(z)-v.

Questa volta si tratta di combinare il Teorema (1.11) con la Proposizione (1.13). m

(1.17) Osservazione Se consideriamo due prodotti scalari su uno spazio vettoriale X
di dimensione finita (che indurranno, ovviamente, due norme equivalenti), puo accadere
che un campo di vettori F' sia conservativo rispetto ad un prodotto scalare e non rispetto

all’altro.

Esercizi

1. Sia A un aperto in R?, sia F : A — R? un campo di vettori continuo e conser-
vativo con Fy(t,z) # 0 per ogni (t,z) € A esia f : A — R un potenziale per F. Si
dimostri che u : I — R risolve ’equazione differenziale

/ _Fl(t7u)
 Fy(t,u)

se e solo se u & derivabile e la funzione {t — f(¢,u(t))} & costante.

2. Siano Fy : J — R e Fy :]a, f[— R due funzioni continue con Fh(z) # 0 per
ogni x €|a, B e siano f1 e fa due primitive di F} e F, rispettivamente. Si dimostri che
u : I — R risolve I'’equazione differenziale

W = Fl(t)
- FQ('LL)

se e solo se u ¢ derivabile e la funzione {t — fa(u(t)) — f1(t)} € costante.
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2 Forme chiuse e campi irrotazionali

(2.1) Definizione Sia A un aperto in uno spazio normato X su K di dimensione
finita. Una 1—forma w : A — X' di classe C' si dice chiusa, se per ogni © € A ed ogni
v,w € X si ha

(dw(x)v,w) = (dw(z)w,v) .

(2.2) Proposizione Siano A un aperto in uno spazio normato X su K di dimensione
finita, w : A — X' una 1—forma di classe C' ed {ey,...,e,} una base in X.

Allora sono fatti equivalenti:
(a) la 1—forma w é chiusa;

(b) sewi,...,wy sono le componenti di w rispetto alla base duale {61, .. ,e”}, si ha

0wy = O

Vee A, Vi k=1,...,n: = —F().

Dimostrazione.

(a) = (b) Per ogni j,k =1,...,n risulta w;(z) = (w(x), ej), quindi

S (a) = (d(e)enses).
Ne segue la tesi.
(b) = (a) Risulta
dui ) _ O

(dw(z)er, ej) =

= 5l w) = Gt (@) = @) cx).

Per linearita ne segue
Vo, w e X @ (dw(z)v, w) = (dw(z)w,v) ,

da cui la tesi. m

(2.3) Osservazione Nel caso X = R", la base duale della base canonica viene spesso
denotata con {dx1,...,dx,}. In tal caso ogni 1—forma w : A — (R™) si puo esprimere

come

n
w= g wjdx;
j=1
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conw; : A — R e la condizione (b) diventa

6wk

8(«}]' .

Ox(k

@) = ).
(2.4) Teorema Sia A un aperto in uno spazio normato X su K di dimensione finita
e siaw: A — X' una 1—forma di classe C' ed esatta.

Allora w ¢ chiusa.

Dimostrazione. Consideriamo solo il caso K = R. Sia {ej,...,e,} una base in X e sia

f una primitiva per w. Evidentemente f ¢ di classe C?. Inoltre risulta

of

87]-(56) = (df (z),¢;) = (w(z), ¢5) = wj(2),

quindi
P ()= i)
aekaej N aek '

La tesi discende allora dal Teorema di Schwarz. m

(2.5) Teorema Siano A un aperto stellato in uno spazio normato X su K di dimen-
sione finita ed w: A — X' una 1—forma di classe C' e chiusa.

Allora w ¢ esatta.

Dimostrazione. Consideriamo solo il caso K = R. Supponiamo che A sia stellato rispetto

a xg € A. Definiamo f: A — R ponendo

1
@) —/0 (@((1 = #)o + t), & — o) dt

Per il Corollario (4.7.3), si ha che f & di classe C! e per ogni z € A ed ogni v € X risulta

(df (z),v) = /01 t(dw((1 —t)xo + tx)v,x — xo) dt + /Ol(w((l —t)xg + tz),v) dt =

1 1
= / t(dw((1 —t)xo + tx)(z — x0),v) dt + / (W((1 = t)zo + tx),v) dt.
0 0

Poiché
d

dt

si ha, integrando per parti,

((w((1 = t)zg + tz),v)) = (dw((1 — t)xo + tx)(x — x0), ),

1
(df (x),v) = <w(ﬂf),v>/0 (w((1 = t)zo + tz),v) dt +

1
o [t )0 = o)



2. FORME CHIUSE E CAMPI IRROTAZIONALI 235

Pertanto df (z) = w(x). m

(2.6) Esempio Si consideri la 1—forma w : R?\ {0} — (R?) definita da

e +0
G+ @@p 1 G0R 1 @)

w(z®, 2?) = - 5 dua.

Si verifica facilmente che w ¢ di classe C' e chiusa. D’altra parte, se
v :[0,27] = R?\ {0}

e la curva chiusa definita da

~(t) = (cost,sint),

/w:27r.
v

(2.7) Definizione Sia A un aperto in uno spazio unitario X suR di dimensione finita.

st ha

Pertanto la 1—forma w non é esatta.

Un campo di vettori F : A — X di classe C' si dice irrotazionale, se per ogni x € A ed
ogni v, w € X si ha

(dF(z)v) - w = (dF(z)w) -v.

(2.8) Proposizione Sia A un aperto in uno spazio unitario X su R di dimensione
finita, sia F : A — X un campo di vettori di classe C' e sia w: A — X' la 1—forma
definita da

Vee A, Vve X : (w(z),v) =F(z)-v.

Allora w & chiusa se e solo se F' ¢ irrotazionale.

Dimostrazione. Risulta

(dw(x)w,v) = (dF(z)w) - v,

da cui la tesi. m

(2.9) Proposizione Siano A un aperto in uno spazio unitario X su R di dimensione
finita, F : A — X un campo di vettori di classe C' ed {ey,...,e,} una base ortonormale
m X.

Allora sono fatti equivalenti:
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(a) F ¢ irrotazionale;

(b) se FO . F™ sono le componenti di F rispetto alla base {e1,...,en}, si ha

AF ) ( oF (k)

v A Vik=1,...,n: = .

Dimostrazione. Se w: A — X’ & la 1—forma definita da
Ve e A, Vv e X : (w(z),v) = F(x) v,
ed wi,...,w, sono le componenti di w rispetto alla base duale {el, el e"}, risulta
wi(2) = (w(a), ) = F(2) - ¢; = FO(a).

La tesi discende allora dalle Proposizioni (2.8) e (2.2). m

(2.10) Corollario Siano A un aperto in uno spazio unitario X su R di dimensione
tre orientato e F : A — X un campo di vettori di classe C.

Allora sono fatti equivalenti:
(a) F é irrotazionale;

(b) curl F(x) =0 per ogni x € A.

Dimostrazione. Si tratta di un’ovvia conseguenza della proposizione precedente. m

(2.11) Teorema Sia A un aperto in uno spazio unitario X su R di dimensione finita
e sia F: A— X un campo di vettori di classe C' e conservativo.

Allora F' ¢ irrotazionale.

Dimostrazione. Si tratta di una riformulazione del Teorema (2.4). m

(2.12) Teorema Siano A un aperto stellato in uno spazio unitario X su R di dimen-
sione finita e F : A — X un campo di vettori di classe C' ed irrotazionale.

Allora F' é conservativo.

Dimostrazione. Si tratta di una riformulazione del Teorema (2.5). m
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(2.13) Esempio Sia
F: (Rg\{mERS: ) = 23 :0}> - R?

il campo di vettori definito da

2+(2) 2
= (_ (2002 + ()27 (& D)2 + (2@)2° 0) |

Si verifica facilmente che F & di classe C' ed irrotazionale. Tuttavia il lavoro di F

lungo la curva chiusa
v(t) = (cost,sint, 0), 0<t<2r

non € nullo, per cui F' non & conservativo.

Esercizi

1. Sia w :]a, f[— R’ una 1—forma continua. Si dimostri che w ¢ esatta.
2. Sia w : C — C' la 1—forma definita da
(w(z),w) =Zw.
Si dimostri che w & continua e che non e chiusa.

3. Sia A un aperto in C e sia w : A — C’ una 1—forma differenziabile (in senso

complesso) con dw continuo. Si dimostri che w ¢ chiusa.

4. Sia  un aperto limitato e convesso in R? con H?(9Q) < +o0o e sia F : Q — R3
un campo di vettori lipschitziano e di classe C'! su €. Si supponga che
curl F =0 in Q,
divF =0 1in ),
F-v=0 suodf.

Si dimostri che F = 0 su €.

5. Sia Q laperto di R? ottenuto ruotando il cerchio

{:z: eR?: (2 —2)2 4 (2®) < 1,2 = 0}
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attorno all’asse (3 e sia F : Q — R3 definito da

Si dimostri che
curl F =0 in ©,

divF =0 1inQ,
F-v=0 suodQ,

anche se F' non ¢ identicamente nullo.

3 Campi solenoidali

Nel corso di questa sezione, X denotera uno spazio unitario su R di dimensione tre
orientato.

(3.1) Definizione Sia A un aperto in X. Un campo di vettori F' : A — X di classe

C* si dice solenoidale, se (div F)(z) = 0 per ogni x € A.

(3.2) Definizione Sia A un aperto in X e siano F,G : A — X due campi di vettori.

Diciamo che G é un potenziale vettore per F, se G ¢ differenziabile e curl G = F.

(3.3) Teorema Sia A un aperto in X e sia F : A — X un campo di vettori di classe
C' che ammetta un potenziale vettore G : A — X di classe C.

Allora F' ¢ solenoidale.

Dimostrazione. Dal Teorema (2.3.11) si deduce che
div F' = div (curl G) = 0,

da cui la tesi. m

(3.4) Teorema Siano A un aperto stellato in X e F : A — X un campo di vettori di
classe C e solenoidale.

Allora F ammette un potenziale vettore G : A — X di classe C".

Dimostrazione. Supponiamo che A sia stellato rispetto a zg € A. Definiamo G : A — X

ponendo

1
G(z) :/0 tF((1—t)xg+tx) x (x — ) dt.
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Dal Corollario (4.7.3) si deduce facilmente che G ¢ di classe C! e, tenuto anche conto

del Teorema (4.2.15), risulta
1 1
(curlG)(z) = / t2dF((1 — t)xo + tx)(x — x0) dt — / tF((1—t)xg+tx)dt +
0 0

1 1
+3/0 tF((1— t)ao + to) dt—/o £2 (div F)((1 — t)zo + tz) (x — z0) dt .

Poiché F ¢ solenoidale e

% (F((1 =t)xo+tx)) = dF((1 — t)xo + tz)(x — x0) ,

integrando per parti, si ottiene
1
(curlG)(z) = Flz)—2 / tF((L— t)xo + tx) di +
0

1 1
—/ tF((l—t)xo+tx)dt+3/ EF((1 = t)ao + ta) dt =
0 0
= F(x).

Ne segue la tesi. m

(3.5) Esempio Si consideri il campo di vettori F: R3\ {0} — R3 definito da

oz
EE

Si verifica facilmente che F ¢ di classe C' e solenoidale.
Tuttavia F' non ammette nessun potenziale vettore di classe Ct. Supponiamo infatti

per assurdo che G : R3\ {0} — R? sia un potenziale vettore di classe C* per F. Poniamo
Q={zeR?®: || <1}
e definiamo @1, 0y : R — R3 ponendo

P10, 20) = (20, 20,1 - ()2 - (:D)2)

Dal Teorema di Stokes si deduce che
/ Gls) - 71 (s) dH(s) = /

»1(09) 1

() ar'(s) = [

©

/ G(s) - 7a(s
©2(092)

F(z) - m(z) dH*(z),
®
F(z) - m2(z) dH? (),
)

2
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dove

Vx € @1(89) = @2(89) : Tl(x(1)7x(2)7$(3)) = T2($<1)7$(2),$(3)) = <—[L'(2),.%'(1),0) )

1
Vr € ¢1(Q) : M 2@ () = 9,1 9,2 1
re (@) m@ ) \/4(:13(1))2_|_4(x(2))2_|_1 (x ot ’)’
Vo € () mp(aM, 2, 2®)) = : (~20™, —22,1) .

\/4(56(1))2 +4(x)2 +1
Ne seque

/ F(z) - m(z) dH3(x) = / F(x) - m(x) dH3(x)
»1(9)

©2(02)
il che ¢ assurdo, perché F(x)-ni(x) > 0 per ogni x € ¢1(82), mentre F(x)-na(z) < 0 per
ogni T € p2(2).
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