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Prefazione

In queste note sono raccolti gli argomenti del corso di Analisi non lineare che ho tenuto
nell’inverno-primavera 1997 presso il Dipartimento di Matematica dell’Universia degli
Studi di Milano. Esso era rivolto ai borsisti neolaureati dell’Istituto Nazionale di Alta
Matematica ed agli studenti del Dottorato di ricerca in Matematica del consorzio co-
stituito dalle Universita degli Studi di Milano e di Pavia, dal Politecnico di Milano e
dall’Universita Cattolica del Sacro Cuore — sede di Brescia.

Conformemente alle finalita dell’Istituto Nazionale di Alta Matematica ed alle indi-
cazioni del Collegio dei Docenti del Dottorato, il corso vuole introdurre i giovani studiosi
ad alcuni argomenti fondamentali, nel campo dell’Analisi non lineare globale. Fra i due
grandi filoni, metodi topologici e teoria dei punti critici, la scelta ¢ caduta sui primi,
perché, a mio avviso, piu basilari. In effetti nella teoria dei punti critici ci si avvale
spesso di risultati provenienti appunto dai metodi topologici, quali i teoremi di Brouwer,
di Borsuk-Ulam, di Schauder. Inoltre la necessita che i problemi trattati provengano
sempre da un funzionale rende, a mio parere, la teoria dei punti critici un argomento piu
“specialistico”.

Il corso e incentrato sulla teoria del grado topologico di Brouwer e di Leray-Schauder
per perturbazioni completamente continue dell’identita. Si tratta quindi di argomenti
molto classici, anche se tecnicamente non semplici. In particolare vengono dimostrati al-
cuni risultati non banali sugli spazi di dimensione finita, quali i citati teoremi di Brouwer
e di Borsuk-Ulam, il teorema di invarianza del dominio ed il teorema di Jordan genera-
lizzato. In dimensione infinita, oltre al citato teorema di Schauder, vengono dimostrati
altri teoremi di punto fisso ed illustrati i classici metodi di continuazione o della stima a
priori, che hanno rappresentato e costituiscono tuttora uno degli strumenti fondamentali
per lo studio delle equazioni non lineari.

Dal momento che il corso si propone di introdurre i giovani allo studio dei problemi
non lineari, ¢ parso indispensabile fornire qualche criterio che consenta di costruire delle

trasformazioni non lineari fra spazi di dimensione infinita. Per questo motivo & stato
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iv PREFAZIONE

inserito un capitolo sull’operatore di Nemytskij. Poiché 'impostazione variazionale si
sta rivelando sempre piu feconda nelle applicazioni, ¢ stata scelta I’ambientazione fra
spazi LP e fra spazi di Sobolev.

Essendo questo un corso che vuole anzitutto fornire degli strumenti, non & purtroppo
rimasto un grande spazio per le applicazioni in dimensione infinita. Mi sono quindi
limitato ad inserire alcuni risultati in tre direzioni a mio avviso esemplari: equazioni
ellittiche non lineari trattabili con stime a priori, teoremi di biforcazione locali e globali
e disequazioni variazionali stazionarie per operatori pseudomonotoni. Per trattazioni di
ben altro respiro, sia dal punto di vista teorico che applicativo, rimando ad esempio a
[3, 8,9, 10].

Il primo capitolo presuppone la conoscenza di alcuni argomenti del primo biennio
del corso di laurea in Matematica e gli elementi fondamentali della teoria degli spazi
di Banach. Nel secondo capitolo si richiede una certa dimistichezza con gli spazi LP e,
in modo essenziale, con gli spazi di Sobolev. Per le applicazioni occorre anche qualche

conoscenza della topologia debole negli spazi di Banach riflessivi.

Brescia, maggio 1997 MARCO DEGIOVANNI



Introduzione

I primi risultati di analisi non lineare in cui si imbatte lo studente del primo biennio di
un corso di laurea scientifico sono i teoremi di inversione locale e delle funzioni implicite,
mentre il primo approccio all’analisi funzionale non lineare & rappresentato dal teorema
di esistenza ed unicita locale per il problema di Cauchy relativo alle equazioni differenziali
ordinarie. In effetti quest’ultimo problema viene usualmente ricondotto alla ricerca di

una funzione u nello spazio funzionale C([a, b]; R) che soddisfi la relazione implicita

t

u(t) = uo + t f(ru(r))dr.

Tutti questi risultati vengono normalmente dimostrati utilizzando il teorema delle con-
trazioni, che costituisce un primo esempio fondamentale di teorema di punto fisso. Come
& noto, il teorema delle contrazioni fornisce anche 'unicita del punto fisso, il che costitui-
sce un pregio ed al tempo stesso un limite. Si tratta infatti di un’informazione notevole,
che pero limita automaticamente il campo di applicabilita del teorema stesso. Per molti
problemi risultano invece pitt appropriati dei risultati, fondati pitu sulla compattezza che

sulla completezza, che garantiscano la sola esistenza della soluzione.

1 Problemi in dimensione finita

Consideriamo un aperto limitato € in R™, un’applicazione continua F : Q — R" ed una
curva continua v : [0,1] — R™. Supponiamo che esista z € Q tale che F(z) = ~(0).
Questo significa che v(0) si trova nell'immagine di F. Vorremmo dare delle condizioni
che assicurino che tutta ([0, 1]) sia contenuta nell'immagine di F'. Una prima ipotesi

naturale & che v non attraversi F'(0€2), ossia che
Ve € 00, Vt € [0,1] : F(x) #~(t).

Tuttavia questa condizione non & sufficiente. Si consideri ad esempio Q =] — 1,1[C R,
F(x) = 222 e v(t) = 1 — 2t. Un’ipotesi aggiuntiva, che assicura il risultato desiderato,

risulta essere l'iniettivita di F'.
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Consideriamo ora una variante piu generale. Sia €} un aperto limitato in R", sia
H : Q x [0,1] — R™ un’applicazione continua e sia y € R™. Supponiamo che y stia

nell'immagine di H(-,0) e che
Vo e 0Q, vVt € [0,1] : H(z,t) #y.

Vorremmo concludere che y & nell'immagine di H(+,¢) per ogni ¢ € [0, 1]. L’esempio pre-
cedente corrisponde a H(z,t) = F(z) —(t) ed y = 0. In questo nuovo caso ¢ sufficiente
aggiungere I'ipotesi che H(-,0) sia iniettiva. Naturalmente 1’equazione H(z,0) = y avra
cosi una ed una sola soluzione, ma tale unicita si perdera per l'equazione H(z,1) = y.

L’idea e che, se 'applicazione H(-,0) & “buona” e l'insieme
Sit)={zeQ: H(z,t) =y}

non “scappa’ per la frontiera di 2 quando t passa da 0 a 1, allora l’esistenza di almeno
una soluzione si conserva al variare di ¢ in [0, 1], anche se “dentro” €2 possono capitare
molti fenomeni, in grado tra l'altro di distruggere 'unicita della soluzione.

La teoria del grado topologico costituisce uno strumento molto appropriato per
affrontare problemi in questo ordine di idee. Inoltre essa consente al tempo stesso di

provare dei risultati non banali sugli spazi di dimensione finita. Ecco alcuni esempi:
(a) la sfera {x € R™ : |z| = 1} di R™ non & contrattile in sé;

(b) la sfera di R™ non e retratto del disco {x € R™ : |z| < 1};

(¢) R™ & omeomorfo a R™ solo se m = n.

Sembrano delle affermazioni ovvie, ma la dimostrazione non ¢ affatto banale.

2 Problemi in dimensione infinita
Consideriamo questa volta il problema non lineare
—Au — g(z,u, Du) =0 in €,
(2.1)
u=0 su 01,
dove 2 ¢ un aperto limitato in R” e g : 2 x R x R” — R ¢ una funzione continua. Una
buona idea, per studiare la risolubilita di (2.1), & quella di considerare la famiglia di

problemi

—Au—tg(x,u,Du) =0 in Q,
(2.2) { ( )

u=0 su 0f),
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al variare di ¢t in [0, 1]. Per ¢t = 0 si ottiene un’equazione ben nota, che ha come unica
soluzione u = 0. Possiamo domandarci se, al variare di ¢, 'insieme delle soluzioni
rimane non vuoto. Sulla base dell’esempio precedente in dimensione finita, potremmo
ad esempio ipotizzare che esista R > 0 tale che ogni soluzione di (2.2) abbia norma minore
di R in qualche spazio funzionale. Sarebbe questo un modo per non far “scappare” le
soluzioni. In effetti, in ipotesi piuttosto generali su g, questo genere di condizione, che
si chiama “stima a priori”, risulta essere sufficiente per garantire la risolubilita di (2.1).
Viceversa 1'unicita della soluzione u puo essere assicurata solo con condizioni alquanto
restrittive su g. Anche in questo caso il grado topologico, opportunamente esteso alla
dimensione infinita, si rivela uno strumento molto valido.

Come si puo immaginare, la tecnica che abbiano delineato, detta “di continuazio-
ne”, si presta ad essere adattata ad una gran varieta di problemi, non necessariamente
provenienti dalle equazioni alle derivate parziali. Il principio € quello di “connettere” il
problema da risolvere con un problema molto piu facile, il cui comportamente sia ben
noto.

Un altro modo di affrontare il problema (2.1) ¢ quello di ricondursi, in un opportuno

ambiente funzionale, all’equazione
U= (*A)_l(g(ZE, u, Du)) .

Si comprende quindi 'importanza di possedere ulteriori teoremi di punto fisso, oltre
a quello delle contrazioni. Anche con questo approccio € necessario un tipo di stima
a priori. Si tratta, piu precisamente, di trovare un R > 0 tale che per ogni u con
norma minore o uguale a R si abbia che anche (—A)~!(g(x,u, Du)) ha norma minore
o uguale dello stesso R. C’¢ una certa somiglianza con quanto richiesto dalla tecnica
di continuazione, anche se il ricondursi ad un punto fisso ¢ talvolta meno vantaggioso.
Infatti la stima a priori richiesta dalla tecnica di continuazione riguardava solo le soluzioni
u di una certa famiglia di problemi. Qui invece si domanda una stima che coinvolge tutte
le w di un certo spazio funzionale aventi norma minore o uguale a R.

Osserviamo infine che il carattere non lineare del problema (2.1) ¢ dovuto al termine
g(z,u, Du), che in effetti non dipende linearmente da u. Molto spesso nelle equazioni

non lineari ¢ la presenza di un operatore del tipo
(2.3) {u— g(z,u, Du)}

a causare il comportamento non lineare. Anche nell’equazione differenziale ordinaria

u' = f(t,u) la situazione ¢ dello stesso tipo, essendo, quanto al resto, la derivazione
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un operatore lineare. Di conseguenza gli operatori del tipo (2.3), detti “di Nemytskij”,

assumono un certo rilievo nello studio dei problemi non lineari.



Capitolo 1

Teoria del grado topologico

1 Teoremi di approssimazione

(1.1) Lemma Sia X uno spazio metrico e siano x1,...,xp € X, ri,...,rg > 0.
Allora esistono delle funzioni lipschitziane 91, ...,9; : X — [0,1] tali che 9, =0
fuori da B (zp, 2ry) e

k
Ve e X : Zz?h(x)gl,

h=1
k k
VY € U B (zp,rh) : Zﬁh(aﬁ):l.
h=1 h=1

Inoltre, se X & uno spazio unitario, si puo fare in modo che ¥, € C*(X).

Dimostrazione. Sia p € C*°(R) tale che

p(s) =1 se s <1,
0<p(s)<1 sel<s<3,
p(s) =0 se s > 3.
Sia 9, : X — [0, 1] la funzione definita da
Yn(z) =p (d(m,g:h)Z)
"h

Si verifica facilmente che
Vo € B(zp,mn): ¢n(z) =1
Ve € X \ B (zp,2r,) 1 Yp(x) =0.

Poniamo

191 - w17
vo = (1—11)¢2,

O = (=) (1 —Yp_1)Vx .

1



2 CAPITOLO I. TEORIA DEL GRADO TOPOLOGICO

Ogni 9}, ¢ lipschitziana e nulla fuori da B (z,, 2ry,) per costruzione. Se poi X & unitario,
¥y, e di classe C°.

Per completare la dimostrazione, osserviamo che per ogni h =1,...,k si ha
M+t =1—(1 =) - (1 —p).

Infatti per h = 1 laffermazione segue dalla costruzione di 97 =1 =1 — (1 — ).

Consideriamo ora 2 < h < k e supponiamo che la tesi sia vera per h — 1. Risulta
Ui+t dpa+dp = 1=(A=91) L =tp_1) + X —t1) - (1 = Yp_1)¢op =
= 1-=1—=91) (1 —vn),
per cui I'affermazione & vera per h.

Si ha quindi

k
VeeX: Zﬂh(:c)ZI—(l—¢1)"'(1—¢k),

h=1

da cui la tesi. m

(1.2) Definizione Se E ¢ un insieme, Y uno spazio normato e F : E — 'Y un’appli-

cazione limitata, poniamo

[Flloo,i2 := sup {|F(x)[| : = € E} .

(1.3) Teorema Siano X e Y due spazi normati di dimensione finita, K un compatto
inX eF eC(K;Y).
Allora per ogni € > 0 esiste G € C*(X;Y) tale che

IG — Flla <.
Dimostrazione. A meno di sostituire la norma di X con una norma equivalente, possiamo

supporre che la norma di X sia indotta da un prodotto scalare.

Per 'uniforme continuita di F', dato € > 0 esiste r > 0 tale che
Vo,y € K@ |lxz —yl| < 2r = ||[F(z) — F(y)|| <e.
Sia

k
K C U B (zp,r)
h=1
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con x1,...,x € K e siano 94, ..., delle funzioni conformi al Lemma (1.1).
Definiamo G : X — Y ponendo

k

G(z) =Y On(x)F ().

h=1

Per ogni x € K e h=1,...,k si ha ||z — x| < 2r oppure ¥;(x) = 0, per cui
Vh=1,....k: Op(x)||F(z) — F(zp)|| <edp(z)

e per almeno un h vale la disuguaglianza stretta. Ne segue

k
1G(z) = Fz)l| = H(Z%(JE)H%))F(@
h=1

h=1
k

k
Y On(@)|F(an) = Fa)ll < ) evn(x) =,
h=1 h=1

IN

da cui la tesi. m

(1.4) Definizione Siano X e Y due spazi normati, Q un aperto in X, F : Q - Y
un’applicazione di classe C' e x € Q. Diciamo che x é un punto critico o singolare per
F, se Uapplicazione dF(z) : X — Y non é suriettiva.

Poniamo

Sp:={x € Q: x & critico per F'} .

Diciamo che y € Y ¢ un valore critico o singolare per F, se F~1(y) N Sg # () (cioé sey
¢ immagine di un punto critico). Altrimenti diciamo che y é un valore regolare per F'.

Nel caso particolare in cui X =Y e dim(X) < oo, poniamo anche
Ve € Q: Jp(z) := det(dF(z)),
per cui x € Sg se e solo se Jp(x) = 0.

(1.5) Lemma (di Sard) Siano Q un aperto in R™ e F : Q@ — R™ un’applicazione di
classe C1.

Allora F(SF) ha misura nulla in R™.

Dimostrazione. Sia C un ipercubo chiuso contenuto in §2. Supponiamo che esistano

L >0ede >0 tali che
Ve,y e C: |F(y) — F(z)| < Ly — 2|,
Ve,y € C: |F(y) — F(z) —dF(z)(y —z)| < ely — /.
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Dimostriamo che
(1.6) LYF(SpNnC)) < (2"L" 1) e (diam (C))".
Se Sp N C = 0, laffermazione ¢ evidente. Altrimenti, sia T € Sp N C e sia V un
sottospazio vettoriale proprio di R™ tale che dF(Z)(R™) C V. Allora per ogni x € C
risulta
|F(x) — F(T)| < Ll — Z| < Ldiam (C) ,
d(F(z), F(z)+V)<|F(z) - F(z) —dF (z)(z — 7)| < ¢l — 7| < ediam (C) ,
per cui

L(F(C)) < (2L diam (C))" 12 diam (C) = (2"L" 1) & (diam (C))".

La (1.6) & quindi provata.
Dimostriamo ora la tesi del lemma. Poiché €2 & unione numerabile di ipercubi chiusi,
¢ sufficiente provare che
LYMF(SFNC) =0
per ogni ipercubo chiuso C' C . Siano quindi C' un ipercubo chiuso contenuto in €2 ed
€ > 0. Posto
L = max {||dF(x)||: z € C},

risulta per ogni xz,y € C

1
F(y) - F(z)| = A 0F (z + ty — 2)) (y — ) dt| <

1
< [ 1dBG -+ ey~ a)lly ol dt < Lly - al.
0
Inoltre, essendo dF' uniformemente continuo su C, esiste § > 0 tale che
Ve,ye C: |z —y| <6 = ||dF(z) —dF(y)| <e.

Suddividiamo ogni lato di C' in k parti uguali, in modo da ottenere k™ ipercubi chiusi

C; tali che

kn
C= jg Cj, diam (C}) = %diam (C)<9.

Se x,y € Cj, risulta

1
[F(y) = F(z) — dF(z)(y —2)| = /0(dF(ert(y—x))—dF(w))(y—w)dt <

IN

1
/() ldF(z +t(y — 2)) — dF (2)llly — 2] dt <

ely — x| .

IN
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Applicando la (1.6) all’ipercubo Cj, si ottiene

LMF(SpNCy)) < (2"L" e (i diam (0)> "

Ne segue

o
LMF(SpNC)) < Y LMF(SpNCy)) <

Jj=1
< k”(2“L”—1)a<;diam(0)> = (2"L" ) e (diam (C))".

Per larbitrarieta di e, si deduce che L*(F(SFpNC))=0.m

(1.7) Osservazione Siano 2 un aperto in R" e F : Q@ — R™ conm <n. Se F' é di
classe C"~™%1 allora F(Sr) ha misura nulla in R™.

Per questa versione piu generale del Lemma di Sard, si veda ad esempio [1].

(1.8) Teorema Siano X wuno spazio normato di dimensione finita, 0 un aperto in X
e F e CHO; X).

Allora F(SF) ha parte interna vuota in X.
Dimostrazione. Sia ®:R"™ — X un’applicazione lineare e biiettiva e sia G: ®~1(Q) — R”
definita da G = @' o F o ®. Evidentemente G & di classe C'. Dal Lemma di Sard si de-

duce che G(S¢) ha misura nulla, quindi parte interna vuota in R”. Inoltre Sp = ®(S¢),
per cui F(Sp) = ®(G(Sg)). Ne segue che F(Sp) ha parte interna vuota in X. m

Nella costruzione del grado topologico in dimensione finita, un ruolo fondamentale

¢ svolto dal seguente risultato di approssimazione.

(1.9) Teorema (di approssimazione) Siano X uno spazio normato di dimensione
finita, K un compatto in X, F € C(K;X) edy € X.
Allora per ogni € > 0 esiste G € C*°(X; X) tale che y ¢ G(Sq) e

|G = Flloo,x <€
Dimostrazione. Per il Teorema (1.3) esiste G; € C°°(X; X) tale che

€

Gy = Flloeu < 5

Applicando il Teorema (1.8) a G, si deduce che esiste

y1 €B (y %) \ G1(S¢,) -
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Definiamo G : X — X ponendo
G(z) = Gi(2) + (y —y1).-

Evidentemente G € C*°(X; X) e |G — Flloo,x < €. Se G(z) =y, si ha Gi(x) = y1, per

cui dG(x) = dG1(x) € un isomorfismo. Ne segue z ¢ Si. m

(1.10) Definizione Un sottoinsieme E di uno spazio normato X si dice simmetrico
(rispetto all’origine), se —E = E.
Se E ¢ simmetrico, un’applicazione F : E — X si dice dispari, se F(—z) = —F(x)

per ognt x € F.

Nella dimostrazione del Teorema di Borsuk, avremo modo di utilizzare una versione
“simmetrica” del Teorema di approssimazione. In effetti solo il caso y = 0 sara per noi

necessario. Tuttavia, per completezza, dimostriamo il risultato con y qualunque.

(1.11) Teorema (di approssimazione dispari) Siano X wuno spazio normato di
dimensione finita, K un compatto in X simmetrico rispetto all’origine, F € C(K;X)
un’applicazione dispari ed y € X.

Allora per ogni e >0 esiste un’applicazione G € C*(X; X) dispari tale che y ¢ G(Sq)

|G — Flloox < €.

Dimostrazione. Anzitutto non & restrittivo supporre X = R". Per il Teorema (1.3)

esiste G € C*®°(R™;R") tale che

— €
HG_FHOO,K < 5
Se poniamo
~ 1 _
Gla) = 5 (Gla) - G(-)) |

@)~ Fa)| = |3G() ~ 5G(~2) ~ JF(x) + S F(~a)| <
< 56 ~ F@)| + 5 |F(~2) ~ ()| <
3

IN

Q
\

=

8

=

A
[
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A questo punto e opportuno distinguere il caso y = 0 ed il caso y # 0. Consideriamo

anzitutto il caso y = 0. Poniamo

~ i

Go(z) = G(z) — AW ;

dove |\| <

c e A non & un autovalore di dG(0). Evidentemente Gy € C°°(R™; R™),
n

Gy ¢ dispari, vale la disuguaglianza

3

HG() - GHOO,R" < m

e dGy(0) = dG(0) — AId & un isomorfismo.

Poniamo per 1 <k <n
QO ={z € R": x # 0 per almeno un h < k} .

Definiamo 1 : {x € R" : x; # 0} — R™ ponendo

_ Go(=)
p(r1)

Y1()

)

dove

2
p(s) = = arctan(s®).
7r
Per il Lemma di Sard esiste y(!) € R™ \ 91 (Sy,) tale che

W« &
< SerD

Poniamo
Gi(x) = Go(z) — p(a1)y .
Evidentemente G7 € C*°(R™;R™), G ¢ dispari, vale la disuguaglianza

3

Gy — GOHoo,Rn < m

e dG1(0) = dGo(0) & un isomorfismo. Inoltre per ogni = € Q3 NG *(0) si ha

0= Gi(x) = Golw) — plan)y™ = p(ar) (¥1(2) =y V) .

per cui ¢y (x) =y e dGy(z) = p(x1)dip1(2) & un isomorfismo.
Supponiamo ora di aver costruito Gy, ...,Gr € C°(R™;R") con G}, dispari,

9

|G — Gr-1lloorr < m
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e dG(z) isomorfismo per x = 0 e per ogni = € Q0 N G;l(O).
Definiamo ¢p41 : {z € R" : 2341 # 0} — R"™ ponendo

G ()

P(Try1)

Yr+1(z) =

Per il Lemma di Sard esiste y(kH) € R™" \ Y41 (S¢k+1) con

(k1)) < €

v 2n+1)

Poniamo
Grp1(z) = Gr(z) — plagsr) y*
Evidentemente G411 € C®°(R™;R"), G4 € dispari, vale la disuguaglianza

e

G -G n < ——
H k+1 k||007R 2(7’L+1)

e dGy+1(0) = dGg(0) & un isomorfismo. Per ogni x € Q41 N G];il(()) distinguiamo due

casi. Se xi4+1 # 0, si ha
0= Gia(@) = plawsn) (Ve @) —y*)
per cui Ypi1(z) = yFH e
dGi1(2) = p(Trs1) k41 (@)

¢ un isomorfismo. Se invece x4 = 0, risulta x € Qi e Gi(x) = 0. Ne segue che
de+1($) = de(ac)

€ un isomorfismo.
Alla fine del procedimento ricorsivo poniamo G = G,,. Per costruzione G ¢ dispari,

G € C=°(R";R") e

IG = Fllao,x < 1IG = Golloo,ic + G0 = Gllow,ic + |G = Flloo,ic <

< n £ + 2 —i—i—e
2n+1)  2(n+1) 2

Se G(r) =0ex #0,si hax € Q,NG,0), per cui dG(x) = dGp(x) & un isomorfismo.
D’altronde anche dG(0) = dG,,(0) € un isomorfismo. Pertanto il caso y = 0 ¢ dimostrato.

Consideriamo ora il caso y # 0. Sia R > 0 tale che K C B(0, R) e sia p € C°(R")
una funzione pari tale che p = 1 su B (0, R). Se poniamo

~ ~

G(z) = (1 - p(@))z + p(z)G(z),
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si ha che G € C®°(R™;R") , G & dispari,

N £
HG—HRK<§

~

e G~1(y) & compatto. Sia C = G~1(y). Poiché y # 0, risulta C' N (—=C) = (). Sia
1 .
T‘szln{|$—y| crxeC,ye —C}.

Per la compattezza di C si avra

k
U xhv )

con xq, ...,z € C. Poniamo

k
— B

h=1

B (xp,2r) .

HC}

Per il Lemma (1.1) esiste ¥ : R™ — [0,1] di classe C*° con ¥ =1 su U e ¥ = 0 fuori da

V. Per definizione di r, risulta V N (=V) = (). Possiamo allora porre

I(x) sex eV,
O(z) =< —I9(—x) sexe -V,
0 sex € R"\ (VU (=V)).

Evidentemente © € C°(R"™), O ¢ dispari e |O] < 1. Sia

o =d(y.G(V\U)U(-V)) .
Per il Lemma di Sard esiste z € R" \ G (Sg) con
, €
|z — y| < min {0, 5} .
Poniamo
G(z) = G(z) +O(z)(y — 2).

Evidentemente G € C*(R™;R"), G ¢ dispari e |G — F||co,x < €. Sia z € R" tale che
G(z) = y. Non puo essere z € R™\ (V U (=V)), perché su tale insieme G = G. Non pud
nemmeno essere

e (VAU U(-V),

perché ne seguirebbe

0(x)(y — 2)| = |y — G(z)| > 0.
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Deve quindi essere z € U. In tal caso G(z) = z, per cui dG(z) = dG(x) & un isomorfismo.

Anche il caso y # 0 & quindi dimostrato. m

Nell’estensione della teoria del grado alla dimensione infinita, un ruolo fonda-
mentale & svolto dalla proprieta di riduzione, che si fonda sul seguente risultato di

approssimagzione.

(1.12) Teorema Siano X uno spazio normato di dimensione finita, K un compatto
in X, FeCK;X) edy e X. Supponiamo che esista un sottospazio vettoriale Y di X
tale chey €Y e (Id— F)(K)CY.

Allora per ogni e > 0 esiste G € C*(X; X) tale che y € G(Sq), ||G — Flloo,x <€ €
(Id-G)(X)CY.

Dimostrazione. Anzitutto non e restrittivo supporre X = R" e
Y={zeR": 241 ==z, =0} .
Poniamo ® = Id — F. Per il Teorema (1.3) esiste ® € C®(R™;Y) tale che

~ e
I~ oo < 5

Sia z € B (y, %) NY un valore regolare per (Id — CT))D/. Poniamo

G(z) = (z = (2)) + (y — 2) -
Evidentemente G € C*(R™;R"), |G — F|loo,x <€ e (Id — G)(X) C Y. Inoltre si ha

Dl«j G1(1‘> = (SZ'J' — ij iz(x) s

Vi=m+1,...,n: Dy ®i(x) =0,

per cui

Vz €Y : det(dG(z)) = det (d(Id - 6)‘5/(95)) .

D’altronde, se z € R™ e G(z) = y, risulta z = ®(z)+2. Neseguez € Y e (Id—®)(z) = 2.
Pertanto

det(dG(z)) = det (d(Id - &))|Y(x)) £0,

ovvero y non e un valore critico per G. m

Esercizi
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1. Sia Q un aperto in R™ e sia F': Q2 — R™ un’applicazione localmente lipschitziana
con n < m.

Si dimostri che F(2) ha misura nulla in R™.

2. Siano € un aperto in R?, F : ) — R” un’applicazione iniettiva e di classe C! e
g: F(Q) — R una funzione.
Si dimostri che g ¢ integrabile su F(Q) se e solo se {x — g(F(x))|Jp(z)|} &

integrabile su €, nel qual caso si ha

/ g(y)dy:/ g(F(z)) |Jp(z)|dx .
F(Q) Q

2 Funzioni a media nulla

(2.1) Teorema Siano Q un aperto in R™ ed u € C(;R™).
Allora si ha

/ divudzr =0.
Q

Dimostrazione. Per la formula di Gauss-Green, si ha

Vi=1,....,n: / Dy ujdr =0,
Q
da cui la tesi. m

Il prossimo risultato fornisce una forma parziale di viceversa.

(2.2) Teorema Sia C un ipercubo aperto in R™ e sia p € C°(C') con / pdx = 0.
C
Allora esiste u € C°(C;R™) tale che divu = p.

Dimostrazione. Ragioniamo per induzione su n. Per n = 1 la funzione

ha le proprieta richieste.

Supponiamo che la tesi sia vera per n — 1. Poniamo

+o0
n(xl,...,mn_l):/ p(x1, ..., xp_1,t)dt.

—00
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Evidentemente n € C°(C"), dove C’ & l'ipercubo in R"~! costituito dal prodotto dei
primi (n — 1) fattori di C, e

/ ndzry---dry,—1 =0.

Per l'ipotesi induttiva esiste v € C°(C’; R"™1) tale che dive = 7. Se C = C'x]a, b], sia

a € C°(]a, b[) tale che
b
/ adt=1.

Poniamo
u (1, ..., Ty) = v(z1,...,xp-1) a(zy),
unfl(xla cee ,Cﬂn) = Un,1($1, cee 7xn71) O‘(l‘n) s
Tn
Un(T1, ...y Tp) = / (p(x1, ... xp_1,t) —n(z1, ..., 2p_1) (t)) dt.
—0oQ

Si verifica facilmente che u € C°(C;R"™) e

(divu)(z1,...,2n) = (divo)(z1,...,2n-1)(zy) +
+p(x1,. .o xn) — (1, ..oy 1) azy) =

= plxy,...,zp),

da cui la tesi. m

(2.3) Definizione Siano Q e A due aperti in R*, F € C*(Q;R") con F(Q) C A ed
ue CA).
Definamo F#"u € C(S) ponendo

(F#™u) (x) = u(F(x)) Jp(z) .
(2.4) Definizione Siano Q e A due aperti in R", F € C*(Q;R") con F(Q) C A e

ve C(A;RY).
Definamo F#"~1y € C($;R") ponendo

(FFlo)j(@) =) Ajale) vi(F(x))
1=1

dove Aj; = (—1)" M, j e M; ; ¢ il determinante della matrice (n—1) x (n—1) ottenuta

dalla matrice jacobiana Dy, F; sopprimendo la i—esima riga e la j—esima colonna.
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(2.5) Lemma Siano Q un aperto in R® e F € C?(Q;R"™1). Per ogni j =1,...,n
sia Mj il determinante della matrice (n — 1) x (n — 1) ottenuta dalla matrice jacobiana

D, F; sopprimendo la j—esima colonna.

Allora si ha

n
> (1)) Dy, M; = 0.
j=1
Dimostrazione. Per i,j = 1,...,n, con i # j sia B;; il determinante della matrice

(n—1) x (n—1) che ha per colonne D%jxiF seguita da Dy, F, ..., D, F private di D, F
e Dy, F. Per i = j poniamo B;; = 0. Essendo F di classe C?, risulta Bj; = B;;.
Poiché

Mj = det [Dy, F, Dy, F, ..., Dy, \F,Dy | F,...,Dy F] |

Tj+1
risulta

_Dx]]\l7 = det |:D2 F)-DxQF)"')ijle’D

Tir]

F,...,DQ,,,JF]Jr

Tj+1

T;T2 Tj+1

+det[p F,D%, F,DyF,...,Dy ,F,D F,...,DIHF}_F..._F

+ det [DMF,...,D%. F.D Dy F, Dﬁ,an] -

3733+1

Ne segue

Pertanto risulta
da cui la tesi. m

(2.6) Teorema Siano Q2 e A due aperti in R™. Valgono allora i sequenti fatti:
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(a) se F € C*(1R™) con F(2) C A eve CHA;RM), si ha

div (F#"1y) = F#"(div v) su €

(b) se Q ¢ limitato, F € C(Q;R™) N CHQRY) con ANFON) = 0, u € Ce(A) e
v € Co(A;R™), si ha che F#* " e F#" 1y hanno supporto compatto in 2.

Dimostrazione.
(a) Risulta
n
Z Dy Fi Ajj =i Jp .
j=1
Inoltre, applicando il Lemma (2.5) a F' privata dell’i—esima componente, si deduce che

perognit=1,...,n
n

> (=1) Dy M;; =0,
j=1

Ne segue

n n

div (F#" ) = 3> " (Dy;Aji) (vio F)+ Y Y AjiDy; (vio F) =
j=1 i=1 j=1 i=1

- (1) (vio F) > (~1)' Dy M;; +
i=1 j=1

+ Aj i ((Dy,vi) 0 F) Dy, Fy, =

(b) Sia K un compatto in A tale che u = 0 fuori da K. Allora F~'(K) & un compatto
in Q tale che uwo F' = 0 fuori da F~1(K). Ne segue che anche F'#"y & nulla fuori da
FYK).

Il ragionamento per F#" 1y & analogo. m

A questo punto possiamo dimostrare il risultato principale di questa sezione.

(2.7) Teorema Siano Q un aperto limitato in R", F € C(Q;R") N CL (R, C un
ipercubo aperto in R™ tale che CNF(0Q) =0 e p € C°(C) tale che / pdx = 0.
C
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Allora si ha

/F#’"pdx:/ p(F(x)) Jp(x)dx =0.
Q Q

Dimostrazione. Per la (b) del teorema precedente, 'integrando ha supporto compatto
in €, per cui I'integrale ¢ ben definito.

Supponiamo dapprima F € C(Q;R") N C?(2;R™). Per il Teorema (2.2) esiste
v € C°(C;R") tale che divv = p. Combinando il Teorema (2.6) col Teorema (2.1), si

deduce che F#" 1y ha supporto compatto in § e
/ F#pde = / F#™(divo) de = / div (F#"1y)dz = 0.
Q Q Q

Nel caso generale sia C’ un ipercubo aperto tale che C’ C C e p € C°(C”). Allora

po F & nulla fuori dal compatto F~1(C’) contenuto in 2. Sia W un aperto in ) tale che
FHOHCWCWCQ.

Se F(p) & la regolarizzata per convoluzione di F, si ha F;) (W) NC" = () definitivamente

per h — oo, quindi, per il passo precedente,

[ olFuy (@) T (@) d =o0.
w

Tenendo presente la convergenza uniforme sui compatti delle regolarizzate per convolu-

zione, si ha

limFyy = F
i Fp) )
lim Dy, Fpy = Da,F

uniformemente su W, per cui

[ P deta)da = [ p(Pa) Jet@)de =tim | p(Fy@) Tr, @) de = 0.

da cui la tesi. m

Esercizi

1. Siano 2 e A due aperti in R?, F € C?(Q;R") con F(Q) C A, u € C(A) e
v € C(A;R™). Si definiscano F#% € C(Q) e F#v € C(;R™), ponendo

(F#0u)(z) = u(F(z)),
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(F#10)(x) := Da; Fi(z) vi(F ().
i=1
Si dimostri che
(a) se u € CY(A), si ha V(F#0u) = F#1(Vu);

(b) se n=3ewvec CYA;R3), si ha rot (F#lv) = F#2(rot v).

3 La costruzione del grado in dimensione finita

(3.1) Proposizione Siano Q un aperto limitato in R", F € C(Q;R") N CH(Q;R") ed
y € R\ F(09). Siano C1 e Cy due ipercubi aperti centrati in y tali che C; N F(0) = ()
e siano p; € C°(C;) tali che / pidr =1.

Allora si ha |

3

/pl(F(a?))JF(x)d;U:/ p2(F(z)) Jp(z) dx.
Q Q

Dimostrazione. Sia C = C1 Uy e sian = p; — po. Allora C' € un ipercubo aperto tale
che CNF(0Q)=0eneC*(C) con

/ndx:/ pldx—/ padr =0.
C C1 Ca

Per il Teorema (2.7) si ha
| nF@) Je@yde = 0.

da cui la tesi. m

(3.2) Definizione Siano Q un aperto limitato in R*, F € C(Q;R") N CL(RY) e
y € R"\ F(09). Poniamo

deg (F,0.9) = | p(P(a) Je(a) da,

dove p € C°(C) é tale che / pdr =1 e C é un ipercubo aperto centrato in y tale che
C
CNFEOQ) =0.

Evidentemente ¢ sempre possibile trovare un ipercubo aperto C' ed una funzione p

con tali proprieta, in quanto F'(02) € un chiuso ed y ¢ F(09).
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Inoltre, per la proposizione precedente, la definizione non dipende dalla scelta di C

e p ed ¢ quindi ben posta.

(3.3) Definizione Uno spazio topologico X si dice discreto, se per ogni x € X si ha

che {x} é un intorno di x in X.

(3.4) Teorema Siano Q un aperto limitato in R*, F € C(;R™) N CHQRM) ed
y € R™\ F(09).

Allora si ha
(a) deg (F,Q,y) € Z;
(b) sey & F(Sr), linsieme F~1(y) ¢ finito e si ha

> sen(Je(z) se Fl(y) #0,
deg (F,Q,y) = ¢ z€F~1(y)

0 se F=1(y) = 0.

Dimostrazione. Cominciamo dalla proprieta (b). Se F~!(y) = 0, esiste un ipercubo

aperto C centrato in y tale che CNF(Q) = (). Allora per ogni p € C°(C) con / pdx =1
C

si ha po F =0, quindi

deg (F,Q,y) = /Q p(F(x)) Jp(x)dx =0.

Se invece F~1(y) # 0, risulta che F~!(y) & un compatto in €. Poiché per ipotesi
y & F(Sr), F~1(y) & anche discreto per il Teorema di inversione locale. Pertanto F~!(y)
¢ un insieme finito {x1,...,zx}.

Sempre per il Teorema di inversione locale esistono degli intorni connessi ed aperti
in © a due a due disgiunti Uy, ..., Uy di 1,.. .,z e degli intorni Vi,...,V; di y tali che
F :U; — Vj sia un diffeomorfismo. In particolare, Jr ha segno costante su ogni U;. Sia

C un ipercubo aperto centrato in y tale che

cc Vi

1=

—_

CNnF ﬁ\ Uj =0.

k
=1

J
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Sia p € C°(C) con / pdr =1esia A; = F~1(C) N U;. Risulta
C

deg(F.0) = [ p(F(@) Tr(a)da =

j=1 7 Aj
k
= JZ} sgn (Jr(z;)) /Aj p(F(x))|Jp(x)|de =
k
z:: sgn (Jp(z;) /C p(y)dy = Z sgn (Jp(xj)) .

j=1
Dimostriamo ora la proprieta (a). Siano C' un ipercubo aperto centrato in y con
CNFEOQ) =0epeCX(C) con / pdr = 1.
Per il Teorema (1.8) esiste una successione (y;) convergente ad y con y, & F(SF).
Se C, = C + (yn, — y), si ha definitivamente C, N F(9Q) = 0 e p € CX°(Ch). Tenuto

conto della proprieta (b), ne segue
deg (F,Q,y) = /Q p(F(z)) Jp(z) dz = deg (F,Q,yn) € Z,

da cul la tesi. m

A questo punto possiamo proseguire la costruzione del grado topologico, passando

direttamente agli spazi normati di dimensione finita.

(3.5) Definizione Siano Q un aperto limitato in uno spazio normato X di dimensione
finita, F € C( X)NCYQ; X) edy € X \ (F(OQ) U F(Sk)).
Poniamo
Z sgn (Jp(z)) se F~(y) # 0,
deg (F,Q,y) = z€F~1(y)
0 se F~1(y) = 0.

In virtu del Teorema (3.4) questa definizione ¢ consistente con la Definizione (3.2)
nel caso X = R".

(3.6) Proposizione Siano Q un aperto limitato in uno spazio normato X di dimen-
sione finita, F € C(0Q; X) edy € X \ F(09). Sia e > 0 tale che B(y,e)NF(0Q) =0 e
siano Go,G1 € C(; X) N CY(; X) tali che y & Gi(Sg,) e

||G¢ — F|’0076§2 <e€.
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Allora y & G;(0R) e si ha

deg (GOa Qa y) = deg (Gla Qa y) .

Dimostrazione. Anzitutto basta considerare il caso in cui X ¢ R™ munito di una norma
|| - || non necessariamente uguale a quella euclidea. Si verifica facilmente che y & G;(052).
Posto
6 = max {[|Go — Fllo,00, [G1 — Fllec 00} ,

per ogni ¢ € [0,1] si ha

|(1=t)Go+tG1 — Fllocon = |[(1—=1t)Go+1tG1 —F+tF —tF| o0 <

< [[A=)(Go = F) +HG1 = F)llw00 <

< A =D[Go = Fllos,00 +t[|G1 = Flloc,00 <

< (1—-t)+t6=97,

quindi
Vit € [0,1], Ve € 0 : (1 —t)Go(x) + tG1(x)) € B (y,e —9) .

Sia C un ipercubo aperto centrato in y con

CgB(y,E;‘S)

e sia p € CX(C) con / pdx = 1. Allora per ogni t € [0,1] si ha
C

deg ((1 — t)G() + tGh, Q,y) = / p((l - t)Go + tGl) det ((1 - t) dGyp + thl) dx .
Q

Tenuto presente che la funzione p o ((1 —¢t)Go + tG1) € nulla fuori dal compatto

F(B(y.22)) ca.
2

si deduce facilmente che la funzione

{t = deg ((1 —t)Go +tG1,, )}

¢ continua su [0, 1]. Assumendo soltanto valori interi, deve essere una funzione costante,

per cui
deg (Go, €2, y) = deg (G1, €2, y)

e la dimostrazione ¢ completa. m
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A questo punto possiamo definire il grado topologico in uno spazio normato di

dimensione finita.
(3.7) Definizione Siano Q un aperto limitato in uno spazio normato X di dimensione
finita, F € C(09;X) edy € X \ F(09).
Poniamo
deg (F,2,y) := deg (G, Q,y) ,
dove G € C(;X)NCHYLX), y € G(Se) e |G — Fllooon < € con e > 0 tale che
B (y,e) N F(0Q) = 0.

Diciamo che deg (F,,y) ¢ il grado topologico o grado di Brouwer di F' su 2 rispetto
ad y.

In virtu del Teorema (1.9) e della Proposizione (3.6) la definizione ¢ ben posta.
(3.8) Teorema Siano 2 un aperto limitato in uno spazio normato X di dimensione
finita, F € C(02;X), y € X \ F(0R) ed e > 0 tale che B (y,e) N F(9Q) = 0.

Allora per ogni G € C(0Q; X) e per ogni z € X tali che

IG = Flloo,p0 + Iz —yll <€

st ha z ¢ G(OQ) e
deg (G, €, z) = deg (F,Q,y) .

Dimostrazione. Poniamo
6 =[G = Flloo,00 + Iz — yll-

Evidentemente risulta B (2, — 8) N G(8) = 0. Sia G € C>®(X; X) tale che z ¢ CNJ(Sé)
e [|G — G0 < &— 6. Siha

deg (G, 9, z) = deg (é, Q, z> = Z sgn (Jé(ac)) )
zeG—1(z)N0
Posto

F(z) = G(z) + (y - ).

Z sgn (Jg(x)) = Z sgn (Jz(2)) -

zeG-1(2)NN zeF—1(y)NQ
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D’altronde y ¢ ﬁ(Sﬁ) e

|F = Flcoo < [IF~Gllson+ G = Gllcon + G~ Fllsoa =

= |z =yl + G~ Gllowsa + |G — Fllwpn < (¢ —8) + 8 =¢.

Pertanto

> sen (Jp(@)) = deg (ﬁﬁy) = deg (F, Q,y)
z€F—1(y)NQ

e la dimostrazione & completa. m

4 1l grado in dimensione finita

In questa sezione X denotera uno spazio normato di dimensione finita ed 2 un aperto
limitato in X.

Se FF e C(O0;X) edy € X\ F(09), sappiamo dalla sezione precedente che &
possibile definire deg (F,2,y) € Z in modo che valgano le due proprieta seguenti:

(Stabilitd) See >0 ¢ tale che B(y,e) N F(0Q) =0 e se G € C(00; X) e z € X sono
tali che

IG = Fllooon + [l —yll <&,
risulta z ¢ G(0Q) e

deg (G,Q, z) = deg (F,Q,y) .

(Calcolabilitd) Se F € C(Q; X)NCYHY X) edy € X\ (F(0Q) U F(SF)), risulta che

F~Y(y) ¢ un insieme finito e

> sen(Ur(@) se Foly) 0,
deg (F,Q,y) = ¢ z€F~1(y)

0 se F~1(y) = 0.

Naturalmente efficacia della proprieta di calcolabilita ¢ dovuta al Teorema (1.9), che

garantisce la proprieta di

(Approssimazione) Se K ¢ un compatto in X, F € C(K;X), y € X ed e > 0, esiste
G € C®(X;X) tale che y ¢ G(Sg) e ||G — Flloo,x < €.
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Come vedremo, i tre fatti che abbiamo richiamato sono sufficienti per dimostrare
tutte le proprieta fondamentali del grado topologico.
Osserviamo che, anche se la funzione F' ¢ definita solo su 9€2, I'indicazione dell’aperto

Q nella definizione del grado & necessaria. Sia ad esempio X = R,

Qo = ]0,1[U]2,3[U]3,4],
O = 10,1[U]1,2[U]3,4[.

Evidentemente €y ed €27 sono due aperti limitati in R con
00 = 090 = {0,1,2,3,4} .
A 3 . — .
Se consideriamo y = 3¢ F(x) =z, risulta y € Q1 \ Qo, per cui
deg(F,Qo,y):O, deg(Fthy):]-

Il valore del grado topologico dipende quindi anche da €2 e non solo da 0f2.

La situazione cambia, se si considera un compatto K in X che ¢ bordo di uno
ed un solo aperto limitato. In tal caso si puo definire in modo consistente deg(F,y)
ogniqualvolta F' € C(K;X)edy € X \ F(K).

Veniamo ora alle proprieta fondamentali del grado.

(4.1) Teorema Sia F € C(Q; X) della forma F(z) = Lz +yo con L : X — X lineare
e bitettiva ed yo € X.
Allora per ogniy € X \ F(092) si ha

sgn(det L) sey € F(Q),

deg (B ,9) = { 0 sey & F(Q).

Dimostrazione. Si ha Sp = 0 e Jp(z) = det L per ogni & € Q. E allora sufficiente

applicare la proprieta di calcolabilita. m

(4.2) Corollario Sia 0 € Q e sia L : X — X un’applicazione lineare che non ammetta
1 come autovalore.
Allora
deg (Id — L,Q,0) = (-1)™,

dove m denota la somma delle molteplicita algebriche degli autovalori di L maggiori di

1 (si conviene che m = 0, se non esistono autovalori maggiori di 1).
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Dimostrazione. Per il teorema precedente si ha deg (Id — L,,0) = sgn (det(Id — L)).
Fissata una base in X, sia M la matrice n x n che rappresenta L rispetto a tale base.
Per definizione det(Id — L) = det(Id — M). Sia B una matrice n X n invertibile a
coefficienti complessi tale che B~'M B sia triangolare superiore a coefficienti complessi
(si veda ad esempio [4]). Siano A1, ..., A, gli autovalori reali di M e pu, fit, . . ., pip, fip gli
autovalori complessi rimanenti, tutti ripetuti secondo la molteplicita algebrica. Allora

B~1(Id — M)B @& triangolare superiore con

(1*)\1)7"'a(1*)‘k)a(l*/‘1)7(1*m)v"'v(liﬂp)v(liﬁp)

sulla diagonale principale. Poiché
(1= p)(X = 15) = 1= ],

risulta
k

det(Id—M):<H(1—/\h)> IT i =w |,
j=1

h=1

da cui la tesi. m

(4.3) Teorema (Criterio di esistenza) Siano F' € C(0Q; X) edy € X \ F(99Q) tali
che deg (F,Q),y) # 0.
Allora per ogni F € C(; X) con ﬁ]ag =F sihayc ﬁ(Q)

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che si abbia y ¢ F (). Sia € > 0 tale che
B (y,e) NF(Q) =0 esia G e C®(X;X) tale che y & G(Sg) ¢ |G — ﬁ||oo§ < e. Tenuto
conto che y ¢ G(Q), per la proprieta di calcolabilita si ha

deg (F,Q,y) = deg (G,Q,y) =0,

il che contraddice I'ipotesi. m

(4.4) Teorema (di additivita) Sia F' € C(09Q; X), sia {Q; : j € J} una famiglia di
aperti in Q a due a due disgiunti che ricopre 2 e sia y € X \ F(09Q).

Allora y & F(08;) per ogni j € J, deg (F,$;,y) # 0 solo per un numero finito di
jeJesiha

deg (F,Q,y) =) _ deg (F,9y,y) .
Jj€J
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Dimostrazione. Dal momento che 9€2; C 02 per ogni j € J, & ovvio che y & F(09;).
Sia € > 0 tale che B (y,e) N F(0Q) = 0. A maggior ragione risulta B (y,e) N F(9Q;) =0
per ogni j € J. Sia G € C°(X;X) tale che y € G(Sg) e |G — Flloc,00 < €. Per la

proprieta di stabilita si ha

deg (F,Q,y) = deg (G7Q7y) ?
Vi€ J: deg(F,Qj,y) = deg(G,Q,y) .

D’altronde

Glyne=J (G wnwy).
jeJ

Anzitutto ne segue che G71(y) N Q; # 0 solo per un numero finito di j € J, quindi
deg (G, €}, y) # 0 solo per un numero finito di j € J. Inoltre, utilizzando la proprieta di

calcolabilita, si ottiene

deg (Gvay) = Z Sgn (Jg((l?)) =

z€G~1(y)

= > > se(Jel@)=

J€J zeG~1(y)NQ,

= Z deg (Gagjay) ’

jeJ

da cui la tesi. m

(4.5) Teorema (di excisione) Siano A un aperto contenuto in Q, F € C(Q\ A; X)
edy € X\ F(Q\A).
Alloray ¢ F(02), y & F(OA) e si ha

deg (F,Q,y) = deg (F, A y) -
Dimostrazione. Dal momento che 9Q C Q\ A e A C Q\ A, & ovvio che y & F(9Q)

ed y € F(OA). Sia e > 0 tale che B(y,e) N F(Q\ A) = ) e sia G € C°(X; X) tale che
y & G(Sa) e |G — Fllx0 < €. Per la proprieta di stabilita si ha

deg (F,Q,y) = deg(G,Qy),
deg (F,A,y) = deg(G,A,y) .
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D’altronde y ¢ G(Q \ A), per cui
Gly)nQ=G"1y) nA.
Dalla proprieta di calcolabilita si deduce che
deg (G, Q,y) = deg (G, A, y) ,

da cul la tesi. m

(4.6) Teorema (di invarianza omotopica) Sia H : 9 x [0, 1] — X wun’applicazione
continua e sia y € X \ H(0Q x [0, 1]).
Allora la funzione

é costante su [0, 1].

Dimostrazione. Sia e > 0 tale che B (y,e) N"H (0 x [0, 1]) = (). Per ogni g € [0, 1] esiste

un intorno U di tp in [0, 1] tale che
Vt € U : max |[|[H(x,t) — H(z,to)| <e.
€00
Dalla proprieta di stabilita si deduce che
VieU: deg (H(a t)? Q7 y) = deg (H(7 to, Q7 y) :

Pertanto la funzione

{t — deg (H(-,1),2,9)}

¢ localmente costante sull’intervallo [0, 1], quindi costante. m

(4.7) Corollario Siano a,b € R, A un aperto limitato in X x [a,b], H : Oxx[apA — X
un’applicazione continua ed y € X \ H(0x x[a,p))-
Allora, posto
Vtela,b: Ay ={z e X: (z,t) € A},

st ha che la funzione

{t — deg (H(-,1), At )}

¢ costante su [a,b] (con la convenzione che deg (H(-,t),0,y) =0).
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Dimostrazione. Per ogni E C X X [a,b] e per ogni t € [a,b] poniamo
E,={x e X: (z,t) € E}.

Poiché 0x Ay C (HXX[a,b]A)t, ¢ evidente che deg (H(-,t), A, y) ¢ definito per ogni t € [a, b].

Consideriamo anzitutto il caso in cui H € C(A; X). Poiché
{(z,t) e A: H(z,t) =y}
& un compatto in A, esiste un aperto €2 in X X [a,b] tale che
{(z,t)eA: H(z,t) =y} CQCQCA.
Dato tg € [a, b], si verifica facilmente che esiste un intorno [a, §] di ¢ in [a, b] tale che
Qy X [, B] T A,
V(z,t)eAN: 2 ¢ Uy, t €[, 8] = H(z,t)#y.
Per la proprieta di excisione, ne segue
Vt € [a, 8] : deg (H(:,t), Ar,y) = deg (H(-,1), o, y) -
D’altronde, per I'invarianza omotopica, risulta che la funzione
{t — deg (H(-1), o, )}
¢ costante su [«, #]. Ne segue che la funzione
{t — deg (H(- 1), A, )}

e costante su [«, (], quindi localmente costante su [a, b].

Consideriamo ora il caso generale. Sia € > 0 tale che
B (y,) "H(Oxx[anA) =0
e sia K € C(X x R; X) tale che

I — Hlloo,05 aph <E-

[

Per la proprieta di stabilita, risulta

Vt € [a,b] : deg (K(-,t),As,y) = deg (H(-,t), A¢,y) -
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La tesi discende allora dal passo precedente. m

(4.8) Teorema (di riduzione) Siano F € C(0Q; X) edy € X \ F(99). Supponiamo
che esista un sottospazio vettoriale Y di X tale che y € Y e (Id — F)(0Q2) C Y.
Allora y € F(Oy(2NY)) e

deg (F7 Qv y) = deg (F]ay(QﬂY)a an Y, y) .

Dimostrazione. Dal momento che dy (2NY) C 09, ¢ ovvio che y & F(dy (2NY)).
Sia e > 0 tale che B (y,e) N F(99) = ). Per il Teorema (1.12) esiste G € C*°(X; X)
tale che y € G(Sa), ||G — Flls00 < € e (Id — G)(X) C Y. Evidentemente si ha

deg (F,Q,y) = deg(G,Q,y),

deg (Floy (any): 2NY,y) = deg(Glayany), 2NY,y) .
Inoltre, se z € X e G(z) =y, risultax € Y e
det(dG(z)) = det (d(Gy)(x))

Ne segue
deg (G,Q,y) = deg (G oy (ony), 2N Y,y) ,

da cui la tesi. m

Esercizi

1. Siano a,b € Rcon a < 0 < b, sia k € Nesia F: R — R definita da F(x) = 2*.
Si calcoli deg (F,]a, b],0).

2. Siar >0, siak € Nesia F: C — C definita da F(z) = 2*. Si calcoli
deg (F, B (0,7) ,0).

3. Siano F, G € C(09Q; X) tali che

Ve e 0Q: ||G(z)|| < [|[F(x)] .
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Si dimostri che

deg (F + G,Q,0) = deg (F,Q,0) .

4. Siano A un aperto in C, F : A — C una funzione olomorfa ed {2 un aperto
limitato in C con Q C A. Si consideri C come spazio normato su R.

Si dimostri che:
(a) per ogni z € A si ha det(dF(z)) = |F'(2)|%;
(b) per ogni y € C\ F(99Q) si ha deg (F,Q,y) > 0;

(c) per ogni y € C\ F(99) si ha deg (F,,y) =0 se e solo se y & F(Q).

5 Prime applicazioni della teoria del grado

In questa sezione X denotera uno spazio normato di dimensione finita ed 2 un aperto

limitato in X.

(5.1) Teorema Sia ® € C(Q; X). Allora una almeno delle sequenti affermazioni ¢

vera:

(a) per ogni zog € Q esistono x € 02 e A > 1 tali che
O(z) = zo + AMx — x0) ;
(b) esiste x € Q tale che ®(z) = x.

Dimostrazione. Supponiamo che la (a) sia falsa. Sia dunque xg € Q tale che
Vo € 00, YA > 1: ®(z) # xo+ Az — x9) .

Se esiste x € 0N) tale che ®(z) = z, la (b) & vera. Supponiamo quindi ®(z) # = per ogni
x € 99Q. Definiamo H : Q x [0,1] — X ponendo

H(z,t) =z — (1 —t)zg — tP(x).
Osserviamo che

(5.2) V(z,t) € 02 x [0,1] : H(x,t) #0.
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Infatti per ¢ = 0 si ha H(x,0) = z—xo con zg € Q. Per t = 1 risulta H(z,1) =z —P(x) e
® non ha punti fissi su 2. Se per assurdo fosse H(z,t) = 0 con 0 < ¢t < 1, ne seguirebbe
1
O(x) =0 + Z(az — x0)
contro l'ipotesi di partenza. Vale quindi la (5.2).

Per il Teorema (4.1) e I'invarianza omotopica, si ha
1 =deg (H(-,0),8,0) = deg (Id — ©,9,0) .

Per il criterio di esistenza, esiste x € Q tale che (Id — ®)(z) =0, ossia ®(z) = z. =

(5.3) Teorema (di Brouwer) Sia K un convesso compatto non vuoto in X e sia
® e O(K;K).
Allora esiste x € K tale che ®(z) = x.

Dimostrazione. A meno di sostituire la norma di X con una norma equivalente, possiamo

supporre che la norma di X sia indotta da un prodotto scalare.

Se K = B(0,R) con R > 0, il risultato discende dal teorema precedente, ponendo
Q2 =DB(0,R) e xop = 0. Infatti, se [|z]| = Re A > 1, da || ®(x)| < R segue ®(z) # Ax.

Esiste quindi « € B (0, R) tale che ®(z) = x.

Nel caso generale sia R > 0 tale che K C B (0, R). Sia Pk I’applicazione che ad ogni
x € X associa il punto di K avente minima distanza da x. Consideriamo ’applicazione

continua

U ==00Pg:B(0,R) —B(0,R).

Per il passo precedente esiste x € B (0, R) tale che ®(Pg(x)) = x. Dal momento che

x € K, risulta Pk (z) =z, quindi ®(z) =z. =

(5.4) Definizione Se V' ¢é uno spazio vettoriale ed E C V', denotiamo con conv (E)

lintersezione di tutti © convessi di V' contenenti E.

(5.5) Teorema (Lemma di Knaster-Kuratowski-Mazurkiewicz) Sia Y uno spa-
zio normato, siano C1,...,Cy dei sottoinsiemsi chiusi di'Y e sia x; € C; per j=1,...,n.

Supponiamo che per ogni ji,...,jx € {1,...,n} si abbia

conv ({ay,,.-.25,1) € | G
h=1
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Allora ﬁ C; #0.

Jj=1

n
Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che (| C; = 0. Sia

j=1

n
K=qXeR": X >0,) )=1
j=1

Evidentemente K € un compatto convesso e non vuoto in R™. Definiamo un’applicazione

continua ¢ : K — K ponendo

d i )\j.ﬁj, Cl
j=1

;(\) =

i d i )\jxj,Ci
i=1 j=1

n

L’applicazione ® & ben definita, perché (| C; = (). Per il Teorema di Brouwer esiste
j=1
A € K tale che ®(\) = A. Dimostriamo che

(5.6) Jiefl,....on}: N#0e Y Nz €C.
j=1
Siano {Aj,,...,Aj, } le componenti non nulle di A. Allora si ha
k
> =1,
h=1

n k k
Z Ajxj = Z Nj,xj, € conv ({zj,,...,zj,}) C U Cj,
j=1 h=1 h=1

Ne segue che esiste i € {ji,..., i} tale che Zn: Ajz; € C; e la (5.6) € quindi provata.
Allora risulta =
d Zn: Ajzj, C;
04\ = = —0,

Zn: d Zn: ijja Cz
=1 j=1

il che & assurdo. m
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(5.7) Teorema Sia Q2 # (). Allora 02 non é contrattile in sé, ossia non esiste nessuna

applicazione continua H : 02 x [0,1] — 9Q con H(-,0) =1Id e H(-,1) costante.

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che esista un’applicazione H di questo tipo.
Sia z1 € 09 il valore costante di H(-,1) e sia y € Q. Per il Teorema (4.1) ed il criterio

di esistenza, si ha
deg (H(-,0),Q2,y) = 1,
deg (H(-,1),Q,y) = 0.

Questo contraddice I'invarianza omotopica. m

(5.8) Teorema Sia F € C(Q; X) tale che F(x) = x per ogni x € 0.
Allora F(2) D Q.

Dimostrazione. Sia y € Q. Per il Teorema (4.1) si ha deg (F,Q),y) = 1. Dal criterio di

esistenza si deduce che y € F'(2). m

(5.9) Teorema Supponiamo che X abbia dimensione dispari e che 0 € Q.

Allora per ogni F' € C(09; X)) esistono x € 02 e X € R tali che F(x) = \z.
Dimostrazione. Per il Teorema (4.1) risulta
deg (Id,Q,0) = 1,
deg (—1d,Q,0) = (-1)"=-1,
dove n e la dimensione di X. Pertanto, posto
Hi(z,t) = (1—-t)F(z)+tx,
Ha(z,t) = (1—t)F(z)—tx,

non puo essere Hi(x,t) # 0 e Ha(x,t) # 0 per ogni (z,t) € 92 x [0, 1], altrimenti per

Iinvarianza omotopica si avrebbe

1 =deg(H1(,1),Q2,0) = deg(Hi(-,0),92,0) =
= deg (HQ(',O),Q,O) = deg (HQ(', 1),9,0) =-1.

Se esiste (z,t) € 0Q x [0,1] con Hi(x,t) =0,sihat#1e
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Se invece Ha(x,t) = 0, si ha di nuovo t # 1 e

In ogni caso la dimostrazione & completa. m

(5.10) Osservazione In R™ con n pari consideriamo l'aperto Q = B (0,1) e l’applica-

zione F': 0B (0,1) — R™ definita da
F(xy,...,2n) = (X2, —X1, ..., Tpy —Tpp—1) -

Allora per ogni x € 0B (0,1) si ha |F(z)|=1ex - F(x) =0.

Esercizi
n

1. Sia I = H [aj,b;] e sia F' € C'(I;R™) tale che
j=1

Fj(.ﬁlﬁl, sy L1, Ay g1y e - ,.%'n) S 0 S Fj(l’l, ‘e ,xj_l,bj,:cj+1, cee ,J:‘n).
Si dimostri che esiste x € I tale che F(x) = 0.

2. Si dimostri che non esiste nessuna applicazione continua F : @ — 0 tale che

Flag = 1d.

3. Si dimostri che non esistono F : Q — 9Q e H : 9Q x [0,1] — IQ continue e tali
che H(-,0) =1d e H(-,1) = Fjsq.

4. Sia F € C(X; X™*). Si supponga che esista T € X tale che

Si dimostri che I & suriettiva.

5. Sia K un convesso chiuso e non vuoto in X e sia F' € C(K; X™*). Si supponga

che esista T € K tale che

. L
i @)z :c>:+oo_
||| —o00 |||

zeK
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Si dimostri che per ogni y € X* esiste x € K tale che

VEe K : (F(x),§—x) 2 (y,§ —x).

6. Siano Y uno spazio normato, K un convesso compatto e non vuoto in Y e

f: K x K — R una funzione tale che
(a) per ogni x € K la funzione f(x,-) ¢ semicontinua inferiormente;

(b) per ogni y € K e per ogni ¢ € R I'insieme

{zxeK: f(x,y) > c}

€ Convesso.

Si dimostri che
min <sup f(x,y)> < sup f(z,2).
yeK \zeKk zeK
7. Si estenda il Lemma di Knaster-Kuratowski-Mazurkiewicz, considerando come

Y un qualunque spazio vettoriale topologico.

6 Il Teorema di Borsuk

In questa sezione X denotera uno spazio normato di dimensione finita ed 2 un aperto

limitato in X.

(6.1) Teorema (di Borsuk) Siano 2 simmetrico con 0 € Q e F : 992 — X \ {0}
un’applicazione continua e dispari.

Allora deg (F,2,0) é un intero dispari.

Dimostrazione. Dal momento che 0 ¢ F(02) esiste € > 0 tale che B (0,e) N F(9Q2) = 0.
Per il Teorema (1.11) esiste G € C*°(X; X) con G dispari, 0 ¢ G(Sg) € ||G—F||x,00 < €.
Tenuto conto che G(0) = 0, risulta

deg (F,Q,0) = deg(G,Q,00= > sgn(Jg(z)) =
z€G~1(0)

= sen(Je(0)+ Y. sen(Jo(@)) .

zeG~1(0)\{0}
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Essendo € un aperto simmetrico, per ogni € G~1(0) con = # 0 si ha —x € G1(0),

—x # z e dG(—z) = dG(z). Pertanto

S sen(Je()

zeG~1(0)\{0}

¢ un intero pari, da cui la tesi. m

(6.2) Corollario Siano Q simmetrico con 0 € Q e F : 0Q — X \ {0} un’applicazione
continua tale che

Ve € 00, VA > 1: F(—x) # AF(x).
Allora deg (F,2,0) é un intero dispari.

Dimostrazione. Definiamo H : 92 x [0,1] — X ponendo
H(z,t) = F(x) —tF(—x).

A causa delle ipotesi su F', I'applicazione H non si annulla mai. Pertanto, per I'invarianza
omotopica, si ha

deg (F,Q,O) = deg (H(a 1)7970) .

Dal momento che H(-,1) & un’applicazione dispari, la tesi discende dal Teorema di

Borsuk. m

(6.3) Teorema (di Borsuk-Ulam) Sia Y un sottospazio vettoriale proprio di X, sia
Q simmetrico con 0 € Q e sia F: 002 — Y un’applicazione continua.

Allora esiste x € 0 tale che F(x) = F(—x).

Dimostrazione. Supponiamo, per assurdo, di avere F(z) # F(—z) per ogni z € 9. Se

poniamo

si ha che G : 9Q — X \ {0} ¢ continua e dispari. Per il Teorema di Borsuk, deg (G, 2,0)
¢ un intero dispari, quindi non nullo.

Siaz € X \Y esia H: 090 x [0,1] — X definita da

H(z,t) = (1—1)G(x) +tz.
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Dal momento che G(9€2) C Y \ {0}, si verifica facilmente che H non si annulla mai. Per

il criterio di esistenza e l'invarianza omotopica, risulta
deg (G7 Q7 O) = deg (H(v 1)7 Q7 0) =0 )

il che & assurdo. m

(6.4) Teorema (di invarianza del dominio) Sia A un aperto in X esia F': A — X
un’applicazione continua ed iniettiva.

Allora F ¢ aperta.

Dimostrazione. Sia U un aperto in A e sia zg € U. Dobbiamo dimostrare che esiste
e > 0 tale che B (F(x¢),e) C F(U).
A meno di traslazioni, possiamo supporre xg = 0 e F'(zg) = 0. Sia r > 0 tale che

B(0,7) CU esiaH:0B(0,7) x [0,1] — X definita da
H(z,t) = F(x) — F(—tx).

Per liniettivita di F, Papplicazione H non si annulla mai. Inoltre H(-,1) e dispari.

Combinando il Teorema di Borsuk con l'invarianza omotopica, si deduce che
deg (F,B(0,r),0) = deg (H(-,1),B(0,7),0) #0.
Sia € > 0 tale che B (0,¢) N F (9B (0,7)) = 0. Per la stabilita del grado, risulta
Vy € B(0,¢) : deg (F,B(0,7),y) #0.
Dal criterio di esistenza si deduce che y € F(B (0,7)) per ogni y € B(0,¢), ossia
B(0,e) € F(B(0,7)) € F(U),

da cui la tesi. m

Esercizi

1. Siano E4,..., E, dei sottoinsiemi £"—misurabili di R" con L™(E;) < 4o0. Si

dimostri che esiste un semispazio affine

S={zeR": z-v<b}, veR"\{0},beR
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tale che

Vi=1,...,n: L"(E;NS)=L"(E;\S) .

2. Per ogni k € N sia
Sk .= {x e RF1L: |z = 1} .

Si dimostri che, se m > n, non esiste nessuna applicazione continua e dispari

F:5m -85
3. Sia F' € C(X; X) localmente iniettiva e tale che

lim ||F(z)| = +oo.

[[[|—o0

Si dimostri che F' ¢ aperta e suriettiva.

4. Sia F' € C(X; X) iniettiva e tale che

lim ||F(2)| = +oo.

[l[|—o0

Si dimostri che F': X — X ¢ un omeomorfismo.

5. Sia Y7 ed Y5 due spazi normati di dimensione finita, U; ed Us due aperti non
vuoti in Y] ed Yo, rispettivamente. Si supponga che U; ed Uy siano omeomorfi.

Si dimostri che dim Y; = dim Y5.

6. Si riconsideri 'esercizio 2 della sezione 1. Si dimostri che F'(€2) & aperto in R".

7 La proprieta moltiplicativa del grado

In questa sezione X denotera uno spazio normato di dimensione finita ed {2 un aperto

limitato in X.

(7.1) Osservazione Sia K un compatto non vuoto in X. Allora X \ K ha un’in-
finita al piv numerabile di componenti connesse. Di queste, due sono illimitate se
dim X = 1, mentre una ¢ illimitata se dim X > 2. Inoltre ['unione delle componenti

connesse limitate ¢ limitata.
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(7.2) Proposizione Sia F' € C(08; X). Allora la funzione

{y — deg (F,Q0,y)}

é costante sulle componenti connesse di X \ F(0N2) e nulla su quelle (o quella) illimitate.

Dimostrazione. La prima affermazione € un’ovvia conseguenza della stabilita del grado.

Sia G € C*°(X;X) con |G — Flloc,00 < 1 esia R > 0 tale che G(2) € B(0,R). Per
ogniy € X \B(0,R+2) si ha B(y,1) N F(0Q) = 0. Per la proprieta di stabilita ed il

criterio di esistenza, ne segue
Vy € X\B(0,R+2): deg(F,Q,y) = deg (G,,y) =0,

da cui la seconda affermazione. m

(7.3) Definizione Sia F € C(092;X) e sia A C X \ F(9IQ) un aperto connesso.
Poniamo

deg (F,Q,A) := deg (F, €, y) ,
dove y € un qualunque elemento di A.
Per la proposizione precedente, la definizione & ben posta.

(7.4) Teorema (Proprieta moltiplicativa del grado)
Siano F € C(0;X), G € C(F(092);X) edy € X \ G(F(99Q)). Sia {Aj: je J} la
famiglia delle componenti connesse limitate di X \ F(0).
Allora deg (G, Aj,y) # 0 solo per un numero finito di j € J e si ha
deg (G o F,Q,y) =) deg (G, A;,y) deg (F,Q, A;) .
jed

Dimostrazione. Osserviamo anzitutto che

Vied: oA ol A | SFOQ).
JjeJ
Ne segue y ¢ G(OA;) per ogni j € J e, per la proprieta di additivita, deg (G,A;,y) # 0
solo per un numero finito di j € J.
Consideriamo prima il caso particolare in cui F € C(€2; X)NC1(9; X), GeC1(X; X)
ed y & (GoF)(Sgor). Sia

J={jeJ:deg(F.QA)#0}.
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Per la proprieta di calcolabilita risulta

deg (G o F,Q,y) =

Y. sen(Joor(z)) =

z€(GoF)~1(y)

Y. seu(Ja(F(2) sgn (Jr(2)) =

z€(GoF)~1(y)

Y. sen(Je(x)) Y sen(Je(x) =

2€G71(y) z€F~1(z)
z€F ()
D sgn(Ja(2)) deg (F,Q,2) =
zeG™(y)
z€F(Q)
Z sgn (Jg(z)) deg (F,Q, 2) =
z€G™(y)

deg(F,,2)#0

Z Z sgn (Ja(z)) deg (F,Q, 2) =

J€J 2eA;NG~1(y)

Yoo > sen(Ja(2) deg(F,Q,A)) =

jed zGAjﬂGfl(y)
Z deg (Ga Aja y) deg (Fa Qa A]) =
jed

Z deg (G, Aj,y) deg (F,,A;) .
jedJ

Consideriamo ora il caso particolare in cui F' € C(; X)NCHQ; X) e G € CHX; X).
Siae > 0 tale che B (y,e)NG(F(0€)) = 0. A maggior ragione risulta B (y,e)NG(9A;) = 0

per ogni j € J. Siayg € B(y,e) \ (Go F)(Sgor). Per la proprieta di stabilita ed il passo

precedente, si ha

deg (G o F,Q,y)

= deg(GOF,Q>?JO):
= ) deg(G,Aj,y0) deg (F,Q,A;) =
jel

= Z deg (G, Aj,y) deg (F,Q, Aj) .
JjeJ

Consideriamo infine il caso generale. Sia ¢ > 0 tale che B (y,e) NG(F(9€)) = 0. A

maggior ragione risulta B (y,e) N G(9A;) = 0 per ogni j € J. Sia G € C™(X; X) tale

che ||G — G|loo,F(90) < €. Per la proprieta di stabilita si ha

deg (G o F, 2, y) = deg (G o F,2,y) ,

Z deg (@,Aj7y> deg (F,Q,Aj) = Z deg (G, Aj,y) deg (F,Q,A;) .

jed

jeJ
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Basta quindi dimostrare che

(7.5) deg (@ o F.Q, y) =Y deg (@ A, y) deg (F,Q,A) .
jed

Sia r > 0 tale che

inf {Hz —F@)|:zeCG ),z € asz} >
e sia F € C°°(X; X) tale che ||ﬁ—FHOO,39 < r. Definiamo H : 9§2 x [0, 1] — X ponendo

H(z,t) = G((1—t)F(z) + tF(z)).
Per ogni z € G(y) e z € 00 si ha
I — (1 — )F(2) — tF (@) > |12 - F@)| - |F(x) - F@)|| > 7 — 7 =0,

per cui y € H(OQ x [0,1]). Per I'invarianza omotopica, ne segue
(7.6) deg (@ o F.Q, y) — deg (é o F.Q, y) .
Per ogni m € Z \ {0} poniamo

Ay ={2€ X\ F(0Q): deg (F,Q,2z) =m} ,

I ={j€J: deg(F,Q,Aj) =m} .

Poiché A,, = U Aj e 0A,, C F(09), dalla proprieta di additivita si deduce che

J€EIm
3 deg (G,Aj,y) deg (F,0;) = 3 Y deg (@,Aj,y) deg (F,Q,A;) =
jeJ meZ\{0} j€JIm
= Z m (Z deg (é,Aj,y)) =
meZ\{0} JE€EIm
(7.7) = Y mdeg (G,Am,y) .
meZ\{0}

In modo simile si prova che
(7.8) Z deg (@,Fk7y) deg (ﬁ,Q,Fk> = Z mdeg (CA}, A\m,y> ,
keK meZ\{0}

dove

Ay = {zeX\ﬁ(@Q) : deg(ﬁ,Q,z) :m}
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¢ {T') : k € K} denota la famiglia delle componenti connesse limitate di X \ F(99).
Poiché B (z,7) N F(89) = 0 per ogni z € G1(y), per la proprieta di stabilita risulta

Vz € @_l(y) : deg (ﬁ,Q,z) =deg (F,Q, z2) ,

quindi

Ym e Z\{0}: An NG Yy) = An NG y) C AN Ay, .

Per la proprieta di excisione, ne segue
Vm € Z\ {0} : deg (@,A\m, y) = deg (@,Em N Am,y> = deg (@, Am,y> )
Combinando questo fatto con la (7.7) e la (7.8), si ottiene

Z deg (@, Fk,y> deg (ﬁ,Q,I’k> = Z deg (@, Aj,y> deg (F,Q,Aj) .
keK jeJ

Infine, combinando quest’ultimo fatto con la (7.6) ed il passo precedente, si ottiene

la (7.5). m

(7.9) Teorema Siano K; e Ky due compatti omeomorfi in X. Allora X \ K1 ¢ X \ Ko

hanno lo stesso numero di componenti connesse.

Dimostrazione. B equivalente dimostrare la medesima affermazione per le componenti
connesse limitate. Sia F': K1 — K3 un omeomorfismo, sia {§2; : j € J} la famiglia delle
componenti connesse limitate di X \ K e sia {Ap, : h € H} la famiglia delle componenti
connesse limitate di X \ K. Si ha 0Q; C K; e 0Ap, € Ky per ogni j € J e h € H.
Dimostriamo che
(7.10) VieJ: Y deg(F', Ay, Q) deg (F, €, Ap) = 1.
heH
Fissati j € J ed y € Qj, denotiamo con {A,: ¢ € Q} la famiglia delle componenti
connesse limitate di X \ F'(0€2;). Per la proprieta moltiplicativa, si ha
1 =deg (F‘1 oF, Qj,y) = Z deg (F_I,Aq,y) deg (F,Q;,4,) .
qe@

Poniamo

Hq:{hEH:Athq}.

Poiché

AQ\ U Ah g K27
heHy
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combinando le proprieta di excisione ed additivita, si ottiene

VgeQ: deg(F_l,Aq,y) = deg F_l, U Ap,y | = Z deg(F_l,Ah,y).
heH, heH,

D’altronde € ovvio che deg (F,Q;, A;) = deg (F,Q;, Ap,) per ogni h € H,. Risulta quindi

1 = Z deg (F*I,Aq,y) deg (F,Qj,A,) =

q€eqQ

= > ) deg (F7', Ap,y) deg (F,Qy,Ap) =
q€Q heH,

= Z Z deg (F_17Ah,Qj) deg (F, €, Ap) .
q€Q heH,

Infine osserviamo che A, N F(08;) = () per ogni h € H. Se non si ha A, C A, per
qualche ¢ € @, allora Ap, sta in una componente connessa illimitata di X \ F'(09;). In

tal caso deg (F,$2;,Ap) = 0. Si ha quindi
Z deg (Fﬁl,Ah,Q ) deg (F, €, Ap) = Z Z deg ( F An, Q) deg (F,Qy,A,) =1
heH q€Q heH,

e la (7.10) e dimostrata.

In modo analogo si prova che
(7.11) Vhe H: Y deg(F,Q,Ap) deg (F~1, Ap, Q) =1.
JjeJ
Dalle (7.10) e (7.11) si deduce che
1= deg (F', Ap, Q) deg (F,Q5,Ap) = > 1,
= j€J heH heH

da cui la tesi. m

(7.12) Corollario (Teorema della curva chiusa di Jordan) Sia K un compatto
in R? omeomorfo alla circonferenza unitaria.
Allora R?\ K ha esattamente due componenti connesse, di cui una limitata e laltra

illimitata.

Dimostrazione. Ovvio. m
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Esercizi

1. Sia F': Q — X continua ed iniettiva. Si dimostri che

Vy € F(Q) : |deg (F,Q,y)[=1.

2. Sia ‘H : Q x [0,1] — X un’applicazione continua e sia y € H(2 x {0}). Si

supponga che H(-,0) sia iniettiva e che
V(z,t) € 002x]0,1[: H(x,t) #y.

Si dimostri che esiste z € Q tale che H(z,1) = y.

8 Applicazioni completamente continue

Nel corso di questa sezione, X ed Y denoteranno due spazi normati.
(8.1) Definizione Sia E C X. Un’applicazione ® : E — Y si dice di rango finito, se

limmagine ®(E) ¢é contenuta in un sottospazio vettoriale di Y di dimensione finita.

(8.2) Definizione Sia E C X. Un’applicazione ® : E — Y si dice completamente

continua, se
(a) ® é continua;

(b) per ogni successione limitata (zp,) in E, la successione (P(xy)) ammette una sotto-

successione (fortemente) convergente in'Y.

(8.3) Proposizione Siano EC X e ®: E — Y un’applicazione continua.

Allora sono fatti equivalenti:

(a) @ é completamente continua;

(b) per ogni sottoinsieme limitato B C E si ha che ®(B) é compatto in Y .

Dimostrazione.

(a) = (b) Sia (yp) una successione in ®(B) e sia (z},) una successione in B tale che

®(xn) — ynll < ——.
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Se (®(xp, )) € convergente ad y in Y, si verifica facilmente che anche (yj, ) € convergente
ad y.

(b) = (a) Ovvio. m

(8.4) Definizione Sia E C X. Un’applicazione F : E — 'Y si dice propria, se per ogni

compatto K in'Y la controimmagine F~'(K) ¢ compatta.

(8.5) Osservazione Siano Z uno spazio topologico di Hausdorff e (zp,) una successione
convergente a z in Z.

Allora Uinsieme {zp, : h € N} U{z} é compatto.

(8.6) Teorema Siano EC X e F : E — Y un’applicazione continua e propria.

Valgono allora i sequenti fatti:
(a) F é chiusa;
(b) se E ¢ limitato e ® : E — Y é completamente continua, si ha che (F + ®) é propria.
Dimostrazione.

(a) Sia A un chiuso in E e sia (z5,) una successione in A con F'(xj) convergente ad y in

Y. Allora xj, appartiene alla controimmagine attraverso F' del compatto
[Fen): heNpU{y}.

A meno di una sottosuccessione, (xj) ¢ convergente a x € A, essendo A chiuso in E.
Dalla continuita di F' segue F'(z) =y, quindi y € F(A).

(b) Sia K un compatto in Y e sia (xp) una successione in E con
F(xp) + ®(xp) € K.

Essendo (z) limitata e ® completamente continua, a meno di una sottosuccessione
(®(xp)) € convergente a y € Y, mentre (F(xp) + ®(zp)) ¢ convergente a z € K. Ne
segue che (F'(zp,)) € convergente a (z —y). Pertanto xj, appartiene alla controimmagine

attraverso F' del compatto
{F(zp): he N}U{z—y}.

A meno di un’ulteriore sottosuccessione, (zj) ¢ convergente a x € E. Naturalmente

risulta F(z) + ®(z) = z, quindi z € (F + &) (K). m
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(8.7) Lemma Sia K un compatto non vuoto in X. Allora per ogni e > 0 esistono
un sottospazio vettoriale Z di X di dimensione finita ed un’applicazione lipschitziana

m: X — ZNconv (K) tale che

Vee K: ||r(z) —z| <e.

Dimostrazione. A meno di una traslazione, possiamo supporre 0 € K. Per la compat-

tezza di K, si ha
k
€
KC B(-,—)
_jU1 T 5

con x1,...,x, € K. Sia Z il sottospazio vettoriale di X generato da x1,...,z. Per il
Lemma (1.1), esistono delle funzioni lipschitziane ¥4, ..., : X — [0,1] tali che ¥; =0

fuori dall’aperto B (zj,¢) e
k
Ve e K : Zﬁj(x)zl,

k
VoeX: Y Wi(x)<1.

Definiamo un’applicazione lipschitziana 7 : X — Z ponendo

k

m(z) = Z Vj(x)x; = Z Yj(x)x; + | 1— Z Yj(x) ] 0.
j=1 j=1 j=1
Poiché 0 € K, risulta 7(x) € conv (K). Inoltre per ogni z € K e per ogni j = 1,...,k si
ha ¥;(z) = 0 oppure ||z; — z|| < e. Ne segue
k k
Ir(z) —all = || D 9(x) (2 —2)|| <e Y di(x) =e,
j=1 Jj=1

da cui la tesi. m

Nello studio delle applicazioni completamente continue, uno strumento fondamen-

tale & costituito dal seguente risultato di approssimazione.

(8.8) Teorema Siano E un sottoinsieme limitato di X e ® : E — 'Y un’applicazione

completamente continua.
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Allora per ogni € > 0 esiste un’applicazione ¥ : E — Y completamente continua e

di rango finito tale che

¥ (E) C conv (@) )

[W(z) = (2]l <&

Dimostrazione. Sia K = ®(F). Per la Proposizione (8.3), K & compatto in Y. Siano Z
em:Y — ZNconv(K) come nel lemma precedente. Se poniamo ¥ = 7 o ®, si ha che
U : E — Y & continua e di rango finito. Se K C B (0, R), risulta ¥(E) € ZNB (0, R),
per cui ¥ e anche completamente continua.

Infine, per ogni = € E si ha ®(x) € K. Ne segue
¥ (z) — @(@)]| = |In(®(z)) — ()] < max [|=(y) —yll <e,

da cui la tesi. m

(8.9) Corollario Siano X wuno spazio normato, E un sottoinsieme limitato di X e
F e C(E;X) con (Id — F) completamente continua.
Allora per ogni € > 0 esiste G € C(E; X) con (Id — G) completamente continua, di

rango finito e |G — F|loo,p < €.

Dimostrazione. Posto ® = Id — F', esiste per il teorema precedente un’applicazione
U : E — X completamente continua e di rango finito tale che ||V — @[/ g < €.

Allora G = 1Id — V¥ ha le proprieta richieste. m

(8.10) Teorema Sia E C X, sia Y di Banach e sia (Pp,) una successione di appli-
caziont da E in'Y completamente continue, uniformemente convergente sui limitati ad
un’applicazione ® : E — Y.

Allora ® ¢ completamente continua.

Dimostrazione. Ovviamente ® e continua. Poiché Y e completo, basta dimostrare che
®(B) ¢ totalmente limitato per ogni B C E con B limitato.
Dato € > 0, sia h € N tale che

3

sup [[®4(z) — ®(2)]| < 3
zeB
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Essendo ®,(B) totalmente limitato, si ha
k
®,(B) C | J B;

con diam (B;) < =. Posto

Wl m

risulta diam (C;) < e e

N
=
K

o(B)

per cui ®(B) & totalmente limitato. m

(8.11) Corollario Sia Q2 un aperto in X, sia Y di Banach, siax € Q e sia ®: Q2 —Y
un’applicazione completamente continua e differenziabile (secondo Fréchet) in x.

Allora d®(z) : X — Y é completamente continuo.

Dimostrazione. Per definizione d®(z) € continuo. Sia r > 0 tale che B (z,r) C . Per

ogni h > 1 definiamo ¥y, : B(0,7) — Y ponendo

<I>(m+%y) — ®(x) ‘

Vn(y) =

Sl

Si verifica facilmente che ogni ¥y € completamente continua e che
lim Wa(y) = d(x)y

uniformemente su B (0, 7). Dal teorema precedente si deduce che d®(x) ¢ completamente

continuo su B (0, 7). Tenuto conto che d®(z) & lineare, ne segue la tesi. m

Esercizi

1. Siano Y7 ed Y5 due spazi di Banach e L : Y7 — Y5 un’applicazione lineare e
continua.

Si dimostri che
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(a) L & propria sui chiusi limitati se e solo se L ha immagine chiusa e nucleo di dimensione

finita;

(b) L & propria se e solo se L ¢ iniettiva e con immagine chiusa.

2. Siano Y uno spazio di Banach, L : X — Y un’applicazione lineare e continua
e (Lp) una successioni di applicazioni lineari e completamente continue da X in Y
convergente in norma a L.

Si dimostri che L & completamente continua.

3. Siano H uno spazio di Hilbert separabile e di dimensione infinita, {e; : j € N}

un sistema ortonormale completo in H e ® : H — H D'applicazione definita da

o(2) = pllele;) e;.

7=0
dove p € C°(R) e p(s) = exp(—1/s%) per 0 < |s| < 1.
Si dimostri che ® & di classe C* e che d®(z) e completamente continuo per ogni

x € H, anche se ® non ¢ completamente continua.

4. Siano Y uno spazio normato e L : X — Y un’applicazione lineare e completa-
mente continua.

Si dimostri che L e sequenzialmente continua dalla topologia debole alla forte.

5. Siano X uno spazio di Banach riflessivo, Y uno spazio normatoe ® : X — Y
un’applicazione sequenzialmente continua dalla topologia debole alla forte.

Si dimostri che ® ¢ completamente continua ed uniformemente continua sui limitati.

6. Siano H uno spazio di Hilbert separabile e di dimensione infinita, {e; : j € N}
un sistema ortonormale completo in H, p € C°(] — 1,1]) con p(0) #0e ® : H — R
I’applicazione definita da
() p(4llz —ejl*) se2fz—ejll <1,j€N,
€Tr) =
0 altrimenti.

Si dimostri che ® & completamente continua ed uniformemente continua sui limitati,

ma non sequenzialmente continua dalla topologia debole alla forte.

7. Siano H uno spazio di Hilbert separabile e di dimensione infinita, {e; : j € N}

un sistema ortonormale completo in H, p € CX(] — 1,1[) con p(0) #0e ®: H — R
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I’applicazione definita da

B(z) jp(Alle—ejl?) se2|z—ell<1,j€N,
1‘ pr
0 altrimenti.

Si dimostri che ® & continua e di rango finito, ma non completamente continua.

9 La costruzione del grado di Leray-Schauder

In questa sezione X denotera uno spazio normato ed €2 un aperto limitato in X.

(9.1) Proposizione Sia F € C(0; X) con (Id — F) completamente continua. Allora
F ¢ chiusa. In particolare, F(0S) é chiuso in X.

Dimostrazione. L’applicazione di inclusione ¢ : 92 — X & evidentemente propria. La

tesi discende allora dal Teorema (8.6). m

(9.2) Proposizione Sia F € C(0Q;X) con (Id — F) completamente continua e sia
y € X\ F(0Q). Sia e > 0 tale che B(y,e) N F(9Q) = 0, siano Gy, G1 € C(9Q; X) con
(Id — G;) di rango finito e ||G; — Fllc 90 < € € siano Yy, Y1 due sottospazi vettoriali di
X di dimensione finita cony € Y; e (Id — G;)(092) CY;.

Allora si hay & Gi (Oy,(2NY;)) e

deg (Go|ayo(myo), Q2 NYo, y) = deg <G1|ay1 ©@ny1), 2N Y7, y) :

Dimostrazione. Sia Y lo spazio vettoriale di dimensione finita generato da Yy ed Y.
Poiché dy (2NY) C 99, & evidente che y ¢ G;(0y(2NY)). Per il Teorema di riduzione
applicato alle funzioni Gy e G, si hay ¢ G;(0y,(2NY;)) e

deg (Gojay (ny), 2NY,y) = deg (Go\ayo(myo)7 QNYy, y) ;
deg (G1jay (0ny), 2NY,y) = deg (Guayl @nyy)s 2N Y1, y) :
Definiamo H : 052 x [0, 1] — X ponendo
H(z,t) = (1 - t)Go(z) +tG1 () .

Dal momento che ||H(:,t) — F|loc,00 < € per ogni t € [0,1], risulta y & H(9Q x [0, 1]).

Per I'invarianza omotopica del grado topologico in Y, ne segue

deg (Gojay vy XN Y, y) = deg (G1jay vy, 2N Y, y)
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e la dimostrazione ¢ completa. m

(9.3) Definizione Sia F € C(0Q;X) con (Id — F) completamente continua e sia
y e X\ F(09). Poniamo

deg (F,Q,y) := deg (Gja, (ary): 2N Y, y) ,

dove G € C(0Q; X), (Id—G) ha rango finito, ||G — F||sc00 < € con B (y,e)NF(0Q2) =0
ed Y é un sottospazio vettoriale di dimensione finita in X tale che (Id—G)(02) CY ed
yey.

Diciamo che deg (F,Q,y) e il grado di Leray-Schauder di F' su Q rispetto ad y.

Per la Proposizione (9.1) esiste un € > 0 tale che B(y,e) N F(92) = (), mentre
per il Corollario (8.9) esistono G ed Y con tali requisiti. Per la Proposizione (9.2) la

definizione non dipende dalla scelta di G ed Y.

(9.4) Teorema Siano F € C(0Q; X) con (Id—F) completamente continua, y € X\ F(9)
ed € > 0 tale che B (y,e) N F(9Q) = 0.
Allora per ogni G € C(0Q; X) con (Id — G) completamente continua e per ogni
z € X con
IG = Fllsoon + Iz —yll <€
st ha z ¢ G(OQ) e
deg (G,Q,z) = deg (F,Q,y) .

Dimostrazione. Poniamo
6 =[G = Fllc,00 + [z =yl -

Evidentemente risulta B (z,e — 6)NG(8Q) = 0. Sia G € C(dQ; X) con (Id—G) di rango
finito e |G — Gllso.00 < € — 3. Se Y & un sottospazio vettoriale di X di dimensione finita

cony,zeY e (Id—G)(0Q) CY, siha
deg (G, 2, 2) = deg (Goy (any), AN Y:2) .

Poniamo

Flz) =Gx) +(y - 2) -

Evidentemente F' € C(8€; X) e ||F — Flloc.00 < €. Inoltre (Id — F)(0Q) C Y, per cui

deg (F,Q,y) = deg (ﬁ]ay(ﬂm/)a any, y) :
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Posto

H(z,t) = G(x) +t(y — 2),
si ha

Ve e dy(QNY), vVt € [0,1]: H(x,t) #z+t(y—2).
Per la stabilita del grado topologico in Y, I’applicazione
{t — deg (H(-,t),QNY,z+t(y — 2))}
¢ ben definita e localmente costante. Ne segue
deg (élay(gmy), Qny, z) = deg (ﬁwy(gmy), Qny, y) ,

da cul la tesi. m

10 Il grado di Leray-Schauder

In questa sezione X denotera uno spazio normato ed €2 un aperto limitato in X.
Se F e C(09; X), (Id — F) & completamente continua ed y € X \ F(09), sappiamo
che ¢ possibile definire il grado di Leray-Schauder

deg (F,Q,y) € Z
in modo che valgano le due proprieta seguenti:

(Stabilita) See >0 ¢é tale che B(y,e) N F(0Q) =0 e se G € C(0 X) e z € X sono

tali che (Id — G) é completamente continua e
|G = Fllso,00 + llz = yll <€,

risulta z ¢ G(OQ2) e
deg (G, 2, 2) = deg (F, Q,y) -

(Riduzione) Se (Id—F) ha rango finito ed Y é un sottospazio vettoriale di dimensione

finita in X tale chey € Y e (Id — F)(0Q) C Y, risulta

deg (F,Q,y) = deg (Fla, (any), 2N Y,y) .
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Naturalmente la proprieta di riduzione & significativa, perché il Corollario (8.9) garan-

tisce la proprieta di

(Approssimazione) Se E ¢é un sottoinsieme limitato di X e F € C(E;X) con
(Id—F) completamente continua, allora per ognie > 0 esiste G € C(E; X) con (Id— Q)

completamente continua, di rango finito e tale che

|G — Flloo,g <€.

Come vedremo, questi tre fatti consentono di ridurre tutte le proprieta fondamentali

del grado di Leray-Schauder alle corrispondenti proprieta in dimensione finita.

(10.1) Teorema Sia F € C(Q; X) della forma F(z) = x + yo con yo € X.
Allora per ogniy € X \ F(0R) si ha

1 sey—1yo €,

deg (F,Q,y) = _
( ) {0 se y —yo & .

Dimostrazione. Dato y € X \ F(092), sia Y il sottospazio vettoriale generato da yp e da
y. Allora (Id — F') ha rango finito e (Id — F')(92) C Y. Per definizione risulta

deg (Fa Q, y) = deg (-F|By(QHY)7 any, y) .

La tesi discende allora dal Teorema (4.1). m

(10.2) Teorema (Criterio di esistenza) Siano F € C(08; X) con (Id — F) comple-
tamente continua ed y € X \ F(0R) tali che deg (F,Q,y) # 0.

Allora per ogni Fe C(9; X) con con (Id — ﬁ) completamente continua e Z?]GQ =F
st hay € ﬁ(Q)
Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che y € F(€2). Per la Proposizione (9.1) F(Q)
& chiuso in X. Sia ¢ > 0 tale che B (y,e) N F(Q) = 0 e sia G € C(; X), con (Id — @)

di rango finito, tale che |G — F| g < €. Sia inoltre Y un sottospazio vettoriale di

dimensione finita in X tale che y € Y e (Id—G)(©2) C Y.

Per definizione risulta

deg (Glay (any), RN Y, y) = deg (F,Q,y) #0.
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D’altronde y € G(22NY), il che viola il criterio di esistenza in dimensione finita. m

(10.3) Teorema (di additivita) Sia F' € C(0Q; X) con (Id — F) completamente
continua, sia {Q; : j € J} una famiglia di aperti in Q a due a due disgiunti che ricopre
Qesiaye X\ F(09Q).

Allora y & F(08;) per ogni j € J, deg (F,$Q;,y) # 0 solo per un numero finito di
jeJesiha

deg (F,Q,y) = ) _ deg (F,9y,y) -
Jje€J

Dimostrazione. Sia e > 0 tale che B (y,e) N F(9Q) = ), sia G € C(9Q; X) con (Id — G)
di rango finito e |G — F||oc,00 < € € sia Y un sottospazio vettoriale di dimensione finita
in X talecheye Y e (Id—G)(0Q2) CY.

Poiché 0€Q; C 9 per ogni j € J, risulta

deg (F,Q,y) = deg (G, vy, 2NY,y),
Vi€ J: deg(F,Qj,y) = deg (G|8y(Qij)>Qj ﬁY,y) :

La tesi discende allora dall’additivita in dimensione finita. m

(10.4) Teorema (di excisione) Siano A un aperto in Q, F € C(Q\A; X) con (Id—F)
completamente continua ed y € X \ F(Q\ A).
Allora y & F(02), y & F(OA) e si ha

deg (F,Q,y) = deg (F, A, y) .

Dimostrazione. Per la Proposizione (9.1) ﬁ(ﬁ\ A) & chiuso in X. Sia & > 0 tale che
B(y,e) NF(Q\A) =0, sia G e C(Q\ A;X), con (Id — G) di rango finito, tale che
G — FHoo,ﬁ\A < € e sia Y un sottospazio vettoriale di dimensione finita in X tale che
yeYe(dd—G)(Q\A)CY.

Poiché 00 C Q\ A e A C Q\ A, risulta

deg (Fa Q, y) = deg (G|8y(QﬂY)a Qny, y) ’
deg (F,A,y) = deg (G, (any), ANY,y) .

Inoltre & ovvio che y ¢ G((2\A)NY). La tesi discende allora dalla proprieta di excisione

in dimensione finita. m
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(10.5) Teorema (di invarianza omotopica) Sia K : 0Q x [0, 1] — X un’applicazione
completamente continua, sia H(x,t) =z — K(x,t) e sia y € X \ H(02 x [0,1]).
Allora la funzione

¢ costante su [0, 1].

Dimostrazione. Essendo [0, 1] compatto, 'applicazione

T 0 x[0,1] — X

(z,t)  +— =z
¢ propria. Per il Teorema (8.6) H ¢ chiusa, per cui H(0S2 x [0,1]) & chiuso in X. Sia
e > 0 tale che B (y,2) N H(0Q x [0,1]) = 0, sia K € C(89 x [0,1]; X) di rango finito con

H’% - ICHOO,@QX[O,I] <e

e sia Y un sottospazio vettoriale di dimensione finita in X tale che K(0Q x [0,1]) C Y
edyeY.
Posto H(x,t) = z — K(z,t), risulta

deg (H(-,t),Q,y) = deg (ﬁ(-,t), Qny, y) )

La tesi discende allora dall’invarianza omotopica in dimensione finita. m

(10.6) Corollario Siano a,b € R, A un aperto limitato in X x[a,b], K : Oxx[apyA — X
un’applicazione completamente continua, H(z,t) =z — K(z,t) e y € X \ H(Ox x[a,nA)-
Allora, posto
Vit € fa,b]: b ={ze€X: (z,t) € A},

st ha che la funzione

{t — deg (H(-,1), At y)}
¢ costante su [a,b] (con la convenzione che deg (H(-,t),0,y) =0).

Dimostrazione. Per ogni E C X X [a,b] e per ogni t € [a,b] poniamo
Ei={xe X: (z,t) € E}.

Poiché Ox Ay C (8XX[a’b]A)t, e evidente che deg (H(+,t), A¢, y) € definito per ogni t € [a, b].
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Sia € > 0 tale che
B (y,e) NH(Oxxap) =0,

sia K € C(Ox x[a,p)A; X) di rango finito tale che
||]C - ]CHOO,aXX[a’b]A <e

e sia Y un sottospazio vettoriale di dimensione finita in X tale che I%(@XX[G,HA) CYed

y € Y. Poniamo H(z,t) = z — K(z,t). Poiché
vt e [avb] : deg (H('vt)aAtay) = deg (ﬁ('vt)aAt N Ky) )

la tesi discende dal Corollario (4.7). m

(10.7) Teorema Sia X di Banach suR e sia K : X — X un’applicazione lineare e
completamente continua.

Valgono allora i sequenti fatti:
(a) se X € R\ {0} non é un autovalore di K, si ha che (K — \d) ¢é biiettiva;
(b) per ogni e >0, R\] — ¢,¢[ contiene un numero finito di autovalori di K ;

(¢) per ogni autovalore \ non nullo di K esiste n > 1 tale che
N (( = Md)™) = N (K = AId)") , R (K — M\d)"™) =R (K — Ald)") ;

poniamo N (A\) :== N ((K — M\Id)"), R (\) := R ((K — A\Id)") e chiamiamo molte-
plicita algebrica di A la dimensione di N (\);

(d) per ogni autovalore X\ non nullo di K, si ha che N (X) ha dimensione finita, R (\) é
chiuso in X, N (\) e R(\) sono entrambi invarianti per K e X = N (A\) @ R (\);

(e) se A\, sono due autovalori non nulli e distinti di K, si ha N(\) NN (n) = {0} e
N () SR A).

Dimostrazione. Si veda ad esempio [2, 5, 7]. m

(10.8) Teorema Sia X di Banach, sia 0 € Q e sia K : X — X un’applicazione lineare

e completamente continua che non ammetta 1 come autovalore.
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Allora
deg (Id — K,9Q,0) = (-1)™,

dove m denota la somma delle molteplicita algebriche degli autovalori di K maggiori di

1 (si conviene che m = 0, se non esistono autovalori maggior: di 1).

Dimostrazione. Siano A\ < --- < Ag gli autovalori di K maggiori di 1 e siano
k k
N=P NK) R=[)R().
Jj=1 Jj=1
Naturalmente N ha dimensione finita e R € chiuso in X. Dimostriamo che

(10.9) X=N&R.

Siaz=z1+---+xr € NNR con zj € N ();). Poiché

k
a:—aq:ijeR()\l),
j=2

risulta z1 € N (A1)NR (A1), quindi 21 =0. In modo simile si prova che xo = --- = x = 0.

Sia ora x € X esia x = xj +y; con z; € N ()\j) e yj € R(\;). Si ha

k k k
x—ij:x—xl—ij:yl—ij67?,()\1).
=1 j=2 j=2

Procedendo in modo simile, si prova che

k k
$—Zx]’6m7€(}\j),
j=1 j=1

da cui la (10.9).

Siano ora Py : X — N e Pr: X — R le proiezioni lineari indotte dalla decomposi-
zione diretta. Essendo N e R chiusi in X, Py e Pg sono continue (si veda ad esempio
[2]). Inoltre, dal fatto che N (A;) e R (\;) sono invarianti per K segue che PyK = K Py
e PrK = K Ppg. Definiamo K : 9Q x [0,1] — X ponendo

K(z,t)=(1—-t)Kx+tPnvKzx.

Si verifica facilmente che K ¢ completamente continua. Se fosse x — K(z,t) = 0, si

avrebbe

Pyx = KPnx,
Prx = (1—t)KPgrz.



56 CAPITOLO I. TEORIA DEL GRADO TOPOLOGICO

Ne seguirebbe Pyx = 0, visto che 1 non ¢ un autovalore di K, e Prx = 0, dal momento
che K|g : R — R non ha autovalori maggiori o uguali a 1. Pertanto 0 ¢ (92 x [0, 1]).
Inoltre PyK(X) C N con dim(N) < oo. Per I'invarianza omotopica e la definizione di

grado di Leray-Schauder, risulta
deg (Id — K,9,0) = deg (Id — Py K,Q,0) = deg ((Id — Py K) |5, 2N N,0) .

La tesi discende allora dal Corollario (4.2). m

(10.10) Proposizione Siano A un aperto in X, F € C(A; X) con (Id — F) completa-
mente continua e x € A con x isolato in F~Y(F(x)). Siano inoltre Uy ed Uy due intorni
aperti e limitati di x tali che U; C A e U; N F~1(F(z)) = {z}.

Allora deg (F, Uy, F(x)) = deg (F,Us, F(x)).
Dimostrazione. Evidentemente si ha F(z) ¢ F(Uy \ Uy) ed F(z) ¢ F(Uy \ Us). Per la

proprieta di excisione, risulta allora
deg (Fu UluF(I)) = deg (Fu Ul N UQ,F(QU)) = deg (Fu U27F(I)) )

da cui la tesi. m

(10.11) Definizione Siano A un aperto in X, F € C(A; X) con (Id—F') completamente
continua e x € A con x isolato in F~1(F(x)).
Poniamo

ind (F,x) :=deg (F,U, F(x)) ,

dove U ¢ un qualunque intorno aperto e limitato dix conU C A e UNF~Y(F(x)) = {z}.
Diciamo che ind (F,z) é l'indice di Leray-Schauder di F' in x.

(10.12) Teorema Sia X di Banach, siano A un aperto in X con0 € A e F € C(A; X)
con (Id — F) completamente continua. Supponiamo che F(0) =0, che F sia differenzia-
bile (secondo Fréchet) in 0 e che dF(0) : X — X sia iniettivo.

Allora 0 ¢ un punto isolato di F~1(0) e si ha

ind (F,0) = ind (dF(0),0) = (-=1)",

dove m denota la somma delle molteplicita algebriche degli autovalori di 1d — dF(0)

maggiort di 1.
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Dimostrazione. Poniamo ® = Id — F. Si ha
Vee A: F(x)=dF(0)x + ||z||w(z)

con w : A — X continua in 0 e tale che w(0) = 0. Inoltre d®(0) = Id — dF(0) ¢
completamente continuo per il Corollario (8.11). Essendo dF(0) un isomorfismo, esiste
v > ( tale che

Ve e X : [|[dF(0)z| > v|z| .

Sia 7 > 0 tale che B(0,7) CAe

Yz €B(0,r): |lw(z)] < g

Allora per ogni z € B (0, ) risulta

v v
(10.13) IF @) 2 vzl = 3 2l = 5 ll=ll,
per cui 0 & isolato in F~1(0)
0

(0).
Definiamo K, H : 9B (0,7) x [0,1] — X ponendo
P

(tz) se0<t <1,
K(z,t) = 3 H(z,t) =2 — K(z,t).

d®(0)xr set =0,

Si verifica facilmente che I & completamente continua. Inoltre dalla (10.13) si deduce
che 0 ¢ H(OB(0,7) x [0,1]). Per l'invarianza omotopica ed il Teorema (10.8), risulta
allora
ind (F,0) = deg(F,B(0,7),0) =deg(dF(0),B(0,7),0) =
= ind (dF(0),0) = ind (Id — d®(0),0) = (—1)",

da cui la tesi. m

Esercizi

1. Sia F' € C(0€; X) con (Id — F') completamente continua, sia y € X \ F(99Q) e
sia Y un sottospazio vettoriale di X (non necessariamente di dimensione finita) tale che

yeYe(ld—F)(0Q)CY.
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Si dimostri che

deg (F7 Q, y) = deg (F]ay(QﬂY)a Qny, y) .

2. Siano F € C(Q; X) con (Id — F) completamente continua ed y € X \ F(99Q). Si
supponga che F~!(y) sia un insieme finito {z1,..., 7}
Si dimostri che ind (F, z;) € definito e che

k

deg (F,Q,y) =Y _ ind (F,a;) .
=1

11 Alcune conseguenze in dimensione infinita

In questa sezione X denotera uno spazio normato ed 2 un aperto limitato in X.

(11.1) Teorema Sia ® : Q — X un’applicazione completamente continua. Allora una

almeno delle sequenti affermazioni é vera:

(a) per ogni xo € Q esistono © € Q2 e A > 1 tali che

®(x) = z0 + Az — 20) ;
(b) esiste x € ) tale che ®(z) = x.

Dimostrazione. Supponiamo che la (a) sia falsa. Sia dunque xg € Q2 tale che
Vo € 00, YA > 1: &(z) # xo + Mz — x9) .

Se esiste x € 0N tale che ®(z) = z, la (b) & vera. Supponiamo quindi ®(z) # = per ogni
x € 9. Definiamo K : Q x [0,1] — X ponendo

K(z,t) = (1—t)zo+tP(x).
Dal momento che
K(z,t) € {(1 )z tty:te 1], ye @(ﬁ)} ,

si ha che K & completamente continua. Inoltre risulta

(11.2) V(z,t) € 002 x [0,1] : K(z,t) # .
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Infatti per ¢ = 0 si ha K(z,0) = zp con zp € Q. Per t = 1 risulta K(z,1) = &(z) e ¢
non ha punti fissi su 9€2. Se per assurdo fosse K(x,t) = x con 0 < ¢t < 1, ne seguirebbe

O(x) =xzo + %(aj — )

contro l'ipotesi di partenza. Vale quindi la (11.2).

Per il Teorema (10.1) e l'invarianza omotopica, si ha
1 =deg (H(-,0),9Q,0) = deg (Id — ¢,,0) .

Per il criterio di esistenza, esiste x € Q tale che (Id — ®)(z) =0, ossia ®(z) = z. =

(11.3) Corollario Sia ® : X — X wun’applicazione completamente continua. Suppo-

niamo che esista un chiuso limitato C in X con 0 € C tale che
Vee X,VA>1: ®(z)=x = z€C.

Allora esiste x € C tale che ®(x) = x.

Dimostrazione. Applichiamo il teorema precedente all’aperto limitato

1

ed a xy = 0.
1
Sia xp, € X tale che d(xp,C) < -

+1
a meno di una sottosuccessione (xy) € convergente a x € C. Per la continuita di ® risulta

O(z)=z.m

e ®(zp,) = xp. Dal momento che x; € ®(Q),

(11.4) Teorema (di Schauder) Sia C un convesso chiuso, limitato e non vuoto in
X e sia @ : C'— C un’applicazione completamente continua.

Allora esiste x € C tale che ®(x) = x.

Dimostrazione. Sia K = ®(C'). Per il Lemma (8.7), per ogni h € N esiste un’applicazione
lipschitziana 7, : X — Yj N conv (K), con Y}, sottospazio vettoriale di X di dimensione
finita, tale che

1
K — .
Vy € I7a(y) —yll < W1

Poiché C' ¢ convesso e chiuso, risulta conv (K) C C. Consideriamo

mpo®:Y,NC—-Y,NC.
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Per il Teorema di Brouwer esiste xj, € Y, N C tale che 7, (®(zp)) = xp. A meno di una

sottosuccessione, (®(xy)) € convergente a x € K C C. Poiché

Jn (@ (an) — @) < 17

anche xp, = 7, (P(zp,)) € convergente a x. Per la continuita di ® ne segue che (®(xp)) ¢

convergente a ®(x), da cul ¢(z) =z. m

(11.5) Corollario (Teorema di Tychonoff) Sia K un convesso compatto non vuoto
m X e sia ®: K — K un’applicazione continua.

Allora esiste x € K tale che ®(z) = x.

Dimostrazione. Evidentemente K e chiuso e limitato e ® & completamente continua. La

tesi discende allora dal Teorema di Schauder. m

(11.6) Teorema Sia H uno spazio di Hilbert separabile e di dimensione infinita e siano

D = {zeH: |z <1},
S = {zeH: |z]=1}.

Valgono allora i sequenti fatti:
(a) S é contrattile in sé;

(b) esiste un’applicazione continua ® : D — D senza punti fissi.

Dimostrazione.
Sia {e; : j € N} un sistema ortonormale completo in H.
(a) Definiamo un’isometria G : S — S ponendo
o0
G(z) =) (xlej_1)e;.
j=1
E facile vedere che G(z) # —z per ogni € S. Sia H : S x [0,1] — S l'applicazione

continua definita da

(1—2t)z + 2G(x) ,
H(x,t) = 1(1 = 2t)x + 2tG(z)| se0<t< o,
: (2 — 26)G(z) + (2t — 1)e i

12 =20)G(z) + (2t = Deof| — 2~ —
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Allora H(-,0) = Id, mentre H(-,1) & costante, per cui S & contrattile in sé.

(b) Sia ® : D — D definita da

O(z) = V1= [lz]* eo + G ().

Si verifica facilmente che ® & continua e senza punti fissi. m

(11.7) Teorema Sia F € C(Q;X) tale che (Id — F) & completamente continua e
F(z) = x per ogni x € 09.
Allora F(2) D Q.

Dimostrazione. Sia y € Q. Per il Teorema (10.1) si ha deg (F,2,y) = 1. Dal criterio di
esistenza si deduce che y € F'(2). m

(11.8) Teorema (di continuazione) Siano Y un altro spazio normato, L : X — Y
un omeomorfismo lineare, y € L(Q) e K : Q x [0,1] — Y un’applicazione completamente

continua tale che K(x,0) = 0 per ogni x € Q. Supponiamo che si abbia
V(z,t) € 00x]0,1[: Lz — K(z,t) #y.
Allora esiste = € §) tale che

Lz —K(z,1)=vy.

Dimostrazione. Osserviamo anzitutto che
LloK:Qx[0,1] — X

¢ completamente continua. A meno di sostituire I con L= oK ed y con L™y, possiamo
supporre X =Y e L =1d.
Se esiste x € 0N tale che
- K(z,1) =y,

la tesi € vera. Pertanto possiamo limitarci al caso in cui
V(z,t) € 02 x [0,1] : = — K(z,t) #y.
Per il Teorema (10.1) e I'invarianza omotopica, si ha

1= deg (Id - K(,O),Q,y) = deg (Id - ’C(a 1)7Q7y) .
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La tesi discende allora dal criterio di esistenza. m

(11.9) Corollario (Metodo della stima a priori) Siano Y un altro spazio normato,
L : X — Y un omeomorfismo lineare, y € Y e K : X x [0,1] — Y wun’applicazione
completamente continua tale che K(x,0) = 0 per ogni x € X. Supponiamo che esista

R > 0 tale che

V(z,t) € X x [0,1]: Lx — K(z,t) =y = ||z| < R.

Allora esiste x € B (0, R) tale che

Lz —K(z,1)=vy.

Dimostrazione. Sia (Rp) una successione strettamente descrescente a R. Applichiamo

il teorema precedente con Q2 = B (0, Ry). Sia z;, € B(0, Ry,) tale che
Lap — K(zp,1) =y.

Per la completa continuita di I, esiste una sottosuccessione (xp,) tale che (K(zp,,1))
sia convergente in Y. Allora (Lzp, ) € convergente in Y. Essendo L un omeomorfismo,
(xp,) & convergente ad un certo z in X. Risulta z € B(0,R). Per le continuita di L e
IC, ne segue

Ll’—’C({L‘,l):y,

da cui la tesi. m

(11.10) Corollario Siano Y wun altro spazio normato, L : X — Y un omeomorfismo

lineare e ® : X — 'Y un’applicazione completamente continua tale che

O(z) _

ll|—oo |||

Allora per ogniy € Y esiste x € X tale che Lv — ®(x) = y.

Dimostrazione. Sia y € Y e sia v > 0 tale che
Ve e X : ||Lz| > v]z].

Definiamo K : X x [0,1] — Y ponendo K(xz,t) = ¢t ®(x). Evidentemente K ¢ completa-
mente continua con K(z,0) = 0. Sia infine R > ||[L~y|| tale che

o
Vee X : \|x|]>R:>W<V.
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Se (z,t) € Xx]0,1[ e Lz — t ®(z) = y, risulta
vzl < [[Lxf| < |@@@)] + [yl -

Ne segue x = 0 oppure
[@(@)]| + [yl

> v
|zl

- )

da cui, in entrambi i casi, ||z| < R. La tesi discende allora dal Corollario (11.9). m

Esercizi

1. Siano F,G € C(0€; X) con (Id — F) e (Id — G) completamente continue. Si
supponga che 0 € F(99), 0 & G(09Q) e deg (F,,0) # deg (G, £,0).
Si dimostri che esistono z € 9Q e A < 0 tali che F(z) = A\G(x).

2. Sia dim(X) = oo, sia 0 € Q e sia @ : 92 — X completamente continua e tale
che inf ||®(x)] > 0.

€00

Si dimostri che esistono z € 9Q e A € R\ {0} tali che ®(z) = Az.

3. Siano typ € R, up € R™, ri,r9 > 0e f : [to — 7r1,t0 + 1] X B(ug,72) — R”

un’applicazione continua. Si supponga che
ri max {|f(t,2)] : (t,2) € [to = r1,to + 1] x B (ug,r2) p < 7.

Si dimostri che il problema di Cauchy

{ u = f(t,u)

u(to) = Up

ammette almeno una soluzione definita su [tg — r1,to + 71].

4. Si estenda il Teorema (11.6) ad un qualunque spazio di Hilbert di dimensione

infinita.

5. Sia H uno spazio di Hilbert di dimensione infinita e siano

(zeH: |z] <1},
S = {seH: |z|=1}.
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Si dimostri che esiste un’applicazione continua F': D — S tale che Fjg = Id.

6. Sia H uno spazio di Hilbert di dimensione infinita. Si dimostri che esiste un’ap-

plicazione continua e limitata ® : H — H tale che ||z — ®(z)|| > 1 per ogni x € H.



Capitolo 1I

Operatore di Nemytskij

1 Continuita dell’operatore di Nemytskij

Nel corso di questa sezione, E' denotera un sottoinsieme misurabile di R™ e || ||, la norma

canonica di LP(FE) (1 < p < 00).

(1.1) Definizione Sia g: ExR* — R una funzione. Diciamo che g ¢ di Carathéodory,
se

(a) per ogni s € R* la funzione {x — g(x,s)} ¢ misurabile su E;

(b) per quasi ogni x € E la funzione {s — g(x,s)} & continua su RF.

Seu: E — R¥ ¢ una funzione, denotiamo con g(x,u) la funzione

EFE — R
z — gz,uz)

(1.2) Teorema Sia g: E x R¥ — R una funzione di Carathéodory.
Allora per ogni funzione misurabile u : E — R¥ la funzione g(x,u) : B — R ¢
misurabile. Inoltre, se u,v : E — RF sono misurabili ed uguali q.o. in E, anche g(x,u)

e g(x,v) sono uguali q.0. in E.

Dimostrazione. Consideriamo anzitutto una funzione u : E — R¥ semplice, ossia misura-
bile con un numero finito di valori. Se u(E) = {s""),..., 5™} poniamo Ej = u~*(s().

Allora {E1,..., E,} € una partizione di E costituita da sottoinsiemi misurabili e si ha

Ve e E: g(z,u(zx)) = i g (x,s(h)> XE, () .

h=1

Ne segue che g(z,u) & misurabile.

65
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Sia ora u : E — R una funzione misurabile. Ricordiamo che esiste una successione

(u) di funzioni semplici da E in R¥ convergente ad u puntualmente. Risulta allora
li}ILn g(z,u™) = g(z,u) q.0. in E,

per cui la tesi discende dal caso precedente. m

(1.3) Teorema Sia g: E xR* — R una funzione di Carathéodory e siano pi,...,px,q

in [1,00[. Supponiamo che esistano a € L4(E) e b € R tali che
1 Pi
|g($7517---75k’)’éa($)+b|81|q ++b‘5k|q

per g.o. © € E e per ogni s € RF.
Allora per ogni wy € LPY(E),...,up € LP*(E) si ha g(z,u1,...,u;) € LI(E) e

Uapplicazione
LPYE) X --- X LPr(E) — LY(E)
(ug,...,ux) — g(x,uq,. .., u)
e continua.
Dimostrazione. Siano w; € LPY(E),...,u; € LP*(E). Per il teorema precedente,
g(z,uy,...,ug) & ben definita, come classe di equivalenza, ed & misurabile.

Dal momento che

IN

P1 Pr\ 4
(a(:L') + blu | 7 + -+ blug] qk> <
(k1) () + B0k - )

lg(@, ur, . )|

IN

risulta
/E gz, ur, . u)[ Tz < (k+ D)7 (falld+ 0By + -+ 0T urly) -

Ne segue g(z,u1,...,ux) € LY(E).
Sia ora, per j = 1,...,k, (uj(h)) una successione convergente ad u; in LPi(E). A

meno di una sottosuccessione, esiste w; € LPi(E) tale che

li}rln ugh) = u; q.o. in E,

|u§-h)\ < wj q.0. in E

(si veda ad esempio [2, Teorema IV.9]). Risulta quindi

li}ILn g(z, u ™. ,uk(h)) =g(z,uy,...,ux) g.o. in E,
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lg(z,ur™ M| < (k+1)77! (a(z)? + bTwh* + - - - + bTwh*) q.o. in F

e la tesi discende dal Teorema della convergenza dominata. m

(1.4) Definizione L’applicazione

G: LP(E)x-- x LP(E) — LI(E)

(wq,...,up) — gx,u,. .., ug)

st chiama operatore di Nemytskij o operatore di superposizione associato a g.

(1.5) Teorema (di Sobolev-Gagliardo-Nirenberg) Sia Q un aperto in R™ con

n > 2. Valgono allora i sequenti fatti:

(a) sel1 <p<mn, siha Wol’p(ﬂ) C L7 (Q) ed esiste c1(n,p) > 0 tale che

1,
Vi € WoP(9) - full 2o < exn,p) [ Duly

(b) se 17 < q < o0, siha L”qu((l) C W=4(Q) ed esiste ca(n,q) > 0 tale che

pr
_ng_
V€ L5 (Q) ¢ ull-rg < ealm.q) ul 22 |
dove || ||-1,4 denota la norma canonica di W=14(Q) e si conviene che =L = n

n+q
quando q = oo.

Dimostrazione. Per la (a) si veda ad esempio [2, Teorema IX.9]. Per la (b) si osser-

np /
vi che la (a) implica, per dualita, I'inclusione continua L#®-D+r (Q) C W17 (Q) con
P

p—1
facilmente anche la (b). m

o< p = < oo. Posto p/ = ¢ e ricavato

in termini di ¢, si ottiene
n—1

np
n(p—1)+p

(1.6) Corollario Siano Q un aperto in R™, g : Q x (R x R") — R una funzione di
Carathéodory, p € [1,n] e q € [1,00[. Supponiamo che esistano a € L4(2) e b € R tali
che

l9(e,5.)] < ala) + bls| 77 4 blg]

per g.o. © € Q e per ogni (s,§) € R x R™.
Allora per ogni u € Wol’p(Q) st ha g(x,u, Du) € LY(Q) e lapplicazione

Wet(Q) — LAY
u —  g(x,u, Du)
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e continua.

Dimostrazione. Per il Teorema (1.3), 'applicazione

Lr(Q) x LP(Q)" — L(Q)

(u,v1,...,0p) — gz, u,vy,. .., 0p)

¢ ben definita e continua. D’altronde, per il Teorema di Sobolev-Gagliardo-Nirenberg,

_np_
si ha I/VO1 P(Q) C L»=»(Q) con inclusione continua. Inoltre anche le applicazioni

Wy P(Q) — LP(Q)

U —  Dju

sono continue. Ne segue la tesi. m

(1.7) Corollario Siano Q un aperto in R™, g : Q x (R x R") — R una funzione di
Carathéodory, p € [1,n[ e q € } o oo]. Supponiamo che esistano a € Lanq(Q) ebeR

n—1’
tali che

p(n+q)
q

p(n+q)
9(z,5,8)| < a(x) + bls|=ra +b|¢[ m

per g.o. © € Q e per ogni (s,£) € R x R™.
Allora per ogni u € Wol’p(Q) si ha g(x,u, Du) € W=14(Q) e Uapplicazione

WoP(Q) — W h(Q)
u —  g(x,u, Du)

e continua.

Dimostrazione. Per il corollario precedente, 'applicazione

WoP(©Q) —  Lia(Q)

u —  g(x,u, Du)

¢ ben definita e continua. D’altronde, per il Teorema di Sobolev-Gagliardo-Nirenberg,

_ng_
si ha Ln+a () € W~54(Q) con inclusione continua. Ne segue la tesi. m

(1.8) Corollario Siano Q un aperto in R™, g : Q x (R x R") — R una funzione di
Carathéodory e p € [1,n[. Supponiamo che esistano a € L7G-07p () ebeR tali che

n(p—1+p n(p—1)+p

l9(z, 5, )] < alx) +bls| »=r + [~

per g.o. © € Q e per ogni (s,£) € R x R™.
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Allora per ogni u € Wol’p(Q) st ha g(x,u, Du) € W*Lp/(Q) e applicazione

WeP(Q) — W7(Q)

u —  g(x,u, Du)
e continua.

Dimostrazione. Si applichi il Corollario (1.7) con ¢ =p'. m

Esercizi

1. Sia g : E x (R x R*) — R una funzione di Carathéodory e siano p1,...,pg, ¢ in

[1,00[. Sisupponga che per ogni ¢t > 0 esistano a € LI(E) e b € R tali che
Py PE
lg(z, 8,81, &) < alx) +bl&] @ + -+ bl&k| @

per q.o. © € E e per ogni (s,£) € R x R¥ con |s| < t.

Si dimostri che 'applicazione

L®(E) x LP*(E) x --- x LPr(E) — LIY(E)
(u,v1,...,0%) — gz, u,v1, ..., 0k)

¢ continua.

2. Siano o, B € R, g :]a, B[x (R x R) — R una funzione di Carathéodory, p € [1, 0]
e q € [1,00][. Si supponga che per ogni ¢t > 0 esistano a € L(«, 3) e b € R tali che

l9(x,5,€)| < alx) +ble] s

per q.0. x €]a, ] e per ogni (s,£) € R x R con |s| < ¢.

Si dimostri che 'applicazione

WhP(a,p) —  Li(e,p)
u —  g(x,u, Du)

¢ continua.

(Si tenga conto dell’inclusione continua WP (a, 3) C L*>(a, 3)).

3. Siano a, f € R, g :]Ja, B[X (R x R) — R una funzione di Carathéodory, p € [1, o0]
e q €]1,00]. Si supponga che per ogni t > 0 esistano a € L'(a, 3) e b € R tali che

l9(z, 5, ) < alx) + blgJ
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per q.o. x €]a, ] e per ogni (s,£) € R x R con |s| < ¢.
Si dimostri che ’applicazione

Whe(a,B) — W™H(a, §)

u —  g(x,u, Du)

¢ continua.

4. Siano Q un aperto in R"” conn > 2, g : 2 xR — R una funzione di Carathéodory,

_n_
n—1’

p € [l,00] e q €] o0]. Si supponga che esistano a € Lanq(Q) e b € R tali che

p(n+q)

l9(z, s)| < a(x) +bfs|

per q.o. € ) e per ogni s € R.
Si dimostri che 'applicazione
LP(Q) — W 19(Q)

w gl

¢ continua.

2 Completa continuita dell’operatore di Nemytskij

(2.1) Teorema (di Rellich-Kondrachov) Sia 2 un aperto limitato in R™. Valgono

allora i sequenti fatti:

(a) se 1 < p < o0, lapplicazione di inclusione Wol’p(Q) — LP(Q) é completamente

continua;

(b) se 1 < q < oo, lapplicazione di inclusione LI(Q) — W14(Q) ¢ completamente

continua.

Dimostrazione. Per la (a) si veda ad esempio [2, Teorema IX.16]. La (b) segue dalla (a)

per dualita. m

(2.2) Teorema Siano Q un aperto in R, g : Q@ x (R xR™) — R una funzione di Cara-
théodory, p € [1,n[ e q € } 2 oo] Supponiamo che per ogni e > 0 esista a € L"%I(Q)
tale che

p(n+q) p(n+q)
9(, 5,8)| < ac(z) +els| =7 4¢[¢] 7
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per q.o. x € Q e per ogni (s,€) € R x R™.
Allora Uapplicazione

WP () — Wle(Q)

u —  g(x,u, Du)
e completamente continua.

Dimostrazione. Per il Corollario (1.7) I'applicazione in questione & continua.

Supponiamo anzitutto che esistano R > 0 ed a € L*(2) tali che
lg(x,s,&)| <a(x) perq.o. z€Qedogni(s,€) R xR,

a(r) =0 perq.o. z€Q\B(0,R).

Se (up) € una successione limitata in Wol’p(Q), si ha che (g(x,upn, Dup)) € limitata in
L1(Q) e g(x,up, Dup) = 0 q.o. in @\ B(0,R). Sia ¥ € C*(B(0,R+1)) con d(z) =1
su B (0, R).

Per il Teorema di Rellich-Kondrachov risulta che, a meno di una sottosuccessione,

(9(x, up, Dup)) & di Cauchy in W=14(QN B (0,R + 1)). Per ogni v € W27 () si ha

/Q (g, up, Dup) — gl up, Dug)) v da

<

/ (9(z,up, Dup) — g(x, ug, Dug)) Yvdx
QNB(0,R+1)

< llg(z, up, Dup) — g($7uk7Duk)||W—1#1(QmB([)7R+1)) HﬁUHW&’q/(QmB(O,RJrl)) <
< ¢y ||g(x, un, Dup) — g(@, u, Duk)HW*LQ(QﬂB(O,R-i—l)) ||UHW01,q’(Q) .
Ne segue
||g(:v, Up, Duh) - g(:L‘, Uk, Duk)”W*Lq(Q) <
< ¢y Hg(ac, Uh, Duh) - g(a:, Uk, Duk)HW—l’q(QﬁB(O,R+1)) )
per cui (g(z,up, Duy)) & di Cauchy, quindi convergente, in W ~=14(£2).
Supponiamo ora che esista a € Lanq(Q) tale che

lg(x,s,8)| <a(x) perqo. x €Qedogni (s €R xR

Poniamo

gn(, s, &) =
0 altrimenti,

{ g(z,5,€) sea(z) <helz| <h,
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a(r) seal(r)<helx|l <h,
aﬂ@:{ (@) sea(@) < hela| <

0 altrimenti.

Evidentemente g;, € di Carathéodory e
lg(x,s,&)| < ap(z) per q.o. z € edogni (s ) €R xR

Allora per il passo precedente 'applicazione {u — gp(x,u, Du)} & completamente con-

tinua da W, ?(€) in W~14(Q). D’altronde per ogni u € Wy (Q) si ha
ng_ ng_
/Q \9(z, u, Du) — gn(x,u, Du)|"+ dx S/Q la| "7 (1 = X{a: a(e)<n} XB(0h)) d2 .

Dal Teorema della convergenza dominata si deduce che

lim ||gp(x, u, Du) — g(z,u, Du)|| na. =0

h nta

uniformemente su I/VO1 P(Q). Per il Teorema di Sobolev-Gagliardo-Nirenberg, ne segue

h’{n th(xv u, Du) - g(a:, u, DU)H—LQ =0

uniformemente su WO1 P(Q). Per il Teorema (1.8.10) anche in questo caso si ha la completa
continuita.

Trattiamo infine il caso generale. Posto ¢ = %, per ogni h > 1 sia ap € LH%(Q)
tale che

1, prta) 1 p(n+q)
o(.5.)] < an(a) +  [s|F + L "5

per q.o. € Q ed ogni (s,£) € R x R". Poniamo
gn(x, s,€) = min {max {g(x, s,&), —ap(x)},an(x)} .
Evidentemente gy, & di Carathéodory e
lgn(z,5,€)| < ap(z) per qo. z € Qed ogni (s,§) € R x R™

Per il passo precedente I’applicazione {u —— gp(x,u, Du)} & completamente continua da

VVO1 P(Q) in W—14(Q2). D’altronde si verifica facilmente che

p(n+q)
q

1 p(n+q) 1
9(0,5.€) = gn(a,5.€)| < + 15|+ 1

per q.o. x € Q ed ogni (s,£) € R x R™, per cui, per ogni u € Wol’p(Q), si ha

/ lg(z,u, Du) — gh(x,u,Du)\nnTil dzx <
Q
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ng
ng-n—gq [ 1)\ nta np
<9 () ! </ M= da:+/ yDu|pda:> .
h Q Q

11}1;11 ||gh(x,u, DU) - g(m,u, DU)H& =0

n+q

Pertanto risulta

uniformemente sui limitati di VVO1 (). In particolare si ha
h’Iln th('x7 U, DU) - g(l’, U, DU) Hfl,q =0

uniformemente sui limitati di W& P(€)). Dal Teorema (1.8.10) si deduce che I’applicazione

{u+— g(x,u, Du)} & completamente continua. m

(2.3) Osservazione E opportuno confrontare la condizione di crescita del Teore-

p(nta) , p(ntq)
(n—p)q nq

andamenti critici con cui si puo garantire la continuita, ma non la completa continuita

ma (2.2) con quella del Corollario (1.7). Gli esponenti rappresentano gli
dell’operatore. Non appena si rimane al di sotto di tali crescite, come nel Teorema (2.2),
st ottiene la completa continuita dell’operatore. Non occorre invece imporre una diversa
sommabilita sul termine ae.

Si osservi anche che nel Teorema (2.2) non viene fatta alcuna ipotesi sull’aperto §Q.

In particolare, non si richiede che Q sia limitato.

(2.4) Corollario Siano Q un aperto di misura finita in R", g : @ x (R x R") — R

_n_
n—1"

a€ LH(Q), be R, roe LGS e e |10 ali che

una funzione di Carathéodory, p € [I,n[ e q € ] oo}. Supponiamo che esistano

l9(z,5,€)] < a(x) + bls|™ + bIE[™

per q.o. x € Q e per ogni (s,§) € R x R™.

Allora lapplicazione

Wet (@) — Wh(Q)
U —  g(x,u, Du)

e completamente continua.

Dimostrazione. Ricordiamo che, per la Disuguaglianza di Young, per ogni a €]1, 00|,
s,teRede>0siha

|st| < els|* +
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Per ogni € > 0, risulta quindi

l9(z,5,6)] < alz) +bls|™ + ] <

a—1 ' —1 ’ p(n+q) p(n+q)
< afe)+ —a e DLy s e
ao-1ga-1 B5-T ¢B-1
dove
o Pnta) _p(n+q)
(n —p)gro ’ ngri

_ng_
D’altronde, avendo € misura finita, ogni funzione costante appartiene a Ln+a(Q2). La

tesi discende allora dal Teorema (2.2). m

(2.5) Corollario Siano Q un aperto in R™, g : Q2 x (R x R") — R una funzione di
Carathéodory e p € [1,n[. Supponiamo che per ogni € > 0 esista a. € L7G-17p (Q) tale
che

n(p—1)+p

+elgl

n(p—1)+p
n—p

|9(x, 5,8)| < ac(x) +¢ls|
per q.o. x € Q e per ogni (s,§) € R x R™.

Allora lapplicazione

Wyt(Q) — wo(Q)
n —  g(x,u, Du)

e completamente continua.

Dimostrazione. Si applichi il Teorema (2.2) con ¢ =p'. m

(2.6) Corollario Siano Q2 un aperto di misura finita in R", g : @ x (R xR") — R
una funzione di Carathéodory e p € [1,n]. Supponiamo che esistano a € Lﬁ(ﬁ),
beR, roe |1, ] e py e |1, M0 | i che

lg(z,5,8)| < a(x) +bs|™ + bl¢[™

per q.o. © € Q e per ogni (s,§) € R x R™.

Allora Uapplicazione

WaP(Q) — WiP(Q)
u —  g(x,u, Du)

e completamente continua.

Dimostrazione. Si applichi il Corollario (2.4) con ¢ =p'. m
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Esercizi

1. Siano Q un aperto in R", g : @ x R — R una funzione di Carathéodory, p € [1,n|

e q € [1,00][. Sisupponga che per ogni € > 0 esista a. € L(Q2) tale che
9(2,5)| < ac(a) + els| T

per g.o. x € ) e per ogni s € R.
Si dimostri che 'applicazione

WoP(Q) — LIQ)
U —  g(x,u)

¢ completamente continua e sequenzialmente continua dalla topologia debole alla forte.

2. Siano 2 un apertoin R” conn > 2, g : 2 xR — R una funzione di Carathéodory,

p € [1,00[ e ¢ €], 00]. Si supponga che per ogni £ > 0 esista a € L%(Q) tale che

n—1’

p(n+q)

|9(x, s) < a(@) +els| n

per q.o. € ) e per ogni s € R.

Si dimostri che ’applicazione

Q) — Whi(Q)

U —  g(z,u)

¢ completamente continua.

3. Siano o, € R, g :]a, B[X (R x R) — R una funzione di Carathéodory, p €]1, o]
e q €]1,00[. Si supponga che per ogni t > 0 esistano a € L'(a, 3) e b € R tali che

9z, 5,8)| < alz) + blEP
per q.o. x €]a, [ e per ogni (s,£) € R x R con |s| < t.
Si dimostri che 'applicazione

Whe(a,B) — W™H(a, §)

u —  g(z,u, Du)

¢ completamente continua.
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(Si tenga conto dell’inclusione completamente continua L!(a, 8) € W—4(a, B)).

4. Si dimostri che le applicazioni

Wy?(0,1) — W2(0,1)
u — | Du|

L*(0,1) — W~12(0,1)
sono completamente continue, ma non sequenzialmente continue dalla topologia debole

alla forte.

5. Siano {2 un aperto in R™, p € [1,n[, ¢ € [1, % [ ece L"(Q) con

1 n-—p

r np q

Si dimostri che ’applicazione

Wy P(Q) — L)

u — Ccu

¢ completamente continua.

n

6. Siano Q un aperto in R” con n > 2, p €]l,], ¢ € ]ﬁ,oo}, r €]1,00] e
ce L"(Q) con

1 1 n+gq

r . p nq
Si dimostri che 'applicazione

LP(Q)) — WH(Q)

u — cu

¢ completamente continua.

n

7. Siano © un aperto in R" con n > 2, p €]1,0], ¢ € ]m,oo}, r €]1,00] e
ce L"(Q) con

I 1 n+g
rop  ng
Si dimostri che per ogni j = 1,...,n 'applicazione

WoP(Q) — Wla(Q)
u — cDju

& completamente continua.
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Risolubilita di alcuni problemi
non lineari

1 Problemi ellittici sublineari

Sia € un aperto limitato in R™ e sia L : W01’2(Q) — W~12(Q) un omeomorfismo lineare.

Per semplicita supponiamo n > 3.

(1.1) Esempio Sia Lu = —Au. Allora L : W01’2(Q) — W=L2(Q) & un omeomorfismo

lineare.

(1.2) Esempio Piu in generale, sia
n n n
Lu=— Z Dj (Z aijDiu + de) + Z b;D;u + cu
j=1 i=1 i=1
e siano soddisfatte le sequenti condizioni:
(ipotesi di sommabilita) si ha a;; € L®(Q), b;,d;j € L™(Q) e c € L (Q);

(ipotesi di uniforme ellitticita) esiste v > 0 tale che
n n
> a(a)&g = vy &
ij=1 i=1
per q.o. x €  ed ogni £ € R";
(ipotesi di non risonanza) l'applicazione L : Wol’Q(Q) — W=L2(Q) ¢ iniettiva.

Allora L : W01’2(Q) — W=L2(Q) & un omeomorfismo lineare.

Dimostrazione. Si veda [6]. m

7
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(1.3) Teorema Sia g: Q2 x (RxR") — R una funzione di Carathéodory. Supponiamo
che per ogni € > 0 esista a. € L"%L?(Q) tale che

l9(z, 5,8 < ac(x) + els| +l¢]

per q.o. x € Q e per ogni (s,§) € R x R™.
Allora per ogni w € W=12(Q) esiste u € Wol’Q(Q) tale che

Lu — g(z,u, Du) = w in W=12(Q).

Dimostrazione. Essendo Q) limitato, possiamo considerare ||Dul|2 come norma equiva-
lente su W&’Q(Q).
Per il Corollario (II.2.6) si ha che 'applicazione
W) — Wol2(Q)
u —  g(x,u, Du)
¢ completamente continua. Inoltre per ogni ¢ > 0 ed u € VVO1 ’2((2), applicando la

Disuguaglianza di Holder ed il Teorema di Sobolev-Gagliardo-Nirenberg, si ottiene

lg(z,u, Du)|| 2o < lac|| 2o +ellull 22+ el| Dul| 20 <
n+2 n+2 n+2 n+2
< e 2o + L™ ull 2, + L") | Dullz <
2 1
< laell zo) + e(n)eL™ () [ Dullz + £L(Q) || Dl
Ne segue

Hg(:n,u, DU)HQ—"Q 2 1

lim sup 2 < e(n)eL™(Q)n +eL™M(Q) 7,

| Duf|2—o0 [ Dull2

quindi, per Parbitrarieta di €,

lg(x, u, Du)

| 20
n+2 — O

im
1Dull2—o0 [Dull2
Applicando nuovamente il Teorema di Sobolev-Gagliardo-Nirenberg, si conclude che

lg(, u, Du)[| -1

=0.
|| Dul|2—o0 | Dull2

La tesi discende allora dal Corollario (1.11.10). m

Esercizi
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1. Siano a,0 € R, L : W&’Q(a,ﬂ) — W=12(a, ) un omeomorfismo lineare e
g Ja, B[x(R x R) — R una funzione di Carathéodory. Si supponga che per ogni € > 0
esista a. € L'(a, ) tale che

l9(, 5,8 < as(z) + els| + l¢]

per q.0. x €]a, (] e per ogni (s,&) € R x R.
Si dimostri che per ogni w € W~12(a, 3) esiste u € W01’2(oz, B) tale che

Lu — g(x,u, Du) = w in W=12(a, B).

2 Biforcazione globale

In questa sezione, consideriamo uno spazio di Banach X su R, un’applicazione lineare e

continua K : X — X ed un’applicazione continua ® : X — X tale che

)
(2.1) im 2@ _ .
2—=0 ||z
In particolare, risulta
(2.2) ®(0)=0.

Vogliamo studiare le coppie (\,z) € R x X tali che
(2.3) r=ANKzx+ ®(z).

A causa della (2.2), la coppia (A, 0) risolve la (2.3) per ogni A € R. Denotiamo con S la

chiusura in R x X di

{(\z) e R x X : (\,x) soddisfa (2.3) e x # 0} .
(2.4) Definizione Diciamo che A € R ¢é un valore di biforcazione per (2.3), se
(\0) € S.

(2.5) Teorema Sia A € R un valore di biforcazione per (2.3). Allora X # 0 e A™*
appartiene allo spettro di K.

Dimostrazione. Sia (Ap,zp) una successione di soluzioni di (2.3) con xj, # 0 e

lim (An, zn) = (A, 0).
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Anzitutto risulta

| Kxpll | (1P (zs)]|
(EZS [EZS

1 (n) |

1< |An|
|z |

< [AnlllK] +

Tenuto conto della (2.1), si deduce che A # 0.

Inoltre si ha

|zh — X Kap| oy Bzl (2 ()]
e < [Ap = <
[E7A [EA |l
P(x
< A+ 12l
[EA
per cui
- \K
i Nn zull _
h [zl

Pertanto A~! non puo appartenere al risolvente di K. m

(2.6) Esempio Sia X =R? e siano

K(may) = (CE,y), @(CE,y) = (ysv 71:3) .

Allora 1 ¢ un autovalore dell’operatore simmetrico K con molteplicita geometrica
ed algebrica 2.

D’altronde, se (X, (x,y)) é una soluzione di (2.3), risulta
(1= Nay =y' = —a",
quindi (z,y) = (0,0). Ne segue che 1 non é un valore di biforcazione per (2.3).
(2.7) Esempio Sia X = R? e siano
K(x,y)=(x+y,y),  ®(xy) =(0,-2").

Allora 1 € un autovalore di K, con molteplicita geometrica 1 e molteplicita algebri-

ca 2.
D’altronde, se (X, (x,y)) é una soluzione di (2.3), risulta
(1—Nzy = \y? = 2.
Pertanto, se A > 0, deve essere (x,y) = (0,0). Ne seque che 1 non é un valore di

biforcazione per (2.3).
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(2.8) Teorema (di Krasnoselskii) Siano K e ® completamente continue e sia A un
numero reale non nullo. Supponiamo che \~' sia un autovalore di K con molteplicita
algebrica dispari.

Allora A\ € un valore di biforcazione per (2.3).

Dimostrazione. Sia, per fissare le idee, A > 0. Supponiamo per assurdo che esista § > 0

tale che
Vue A=, A+60,VzeX:0<||z]| <0 = x# pKz+ O(z).

A meno di rimpicciolire §, possiamo supporre che § < A e che

it (3)

sia contenuto nel risolvente di K.

Dal Teorema (1.10.12) si deduce che

ind(Id = (A — §)K — ®,0) = ind(Id — (A — §)K,0) = (—1)™~,
ind(Id = (A + 6)K — ®,0) = ind(Id — (A + 6)K,0) = (—1)™+,

dove m_ denota la somma delle molteplicita algebriche degli autovalori di (A — §)K
maggiori di 1 e my la somma delle molteplicita algebriche degli autovalori di (A + §)K
maggiori di 1. Equivalentemente, m_ € la somma delle molteplicita algebriche degli
autovalori di K maggiori di ﬁ e my € la somma delle molteplicita algebriche degli
autovalori di K maggiori di /\%ﬂ;. Ne segue che mi+ — m_ & la molteplicita algebrica di
%, per cui

ind (Id — (A — §)K — ®,0) # ind (Id — (A + §)K — ®,0) .

D’altronde, per 'invarianza omotopica del grado di Leray-Schauder, si ha

ind(Id— (A — §)K — ®,0) = deg(Id— (A — 8K — ® B(0,5),0) =
= deg(Id— (A+0)K — ®,B(0,6),0) =
= ind(Id— (A +0)K — ,0)

da cul una contraddizione. m

(2.9) Lemma Sia Y uno spazio metrico compatto e siano Cy e Cy due chiusi in'Y .

Allora si verifica uno ed uno solo dei sequenti fatti:
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(a) esiste un chiuso connesso D in'Y tale che DNCy # 0 e DNCy # 0;

(b) esistono due chiusi disgiunti Dy e Dy in'Y tali che Cy C Dy, C1 C Dy e DgUD; =Y.

Dimostrazione. Per ogni e > 0 ed y € Cp, denotiamo con A, , I'insieme degli z € Y per

cul esiste un insieme finito

B:{y()a?yk}gy

tale che yo =y, yr = z e d(yj,yj—1) < € per ogni j = 1,..., k. Poniamo inoltre

A = U.&w.
yeCo

Per ogni z € Y con B(z,¢) N A, # 0 si ha z € A, . Pertanto A., ¢ aperto e chiuso in
Y. In modo analogo si dimostra che anche A, & aperto e chiuso in Y. Se esiste € > 0

tale che A. N Cy =0, allora Dy = A e D1 =Y \ A. sono conformi alla (b).

Altrimenti per ogni h > 1 sia

By, = {y(()h),...jyl(ﬁz)} cY

con y((]h) € Cy, y,(cz) eCre d(y(.h),y](.}i)l) < 1/h per ogni j = 1,...,k. A meno di una

sottosuccessione, possiamo supporre che (y(()h)) sia convergente ad y in Cy e che (y,iz))

sia convergente ad 7 in C]. Sia

D= Aey.

e>0
Evidentemente D ¢ un chiuso in Y con 3,57 € D, quindi DN Cy # 0 e DN Cy # 0.
Inoltre, essendo compatto, D & anche connesso. Infatti, se si avesse D = Ey U E; con

Fy, Fh chiusi, non vuoti e disgiunti, risulterebbe
inf {d(y,2) : y € Eo, z € E1} > 0.

Questo ¢ assurdo, perché per ogni € > 0 e per ogni z € D esistono yo, ..., yx con yo =y,
yp =z e d(yj,yj—1) < e perognij=1,... k.

La (a) ¢ quindi dimostrata. m

. emma Siano e ® completamente continue e sia C un sottoinsieme chiuso
2.10) L Si Ke® plet t ti ia C ttoinsi hi
e limitato di S.

Allora C é compatto.
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Dimostrazione. Sia (Ap,xp) una successione in C. A meno di una sottosuccessione, (Ap,)
¢ convergente ad un certo p in R e (Kxp) e (®(x)) sono convergenti in X. Dalla (2.3)
si deduce che (zp,) & convergente ad un certo = in X. Essendo C' chiuso in S, quindi in

R x X, ne segue (u,z) € C, per cui C & compatto. m

(2.11) Teorema (di Rabinowitz) Siano K e ® completamente continue e sia A un
numero reale non nullo. Supponiamo che A~' sia un autovalore di K con molteplicita
algebrica dispari.

Allora, denotata con C(\) la componente connessa di S contenente (X,0), si verifica

uno ed uno solo dei sequenti fatti:
(a) C(XN) é illimitata;

(b) C(N\) é compatta e contiene un altro punto della forma (X,0) con X # .

Dimostrazione. Supponiamo che C(\) sia limitata. Dal Lemma (2.10) si deduce che
C(\) & compatta.

Supponiamo per assurdo che
CA) N (R x{0}) ={(A0)}.

Sia, per fissare le idee, A > 0 e sia 0 €]0, A[ tale che

IR I IS
A+ A=46 A
sia contenuto nel risolvente di K.

Essendo C(A) e (R\]A —d, A+ 0[) x {0} un compatto ed un chiuso disgiunti, esiste

un aperto limitato A in R x X tale che

CO)C A, A N(Rx{0}) CIA— 6 A+ 8[x{0}.

Dal Lemma (2.10) si deduce che SN A; ¢ compatto. Inoltre C'(\) e SN JA; sono due
chiusi in S N Ay, per cui possiamo applicare il Lemma (2.9). Il fatto che C(\) sia una
componente connessa esclude I'eventualita (a). Esistono quindi due chiusi disgiunti D
e D1 in SN A;j tali che C(\) € Dy, SNOA; C Dy e Dy U Dy = SN A;. In particolare
risulta Dy C Ay \ D1, per cui esiste un aperto A in R x X tale che

Dy CACACA\D;.
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Allora A & un aperto limitato in R x X tale che
C(\) CA, SNoOA=10, AN (R x {0}) CIA— 6, A+ §[x{0} .
Siano a €JA — 0, A[, b €]JA\, A + [ ed «, 5 € R tali che
(a,0) € A, (b,0) € A, A Cla, B[x X .
Posto H(z, p) = x — p Kx — ®(z), risulta come in precedenza
(2.12) ind (H(-,a),0) # ind (H(-,b),0) .

Dal momento che [\ — 6, a] e [b, A\ +§] non contengono valori di biforcazione, esiste r > 0

tale che

{a} x B(0,7) CA, {b} x B(0,r) C A,

V(u,x)éAﬂ([a,a]xB(O,r)): r=pKr+®(z) = =0,
V() € AN ([b,m xB(O,r)) . z=pKo+0(w) = 2 =0.

Consideriamo anzitutto A N ([a,b] x X) come aperto limitato in [a, b] x X. Dal Corolla-

rio (1.10.6) si deduce che
deg (H(-,a), Ay, 0) = deg (H(+,b), Ay, 0) .
D’altronde, per le proprieta di excisione ed additivita ed il Teorema (I1.10.12), risulta
deg (H(-,b), Ap,0) = deg (H(-,b),B(0,r),0) + deg (H(-,b),Ab \ B(0,7), o) -
—ind (H(, 1), 0) + deg (H(-,), 4 \ B(0,7),0) .
Analogamente risulta
deg (H(-, a), Au,0) = ind (H(-, a),0) + deg (H(-,a),Aa \ B(0,7), o) .
Considerando questa volta
AN (I8 x (X \B(0,n))

come aperto limitato in [b, 5] X X ed applicando nuovamente il Corollario (1.10.6), si

deduce che

deg (H(-,), 4\ B(0,1),0) = deg (H(-, ), Ag \ B(0,7),0) = 0.
Analogamente risulta

deg (H(-,a), A0 \ B(0,1),0) = deg (H(-,a), A0 \ B(0,7),0) =0,

per cui ind (H(-,a),0) = ind (H(-,b),0). Questo fatto contraddice la (2.12). m
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3 Disequazioni variazionali

Nel corso di questa sezione, X denotera uno spazio di Banach riflessivo su R e K un

convesso chiuso e non vuoto in X.

(3.1) Teorema Sia E un sottoinsieme limitato di X e sia x € X. Allora sono fatti

equivalents:
(a) esiste una successione (xy) in E convergente debolmente a x;

(b) x ¢ aderente ad E rispetto alla topologia debole.

Dimostrazione. L’implicazione (a) = (b) ¢ evidente. Il viceversa ¢ ben noto, se X ¢
anche separabile. Infatti in tal caso la topologia debole di X & metrizzabile sui limitati
(si veda ad esempio [2, Corollario 111.24 e Teorema II1.25]). Per il caso generale, si veda

[3, Exercise 2.10.2]. m

(3.2) Definizione Diciamo che un’applicazione F : K — X* é monotona, se per ogni
z,y € K si ha
(F(z) = F(y),z—y) =2 0.

(3.3) Definizione Diciamo che un’applicazione F' : K — X* é pseudomonotona, se

per ogni successione (xp) in K convergente debolmente a x con

lim sup (F(zp),xp —x) <0
h

si ha

VEe K: (F(x),z—¢&) < lirnhinf (F(xp),zp — &) .

(3.4) Definizione Diciamo che un’applicazione F : K — X* ¢é emicontinua, se per
ogni x,y € K la funzione

{t— F((1 —t)z +ty)}

¢ continua da [0,1] in X* munito della topologia debole.

(3.5) Proposizione Valgono i sequenti fatti:

(a) se F: K — X* é monotona ed emicontinua, allora F' é pseudomonotona;
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(b) se FF: K — X* ¢ sequenzialmente continua dalla topologia debole a quella forte,

allora F' é pseudomonotona;
(c) se F1,Fy: K — X* sono pseudomonotone, allora Fy + Fy ¢ pseudomonotona;

(d) se Fy : K — X* ¢ pseudomonotona e tale che

Tp —

limsup (Fy(xp),xzp — ) <0 — T
h

e Fy : K — X™* é completamente continua, allora Fy + F5 é pseudomonotona.

Dimostrazione.

(a) Sia (z5,) una successione in K convergente debolmente a = con

limsup (F(zp),zn —z) <0
h

e sia ¢ € K. Tenuto conto della monotonia di F, per ogni t €]0,1] si ha
(F(zp) = F((1 - t)z +18),zp — (1 —t)z — &) > 0,
da cui
(1 =t) (F(zn),zn — 2) + t(F(an),2n — §) = (F((1 = )z + &), zp — (1 — t)z — t€) ,

ossia

(F(on), o0 — € 2 3 (F((1 = )2 + 1),z — (1= )z — 16) = — (Flan), 2 —2).

Ne segue
tim i (F(21), 24— €) > 7 (F((1— ) + 1), 1w — €)) = (F(1 ~ ) + 1), — &).

Passando al limite per t — 07 e tenendo conto dell’emicontinuita di F, si ottiene la tesi.
(b) Ovvio.

(c) Osserviamo anzitutto che, se (xp) ¢ una successione in K convergente debolmente a
x, si ha

limhinf (Fy(xp),xp —x) > 0.

Infatti, se per assurdo fosse

limhinf (Fi(xp),xp —x) <0,
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esisterebbe una sottosuccessione (xp, ) con
h;?l (Fi(xp,),zn, —x) <0,
da cui, per la pseudomonotonia di F7,
0= (Fi(x),z —z) < li]£n (Fi(xh,), o, —x) <0.

Naturalmente un’analoga considerazione vale anche per Fb.

Sia ora (xp,) una successione in K convergente debolmente a z con

limsup (F1(zn) + Fa(zp), zn — ) <0.
h

Poiché
limhinf (Fi(zp,), xp, —x) +limsup (Fa(zp,), zp — ) < limsup (Fi(xp) + Fa(zp), zp—2) <0,
h h
risulta
lim sup (F(zp), xp — ) <0
h

e, analogamente,

limsup (Fi(zp),zn —z) <0.
h

Per ogni £ € K, ne segue

(Fi(e) + Ba(z), 2 =€) < lminf (Fi(an), op — &) + limnf (Fa(zp), 2n — €) <
< limhinf (Fi(zp) + Fa(zp), zn — &) .

(d) Sia (z1,) una successione in K convergente debolmente a = con

limsup (F1(zn) + Fa(zp), zp — ) < 0.
h

A meno di una sottosuccessione, (Fy(zp)) € fortemente convergente in X*, per cui
liin (Fa(zp),zp —x) =0.
Ne segue

hmsup <F1(.Th),xh - x> < 07
h

per cui (xp,) ¢ fortemente convergente a = e

VEe K: (Fi(x),z—¢&) < limhinf (Fy(xp),xzp — &) .
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Poiché
VEe X (Fy(x),x — &) = li}rln (Fy(xp),xp — &),

ne segue la tesi. m

(3.6) Teorema Sia F': K — X* un’applicazione soddisfacente le sequenti condizioni:
(a) F ¢é pseudomonotona;

(b) per ogni sottospazio Y di X di dimensione finita, F ¢é continua da K NY in X*

munito della topologia debole;

(c) esiste T € K tale che

. s
i F@he-m)
||| —o0 |||

reK

Allora per ogni y € X* esiste v € K tale che

VEe K : (F(x),§ —x) 2 (y,§ —x).

Dimostrazione. Sia y € X*. A meno di sostituire F con F(z) = F(z) — y, possiamo
supporre y = 0. Denotiamo con 7 la famiglia dei sottoinsiemi finiti 7" di K tali che

T € T e poniamo, per ogni T' € 7,
S(T)={xze€ K: (F(x),{—z)>0 V{e€T}.

Dimostriamo che ogni S(7T") non ¢ vuoto. Sia T' = {&1,...,&,}, sia Y il sottospazio

generato da T e sia
Ci={reKnY: (F(x),&§ —x) >0} .
Per I'ipotesi (b) ogni C; € chiuso in Y e si ha §; € Cj. Se ji,...,jk € {1,...,n}, A\, >0

k
e >, A\p =1, risulta
h=1

k k k
> Am <F (Z /\hfjh> i = Y /\hfjh> =
h=1

m=1
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Esiste quindi m = 1,...,k tale che

k k
<F (Z Ahéﬂh) ,gjm - Z Ah&jh> > 07
h=1 h=1
da cui

k k
Y M, €C, <l G
h=1 h=1

n
Dal Lemma di Knaster-Kuratowski-Mazurkiewicz si deduce che (| C; # 0. In partico-
j=1

lare, risulta S(T") # 0.

Evidentemente si ha anche
S(T)N---NS(Ty)=S(T1U---UTy,) #0
per ogni 11, ..., T, € 7. Inoltre, per l'ipotesi (c), esiste R > 0 tale che

Vee K: ||z|| >R = (F(z),z—%)>0.

Poiché T € T, si deduce che S(T)) C KNB(0,R) per ogni T' € 7.
Denotiamo ora con C(T') la chiusura debole di S(7"). Allora ogni C(T') & un sot-

toinsieme debolmente compatto di K NB (0, R) e si ha C(T1)N---NC(T},) # 0 per ogni
Ti,...,T,, € T. Esiste quindi

ze ) C(T)CK.
Sia ¢ € K esia T = {7, x,{}. Poiché = € C(T'), dal Teorema (3.1) si deduce che esiste
una successione (x) in S(T') convergente debolmente a z. Dal momento che z € T,

risulta

(F(xp),zp —x) <0.
Tenuto conto che £ € T, dall’ipotesi (a) si deduce che
(F(x),& —x) > limsup (F(xp),& —xp) > 0.
h

Pertanto x ha i requisiti richiesti. m

(3.7) Corollario (Teorema di Minty-Browder) Sia F' : X — X* un’applicazione

soddisfacente le sequenti condizioni:

(a) F ¢é pseudomonotona;
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(b) per ogni sottospazio Y di X di dimensione finita, F' é continua da'Y in X* munito

della topologia debole;

(c) esiste T € X tale che

i F@er-T)
Iz —o0 |zl

Allora F' é suriettiva.
Dimostrazione. Sia y € X*. Applicando il Teorema precedente con K = X, si trova
x € X tale che
Ve X (F(x),f—x) = (y,§ —a),
ossia

Voe X : (F(z)—y,v) >0.

Ne segue F(z) =y.

(3.8) Lemma Siano Q un aperto limitato in R™ e p €]1,00[. Allora per ogni

TS Wol’p(Q) st ha div (]Du\p*2|Du\) € W*Lp/(Q) e Uapplicazione

J o W) — W' (Q)
u — —div (|Du[P~2|Du))
e continua, monotona e tale che
up — U
=  Up — U.

lim sup (J(up), up, —u) <0
h

In particolare, J é pseudomonotona.

Dimostrazione. L’applicazione J risulta dalla composizione dell’applicazione

WoP(Q) — (LP(Q)"

U — Du
che ¢ lineare e continua, con ’applicazione

(LP(E@)" — (LX)

v — P2
che & continua per il Teorema (II.1.3), e con 'applicazione

(@) — wr(Q)

w — —divw

che ¢ lineare e continua. Pertanto J ¢ ben definita e continua.
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Osserviamo che si ha
Vn,E €R™ : [nfP > € + pleP2E - (n =€),

v, €R™: (InfP2n— [¢€P728) - (n—€) > 0.

c . . . N N . . 1
E quindi evidente che J & monotona. Inoltre, se (uj) & una successione in W,”"(Q)

convergente debolmente ad u con

lim sup <J(uh)7 Up — 'I,L> < 07

h
risulta
/ |DulP dz > / | Dup|P dx + / p|DupP~2Duy, - D(u — up,) do =
Q Q Q
= / |Dup|? dx + p (J (un), u — un) -
Q
Ne segue

limsup/ ]Duh]pdxg/ |Dul? dz
h Q Q

per cui (up) & fortemente convergente ad u. m

(3.9) Teorema Siano Q un aperto limitato in R™, p €]1,n[, g : 2 x (R xR") — R una
funzione di Carathéodory e K un convesso chiuso e non vuoto in Wol’p(Q). Supponiamo

che per ogni € > 0 esista a. € L1 (Q) tale che
19(, 5, §) < ac(x) +els|” + e[¢]?

per q.o. x € Q e per ogni (s,€) € R x R™.
Allora per ogni w € W4 (Q) esiste u € K tale che

/Q (|Du\p_2DuD(v —u) — g(z,u, Du)(v —v)) dz > (w,v — u) Yo e K.

Dimostrazione. Per il Corollario (2.5) 'applicazione

G W) — W(Q)
u —  g(x,u, Du)

¢ completamente continua. Dalla Proposizione (3.5) e dal Lemma (3.8) si deduce che

J—G: K — W (Q) & pseudomonotona e continua. Fissato u € K, per ogni u € K
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ed € > 0 risulta

(J(u) —G(u),u —u)y = /Q (|Du|p_2DuD(u — 1) — g(z,u, Du)(u — W) dv >

> ||Dullp — [ Dullp |1 Duly — llacl e~ 22 +
—ellu — @[} - ¢ Du— D, >
> | Dullp — [ Dulg N[ Dl — c(np)llaz|l s |[Du ~ Dall, +

np—n+p

—c(n, p)L"(Q)wel| Du — Dall2 — e|| Du — Dall?.
Scegliendo ¢ in modo che (c(n,p)ﬁ”(Q)% + 1) € < 1, si deduce che

(J(w) = G(u),u —a)

| Dullp—o0 | Dullp

= +00.

La tesi discende allora dal Teorema (3.6). m

Esercizi

1. Si dimostri che ’applicazione

Wy?(0,1) — W2(0,1)
u — | D

& completamente continua, ma non pseudomonotona.

2. Siano X =R e F : R — R definita da F(z) = 2%. Si dimostri che F soddisfa le

ipotesi (a) e (b) del Corollario (3.7) e la condizione

lim |F(z)| = +o0,

|z|—o0

ma che F non e suriettiva.

3. Sia H uno spazio di Hilbert e sia ® : B(0,1) — B(0,1) un’applicazione lip-
schitziana di costante 1.

Si dimostri che esiste x € B (0, 1) tale che ®(z) = z.

(Si dimostri anzitutto che F(x) = x — ®(z) ¢ monotona e continua).
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