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Capitolo 1

Spazi di Sobolev

1 Alcuni complementi sugli spazi di Lebesgue

Nel seguito, per ogni p € [1,00], la norma canonica dello spazio di Lebesgue LP verra

denotata con || ||,, mentre il prodotto scalare canonico di L? verra denotato con (| )a.

(1.1) Teorema Sia X uno spazio normato suK separabile. Allora, per ogni successione

(pn) limitata in X', esistono ¢ € X' ed una sottosuccessione (pp, ) tali che
Vre X : h’l;n <§0hk,l’> = <(p,£€> ;
lell < liminf [jop]]

Dimostrazione. A meno di passare ad una prima sottosuccessione, che denotiamo ancora

con (¢p), possiamo supporre che esista
li = lim inf :
im [ a| = limnf [l
Sia {x; : j € N} un sottoinsieme al pitt numerabile denso in X. Poiché

[{ons zo)| < llonll [loll,

si ha che ({pp,x0)) ¢ una successione limitata in K. Sia 1y : N — N strettamente
crescente tale che (<<p,,0(h), x0)) sia convergente in K.
Poiché
[(uony> 21)| < Nlwomyll 2l
si ha che anche ((go,,o(h), xl)) ¢ una successione limitata in K. Sian : N — N strettamente
crescente tale che (<80u0(n(h)), a:1>) sia convergente in K. Allora, posto v1 = 1y o7, si ha

che 1 : N — N & strettamente crescente e (¢,,(;)) ¢ una sottosuccessione di (@, (n))-

5
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Procedendo ricorsivamente, si costruisce una successione (v;) di funzioni strettamente

crescenti da N in N tali che, per ogni j € N,

(Cersmnes),

sia convergente in K e tali che (cp,,j +1(n)) sia una sottosuccessione di ((p,,].(h)). Se poniamo

v(k) = vi(k), risulta che v : N — N & strettamente crescente e, per ogni j € N, risulta
Vk > j: v(k) = vj(n;(k))

per una certa n; : N — N strettamente crescente. Ne segue che ((@V(k), x])) & convergente
in K per ogni j € N.

Sexz € X ed € > 0, sia x; tale che

93
sup nll ) Il — o] < =
h

Sia poi h € N tale che

bl O

[(uin) — oy 25)| <

per ogni h, k > h. Allora per ogni h, k > h risulta

vy — oy @ < [{uin) — oty )| + [{Lun) — oy @ — 25)| <
< Kevmy = oy i) | + ||evny — o || 1z — =5 <
< ewm = evwpz)| + (levmll + v ) e =l
< [tou = oo )| +2 (supllonl ) e = il <.

per cui ((gpy(k), 33)) ¢ di Cauchy, quindi convergente in K, per ogni x € X.
Definiamo ¢ : X — K ponendo

Vee X : p(z) = lilgrl (Pu(r)> T) -
Evidentemente ¢ ¢ lineare. Inoltre, per ogni x € X, si ha
)l =ty g, < (1ol ) el = (it gl )
Ne segue anzitutto che ¢ € continua. Se poi ||z|| < 1, risulta
|o(2)] < liminf [jgp],

per cui

lpll < liminf [
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e la dimostrazione ¢ completa. m

(1.2) Teorema Sia E un sottoinsieme L"—misurabile di R"™ e sia 1 < p < oo.
Allora per ogni successione (up) limitata in LP(E) esistono u € LP(E) ed una

sottosuccessione (up, ) tali che

Vfe LV (E): lim/ fun, dﬁ”:/ fudC",
k JE E
lullp < liminf [,

Dimostrazione. Trattiamo soltanto il caso p = 2. Denotiamo con R : L?(E) — (L*(E))’
lisometria biiettiva associata al Teorema di F. Riesz. Se poniamo ¢, = R(uy,), si ha che
(n) & una successione limitata in (L?(E))’. Essendo L?(E) separabile, dal Teorema 1.1

segue che esistono ¢ € (L?(E)) ed una sottosuccessione (up,) tali che

OFEL(E): tim [ fun de = lim (o, f) = (6. 0).
ol < lilrzinf llonll = limhinf l|lunll2 -

Sia u € L*(E) tale che R(u) = ¢. Allora risulta

Vf e L*(E) : lim/ fu,,(h)dE":/ fudl™,
h JE E
[ull2 < lim inf {jup 2,

da cui la tesi. m

(1.3) Teorema Sia E un sottoinsieme L™—misurabile di R™ e siano p €]1,00], q €

[1,p[, r € [1,00][ tali che
1 1 1

r p q

Sia a € L"(FE) e sia (up) una successione limitata in LP(E) e convergente L"—q.o0. ad u.

Allora w € LP(E) e risulta

li}rln llaup, — aullq =0.

Dimostrazione. 1l caso p = oo, quindi r = ¢, puo essere trattato facilmente con il

Teorema della convergenza dominata.
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Sia 1 < p < co. Per il Lemma di Fatou, risulta
/ |ulP dL™ < liminf/ lup|P dL™ < 400,
E h JE

da cui w € LP(E). Inoltre dalla Disuguaglianza di Holder segue che auyp,au € LI(E).

D’altronde, per ogni € > 0, si ha

laup, —aul? < 2971 auy |74 2971 |au|? =

= 207 e geup|? 4+ 297 au|? <

IN

011 L omrgr 4 9071 D o gy P4 297 g
r p
Applicando il Lemma. di Fatou alla successione
ga-14 —r la|” + 2971 Tep lupl? + 2771 au|? — |auy, — aul?
r p
si ottiene
ga-19 - / la|" dL™ + 2771 Tep / lup|P dL™ + 2071 / lau|TdL" <
r E b E E
< limhinf/ [2‘1_1 L erja 4201 Leop P 4 297 Jau)? — Jawy, — au\q} dcr <
E r p

< / [2‘1_1 4 e " al" + 201 ]au|q} dcr + 29~ 14 ZeP Sup/ |up|P L™+
E r P heN

— limsup/ laup, — au|? dL™,
h o JE

da cui

hrnsup/ laup, — au|? dL™ < 297 12 <sup/ lup|P dﬁ")

heN
Per I'arbitrarieta di e, si conclude che

lim/ laup, — au|? dL™ =0
h JE

da cul la tesi. m

(1.4) Corollario Sia E un sottoinsieme L"—misurabile di R" con L"(E) < oo, sia
p €]1,00] e sia (up) una successione limitata in LP(E) e convergente L"—q.0. ad u.

Allora uw € LP(E) e ||up, — ullq = 0 per ogni q € [1, p[.

Dimostrazione. Si tratta del caso particolare del Teorema (1.3) in cui a(z) = 1.
Chiaramente esiste r € [1, 00| tale che
1 1 1

4 ==
r.p q



2. PRIME PROPRIETA DEGLI SPAZI DI SOBOLEV 9

e risulta a € L"(E), perché L"(E) < co. m

(1.5) Teorema Sia E un sottoinsieme L™ —misurabile di R"™ e sia p € [1,00]. Allora,

per ogni u € LP(E), la relazione
VfeLV'(E): (Ty,f) ::/ fudLl®
E
, /
definisce un elemento T, € (Lp (E)) e Uapplicazione

Q) — (Lp’(Q))'
U —> T,

e lineare e continua.

Dimostrazione. Per ogni u € LP(E) e f € LP (E) risulta

’[E fudl™

Ne segue che T}, : LP' (E) — R & lineare e continua e che ||T,|| < |jullp, da cui la tesi. m

< lullpll 1l -

2 Prime proprieta degli spazi di Sobolev

Nel seguito di questo capitolo, €2 denotera un aperto in R™.

(2.1) Definizione Denotiamo con V[/llo’cl(Q) Vinsieme delle w € L} (Q) per cui esistono

wy, ..., wy € L (Q) tali che

loc

Vi=1,....n,Vf€C®Q): —/ Djfudﬁn—/ fw;dC™ .
Q Q

Per ogni u € C*(Q) si ha (col solito abuso di notazione) u € L}, (Q) e Dju € L}, ().

loc loc

Dalla formula di Gauss-Green si deduce che u € T/Vllocl(Q) con wj = Dju. Risulta quindi
CH) € Wi () € Lioe().
Seu € WI’I(Q) e Wi,...,Wn, Wi,..., Wy € L}OC(Q) sono tali che

loc

Ve Ce(Q): —/QDjfudE”:/Qfﬁ)jdL”,
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Vf € C%(9) —/ Djfud,C":/ Fis; AL,
Q Q
risulta

VfEC?(Q) /Qf(?f]j—’lf)j) dL™=0.

Ne segue w;(z) = w;j(z) per L"—q.0. x € {2, ossia w; = w; in L}, ().
Le funzioni w; sono quindi univocamente determinate come elementi di L], (Q).

Esse si denotano col simbolo Dju e si chiamano derivate parziali di u nel senso delle

distribuzioni. Se u € C*(Q), la notazione introdotta & consistente con quella classica.

(2.2) Teorema Sia (o) una successione regolarizzante in CS°(R™) e sia u € VVllo’c1 (R™).

Allora per ogni j =1,...,n si ha

Dj (Rhu) = Rh(Dju) .

Dimostrazione. Per definizione di derivata distribuzionale, risulta
Dj (Rpu) (z) = / u(y) (Djon) (x —y) dL"(y) = —/ u(y)Dy; (on(z —y)) dL™(y) =
— [ Duwan(a ~ ) dL"() = Ru(Dyu)(a).

da cui la tesi. m

(2.3) Definizione Per ogni p € [1,00] poniamo

WEP(Q) = {u e WENQ) : w, Dy, ..., Dyu € LY (Q)} .

loc loc loc

N
Pit in generale, poniamo VV&)’?(Q;RN) = (VVllg’f(Q)) e, per ogni u € Wllof(Q;RN) e
j=1,....n,

Dju = (Djul, .. .,DjuN) .

Si verifica facilmente che W,LP(Q) & un sottospazio vettoriale di L (€) e che per

ogni j =1,...,n Papplicazione
17
Wige () = L ()

ur— Dju
¢ lineare. Inoltre 1 < p < g < oo implica VV;,,?(Q) c ‘/Vllof(g)

(2.4) Lemma Siau € W' (Q) tale cheu € LI

loc

(Q), Dyu € LP(Q),. .., Dyu € L (Q)

loc loc

con po, . ..,pn € [1,00][.
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Allora per ogni compatto K C Q, per ogni e > 0 e per ogni r > 0 tale che
{r eR": d(z,K)<r}CQ
esiste v € C2°(Q) tale che
v —ullprory < €,

Vo € K: |v(z)| <esssup |ul,
B(z,r)

Vji=1,...,n: ||Djv—Dju

\LPa’(K) <eg,

Vi=1,...,n, Ve € K: |Dju(x)| <esssup |Djul.
B(z,r)

Dimostrazione. Sia
K ={zeR": d(z,K)<r},
sia ¢ € C2°(Q) tale che ¥(x) =1 su K’ e siano
Y(z)u(z) sex € Q,
wo(z) =
0 sex € R"\ Q,

Y(x)Dju(x) sex €,
wj(x) =
0 sex € R"\ Q.
Sia h > 1 tale che 1/h <re

{x € R": d(z,supt(y)) < fll} cQ,

sia (op) una successione regolarizzante in C2°(R"™) e sia up = Rpwp. Come € noto, si ha
Uup € CSO(Q) e

Ve e K : |up(z)| <esssup |ul.
B(z,r)

Infine, dal momento che wy € LP°(R™), risulta

li =

im up, = wo
in LPo(R™). Ne segue

li =

l}ILn Up u
in LPO(K), quindi
Huh — UHLPO(K) <e

per h sufficientemente grande.
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D’altronde per ogni z € K risulta
Djup(z) = /Q Y(y)u(y)(Djon)(z —y) dL™(y) = —/Q u(y) Dy, {on(z —y)} dL"(y) =
= [ Diutente — ) d"w) = [ witw)one - ) de ).
Allora con analogo ragionamento si dimostra che

Vo € K @ |[Djup(z)| < esssup [Djul,
B(z,r)

I1Djun — Djullpps 1y < €

per h sufficientemente grande.

Ponendo v = uy, con h abbastanza grande, si ottiene la tesi. m
Possiamo ora dimostrare il principale risultato di approssimazione.
(2.5) Teorema Sia ue VVlicl(Q) tale che ue Li° (), Diue L} (), ..., Dyue L ()

con po, ..., pn € [1,00].

pPj

Allora esistono w; € L],

(Q) per 0 < j <n ed una successione (up) in C(82) tali
che per L"—q.0. x € Q si abbia

li}ILn up(x) = u(z),

Vh e N: lup(z)| < wo(x),
Vi=1,...,n: li}ILn Djup(z) = Dju(x),
Vi=1,...,n, VheN: |Djup(z)| < wj(z).

Dimostrazione. Sia (K}) una successione esaustiva di compatti in Q e sia (rj) una

successione decrescente in |0, oo con
{.CL‘ cR": d(%,Kh) < Th} CKpyq.

Consideriamo anzitutto il caso in cui p; € [1,00[ per ogni j = 0,...,n. Per il lemma

precedente esiste una successione (uy) in C2°(Q2) tale che
Jup, — ull o,y < 27",

1Djun — Djul|pp; g,y < 27",

Vo € Ky @ Jup(z)| < esssup |ul,
B(z,rp)
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Vo € Kj, ¢ |Djup(z)| < esssup |Djul.
B(zﬂ‘h)

Poniamo

wo(@) = sup fun(w)],
Vi=1,...,n: wj(x)= s1}11p |Djup(x)] .
Ovviamente risulta |up(x)| < wo(z) e |Djup(z)| < wj(x) per ogni x € €.

Inoltre per ogni ¢ € N si ha

i—1

[ee]
lun — ull oo (k) + Z lun — ullLro (k) <

[o¢]
S lwn = ullprogrey

<
h=0 h=0 h=i
i—1 [e'¢)
< lun =l oo ey + D, 27" < o0
h=0 h=i

Ne segue che li}En up(z) = u(x) per L"—q.0. x € K; e che esiste v; € LP°(K;) tale che
lup(x)] < vi(x) per L"—q.0. = € K;. Essendo € unione numerabile dei K;, risulta
li}an up(x) = u(z) per L7"—q.0. z € . Inoltre per ogni compatto K C 2 esiste m € N

tale che K C K,,,. Ne segue
/ wp’ dL™ < / wh dL™ < / PO dL™ < 400,
K m m

per cui wo(z) < 400 per L"—q.0. z € Q e, identificando wy con la sua classe di
(€2).
In modo simile si prova che li}lgn Djup(xz) = Dju(z) per L"—q.0. x € Q e che

wj € ij (Q)

loc

equivalenza, wo € L}Y,

Consideriamo ora il caso py = 00 € p1,...,p, € [1,00[. Poiché L (Q) C Ll (),

esiste una successione (up) in C°(Q2) tale che
—h
lun — ullp (k) <2

—h
1 Djun — Djullges g,y < 27",

Vo € Ky, : |up(z)| < esssup |ul,

B(CE,T‘}L)
Vo € Ky 1 |Djup(x)| < esssup |Djul.
B(xyTh)
Definite come in precedenza wop,w1,...,wy, si ha w; € LfgC(Q) per 1 < j < n e per

L7—q.0. x € Q) risulta

1i}1;n up(x) = u(z),
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li}rbn Djup(x) = Dju(z) .

Inoltre per ogni compatto K C ( esiste m € N tale che K C K,,. Tenuto conto della
scelta di r,,, risulta

Vh > m : max |up| < esssup |u|,
K K'm+1

quindi

esssup wp < max < max |ug), ..., max |u,_1|,esssup |u| p .
K K K K’m+l

Pertanto wg € Lj5.(€).

Gli altri casi possono essere trattati in modo simile. m

(2.6) Proposizione FEsistono due funzioni H : R — [0,1] e ¥ : R™ — [0, 1] di classe
C*° tali che
H(s)=0 ses<0, H(s)=1 ses>1,

Y(z)=1 selz| <1, Y(z) =0 selz|>2.

Dimostrazione. Sia o € C°(] — 1,1]) tale che o(s) > 0 per ogni s € R e tale che
i odL' = 1. Se definiamo ¢ : R — R di classe C* ponendo

o(s) = /0 Colt — 1)dLi (1),

risulta 0 < (s) < 1 per ogni s € R, p(s) =0se s <0e¢(s)=1ses>2. Sesipone
H(s) = ¢(2s) e 9(x) = 1 — H(|z|> — 1), si verifica facilmente che H e 1 possiedono i

requisiti richiesti. m
Dimostriamo ora un primo risultato sulla derivazione di una composizione.

(2.7) Teorema Sia u € VVll’l(Q;]RN) e sia g : RN — R una funzione di classe C'.

oc

Valgono allora i sequenti fatti:
(a) g(u) e L"-misurabile e Vg(u) - Dju é L™-misurabile per ogni j =1,...,n;

(b) se siha g(u) € L},.() e Vg(u) - Dju € L}, () per ogni j =1,...,n, allora risulta

loc

g(u) € VVli’cl(Q) e Dj(g(u)) = Vg(u) - Dju per ogni j =1,...,n.

Dimostrazione. Trattiamo per semplicita solo il caso N = 1. Dalla continuita di g e ¢’
si deduce che g(u) e ¢’(u) sono L —misurabili, per cui anche ¢'(u)Dju ¢ L"—misurabile.

La (a) & quindi dimostrata. La dimostrazione della (b) sara articolata in tre passi.
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I) Consideriamo anzitutto il caso in cui ¢’ & limitata.

Sia ¢ > 0 tale che |¢'(s)| < ce |g(s)] < ¢(1+]s|). Ne segue |g(u(z))| < c(1+ |u(z)|),
|¢'(u(x))Dju(zx)| < c¢|Dju(x)], per cui in questo caso ¢ superfluo richiedere esplicitamente
che g(u) € L}, .(Q) e ¢'(u)Dju € L}, ().

Dobbiamo provare che
Ve / Djf(x ))dL™ (x / f(z )Dju(z) dL™ (x) .

Sia f € C(Q) e siano (up) una successione in C°() e w; € L}.(Q) conformi al

Teorema (2.5). Poiché up € C2°(Q2), dalla formula di Gauss-Green si deduce che

/ D;f(z ) dL(z / f(z ) Djup () dL™(x) .

Tenendo presente che per L"—q.0. € () si ha
lim D f(z)g(un(x)) = D; f(z)g(u(z)),

1D f (@)g(un(z))| < c|Djf(2)|(1+ wo(z)),
dal Teorema della convergenza dominata si deduce che
hm/ Djf(x ) dL" (x / Df(x (x))dL™(z) .

D’altronde per L™"—q.0. z € ) si ha
lim £ (2)g'(un () Dyun(z) = [(2)g'(u(x))Dju(z),

|f ()9 (un(2)) Djun()| < c|f(2)|w;(z).

Sempre dal Teorema della convergenza dominata si deduce che

hm/ f(z ))Djup(x) dL" (x / f(z )Dju(x)dL™(x) ,

da cui I'affermazione.
IT) Consideriamo ora il caso in cui g € limitata e poniamo ¢ = sup |g|. Poiché |g(u(z))| <
¢, in questo caso & superfluo richiedere esplicitamente che g(u) € Lj (), mente va
espressamente supposto che ¢'(u)Dju € L}, ().

Sia ¥ : R — [0, 1] di classe C*° tale che ¥(s) =1 per |s| <1 e ¥(s) =0 per |s| > 2.
Definiamo g5, : R — R ponendo g;(s) = 9(s/h)g(s). Allora g;, € C}(R). In particolare,
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g), & limitata, per cui

2

vrece@: - [ D (M) otute) denn) =

= [ () o e Dyute) ac o)+
3 [ s@atutans (“2) jute)act o).

Tenendo presente che per L"—q.o. = € ) si ha

i 0,709 (M) g(ute) = Dy s @alu(o).

Dyt (M) otuta)

<c|D;f(z)|,

dal Teorema della convergenza dominata si deduce che

li}rln/ﬂ D, f ()0 (“(}‘f ) )) dL™ (x / Djf(x ))dL™ (z) .

D’altronde per L™"—q.0. €  si ha
i 720 (“50) @) Dyu(e) = Flo)d e Dyu(o),

79 (2 g (ule)) Djule)| < 7)o (u(a)) Dyu(a)].
h

Sempre dal Teorema della convergenza dominata si deduce che

11}?1/9 fx)9 (“%’”) g (u(z))Dju(x) dL"(x / f(x (z)dL™(z).

Infine risulta
)Y’ <“(h‘””)> Dju(z) dL™ ()

li}rln% /Q F(@)g(u(z)’ <“(hm)> Dyu() dL™ (@) = 0.

Ne segue 'affermazione.

< el /Q |F(@) Dju()| dL™(z),

per cui

ITT) Consideriamo infine il caso generale, in cui va espressamente supposto che g(u) €
L} .(Q) e che ¢'(u)Dju € L}, ().

Definiamo T}, : R — R ponendo T (s) = ¥(s/h)s. Allora T}, ¢ di classe C*°, limitata
con Ty (s) = s per |s| < h e |Th(s)| < |s| per ogni s € R. Inoltre

S

s =0(3)+0 (3)
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per cui [T} (s)| <1+ 2|Y'|| per ogni s € R.
Definiamo g;, : R — R ponendo g (s) = Tj,(g(s)). Allora gy & di classe C! e limitata

con

gh(uw)Dju = Ty (g(u))g (w)Dju € L},.(Q).

Dal passo precedente, si deduce che
VFECR@): — [ Dif@)Thlglu(e)) e (o) =
= /Qf(fE)Té(g(U(fE)))9'(U(ﬂf))DjU(w) dc (z).

Tenendo presente che per L"—q.0. = € () si ha

lim D f(2)Th(g(u(z))) = D; f(z)g(u(z)),

1D f(2)Th(g(u(x)))| < [D; f(@)|lg(ulz))],
dal Teorema della convergenza dominata si deduce che

lim [ D, (@) Th(a(u(@) 42" (w) = [ D,f@)g(u(e)) e (o).
D’altronde per £L™"—q.0. € ) si ha
lim f(2)T;(g(u(x))g' (u(x)) Dju(z) = f(2)g'(u(z)) Dju(z),
|f (@) T3 (9(u(@)))g' (w(z)) Dju(z)| < (1 +2[19'][0) |f(2)]lg' (u(z))Dju(z)].
Sempre dal Teorema della convergenza dominata si deduce che
fim [ F@ T o) (@) Dyu(e) de"(w) = | fa) juz) L™ (z),

da cui la tesi. m

(2.8) Teorema Siano u,v € I/Vlicl(Q) Valgono allora i sequenti fatti:
(a) wv é L™-misurabile e (vDju+ uDjv) é L™-misurabile per ogni j =1,...,n;

(b) se sihauv € L (Q) e (vDju+uDjv) € LL () per ogni j =1,...,n, allora risulta
w e W)

loc

Q) e Di(uww) =vDju+uDjv per ogni j =1,...,n
J J J
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. . . . Ll
Dimostrazione. Se poniamo w = (u,v) e g(s,t) = st, risulta che w € W, (;R?) con

Djw = (Dju, D;jv) e g: R — R & di classe C! con Vg(s,t) = (t,s). Poiché g(w) = uv e
Vg(w) - Djw = vDju + uDjv, la tesi discende dal Teorema (2.7). m

(2.9) Teorema Siano u,v € Wlicl(Q) tali che v(x) # 0 per L"—q.0. x € Q. Valgono

allora 1 sequenti fatti:

\ . . Diu uDjv . . ..
(a) % & L"-misurabile e =, —3— sono L"-misurabili per ogni j =1,...,n;

(b) se si ha

i uD;v o
— € LlOC(Q) N T € LlOC(Q) € U2j S L%OC(Q) per ognt ) = 1, ey

allora risulta

%Esz)’cl(Q) e D

perognij=1,....,n.

<U) vDju —uDjv
—)=——"

v (Y

Dimostrazione. Sia ¥ : R — [0,1] la funzione di classe C*° gia considerata nella

dimostrazione del Teorema (2.7) e sia g5 : R — R di classe C* definita da

iﬂLS) se s %0

gn(s) =
0 se s=0.
Evidentemente sia gj, che g;, sono limitate su R. Dal Teorema (2.7) si deduce che g, (v) €
W1 (Q) e che Dj(gr(v)) = g;,(v)Djv.
D’altronde, per L"—q.o. x € €, si ha

1
li =
mgn(v(@)) = 705
lim g, (v(z)) = ———
N O
Ne segue anzitutto che 7, % e “fg” sono L"-misurabili.

Inoltre, se 0 < |s| < 2/h, risulta

— / /
= 0fh) | (00| L 20

/ —
9h(5)] = |~ -

per cui si ha

1 1
on() < 5o g < (1 2017)
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per ogni h > 1 ed ogni s # 0.
Allora, per L™"—q.o. x € {2, risulta

(2.10) |u(x)gn(v(z))] <

(2.11)  |gn(v(2))Dju(x) + u(z)gy(v(x)) Djv(z)| <

Dju(x) u(z)Djv(x)

< |24 (142 i
<[]+ ) |1

Se si suppone che 7, % e “f{v appartengano a L] (€2), dal Teorema (2.8) si dedu-

ce che ugy(v) € VVlicl(Q) e che Dj(ugn(v)) = gn(v(z))Dju(z) + u(z)g), (v(z))D;v(z).
Combinando questi fatti con la (2.10) e la (2.11), si deduce che, per ogni f € C°(),

risulta

li}gn/QDjf(az)u(x w(v(@)) A" (2 /D flz z dL"(z),

lim / 7() (gn(v(2))Djule) + u(@)gh (v(2)) Dyv(a)) dL(x) =
Q

da cui la tesi. m

(2.12) Osservazione Nella (b) del Teorema (2.9), Uipotesi che si abbia separatamente

Dju uDv
e

T € Lipe() € Lipe(Q) perognij=1,...,n

non puo essere sostituita da

vDju —uDjv

2 € Llloc(Q) perogni j =1,...,n

(%

Si considerino ad esempio u(z) = 22 e v(z) = |z|z. Essendo due funzioni di classe C*,

e ovvio che u,v € I/Vli’cl (R). Inolte si verifica immediatamente che, per L'—q.0. x € R,

si ha

Se si avesse
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risulterebbe

dove 9 € C°(R) é la funzione gia considerata in precedenza.
(2.13) Esempio Definiamo u: R™\ {0} — R ponendo
u(z) = |z|*.

. . 1,1
Allora, per ogni o € R con o > 1 —n, risulta w € W, . (R") con

Dju(z) = alz|* ;.
Dimostrazione. Poniamo v(z) = |z|**"*! e w(x) = |z[**. Si verifica facilmente che
v,w € CHR™) con
Djv(z) = (a+n+ 1)|z|*T" 1y, Djw(z) = (n+ 1)|z["a;.
Inoltre risulta
AD | e,
w(z)
DA
P — o+ Dl ey < (ot Dl
v(x)Djw(x)

= (n+ 12| |ay| < (n+ 1)]x|*7,

(w(x))?

con o > o — 1 > —n. La tesi segue allora dal Teorema (2.9). m

(2.14) Teorema Siano u € VVliCl(Q) eg: R — R una funzione lipschitziana e
derivabile da destra in ogni s € R.

Allora g(u) € W1 (Q), g (u) € L®(Q) e Dj(g9(u)) = ¢/, (u)Dju.

loc

Dimostrazione. Per la lipschitzianita di g esiste ¢ > 0 tale che

lg(s) —g@®)| < c|ls—¢,
lg(s)] < e(1+]s]),
g ()] < e,
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per ogni s,t € R. In particolare, g(u) € L}, (). Per ogni h > 1, definiamo una funzione

continua v, : R = R ponendo

Allora risulta

Vs eR: |y(s)] < e,

VseR: li}rln’yh(s) =g (s).
In particolare ne segue
li’Iln’Yh(u(x)) = ¢ (u(z)) per L"—q.0. z € Q,

per cui ¢, (u) € L®(Q) e ¢, (w)Dju € L},.(Q).

Se definiamo ¢gp : R — R ponendo

gh(s):9(0)+/Os’7h(t)dt:g(0)+h(/Osg<t+i) dt—/osg(t)dt) -

5—&-%

:g(0)+h< } g(t)dt—/osg(t)dt

:g(0)+h</Os+hg(t)dt—/osg(t)dt) —h/ohg(t)dt,

risulta che g, : R — R & di classe C! con g}, =, e

e

Vs € R [gn(s)] < (1 +s]).
Inoltre dal Teorema fondamentale del calcolo integrale segue che
Vs eR: li}rbngh(s) =g(s).
Per ogni f € C2°(2) si ha per il Teorema (2.7)
- [ D) d"@) = [ J@pmlu(o) Diute) aL(z).
Inoltre per L"—q.0. x € () risulta
lim D; f(z)gn(u(z)) = D; f(x)g(u(z)),

|1 Dj f()gn(u(@))| < ¢|Djf(2)|(1 + [u(z)]),
lim f(2)yn(u(@)) Dju(z) = f(2)d (u(z)) Djul),
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[ (@)yn(u(@)) Dju(z)| < el f(2)||Dju(z)].

Dal Teorema della convergenza dominata si deduce che

i [ Dy f@gn(u() dL" (@) = [ Dif@hg(uta)) dE (@),

lim | f(@)mu(e)Dula) de"@) = [ F(o)d (u(@))Dyu(e) dL" (o).

Ne segue la tesi. m

(2.15) Teorema Siano u € V[/li’cl(Q) e g : R = R una funzione lipschitziana e
derivabile da sinistra in ogni s € R.
Allora g(u) € WhH(Q), ¢ (u) € L=(Q) e Dj(g(u)) = ¢" (u)Dju.

loc

Dimostrazione. E una semplice variante del teorema precedente. m

(2.16) Teorema Siano u € VV;S(Q), G C R una intersezione numerabile di aperti e
g : R = R la funzione lipschitziana definita da
9(s) —/O xG(t)dt.
Allora g(u) € W), xa(u) € L=(®) e Dy(g(w)) = xe(w)Dyu.

Dimostrazione. Consideriamo anzitutto il caso in cuil

o) = [ xett)d

con P pluri-intervallo regolare in R. Essendo P una unione finita e disgiunta di intervalli
della forma [a, b, & chiaro che g & lipschitziana di costante 1 e derivabile da destra con

¢, = xp. Dal Teorema (2.14) si deduce che g(u) € L} (), xp(u) € L®(Q) e

/ Dj;f(x ) dL™ (x / fx)xp(u(z))Dju(x) dL™(x)
per ogni f € C°(1).
Consideriamo ora il caso in cui
o) = [ aa

con A aperto in R. Sia (P,) una successione crescente di pluri-intervalli regolari in R

tale che A= J P, esia
heN
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Per ogni s € R risulta
0< XPh(S) <1, h}ILIlXPh(S) = XA(S) 5
lgn ()] < [s], lim gn,(s) = g(s) -

Dal passo precedente segue che g(u) € L}, (Q), xa(u) € L®(Q) e

- / D, (2)gn(u(x)) dL" (z / F(@)xp, (u(x)) Dyu(z) dL™ (z)
Q

per ogni f € C°(Q2). Passando al limite per h — oo ed applicando il Teorema della

convergenza dominata, si deduce che

/ D; f(x)g(u(x)) dL™(x / F(@)xa(u(@)) Dyulw) dL™ (@)

per ogni f € C°(Q).
Consideriamo infine il caso generale. Sia (Aj) una successione di aperti in R tale

che G = ) Aj. A meno di sostituire ogni Ay con AygN---N Ap, possiamo supporre che
heN
si abbia Ap.11 C Ay, per ogni h € N. Se poniamo

an(s) = [,
risulta allora
0<xan(s) <1, limxa,(s) = xc(s),
(@ <l liman(s) = g(o
per ogni s € R. Dal passo precedente segue che g(u) € L}, (Q), xa(u) € L®(Q) e
- [ Dif@anu@)ae @) = [ 1@, @@) D) e @)

per ogni f € C(Q). Passando al limite per h — oo ed applicando il Teorema della

convergenza dominata, si conclude che

- [ Dit@atute) (@) = [ Fe)xa(ut@) Dyule) de" @)

per ogni f € C°(Q), da cui la tesi. m

(2.17) Teorema Siano u € VVli’cl(Q), F C R una unione numerabile di chiusi e g :

R — R la funzione lipschitziana definita da
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Allora g(u) € WI’I(Q), xr(u) € L) e Dj(g(u)) = xr(u)Dju.

loc

Dimostrazione. Se poniamo G =R\ F' e

mﬂzéldww

si ha che G & una intersezione numerabile di aperti e risulta

g(s) =s—g(s), xr(s) =1—xag(s) per ogni s € R.

La tesi discende allora dal teorema precedente. m

(2.18) Teorema Siau € I/Vllo’cl(Q) e sia E un sottoinsieme L'-trascurabile di R. Allora

per ogni j = 1,...,n linsieme
{xr € Q: u(z) € E e Dju(x) # 0}

e L™"—trascurabile.

Dimostrazione. Siano Ep un sottoinsieme L!-trascurabile di R e G una intersezione
numerabile di aperti in R tali che EUEy = G. Evidentemente anche G & £!-trascurabile.

Se poniamo
o) = [ xalva.

segue dal Teorema (2.16) che g(u) € VVlicl(Q) e Dj(g9(u)) = xg(u)Dju. Poiché g(s) =0
per ogni s € R, risulta xg(u(z))Dju(x) = 0 per L"-q.0. = € Q. Questo significa che
I’insieme

{x € Q: u(z) € G e Dju(zx) # 0}

e L™ —trascurabile. Poiché
{reQ: u(z) € E e Dju(x) #0} C{zx € Q: u(r) € G e Dju(x) # 0},

ne segue la tesi. m
Possiamo ora dimostrare una variante del Teorema (2.7), valevole solo nel caso
N =1

(2.19) Teorema Siano u € W,21(Q), v € L. _(R), c € R e sia g : R — R la funzione

loc loc

continua definita da
g(s) = c+/ y(t)dt.
0

Valgono allora i sequenti fatti:
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(a) g(u) é L™"-misurabile e y(u)Dju é L™-misurabile per ogni j =1,...,n;

(b) se si ha g(u) € Li, () e y(u)Dju € L} (Q) per ogni j = 1,...,n, allora risulta

loc loc

g(u) € Wllo’cl(ﬂ) e Dj(g(u)) = vy(u)Dju per ogni j =1,...,n.

Dimostrazione. Essendo la funzione costante ¢ di classe C', & sufficiente trattare il caso
c=0.

Consideriamo dapprima il caso in cui ¥ = yg con E sottoinsieme £!-misurabile di
R. Siano Fy un sottoinsieme £!-trascurabile di R e G una intersezione numerabile di

aperti in R tali che £ U Ey = GG. Risulta allora
os) = / i (t) dt = / e (t)dt,
0 0

per cui g(u) € WH(Q), xa(w)Dju € LL.(Q) e Dj(g(u)) = xg(u)Dju dal Teore-
ma (2.16). D’altra parte, tenuto conto che G\ E C Ey, si ha

xa(u(z))Dju(x) = xp(u(z))Dju(x) per L"-q.0. z € Q

per il Teorema (2.18). Pertanto xg(u)D;u € L}, .(Q) e Dj(g(u)) = xp(u)Dju.

Nel caso
k
7= Z thX By,
h=0

con t, > 0 ed Ej, L'-misurabili in R, segue facilmente che g(u) € VV;};(Q), v(u)Dju €
Lj(Q) e Dj(g(u)) = v(u)Dju.
Consideriamo ora il caso in cui v : R — [0, +00o[ sia una funzione £!'-sommabile.

Anzitutto v & £'-misurabile, per cui

o0
7= ZthXEh
h=0
con t, > 0 ed Ej, L£'-misurabili in R. Posto
k s
=St als) = [
h=0 0
risulta

0 <(s) <9(s), limy(s) = (s),

l96(s)l < lg(s) < Il limgi(s) = g(s)
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per ogni s € R. Dal passo precedente segue anzitutto che y(u)Dju ¢ L£"-misurabile per

ogni j =1,...,n, mentre & immediato che g(u) € L}, (Q). Inoltre risulta

- / D; f(2)gn(u(x)) dL™ (z / F (@) (u(z)) Dyu(z) dL™ (z)
Q

per ogni f € CX(Q).
Se poi si ha y(u)Dju € L}OC(Q) per ogni j = 1,...,n, & possibile passare al limite

per k — oo applicando il Teorema della convergenza dominata, per cui

/Df ) dL" (x /f )Dju(x) dL™ (x)

per ogni f € CX(Q).

Se v € L(R), denotiamo ancora con « un qualunque rappresentante e poniamo
g1(s) = /Os’ﬁ(t) dt, g2(s) = /Osfy(t) dt.
Poiché
Ys) =" () = (s), (=) +7(s),  gls) = gu(s) — g2(s),

dal passo precedente segue facilmente la tesi in questo caso particolare.
Infine il caso generale puo essere dimostrato ripercorrendo i passi II) e III) della

dimostrazione del Teorema (2.7). m

(2.20) Corollario Siano u,v € VV;;(Q) Allora le funzioni u*,u™, |ul, min{u,v} e

max{u,v} appartengono a I/Vllocl (Q) e si ha
Dj (u+) = X{z€Q: u(z)>0} Dju )
Dj (u_) = —X{zeQ: u(z)<0} Djuy
D](’u‘) = (X{xEQ:u(x)>0} - X{xEQ:u(w)<0}) Djua
Dj(miﬂ{ua v}) = X{zeQ: u(z)<v(z)} Dju+ X{z€Q: u(z)>v(z)} Djv,

Dj(max{u,v}) = X{ze: u@)>v(z)} Dit + X{ze0: u(@)<v(z)} Djv -

Dimostrazione. Sia g(s) = sT, che ¢ lipschitziana e derivabile da sinistra con ¢ =

X]0,400[- Dal Teorema (2.15) si deduce che ut € VV;)C1 (Q) e che

Dj(u+) = X{ze€Q: u(x)>0} Dju'
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La funzione u~ puo essere trattata in modo simile. Infine risulta
lu| = ut +u,

1
min{u,v} = 5(u+v— lu—vl),

1
max{u,v} = §(u+v—|—|u—v|) ,

da cui la tesi. m

(2.21) Definizione Per ogni p € [1,00] poniamo

loc

WLP(Q) = {u e WENQ) : w, Diu, . .., Dyu € LP(Q)} .
Poniamo anche HY(Q) := WhH2(Q).

Evidentemente si ha WP(€2) C W;-P(€). Introduciamo in W?(Q) la norma || l1p

loc

definita da

0 v
lullp = { ullf+ > IDjullf (1<p<oo),
j=1
[[ell1,00 := max {{|ulloo, [| Drulloo, - - - [ Dntefloo}

ed in W12(Q) il prodotto scalare

(ufv)12 = (uv)2 + Y (Djul Djv)s
j=1

che induce evidentemente la norma || ||1 2. Poniamo anche

n %
1Dullp = { > I1Djullf (1<p<oo),
j=1
|Dulloe := max {|Dytlocy - ., | Dt} -
(2.22) Lemma Sia (up) una successione in WHP(Q) e siano u,ws, ..., w, € LP(Q).

Supponiamo che si abbia (up) = u e (Djup) — wj in LP(2).

Allora uw € WIP(Q) e Dju = w; per ogni j =1,...,n.

Dimostrazione. Dal momento che u e w; appartengono a LP(§) per ipotesi, basta

dimostrare che w; € la derivata distribuzionale j—esima di u. Se f € C°(f), si ha

—/ Djfuth”:/ fDjuy dL" .
Q Q
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Passando al limite per h — oo e tenendo conto della disuguaglianza di Holder, si ottiene

_/QDjfudﬁnz/wajdﬁ"@),

da cui la tesi. m

(2.23) Teorema Valgono i sequenti fatti:

(a) per 1 < p < oo, WHP(Q) & uno spazio di Banach;

(b) per 1 <p < oo, WHP(Q) & uno spazio di Banach separabile;

(c) per 1 < p < oo, WHP(Q) ¢ uno spazio di Banach separabile e riflessivo;

(d) HY(Q) = W2(Q) ¢ uno spazio di Hilbert separabile.

Dimostrazione.

(a) L’applicazione lineare

i WP(Q) — (LP(Q))"H!
u+— (u, Dyu, ..., Dyu)

n+1 3

¢ un’isometria, se (LP(€2))""" & munito della norma

P

n
I(wo, - wa)ll = | D Nwslly |
§=0

ntl & completo,

che & equivalente alla norma canonica di (LP(2))"*!. Lo spazio (LP(9))
perché prodotto di spazi completi. Basta quindi dimostrare che 'immagine di i & chiusa.

A questo scopo siano (uy) una successione in WP(Q) e w € (LP(Q))"*! tali che
limup, = wy ,
imup = wo
Vi=1,....,n: li}anDjuh = w;

in LP(2). Dal lemma precedente si deduce che wyg € W'P(Q) e che Djwy = w; per
1 < j < n. Ne segue che w appartiene all’immagine di ¢, che & quindi chiusa.

(b) Lo spazio (LP(£2))"*! & separabile, perché prodotto di spazi separabili. Ne segue che
WLP(Q) & separabile, perché isometrico ad un sottoinsieme di uno spazio separabile.
(c) Si ragiona come nel punto (b), tenendo conto che 'immagine di i ¢ chiusa.

(d) Ovvio. m



2. PRIME PROPRIETA DEGLI SPAZI DI SOBOLEV 29

(2.24) Teorema Siap € [1,00] e sia (up,) una successione convergente ad u in W1P(Q).
Allora esistono w € LP(Q) ed una sottosuccessione (up, ) tali che per L"—q.o0. x €

st abbia
h]?l up, () = u(z),

Vk eN: |un, (2)] < w(z),
Vi=1,...,n: lilgnDjuhk(x) = Dju(z),
Vi=1,...,n, Vk e N: |Djup, ()] < w(x).

Dimostrazione. Si tratta di una conseguenza delle proprieta dello spazio LP(£2). m

(2.25) Teorema Sia vy € L*(R), sia g : R — R la funzione lipschitziana definita da

o(s) = /0 () dt

e siap € [1,00].
Allora per ogni uw € WHP(Q) si ha g(u) € WHP(Q) e lapplicazione
Whr(Q) — Whr(Q)
ur— g(u)

e continua.

Dimostrazione. Posto ¢ = ||7]|c0, risulta |g(s) — g(t)] < ¢|s —t| e |g(s)] < c|s| per
ogni s,t € R. Data u € WHP(Q), dal Teorema (2.19) segue che g(u) € VVliCl(Q) e che
D;(g(u)) = vy(u)Dju, per cui g(u) € WLP(Q) per ogni u € WHP(Q).

Per dimostrare la continuita dell’applicazione {u — g(u)}, consideriamo una suc-

cessione (uy,) convergente ad u in W1P(Q). Anzitutto risulta immediatamente

/ lg(up) w)|PdL™ < P / lup, — ulP dL™,
per cui € ovvio che [|g(u) — g(u)|l, — 0. Rimane da provare che

1Dj(g(un)) — Dj(g(w))llp =0 perognij=1,...,n

Consideriamo anzitutto il caso particolare in cui v = 2y —1 con E sottoinsieme £!-
misurabile di R. Se (up, ) € una qualunque sottosuccessione di (uy,), per il Teorema (2.24)
esistono w € LP() ed una ulteriore sottosuccessione (up, ) tali che per L"—q.0. z € Q
si abbia

limup, (z) =u(z),  |un, (@)] < w(z),



30 CAPITOLO 1. SPAZI DI SOBOLEV

lim Djup, () = Dju(z),  [Djun, (2)] < w(@).

Per semplicita di notazione, continuiamo a scrivere u;, anziché up, .
K
Dimostriamo ora che, se F' ¢ L£"-misurabile in Q con L"(F) < oo, z € L>®(F) e

|Djup(x)| < z(z) per L"-q.0. x € F, allora si ha

lim [ 1D,(g(un)) = D (g(u))|dL” = 0.

In effetti, & anzitutto immediato che |Dju(z)| < z(z) per L"-q.0. € F. Inoltre, per
ogni f € C(Q), risulta

/F 1D;(g(un)) — Dj(g(w))[* dL" =
- / by (uun) 21D 2 dic™ + / Iy () 2| Djuf dc™ — 2 / () Dyupy(u) Dju dL™ =
F F '
:/ |Djuh|2d£”+/ \DquQd[,"—2/’y(uh)DjuhXF*y(u)Djud,C”:
F F Q
:/ |Djuh|2d£"+/ |Dju|2d£”—2/Dj(g(uh))fd£"+
F F Q
+2/Q'7(Uh)Djuh(f_XF'Y(U)DJ'U) act <
g/ |Djuhy2d£"+/ |Dju2d£"+2/g(uh)Djfd£n—l—
F F Q
+2/ wl|f — xpy(u)DjuldL™ .
Q
Ne segue
imsup /F 1D;(g(un)) — Dj(g(w)2dL" <
< 2/ |Djul? d£”+2/g(u)Djfd£”+2/ w|f — xpy(uw)Djul dL™ =
F Q Q

=2 / |Djul?dL" — 2/ Y(u)Djuf dL™ + 2/ w|f — xpy(u)DjuldL™,
F Q Q
per ogni f € C°(N).
Poiché xpy(u)Dju € L (Q), esistono una successione (f,,) in C2(Q) e n € LY (Q)

tali che

lim fp, = xpy(u)Dju L"-q.0. in §,

[fml <1 L"-q.0. in Q.
Ne segue, sempre L"-q.o. in {2,

[y (w) Djufm| <[Djuln,

wlfm — xFy(u)Djul <w(n+ xrz).
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Dal Teorema della convergenza dominata si deduce allora che

fimsup [ 1D;(g(un)) D (alw)) P de” <
<2 / |Djul?dL™ — 2/ y(u)Dju xpy(u)DjudLl™ =0.
F Q

Poiché L£"(F) < oo, risulta in particolare

fim [ 1D,(o(un)) = D (g(u))|dL” = 0.

Poniamo ora

1
Fm:{xEQ: Sw(a:)gm}.
m

Dal momento che w € LP() con p < o0, & chiaro che £"(F,,) < co. B inoltre ovvio che
w € L*®(F,,). Dal passo precedente segue che
lilgn |Dj(g(un)) — Dj(g(u))|dL™ =0 per ogni m > 1.
Fm

Risulta d’altronde |y(up)Djup — v(uw)Dju| < 2w, quindi

/Q 1D;(g(un)) — Dy(g(w)|? dL™ =

= [ D~ P ac+ | ) Dy =5 DL’ <
m Fm

<y [ 1Dy(gtun) - Dytat)lacm 2 [ s,

da cui
fimsup | |D;(g(un)) = Dy ()P de” <2 [ wixonp, de”.

Passando al limite per m — oo ed applicando il Teorema della convergenza dominata,

si conclude che
iim [ 1D)(alw) = Dy(a(w)P 2" =0,

ossia, nella notazione originaria,

lim [ Dj(g(up,)) — Dj(g(w))lp = 0.

Pertanto (D;(g(up))) € convergente a D;(g(u)) in LP(£2) e 'affermazione ¢ dimostrata
nel caso in cui v = 2yg — 1 con E sottoinsieme £'-misurabile di R.

Dal momento che

Lol
XE_2 XE 27
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si verifica facilmente che l'affermazione & vera se ¥ = yg con E sottoinsieme £!-
misurabile di R, quindi se v ¢ £'-semplice.
Sia infine v una funzione L£"-misurabile e limitata e sia (7,,) una successione di

funzioni £'-semplici convergente a ~ uniformemente. Risulta allora

1D;(g(un)) = Dj(g(u)llp = [[v(un) Djun — ~(u) Djull, <

< (sgﬂg () — 7(8)I> (IDsunlly + 11Dylly) + [im (n) Dyt — Ao () Dyl

da cui

lirnhsup 1D (g(un)) — Dj(g(w))|l, <

<2 (supin(s) = 9(6) ) IDyul,  per ogni m € .
seR

Passando al limite per m — o0, si conclude che

lim |[D;(g(un)) = Dj(g(u)]l» =0,

da cui la tesi. m

(2.26) Corollario Sia vy € L*(R), sia c € R e sia g : R — R la funzione lipschitziana
definita da

o) =+ [ 2.

Sia inoltre p € [1,00[ e supponiamo che si abbia L™() < oo.
Allora per ogni u € WYP(Q) si ha g(u) € WHP(Q) e lapplicazione

We(Q) — Wie(Q)

ur— g(u)
e continua.
Dimostrazione. Sia

i) = [ 2.

Poiché £"()) < oo, la funzione costante ¢ appartiene a WHP(Q2). D’altronde g(u) =

¢+ g(u). La tesi discende allora dal teorema precedente. m
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(2.27) Teorema Sia p € [1,00[ e siano u,v € WP(Q). Allora le funzioni

+

u, u”, |ul, min{u, v}, max{u,v}

appartengono a WHP(Q) e le applicazioni
fur—s '),
{u — u_} ,
{u— Jul},
{(u,v) — min{u,v}} ,
{(u,v) — max{u,v}}
sono continue.

Dimostrazione. Posto v = Xjo4oo[, 1€ affermazioni riguardanti uT discendono dal

Teorema (2.25). Quelle riguardanti v~ si dimostrano in modo simile. Poiché
lul = ut +u~,
. 1
min{u,v} = B (ut+v—|u—0]),

1
max{u,v}zi (u+v+|u—1|),

ne seguono anche le rimanenti asserzioni. m

(2.28) Definizione Per ognip € [1, 00 denotiamo con Wol’p(Q) la chiusura in W1P(Q)
di C(2). Poniamo anche HE(Q) := W&’Z(Q).

(2.29) Teorema Valgono i sequenti fatti:
(a) per 1 <p< oo, Wol’p(Q) e uno spazio di Banach separabile;
(b) per1<p< 0, Wol’p(Q) e uno spazio di Banach separabile e riflessivo;

(e) HY(Q) = W01’2(Q) ¢ uno spazio di Hilbert separabile.

Dimostrazione. Si tratta di un’ovvia conseguenza del Teorema (2.23). m



34 CAPITOLO 1. SPAZI DI SOBOLEV

(2.30) Teorema Sia u € W1P(Q) con p € [1,00[ e sia K un compatto in Q. Suppo-
niamo che si abbia u(x) =0 per L"—q.0. x € Q\ K.

Allora esistono un compatto K' C Q ed una successione (uy) in C°(Q) tali che (up,)
sia convergente ad u in WHP(Q) con supt(uy) C K'. Inoltre, se u(z) > 0 L"—gq.0. in §,

st puo scegliere (up) in modo da avere up(x) > 0 in Q.

Dimostrazione. Anzitutto si ha per ogni f € C°(2\ K)
/ ijud[,":/ ijudE":—/ Djfudl" =0.
O\K Q Q

Ne segue Dju(z) =0 per L"—q.0. z € Q\ K.
Sia hg > 1 tale che

2
{xGR”: d(z,K) < } cQ
ho
e siano u*, w; € LP(R™) definite da

u(z) sex e,
0 sex € R"\ Q,

Dju(xz) sex e,
wij(x) =
0 sex € R"\ Q.
Poniamo

1
K' = {xG]R”: d(z,K) < }
ho

e, per ogni h > hg, up, = Rpu*. Evidentemente up, € C°(R"™), supt(up) C K’ ed up, — u*
in LP(R™). In particolare, u, € C°(Q2) ed up, — w in LP(Q).
Se d(z, K) < 1/hg, la funzione

{y = on(z—y)}
appartiene a C2°(Q), per cui
D) = [ w @)D =L ) = [ uw)(Di0) -9 -
= —/ u(y) Dy, {on(x —y)} dL"(y) = / Dju(y)en(z —y) dL™(y) =
Q Q
= /wj'(y)gh(ﬂﬁ —y)dL(y) -
Se invece d(z, K) > 1/hg, risulta

Djup(z) = /Q u(y)(Djon)(z —y)dL"(y) = 0 = / wj(y)on(z —y) dL"(y).
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Si ha quindi in ogni caso

Dyun(a) = [ wilv)ente — ) dL"(w).
Ne segue Djup, — wj in LP(R™), quindi Djup, — Dju in LP(R2), da cui w, — u in
WP (Q).
Se poi u(x) > 0 L"—q.o0. in , & evidente che up(z) > 0in Q. m

(2.31) Teorema Sia u € WIP(Q) con p € [1,00] e sia C un chiuso di R™ contenuto

in Q. Supponiamo che si abbia u(x) =0 per L"—q.0. x € Q\ C.
Allora u € W,P(9).

Dimostrazione. Se C e compatto, 'affermazione discende immediatamente dal Teore-
ma (2.30).
Nel caso generale, sia ¥ : R” — R la funzione gia considerata in precedenza e sia

P, R™ — R la funzione di classe C*° definita da v, (x) = J(x/h). Tenuto conto del
Teorema (2.8), si verifica facilmente che vpu € WP(Q). Inoltre si ha ¥y (z)u(x) = 0
L"—q.o. fuori dal compatto C Nsupt(¢y,) C Q. Per il passo precedente ne segue ¢pu €
W, P(2). Poiché per L'—q.0. z € 2 risulta
[hn(x)u(z) — u(z)[” < |u(@)]?,
[¥n(2) Dju(z) + u(z) Dyn(z) — Dyu(@)” < (|Dju(@)] + 19| lu(@)])"
dal Teorema della convergenza dominata si deduce che ¢pu — u in WP(Q). Pertanto

u € Wol’p(Q). [

(2.832) Corollario Per ogni p € [1,00] si ha Wol’p(R”) = WhP(R").
Dimostrazione. Si applichi il teorema precedente con C = R". m

(2.33) Teorema Sia u € C(2) con u(x) = 0 per ogni x € 0. Supponiamo che si
abbia u € WHP(Q) con p € [1,00].
Allora risulta u € Wol’p(Q).

Dimostrazione. Sia ¥ : R — R la funzione gia considerata in precedenza e siano 7, gy :

R — R le funzioni di classe C°° definite da

m(s) =1-0(hs),  gn(s) = /0 ()t
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Allora per ogni s € R risulta

0<am(s) <1, lima(s) = xmoy(s),

lgn(s)] < |3, li}angh(s) =s.

Tenuto conto del Teorema (2.7), si verifica facilmente che gy(u) € W1P(Q). Inoltre

|

contenuto in Q. Per il Teorema (2.31) ne segue gp(u) € Wol’p(ﬂ). Poiché per £"—q.o.

gn(u(x)) = 0 fuori dal chiuso

{a: e u(z)| >

SRS

x € ) risulta

|9n(u(2))] < |u(z)],
|95 (u(@)) Dju(z)| < |Dju(z)|,

si deduce dal Teorema della convergenza dominata che gp,(u) — u in WHP(Q2). Pertanto

ue WP (Q).

(2.34) Teorema Sia p € [1,00] e siano u,w € Wol’p(Q) ev € WP(Q). Supponiamo
che si abbia u(z) < v(z) < w(zx) per L"—q.0. x € Q.
Allora risulta v € Wol’p(Q).

Dimostrazione. Consideriamo anzitutto il caso u = 0. Sia (wp) una successione in
C(Q) convergente a w in W1P(Q) e sia vj, = min{v,wy,}. Per il Teorema (2.27) si ha
v, € WEP(Q). TInoltre, se wy,(z) = 0 fuori da un compatto K; C €, risulta vj(z) = 0
per L"—q.0. z € 2\ K}. Dal Teorema (2.31) si deduce che v, € Wol’p(ﬂ). D’altronde
vp, — v in WP(Q) per il Teorema (2.27). Ne segue v € Wol’p(Q).

Nel caso generale si ha 0 < v(z) — u(z) < w(z) — u(r) per L"—q.0 = € Q con
(v—u) € WHP(Q) e (w —u) € Wol’p(Q). Per il passo precedente ne segue (v —u) €
W, P(9). Risulta quindi v € W, (Q). m

(2.35) Teorema Sia vy € L*(R), sia g : R — R la funzione lipschitziana definita da

e siap € [1,00].
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Allora per ogni u € WyP(Q) si ha g(u) € Wy P(Q).

Dimostrazione. Sia (uy,) una successione in C2°(Q) convergente ad u in WHP(€2). Per il
Teorema (2.25) si ha g(uy) € WP(Q) e g(up) — g(u) in WHP(Q). D’altronde g(uy) €
C(Q) e g(up(x)) = 0 su OQ. Dal Teorema (2.33) si deduce che g(uy) € Wol’p(Q). Ne
segue g(u) € WyP(Q). m

(2.36) Teorema Sia p € [1,00] e siano u,v € Wol’p(Q). Allora le funzioni

+

u, u”, |ul, min{u, v}, max{u,v}

appartengono a Wol’p(Q).

Dimostrazione. Si ragiona in modo analogo, riconducendosi al Teorema (2.27). m

3 Teoremi di immersione

(3.1) Lemma Siano fi,..., fn € Co(R"™) conn > 2 e sia f € C.(R") definita da

f(xlaw . 7xn) = fl(i'l) fn(jf'n)a

dove &j = (T1,...,Tj—1,Tjq1,---,Tn).
Allora si ha
n
£ < T 1 fillnr -
j=1

Dimostrazione. Ragioniamo per induzione su n. Se n = 2, si tratta di una semplice

conseguenza del Teorema di Fubini-Tonelli. Infatti si ha

f(x1,22) = fi(z2) fa(z1),

[ e ac e, = ([ 1l e) ([ inlace)

per cui vale in effetti 'uguaglianza.

quindi

Supponiamo ora che la tesi sia vera per un certo n > 2 e consideriamo

Jis- o5 fnr1 € Ce(R™).
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Dalla disuguaglianza di Holder si deduce che per ogni z,4+1 € R

IN

/ F1E1) - Fuss Gsn)| AL (@1, s 20)

n—1
n n

< Uusilingeey ([ VRGP fuln) 7 0L o, )
D’altronde dall’ipotesi induttiva si deduce che per ogni z,4+1 € R

/\f1<oz1>|ﬂ---|fn<:zn)\* AL, .., 2n) <

1

" e
<IT ([ 166 ae o)
7j=1

Ne segue

/ (@) fars (Engn) AL (@1, 20)

IN

1
n

< | fnsallon we) H </ \fj(i’jﬂndﬁn1(3317--.,$j—1,xj+1,--.,xn)>
j=1

Integrando membro a membro in dL(z,41) ed applicando un’ultima volta la disugua-

glianza di Holder, si ottiene infine

£l 2t @nt1y <

3=

S ”fn-l—IHL”(R") / H (/ ’fj('%j)ndﬁn1(:1;17"-7xj—1;xj+17---7$n>> dcl(xn—i—l) S
Jj=1

n+1

< fasilzn@ny [T 165llenny = T £l @n) »
j=1

J=1

da cui la tesi. m

(3.2) Lemma Per ogni u € CL(R") si ha

n
1
Jul = < T IDsulli/"
j=1

con la convenzione 4 = oo pern = 1.

Dimostrazione. Se u € CL(R), si ha
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quindi

7)) < / (1) dt.

da cui segue ||ul|oo < ||t/]|1-

Se n > 2, risulta

z;
w(xy, ..., xp) = / Dju(xy,...,xj-1,t,j41,...,2p) dt,
—00

quindi
|u(a:1,...,xn)|§/|Dju(ac1,...,xj_l,t,xj+1,...,xn)\dt.
Posto
gj(ﬁrj):/ |Dju(xy,...,zj-1,t,Tj41,...,25)|dt,
si ha

Se poniamo f;(Z;) = g; (ij)ﬁ, si deduce dal lemma precedente che
[u@dci@) < [ pi) i) deo) <

H | fill L1 mn—1) =
j=1
o e
= H (/ g (&) dL" ™ (2, . .. :Uj_l,:zj+1,...,33n)) =

(/ |Dyu(e)) dL™(a )) |

Elevando membro a membro alla ”T_l, si ottiene la tesi. m

(3.3) Lemma Sia 1 < p < n. Allora per ogni u € C}(R™) si ha
( Lp 1
lull 2. < H 1Dl
n—p
Jj=1
Dimostrazione. 1l caso p = 1 e stato trattato nel lemma precedente. Consideriamo il
caso p > 1. Sia u € CY(R™). Per ogni ¢ > 1 la funzione |u|?"'u appartiene a CL(R™).

Per il lemma precedente ne segue

n—1 n
(/ |77 dﬁ”) < I] </ yu\qlmjuyd.cn) |
j=1
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Scegliendo
n—1
q= p
n—p
in modo che
np n
=q =p'(¢—1)

ed applicando la disuguaglianza di Holder, si ottiene

n—1 n(p—1) n 1
(/ fu| 727 dc") <q" (/ lu| 77 d£”> T TI (/ | Djul? dﬁ") ’
j=1
Poiché
a1 -1 _n-r
p p
ne segue

P

()™ < (20 i (oorac)

J

Elevando ambo i membri alla 1/n, si conclude che

(n—1)p
lull ey < =—— » H | Djully™,
7=1

da cui la tesi. m

Se 1 < p < n, poniamo

(3.4) Teorema (di Sobolev) Valgono i sequenti fatti:

(a) sen=1, si ha WOI’I(Q) C L*>®(9) e per ogni u € WOI’I(Q) risulta

1
ulloo < H IDjully/™ < || Dulls 5
J=1

(b) se1<p<mn,si ha WyP(Q) C LF"(Q) e per ogni u € Wy (Q) risulta

p n
fuly < 1P HIID ulyr < 221 ) |Dull,
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Dimostrazione. Sia u € W,?(€2). Per definizione esiste una successione (uy) in C2°(Q)
convergente ad u in W1P(Q). Per il Teorema (2.24) esiste una sottosuccessione (uy,)
convergente ad u puntualmente £"—q.o. Consideriamo ad esempio l'affermazione (b).

Per il lemma precedente si ha

1

np
n —_ 1 n— n—
(/ |Uhk|”_pp dﬁn) < ((nn_p)p> ’ </ | Djup, [P dﬁn) "

=1

<

Per il Lemma di Fatou ne segue

np. n _1
(/ W= dm) < (W—Up) Z (/ ‘Dju,pd£n> "
Q n—p 1 \JQ

da cul si deduce la tesi.

<

L’affermazione (a) puo essere dimostrata in modo simile, riconducendosi al Lemma

(3.2). m

(3.5) Corollario (Disuguaglianza di Poincaré) Per ogni p € [1,00] e per ogni §2
con L™(2) < oo si ha

n—1 p n n & n
vu e W) s July < max {1, "2 (@ TT iyl
i=1

In particolare risulta

n—1)p " n
v e W) uly < mox {1, P H2 L (gn(@)) 7 Dl

Dimostrazione. Consideriamo il caso n > 2. Sia

Uit
g = max< 1, .
p+n

Combinando la disuguaglianza di Holder col Teorema di Sobolev, si ottiene

([ ru\pdﬁn)’l’ < ()

< (£%(9)

1

i </ \ulq*d£”>q <
Q

- maX{L(”_l)p} (/ IDju\qd£n> ng
n =1 Q

< max{l,(n_l)p} (L)) :1 </Q |Dju|pdﬁn> .

n
J

B =

B =

IN

n

Q=

1

- max{l,(n_nl)p} (L™())n :1 (/ﬂ yDju|pd£“>"” .

J
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Il caso n = 1 puo essere trattato in modo simile. m

(3.6) Corollario Valgono i sequenti fatti:

(a) sen=1, si ha W"

loc

L) € Lis ()

loc

(b) se1<p<n,siha WP(Q) C LY, ().

Dimostrazione.

SPAZI DI SOBOLEV

(a) Sia u € VVl}]cl(Q), sia K un compatto in © e sia ¢ € C°(2) con ¢(x) = 1 su K.
Dai Teoremi (2.8) e (2.31) si deduce che ¢u € Wol’l(Q). Dal Teorema di Sobolev segue
allora che Yu € L>(2). In particolare ypu € L>(K), ossia u € L (K).

(b) La dimostrazione ¢ analoga. m

(3.7) Lemma Sia p €]n,o0. Allora per ogni u € CL(R™) si ha

p(n+1)

[ulloe <

Ve,y € R" : |Ju(z) —u(y)| < -

doveav=1—-12,
P

[lull1

2pn

— [ Dullp [« =y,

Dimostrazione. Sia u € C}(R") e sia Q un qualunque ipercubo chiuso di lato d > 0.

Dimostriamo che

(3.8) Ve eQ: fu(r) —ugl < —d* Z I1Djullzr(q

dove

uQ =d" /Q wdl™.

9

A meno di una traslazione, possiamo supporre x = 0. Allora per ogni y € () risulta

1
u(y) —u(0) = /0 —uty ) dt = Z/ yjDju(ty) dt <

IN

3 / Dty dt <d 'S / \Dju(ty)| d.
j=170 j=1"0
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Integrando su @, si ottiene

[ wtacr o) - ) < dg [ [ 1Dsuten azr)) ar -
— 4 g / 1 ( L Du(El L) ) dr <
< d;/o1 (t— |
([ 1paerace) )<
<

n
p  p=n
= d" p—_nd P Z | Djull e (q) -
j=1

Dividendo per d"* membro a membro, si ottiene

n

p—n

v > IDjullLeg)
=1

_ p
ug — u(0) <
Q p—
da cui segue, potendo scambiare u con —u,

n
_ P p=n
[u(0) —ag| < and © Y IDjul e -
j=1

La (3.8) ¢ quindi provata.

Per ogni x € R™ esiste un ipercubo chiuso @) di lato 1 contenente x. Ne segue

|u()|

IN

_ _ n. PN
gl + u(e) ~ol < [ fulae # o 2 I <

(/ |urpdc") +p—ZHD i < 2D iy

IN

7]7

Risulta quindi

uflo < 2D
—n

1 -

ras ([ 1 o at) g ( / Dw(&)\pdﬁ”(@)’l’

43

Siano ora z,y € R™ e sia @ un ipercubo chiuso di lato d < |z — y| contenente x e y.

Dalla (3.8) si deduce che

u(z) —u(y)| < |u(z) —ug| + |ug —u(y)| <

2% pon 2pn
——d7 Y ||Djull ) < — [ Dullp |z —y|*,
p—n = p—

IN
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da cui la tesi. m

(3.9) Definizione Sia E C R" e sia a €]0,1]. Diciamo che v : E — R ¢ holderiana

di esponente «, se esiste ¢ € [0, +oo] tale che
Vo,y € B fu(z) —u(y)| < clo —y[*.

Denotiamo con C¥%(E) linsieme delle funzioni hélderiane di esponente o definite su E.
Evidentemente ogni funzione holderiana & uniformemente continua.

(3.10) Teorema (di Morrey) Sia p €|n,o00[. Allora Wol’p(Q) C L>®(Q) e per ogni

u € Wol’p(Q) esiste una ed una sola @ € CO%(R™) limitata tale che
per L"—q.0. x € Q: u(x) = u(x),

Ve e R"\ Q: a(x) =0,

p(n+1)

[@]loo < el

2
Va,y € R™ : Ji(z) — i(y)] < ——

pP—n

[1Dullp |z =y,

doveav=1—-12,
p

Dimostrazione. Per ogni u € WO1 P(Q) esiste una successione (uy) in C>°(£2) convergente
ad u in W1P(Q). Per il Teorema (2.24) esiste una sottosuccessione (up, ) convergente ad
u puntualmente £"—q.o in Q. Dal lemma precedente si deduce che (uy) ¢ di Cauchy in

Cy(R™). Sia u € Cp(R™) il limite uniforme di (up). Allora si ha
per L"—q.0. x € Q: u(z) = u(x),

Ve e R"\Q: d(x) =0.
Sempre dal lemma precedente si deduce che

p(n+1)

[afloe < [l s

2pn

Va,y € R": |u(z) —a(y)] <

L | Dullp |z "

da cui la tesi. m
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(3.11) Definizione Sia p €]n,o0[. Per ogni u € Wol’p(Q) la funzione 4 introdotta nel

teorema precedente si chiama rappresentante regolare di u.
(3.12) Corollario Sia p €]n,o0[. Se § é illimitato, per ogni u € Wol’p(Q) st ha

lim a(x) =0.
|z|—o00

Dimostrazione. Per ogni € > 0 esiste v € C2°(Q2) tale che

p(n+1)

S -l <<

[ =t <

Sia R > 0 tale che v(z) = 0 fuori da B (0, R). Allora per ogni € R" con |z| > R si ha

|u(z)| < e, da cui la tesi. m

(3.13) Definizione Per ogni p €]1, 0] denotiamo con W ~1P(Q) il duale topologico di
Wol’p/ (). Poniamo anche H=1(Q) := W~12(Q).

Evidentemente W~1P(Q) & uno spazio di Banach. La norma canonica di W ~17(£2)

verra denotata nel seguito con || ||—1 .

(3.14) Teorema Sia p €]1,00] e sia X linsieme delle u € L}, () tali che la forma

lineare

C*(Q) —R
aLr
f s /Q fu

sia continua rispetto alla norma || ||1 .

Valgono allora i sequenti fatti:
(a) X ¢é un sottospazio vettoriale di Li (Q);

loc

(b) per ogni u € X esiste uno ed un solo T,, € W~1P(Q) tale che
9 € C2Q): () = [ fudc”
Q
(¢) Uapplicazione {u+—— T,} é lineare ed iniettiva.

Dimostrazione. Si verifica facilmente che X & un sottospazio vettoriale di L} (€2). Es-
sendo C2°(§2) un sottospazio vettoriale denso in I/VO1 P /(Q), si ha che vale la (b). Infine,

si verifica facilmente che 'applicazione {u —— T}, } & lineare ed iniettiva. m
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Essendo l'applicazione {u — T, } lineare ed iniettiva, si ha che X & isomorfo ad un
sottospazio vettoriale di W~1P(Q). E consuetudine identificare (con abuso di notazione)
u con T, e X con T(X). Risulta allora X C W~1P(Q), per cui X viene usualmente
(Q) NW—LP(Q).

denotato col simbolo Lllo .

(3.15) Teorema Sia p €]1,00]. Allora si ha LP(Q) C L}, () N W=LP(Q) e per ogni
u € LP(Q) risulta
VE W @) (wf) = [ fuacn,
)

[l —1p < fleellp -

Dimostrazione. Per ogni u € LP(£2) e per ogni f € Wol’p/(Q) sithaue Ll (Q)e

loc
‘/ fudLl™
Q

Ne segue u € LL () NW=LP(Q) e [lul-1, < |lul/,. m

< ullp 1l < Hlellp £ -

(3.16) Teorema Sia p €]1,n]. Allora si ha

LP(92) C L, (Q) n W (Q),
Wy (@) < 2 (@)

e per ogni u € LP(QQ) risulta
VF e WY Q) (u, f) = / Fudcr,
Q

(n—1)p
w1 < ——~ ||uflp.

Dimostrazione. Poiché 1 < p < n, risulta

n *
—— <p <00,

n—1
quindi
1< (p*) <n.
Inoltre si ha
(ryy =20 __»__,

n—(p*) p—1
Tenuto conto del Teorema di Sobolev, risulta

wy ") < 1¥(Q)
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e per ogni u € LP(2) ed ogni f € WOI’(p*),(Q) si ha

-1
[ ruacr] <l 11 < 28l 101y < S0
Ne segue la tesi. m

(3.17) Teorema Sia q € } L, [ Allora si ha
LY(Q) C Line(Q) nW™H1(Q),
Wy () € L7(9)
e per ogni u € L*(Q) risulta
VF WS @) () = [ fudc.

(n+1)q
n—(n—1)q

Dimostrazione. Si ragiona come nel teorema precedente, riconducendosi questa volta al

el

[l 1.4 <
Teorema di Morrey. m

(3.18) Teorema Sia p €]1,00] e sia u € LP(Q2). Allora la relazione
Vf e WP (Q): (Dju, f) : / D;fudLl"

definisce un elemento Dju di W=1P(Q2). Inoltre l'applicazione
LP(Q) — W12 (Q)
ur— Dju
e lineare e

Vu e LPQ) : |[Djull-1p < [lullp -

Dimostrazione. Evidentemente Dju ¢ una forma lineare su WO1 P /(Q) Inoltre per ogni

fe Wol’p,(Q) si ha
[{(Dju, A < lullp 1D fllp < llully [ £l

per cui Dju € W™HP(Q) e [[Djull—1p < [lull,-

Si verifica facilmente che I'applicazione {u — Dju} ¢ lineare. m
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3.19) Osservazione Se u € LP(Q) N W1 (Q), per ogni f € C*(QQ) si ha
loc c

—/ Djfudﬁn—/ fD]ud/l”
Q Q

Pertanto Dju € L} (Q)NW=1P(Q) ed i due modi di identificare Dju con un elemento

loc

di W=LP(Q) sono consistenti.

4 Teoremi di compattezza

(4.1) Lemma Sia u € W2 (Q) e sia Q un ipercubo aperto di lato d con Q C Q.

loc

Allora risulta
lu = ugllLi(q) < dllDullLig)

dove
1
o = ——— | wdl".
9 ﬁn(@)/Q

n
Dimostrazione. Sia Q = [] |aj,b;[ e sia u € C(Q2). Per ogni x,y € Q risulta
=1
1

Tn
U(.%')—U(y) = D1u<t7y2>7yn)dt++/ Dnu(xlv"'vxn—1>t)dt§
Y1 n

b1 bn
< / \Dlu(t,yg,...,yn)\dt—i—---+/ |Dpu(xi,...,xn_1,t)|dt.

al Qn

Integrando su @ in dL™(y1,...,yn) e dividendo per £™(Q) = d", si ottiene
u(z) —Tig < A" [ Dyull oy + -+ /b" Dyular, ... 5n1,0)| dt,
an
quindi, potendo scambiare u con —u,
lu(z) — Tg| < d'" | Dyull g +~-+/bn Doz, ... 2o, b)|dt .
an
Integrando su @ in dL™(z1,...,Zy,), si ottiene infine
lu —ugllLi (@) < dl|Diullpyq) + -+ -+ dl|Dnullrq) = d | Dull Ly (q) -

Siaorau € Wlicl(Q) e sia (up,) una successione in C2°(2) conforme al Teorema (2.5).

Per il passo precedente risulta

|un —ngllLrg) < d Z | Djunllz1(q) -
j=1
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Inoltre dal Teorema della convergenza dominata si deduce che u, — u in WHH(Q).

Passando al limite per h — oo, si ottiene la tesi. m

(4.2) Teorema Sia (up) una successione in Wli’cl(ﬂ) Supponiamo che per ogni com-

patto K C Q) le successioni (up), (Diuy), . .., (Dyuy) siano limitate in L'(K).

Allora esistono w € L)1 (Q) (u € L.(Q) sen = 1) ed una sottosuccessione (up,)

tali che up, (x) = u(x) per L"—q.0. z € Q.

Dimostrazione. Sia (K;) una successione esaustiva di compatti in € e sia w; = int (K;).

Poniamo

r; =1+ Slzp [unllwrr )

X = {u € WIIO’CI(Q) : ZQ_iri_l”uHVVl»l(wi) < —|—OO} .
=0

Si verifica facilmente che X € un sottospazio vettoriale di VVlt)cl(Q) e che

e .
lall == > 27" Hullwa )
i=0

¢ una norma su X. Inoltre (u) € una successione limitata in (X, || ||).
Siano @ un ipercubo aperto con Q C Q ed a € L*(f2). Sia inoltre i € N tale che
Q C w;. Per ogni u € X, risulta

1
ug a dL" < — |ju al|oo L <
| gaxel 42" < sl llall £7(@)

< llalloo 2773 27" 17 i ) < llalloo 277 [Jul] -
Risulta quindi definita un’applicazione lineare e continua L : X — L'(2) attraverso
Lu=7ugaxg.

Dal momento che I'immagine di L ha dimensione finita, L. € un operatore compatto.
Siano di nuovo @ un ipercubo aperto con Q C w; ed a € L*°(Q). Definiamo ora

L: X — LY(Q) attraverso

Lu=axqu.

Dal momento che

laxqulls < llallsollullzr@) < llalleo 2 Jull
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& chiaro che L & lineare e continua. Dato m > 1, suddividiamo 'ipercubo @ di lato d in
ipercubi di lato d/m. Otteniamo quindi degli ipercubi Q1,...,Qm». Definiamo anche
Ly, : X — LY(Q) ponendo

n

m
Lpu= ZEQZ axQ, -
=1

Per il passo precedente, ogni L,, € un operatore compatto. Poiché

mn
XQ = ZXQ! L"-q.0. in
=1

per ogni v € X si ha

|ILu — Lpully = <

m" m™
ZGXQI U= ZﬂQl axXQ

=1 =1

1

n

m m"

_ d

< flallo 3 e =Tl gy < lalle & 37 1Dulq,) =
=1 =1

d d _;
= llalle = 1Dl 1y < llalloe 27 u]
Ne segue
d .
[ Lm = LIl < [lafloc —2"r:,
m

per cui (L,,) € convergente a L, che risulta essere quindi un operatore compatto.
Se P & un pluri-intervallo regolare con P C Q ed a € L>(1), segue facilmente che

L: X — LY(Q) definita attraverso
Lu=axpu

& un operatore compatto.
Se w € un aperto con chiusura compatta in €2, esiste un pluri-intervallo regolare P
con

wCPCPCQ.

Allora risulta
XwU = Xw XPU,

per cui anche L : X — LY(Q) definita attraverso
Lu=x,u

¢ un operatore compatto.
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Definiamo infine L,,, L : X — L'(Q) attraverso

m oo
i=0 1=0
Evidentemente ogni L,, € un operatore compatto. Inoltre per ogni u € X si ha
oo oo
Ju— Ll < S 470 ullpey <2770 S 270 ull ey < 27l
i=m—+1 i=m+1
quindi
|Ly — L) <27™7 1,

Pertanto (L,,) & convergente a L, che risulta essere quindi un operatore compatto.

Dal momento che (uj) € limitata in X, esiste una sottosuccessione (up, ) con

0 .
(z = x)
=0

convergente ad una certa v in L'(Q), quindi £"-q.0. in €, a meno di una ulteriore
sottosuccessione che denotiamo ancora con (up,). Allora (up,) stessa e convergente

L"-q.0. in  a
v

00 . :
(Z 470y X%‘>
=0

Per ogni compatto K in © esiste » € C2°(2) con ¥(z) = 1 su K. Sia ¢ = 0 fuori
dal compatto K’ in Q. Allora tuy € Wol’l(Q) e

u =

1D (un)ll@) < [1Plloo IDjunllLr sy + 1D lloo [lunll Ly -

Le successioni (D1 (vuy)), ..., (Dp(3uy)) sono quindi limitate in L!(Q). Per il Teorema
di Sobolev (¢uyp) € limitata in Ln%l(Q) In particolare (up) € limitata in Ln%l(K) Dal
Lemma di Fatou segue che u € L%(K) Pertanto u € L~ " (). m

loc

(4.3) Teorema (di Rellich I) Siano L™(2) < 0o ep € [1,n[. Allora per ogniq € [1,p*|

limmersione naturale Wol’p(Q) — L9(§2) é compatta.

Dimostrazione. Sia (up) una successione limitata in VVD1 P(Q)). Per il Teorema di Sobolev
(up) ¢ limitata in LP"(Q). Inoltre per ogni compatto K C Q abbiamo che lunllprxy e

| Djun|lp1 (k) sono limitate. Per il Teorema (4.2) esiste una sottosuccessione uy, — u
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L"—q.0. in Q con u € L~ (Q). Per il Corollario (1.4) ne segue u € LP" () ed up, — u

loc

in L4(2) per ogni ¢ < p*. m

(4.4) Lemma Sianop € [1,n[, ¢ € [1,p*[ e sia a € L"(2) con

Allora per ogni successione (up) in Wol’p(Q) con (||Duy||p) limitata, esiste una

sottosuccessione (up, ) con (aup,) convergente in LI(€2).

Dimostrazione. Combinando di nuovo il Teorema di Sobolev col Teorema (4.2), si de-
duce che (uy,) & limitata in LP"(Q) e che esiste una sottosuccessione (uy, ) convergente
puntualmente £"—q.o. ad una u € LP (Q).

La tesi discende allora dal Teorema (1.3). m

(4.5) Teorema Siano p € [1,n[, ¢ € [1,p*] e sia a € L"(2) con

Allora Uapplicazione lineare

Wy P(Q) — L)

U — au
e compatta.

Dimostrazione. Si tratta di un’ovvia conseguenza del Lemma (4.4). m

(4.6) Osservazione Il Teorema (4.3) puo essere ottenuto come caso particolare del
teorema precedente, scegliendo a(x) = 1. La necessita di avere a € L"(Q2) con r < oo

porta a supporre, nel Teorema (4.3), L™"(Q) < oo.

(4.7) Teorema (di Rellich II) Siano L™"()) < oo e p €]n,o0]. Allora limmersione
naturale W&p(Q) — L>®(Q) é compatta.

Dimostrazione. Sia (up) una successione limitata in W, (Q) e sia

¢ = sup [[up|1p-
h
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Per il Teorema (4.2) esiste una sottosuccessione, che per semplicitd denotiamo ancora
con uy, convergente ad u € L;;%(Q) L"—q.o. in Q.

Dimostriamo che (@) ¢ di Cauchy in Cp(R™). Per assurdo, sia ¢ > 0 e siano
hm, km — o0 tali che

Sia x,, € ( tale che
- - 1, -

Se (x,,) ammette una sottosuccessione limitata, a meno di un’ulteriore sottosuccessione

(rm) & convergente a qualche z € Q. Sia r €]0, 1] tale che

4 —n
pn crpT <
p—n B

9

DN |

e sia £ € B(x,r) tale che

lim i (€) = u(€).

Allora dal Teorema di Morrey si deduce che

|Uhy (Tm) = Uk, ()| < Uy, (Tm) — Uy, (§)] + [Ty, (§) — Uk, (€)] +

+liig,, (§) — Uk, (Tm)| <

4pn p—n 5 B
< ——clom =&l 7+, () — g, (§)]
per cui
iaglimjup [tp,, (Tm) — Uk, (Tm)| < pﬁ”ncrpp < 3¢

Pertanto deve essere |x,,| — co. Sia R > 1 tale che
LP(Q\B((0,R—-1)) < L"(B(0,r)).

Se m € N ¢ tale che |z,,| > R, non puo essere B (z,,,r) C 2. Scelto & € B (z,,7) \ @,

ne segue come prima

i (2) = T ()| < Py = €15+ [, €) — s, (O]

In questo caso risulta

per cui si perviene nuovamente ad un assurdo.
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Essendo (@) di Cauchy in Cy(R™), si ha che (up,) € di Cauchy in L>®(£2), da cui la

tesi. m

(4.8) Teorema Siano q € } P oo} ,pE ]ﬂ oo} e sia a € L"(Q) con

n+q’
1 1 n+
——— q_
rp ngq

Allora Uapplicazione lineare
LP(Q)) — WH(Q)
u — au
e compatta.

Dimostrazione. Osserviamo che risulta ¢’ € [1,n[, p’ € [1,(¢')*[ e

1 1 1

@)y
Per il Teorema (4.5) l'applicazione lineare L : I/VO1 ’q/(Q) — L (Q) definita da Lf = af

risulta essere compatta. Inoltre per ogni f € WO1 ’q/(Q) si ha

(at, ) = (T, f) :/Qf(au) ace :/Q(af)udﬁn —(Tu, Lf) = (LT, ).

Allora I'applicazione lineare {u — au} ¢ compatta in quanto composizione dell’applica-

zione lineare e continua ,
Q) — (r©)

U — T,

descritta nel Teorema (1.5) con l’applicazione lineare
, /
(17@) — wtg)
v = Ly

che ¢ compatta per il Teorema di Schauder. m

(4.9) Teorema Siano L"(2) < oo e q € }1 " [ Allora l’immersione naturale

T
LY (Q) — W14(Q) ¢ compatta.

Dimostrazione. Si ragiona in modo analogo riconducendosi al Teorema (4.7). m



Capitolo 2

Equazioni ellittiche in forma di
divergenza

1 Formulazione debole

Sia ) un aperto in R™. Un’equazione differenziale alle derivate parziali del secondo
ordine lineare € un’equazione della forma
n n
(1.1) - Z aile-qu + Z c;Dju+du=w in Q.
ij=1 j=1
Le funzioni a;j, ¢; e d sono i coefficienti dell’equazione, w & il termine noto ed u &
l'incognita.

Diciamo che 'equazione ¢ in forma di divergenza, se ¢ del tipo

n n n
(12) — Z D; Z aiiju + bju | + Z Ciju +du=w in Q.
i—1 =1 =1

Introducendo la matrice A di componenti a;; ed i vettori B e C' di componenti rispetti-

vamente b; e ¢j, la (1.2) equivale a
—div (AVu+uB)+C -Vu+du=w,

da cui la dicitura “in forma di divergenza”.
Se i coefficienti a;j, b;, ¢; e d e la soluzione u sono sufficientemente regolari, le due
forme sono riconducibili I'una all’altra. Infatti si ha

n n n
- Z D; Z ai;Dju+ b | + Z ciDju + du =
i=1 j=1 J=1

= — Zn: aijDinu + i <Cj — i Diaij — bj) Dju + (d — Zn: lez> u
3,j=1 j=1 i=1 =1

95
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come anche

n n
— Z aile-qu + Z Ciju + du =
i,7=1 j=1

n

n n n
= — Z D; Z aiiju + Z <Cj + Z Dia¢j> Dju + du .
=1 7j=1 7=1 =1

Tuttavia, in generale, le due forme non si equivalgono. Ad esempio, per le equazioni in
forma di divergenza, a cui limiteremo la nostra trattazione, € possibile introdurre una
nozione di “soluzione debole” anche quando i coefficienti sono solo in L>°(£2).

Come nel caso delle equazioni differenziali ordinarie, & opportuno aggiungere qualche
condizione sul comportamento di u su 9€) o su una sua parte. Restrizioni di questo tipo si
chiamano “condizioni al contorno”. A seconda del tipo di equazione, diverse condizioni
al contorno possono risultare naturali. Noi ci limiteremo al caso in cui ’equazione &
uniformemente ellittica, il che significa che esiste v > 0 tale che

n

n

Ve € Q,VE e R : Z aij(l‘)fj&' > VZ §z2 .
i,j=1 i=1

In tal caso la condizione al contorno piu semplice e la condizione di Dirichlet omoge-

nea, che consiste nell'imporre u(z) = 0 su 9. Di conseguenza, il problema di cui ci

occuperemo sara del tipo

n n n
(13) —Z D; Zaiiju—i—biu —I—Z ciDju+du=w in (2,
1.3 i1

j=1 j=1
u=20 su 0f).

Riprendiamo ora il tutto in modo piu formale. Nel corso di questo capitolo suppor-
remo che () sia un aperto in R™. Per semplicita ci limiteremo al caso n > 3. La soluzione
u verra cercata in H(Q). Sard questo un modo “debole” di imporre u(z) = 0 su 9.

Sui coefficienti dell’equazione (1.2) faremo le seguenti ipotesi di sommabilita:
(1.4) ai; € L¥(Q), bicje LMQ), deL3(Q).

Inoltre supporremo [’ipotesi di uniforme ellitticita:

esiste v > 0 tale che per L"—q.0. z € Q e per ogni £ € R" si abbia

n

(1.5) Z aij(a;)ﬁjﬁi Z I/Z flz .

i,j=1 i=1
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In tali condizioni & possibile definire un’applicazione lineare e continua
L:H}(Q) — H Q)
ponendo
n n n
Lu = —Z D; Z aiiju—i—biu +Z chju—l—du.
=1 =1 j=1
Piu precisamente, dal momento che a;; € L*°(2), ¢ immediato verificare che 'applica-

zione

H}(Q) — L*Q)
U = a;;Dju
& ben definita, lineare e continua. D’altra parte, 'applicazione
H}(Q) — L*(Q)
U — b;u
¢ ben definita, lineare e compatta per il Teorema (1.4.5). Poiché per il Teorema (1.3.18)

I'applicazione
L*(Q) — HYQ)

z — D;z
& ben definita, lineare e continua, risulta per composizione che
Hy(Q) —  HY(Q)
u —  D;(a;;Dju)
¢ ben definita, lineare e continua, mentre
Hy(Q) — HY(Q)
u = D; (bu)
¢ ben definita, lineare e compatta.
Per il Teorema (1.4.8) le applicazioni
L*(Q) — H Q) L*(Q) — HYQ)
z — cjz U — du

sono ben definite, lineari e compatte. D’altra parte ¢ immediato verificare che ’applica-

zione

H}(Q) — L*Q)
U = Dju
¢ ben definita, lineare e continua, mentre ’applicazione
HY Q) — L¥(Q)

U — u
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¢ ben definita, lineare e continua per il Teorema di Sobolev. Per composizione, si conclude

che le applicazioni
Hy(Q) — HY(Q) Hy(Q) — HYQ)
U = c¢jDju U — du

sono ben definite, lineari e compatte.
Alla luce di tali interpretazioni, ’applicazione lineare e continua L : H&(Q) —

H~Y(Q) & di fatto caratterizzata dalla relazione integrale
Yu, f € HH(Q) :

(Lu, f) = / S ayDuDif + 3 buDif + 3 ¢;Dyuf + duf | deC™.
Q i=1 j=1

ij=1

(1.6) Definizione Sia w € H~1(Q). Diciamo che u ¢ una soluzione debole di (1.3),

seu € HY(Q) e Lu=w in HY(Q), ossia se per ogni f € H}(Q) risulta

/ Z aijDjuD; f + Z buD; f + Z ciDjuf +duf | dC" = (w, f).
Q i=1 j=1

ij=1

(1.7) Definizione Sia X uno spazio normato e sia L : X — X' un’applicazione lineare
e continua. Definiamo L* : X — X' ponendo L* = L'oJ, dove J : X — X" ¢ l’isometria

canonica e L' : X" — X' ¢ l'operatore duale di L.

Evidentemente per ogni u, f € X risulta
(L*f,u) = (L' T f,u) = (Jf, Lu) = (Lu, f).

Ne segue che (L*)* = L.

(1.8) Teorema Si ha che l’applicazione lineare e continua L* : H}(Q) — H~Y(Q)
soddisfa

Vf € H&(Q) L' f = —Z D; Z a; D f +c f +Z b;D; f +df .
=1

J=1 J=1

Dimostrazione. Per ogni u, f € H}(2) si ha

n

(L*f,u) = (Lu, f) = / E ai; DjuD; f + E buD;f + E ciDjuf + duf ac" =
o \ & 5 -
i,0=1 =1 7=1
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j=1 i=1

ji=1

n

_ /Q S D, fDiu+ Zn: ¢if Diu + Zn: b;D; fu+dfu | dc”.

ij=1 i=1 j=1

La tesi discende allora dall’arbitrarieta di u. m

(1.9) Definizione La forma bilineare e continua a : H} () x H}(Q) — R definita da

a(fa u) = <Lu7 f)

st chiama forma bilineare associata all’operatore L.

2 L’alternativa di Fredholm
Sia

L:H) Q) — H Q)
I’applicazione lineare e continua introdotta nella sezione precedente.

(2.1) Teorema Supponiamo che la forma bilineare associata all’operatore L sia coer-
citiva.
Allora Uapplicazione L ¢ biiettiva, ossia per ogni w € H~Y(Q) il problema (1.3)

ammette una ed una sola soluzione debole u.

Dimostrazione. Dal Teorema di Lax-Milgram segue che per ogni w € H () esiste uno

ed un solo u € H} () tale che

VfGH(%(Q) (Lu,f)za(f,u):(w,f>,

ossia tale che Lu = w. m

(2.2) Teorema (dell’alternativa di Fredholm) Sia £"(2) < 4+o00. Valgono allora i

sequenti fatti:

(a) N (L) ha dimensione finita;
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(b) R (L) ¢ chiuso e di codimensione finita in H—*(Q);

(c) siha

(d) si ha
dim(N (L)) = codimpg-1 (R (L)) = dim(N (L*)) = codimpg—1 (R (L)) ;

in particolare, L ¢é iniettiva se e solo se L é suriettiva.

Dimostrazione. Definiamo due applicazioni J, K : H}(2) — H~1(Q) ponendo

Ju:—zn: Dl zn:aiiju +rvu,
i=1

j=1
Ku= Z D;(bju) — Z ¢jDju— (d —v)u,
i=1 j=1

dove v & la costante di ellitticita che compare nella (1.5). Essendo £™() < 400, la
funzione costantemente uguale a v appartiene a L%(Q)
Dalle considerazioni svolte nella sezione precedente segue che J € lineare e continua,

mentre K & lineare e compatta. Inoltre per ogni u € HZ(Q) si ha

n
I/HUH%Q < / Z aijDjuDyu + vu® | dL" = (Ju,u).
ij=1
Dal Teorema (2.1) si deduce che J ¢ biiettiva.
Dal teorema astratto dell’alternativa di Fredholm si deducono le affermazioni (a) e

(b) e che
dim(N (L)) = codimpg-1 (R (L)) , dim(N (L*)) = codimpg—1 (R (L*)) .

D’altra parte, se J : H}(Q) — (H _I(Q)), rappresenta l'isometria lineare canonica, si ha

J(N (L*)) C N (L), quindi dim(N (L*)) < dim(N (L')). Ne segue
codimg—1 (R (L)) > dim(N (L)), codimpg—1 (R (L*)) > dim(N (L)),

da cui I'affermazione (d).

In particolare, dim(A (L*)) = dim(N (L)) < +o0, per cui J(N (L*)) = N (L).

Proviamo che

N (LY =*N (1) .
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In effetti, data w € H~(Q), si ha w € *N (L') se e solo se
VEeN (L)) : (§,w) =0,
il che equivale a
Yu e N (L*) : (Ju,w) =0,
ossia
Vu e N (L*): (w,u) =0,
che equivale a w € N (L*)*.
Dal teorema astratto dell’alternativa di Fredholm segue allora che
R(L)=*N (L) =N (L*)".
Infine, se u € N' (L) e w = L*f, si ha
(wyu) = (L* f,u) = (Lu, f) =0.
Ne segue NV (L) C R (L*). D’altronde, se u € R (L*), per ogni f € H}(Q) si ha

(Lu, f)y = (L*f,u) =0,
per cui Lu = 0. Risulta quindi *R (L*) CN (L). =

L’affermazione (a) del teorema precedente dice che 'applicazione L ¢ “quasi” iniet-
tiva (a meno di un sottospazio di dimensione finita), mentre l’affermazione (b) dice che
L ¢ “quasi” suriettiva (sempre a meno di un sottospazio di dimensione finita).

Inoltre la (d) dice che “le misure dei difetti di iniettivita” di L ed L* e dei “difetti
di suriettivita” di L ed L* sono tutte coincidenti. Il termine “alternativa di Fredholm”
si riferisce proprio al fatto che o 'equazione Lu = w ha una ed una sola soluzione per
ogni w € H () o l'equazione Lu = 0 ammette almeno una soluzione non nulla. In
particolare, per dimostrare che L e biiettiva, ¢ sufficiente dimostrare che L & iniettiva,
cosa a priori piu semplice.

Particolarmente importante € poi la relazione
R(L) = N (L*)*
contenuta nella (c). Se {eq,...,ex} & una base in N (L*) e w € H1(Q2), I'equazione

n n n
—Z D; Z ai;Dju + bju +Z ciDju+du=w
i1 j=1 j=1

ammette soluzione debole in H{ () se e solo se

(w,e1) =---=(w,ex) =0.
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3 Il principio del massimo debole

(3.1) Definizione Sia w € H~1(Q).

- Diciamo che u ¢é una sottosoluzione locale dell’equazione Lu = w, se u € I/Vllocz(Q) e
per ogni f € C(Q) con f > 0 risulta

n

/ > ayDjuDif +>  buDif + Y ¢;Djuf +duf | dL" < (w, f) .
Q

ij=1 i=1 j=1

. . . . 1,2
- Diciamo che u ¢ una soprasoluzione locale dell’equazione Lu = w, se uw € W,’7(Q) e

loc
per ogni f € C(Q) con f > 0 risulta

/ Z aiijuDif + Z quDZf =+ Z Cijuf + duf acr > (w, f> .
Q i=1

ij=1 j=1

Tenuto conto del Corollario (1.3.6), si verifica facilmente che gli integrali che com-

paiono nella definizione precedente sono ben definiti.

(3.2) Proposizione Sia w € H=Y(Q). Valgono allora i sequenti fatti:

(a) seue VV;CZ(Q) e una sottosoluzione locale dell’equazione Lu = w, si ha

/ Z aijDjuD; f + Z biuD; f + Z ciDjuf +duf | dC™ < (w, f)
Q i=1

1,j=1 J=1

per ogni f € HE(Q) con f(x) >0 L"—q.0. in Qe f(z) =0 L—q.0. fuori da un
compatto di €);

(b) seue VV;?(Q) ¢ una soprasoluzione locale dell’equazione Lu = w, si ha

/ > aiDjuDif ) buDif + Y ¢;Djuf +duf | dL" > (w, f)

Q \ij=1 i=1 j=1

per ogni f € HE(Q) con f(z) >0 L'—q.0. inQ e f(x) =0 L"—q.0. fuori da un
compatto di Q.

Dimostrazione.
(a) Sia K un compatto in Q e sia f € HZ(Q) con f(z) > 0 L"—q.0. in Qe f(z) =0
L"—q.0. in Q\ K. Dal Teorema (1.2.30) si deduce che esistono un compatto K’ C Q ed
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una successione (fy,) in C°(Q) convergente a f in H'(Q) con supt(f,) € K' e fu(x) >0
in 2. Risulta quindi

n

/ Z aiijuDifh + Z b;uD; frn, + Z Cijufh +dufp | dL™ < <w, fh> .
Q

ij=1 i=1 j=1
D’altronde, tenuto conto del Corollario (1.3.6), si ha u € L%(K’) e Dju € L*(K'). Si

puo quindi passare al limite per h — 0o, ottenendo la tesi.

(b) La dimostrazione ¢ analoga. m

(3.3) Teorema Siano wi,wy € H1(Q) e siano ui,us € VV;CQ(Q) due sottosoluzioni

locali delle equazioni Lu = wy ed Lu = wo, rispettivamente. Supponiamo inoltre che si
2n

abbia wy — we € Ln+2 ().

Allora max{ui,u2} € una sottosoluzione locale dell’equazione
Lu = wy + xvu, (w1 — w2),

dove

Up={zeQ: u(r) >ux)}.
Dimostrazione. Poniamo anche
Uy ={x € Q: uz(z) >ui(x)} .

Dal Corollario (1.2.20) si deduce facilmente che max{ui,us} € T/Vllocz(Q) Sia f € C°()
con f > 0. Per ogni h > 1 poniamo ¥y (s) = H(hs), dove H & la funzione di classe C*°
introdotta nella Proposizione (1.2.6).

Per ogni s € R risulta allora
79;1(8) >0, 0< Sﬁ/h(s) < HHHO<>7 hfrlnﬁh(s) = X]O,-i—oo[(s) ) lifILnﬁ/h(s) =0.
Dai Teoremi (1.2.7), (1.2.8) e (1.2.31) si deduce che ¥, (uy —ua) f € H} (), 9p(u1—uz) f >
0 L"—q.0. in Q e Vp(u1 —ug)f =0 L"—q.o. fuori da supt(f). Per la Proposizione (3.2)
si ha allora

(3.4) /Q (Z aiijulDi(ﬁh(ul - U2)f) + Z biUIDi(ﬂh(ul - u2)f)+

i,j=1 i=1

+Z Cijul ﬁh(ul — U2)f + dulﬂh(ul - u2)f> ac™ < <w1,19h(u1 — uz)f> =
=1

= <w2, ﬁh(ul — UQ)f> —i—/g ﬁh(ul — UQ)f(wl — w2) acm .
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In modo simile si verifica che anche (1 — ¥y, (u; — u2))f € un test ammissibile, per cui

(35) /Q (Z aiijUQDi((l — ﬁh(ul — UQ))f) + Z blu2Dz((1 — ﬁh(U1 - U2))f)+

i =1 i—1
+Z CijUQ (1 — ﬁh(ul — UQ))f + dUQ(l — ﬁh(ul — UQ))f) dLm <

j=1
< (wa, (1 = p(ur —ug))f).

D’altronde, tenuto conto dell’ipotesi di uniforme ellitticita, risulta

(3.6) /Q (Zn: iy D s Dy (I (1 — z) f)) L+

,j=1

/Q (zn: aij Djua Di((1 = I (1 — U2))f)> dLn =

1,j=1
n

- /Q (Z aij (In(ur — ug) Djur + (1 — Ip(ur — ug)) Djuz) Dy f+

1,j=1

—H%L(ul — UQ)f Z aiij(ul — UQ)DZ‘(Ul — UQ)) ac™ >
ij=1

> /Q (Z Qi (ﬂh(ul - UQ)Djul + (1 - ﬂh(ul — UQ))DjUQ)DrL'f> ac™ .

ij=1
Sommando la (3.4) con la (3.5) e tenendo conto della (3.6), si ottiene

n

/Q <Z a;j (ﬁh(ul —ug)Djur + (1 — Ip(u1 — U2))DjU2)Dif+

ij=1

+ Z bz‘ (ﬁh(ul — ’LLQ)Ul + (1 — ﬂh(ul — U2))U2)Dif+

=1

+ 0 (ur — uz)(ur —ug) Y bif Di(ur — uz)+
i=1

+ Cj (ﬁh(ul — uz)Djul + (1 — v"h(ul — 'LLQ))DjUQ)f+

-

1

J

+ d(ﬁh(ul — uz)ul + (1 — ﬂh(ul — UQ))UQ)f> dﬁn S

< <w2, f> +/Q f(z?h(ul - UQ))(wl - ZUQ) dc" .

Passando al limite per h — oo ed applicando il Teorema della convergenza dominata, si
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ottiene

n

n
/Q <Z aij (X, Djur + xv, Dju2) Dif + Z bi (xv, w1 + Xvyu2) D f+

ij=1 i=1

n
+Z ¢; (xv, Djur + xu, Djuz) f + d(xuv,u1 + XU2U2>f> dc" <
j=1

< <w27f>+/Q fxo, (w1 —we) dL™.

Tenuto conto del Corollario (1.2.20), risulta Dj(max{ui,us}) = xv, Dju1 + xv,Djug e

max{ui, ug} = xr,u1 + xv,u2, da cui la tesi. m

(3.7) Definizione Sia u € W'?(Q). Poniamo

loc

esssupu =inf{t e R: (u—1t)* € Hj(Q)},
o

se linsieme a secondo membro non é vuoto, altrimenti poniamo esssup u = +00.

o0
Similmente poniamo
esg(ilnf u=sup{teR: (u—t)" € H)()},
se linsieme a secondo membro non é vuoto, altrimenti poniamo esg(iznf U = —00.

(3.8) Osservazione Sia 7 € R. Se 7 > esssup u, si ha (u — 7)" € H}(Q). Se
o0

T < esggiznf u, si ha (u—71)" € H}(Q).

Dimostrazione. Sia t < 7 tale che (u —t)* € H}(Q2). Se definiamo g : R — R ponendo
g(s) = (s — (1 —t))T, risulta

(w—m)" =g((u—1)").

La prima affermazione discende allora dal Teorema (1.2.35).

La seconda affermazione si dimostra in modo simile. m

(3.9) Osservazione Se Q # 0, per ogni u € W2(Q) si ha

essinf u < essinf u < esssup u < esssup u.
Q oQ o0 Q
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Dimostrazione. Se t € R con t > esssup u, si ha u(x) <t per L"—q.0. x € (Q, ossia
Q

(u(z) —t)* =0 per L'—q.0. x € Q. In particolare, ne segue (u —t)* € H}(), per cui

t > esssup u. Dall’arbitrarieta di ¢ si deduce che
o0

esssup u < esssup u.
oN Q

In modo simile si prova che

essinf u < essinf w.
Q o)

Sia infine, per assurdo,

esssup u < essinf u
90 o0

e siano

esssup u < a < b < essinf u.
50 o0

Risulta allora (u — a)™, (u — b)™ € HE(Q) per 'Osservazione (3.8). Analogamente, si
ha anche (u —a)~, (u — b)~ € H(Q), per cui (u — a),(u —b) € H}(Q). Allora anche
(b—a) € HYQ) con b—a > 0, da cui L() < +o0. Dalla Disuguaglianza di Poincaré,
segue che ||b — all2 = 0, il che & possibile solo se Q = {). Risulta un assurdo, da cui la

tesi. m

(3.10) Lemma Supponiamo che si abbia
VfeC®(): f>0 = / (derZ biD,-f> ac" > 0.
Q i=1

Se u € H} () & una sottosoluzione locale dell’equazione Lu = 0, risulta u(x) < 0

L*—q.0. in €.

Dimostrazione. Poniamo t = esssup u e supponiamo per assurdo che risulti ¢ > 0
(eventualmente anche ¢ = +00). Sia (f;) una successione in [0, [ crescente a t. Poiché

per ogni f € C°(Q) con f >0 si ha

—/ (Z bitkDif+dtkf> dcr <o,
Q

i=1
risulta che —t; & una sottosoluzione locale di Lu = 0. Ne segue che u — t; € una
sottosoluzione locale di Lu = 0. Poiché 0 & una sottosoluzione locale di Lu = 0, dal

Teorema (3.3) si deduce che

up = (u —t)" = max {u —t, 0}
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¢ una sottosoluzione locale di Lu = 0. Poiché 0 < ¢, < t, tenuto conto del Teore-
ma (1.2.35) risulta u € H}(2) \ {0}. In particolare, per il Teorema di Sobolev si ha
|| Dug||2 > 0.

Sia ora (fj) una successione in C°(2) convergente ad uy in H'(2). Tenuto conto

della Proposizione (3.2), si ha

n

/ ZaZ]Dukth+Zbukth+chDukfh +duf;F | dL™ <0.
€ \ij=1 j=1
D’altronde per il Teorema (1.2.27) si ha che anche (f;") & convergente ad uy, in H'(Q).

Passando al limite per h — oo, si ottiene

n

n n
/Q Z ai; DjugDiug + Z biurDijuy, + Z c;iDjuguy + dui dL™ <0.
ij=1 i=1 j=1

In modo simile si prova che

/ (duk+22bukD uk> dﬁ”— duz+z b; D; uk)> AL > 0.
Q

=1

Ne segue

/ Z aijDjurDiuy, + Z — b;)upD; uk) dct <
Q

i,j=1
< — (duk+2z biug D; uk> " <o0.

=1

2

Posto
Ug

~ |Dugl2”

risulta vy, € H} (), ||[Duglla=1e

/ Zamkaka—i—Z ; — bi)vgDijv | AL < 0.
Q

i,j=1
Inoltre dal Teorema (1.2.19) segue che

1

Djvk = m Xu—l(]tk,—i—oo[) Dju .

Se x € Qe u(x) <t, si ha Djug(z) = 0 definitivamente per £k — oco. Se invece u(z) = t,
si ha D;vg(x) = Diju(z) = 0 L"—q.o. per il Teorema (1.2.18). Risulta quindi

lilgn Djvi(xz) =0 per L"—q.0. x € Q.
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Inoltre, per il Lemma (1.4.4), a meno di una sottosuccessione si ha che ((¢; — b;)vg) €

convergente in L?(2) a qualche z. Poiché

/ (Cz‘ — bi)’l)kDi’Uk dﬁn‘ <
Q

/ ZDZ"Uk dﬁn’ +
Q

/ ((c; — bj)vg — 2)Div dL™| <
Q

Q

+ |[(ei = bi)vk, — z||2|| Divg |2 ,

dal Teorema (1.1.3) si deduce che

lilgn / (Z (Ci - bi)UkDiUk> dc*=0.
& \i=1

Tenuto conto dell’ipotesi di uniforme ellitticita, ne segue

v = v limsup / (Z |D,~vk|2> dL™ < limsup / Z a;jDjvpDijvy | dL™ <0,
Q Q

k i=1 k ij=1

il che & assurdo. m

(3.11) Teorema (Principio del massimo debole I) Supponiamo che si abbia
VifeCr(Q): f>0 = / (df+ZbiDif) ac" >o0.
Q i=1

Sia u € VV&)E(Q) una sottosoluzione locale dell’equazione Lu = 0.
Allora si ha

esssup v < max {esssup U, 0} .
Q oN

Dimostrazione. Poniamo

t = max {esssup U, O} .
o0

Se t = 400, l'affermazione ¢ evidente. Altrimenti sia (f5) una successione in R stretta-
mente decrescente a t. Tenuto conto dell’Osservazione (3.8), si ha ty > 0e (u —t)" €

H(Q). Come in precedenza, si verifica che
(u — )" = max {u —t;, 0}

¢ una sottosoluzione locale di Lu = 0. Dal Lemma (3.10) segue che (u — t;)"(z) < 0
L"—q.0. in Q, ossia u(z) < tp L"—q.0. in Q.
Poiché

{xEQ:u(m)>t}:U {r e Q: u(z) >t}
keN
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ne segue la tesi. m

(3.12) Teorema (Principio del massimo debole II) Supponiamo che si abbia

VfeloX(Q): /Q(df+ZbiDif> " =0.
=1

Sia u € VV&)’E(Q) una sottosoluzione locale dell’equazione Lu = 0.
Allora si ha

€SS Sup u = esssup u.
Q oN

Dimostrazione. Si puo anzitutto ripercorrere la dimostrazione precedente, avendo posto
t = esssup u.
o0
In questo caso, si ha che —t; € una sottosoluzione locale di Lu = 0, indipendentemente
dal segno di tg. Il resto dell’argomento ¢ analogo e consente di provare che
esssup u < esssup u .
Q onN

Ne segue la tesi. m

(3.13) Corollario Supponiamo che si abbia

VfECé’O(Q):f20:>/ <df+zn:biD,~f> dcr > 0.
Q

i=1

2n
Sia w € Ln+2(Q), sia u € Wllocg(Q) una sottosoluzione locale di Lu = w e sia

M =inf {t € [0,+00] : w(z) <0 L"—q.0. inu  (Jt,+o0])} .

Allora si ha

esssup v < max {esssup u, M} .
Q oN

Dimostrazione. Poniamo

t:max{esssup U, M} .
o0

Se t = 400, 'affermazione ¢ evidente. Altrimenti sia (f5) una successione in R stretta-
mente decrescente a t. Tenuto sempre conto dell’Osservazione (3.8), si ha t, > M > 0

e (u—t,)" € H}(Q). Come in precedenza, risulta che —t; & una sottosoluzione locale
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di Lu = 0. Ne segue che u — t; € una sottosoluzione locale di Lu = w. Poiché 0 & una

sottosoluzione locale di Lu = 0, dal Teorema (3.3) si deduce che
(u—tp)t = max {u —t;, 0}

¢ una sottosoluzione locale di Lu = Xy~1(j¢, 4-o0) W-

D’altronde risulta
w(z) <0 L —q.0. in u (], +o0),
per cui, per ogni f € C°(Q2) con f >0, si ha

/Q qu*l(]tk,—&-oo[) wdLl" <0.

Allora (u — t)" & anche una sottosoluzione locale di Lu = 0 e dal Lemma (3.10) segue
che (u —tg)T(x) <0 L"—q.0. in Q, ossia u(z) < tx L"—q.0. in Q.
Poiché

{zeQ:u@)>th=] {z€Q: ul@) >},
keN

ne segue la tesi. m

4 Regolarita delle soluzioni deboli

(4.1) Definizione Siano p € [1,00] e k > 2. Poniamo ricorsivamente

loc loc loc

WEP(Q) = {u € W)-P(Q): Dyu,...,Dyu e W’“_l’p(Q)} .
Se ji,..., gk €{1,...,n}, per ogni u € Wllf)f(Q) poniamo anche
k . k-1

Di conseguenza, se a € N e |a| < k, risulta definita D*u € LY

(62).
(4.2) Definizione Siano p € [1,00] e k > 2. Poniamo

loc

WhP(Q) = {u € WFP(Q) : Dy € LP() per ogni o € N" con la] < k:} :

Poniamo anche H*(Q) := Wk2(Q).
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(4.3) Definizione Sia u € Li (R"). Per ogni j = 1,...,n e per ogni t € R\ {0}

loc

definiamo D§u € L} (R") ponendo

u(x +tej) — u(z) .
t

Dgu(x) =

(4.4) Teorema Sia p €]1,00] e sia u € LP(R™). Allora sono fatti equivalenti:
(a) ue WHP(R™);
(b) per ogni j=1,...,n si ha

sup || Djull, < 400
{40

Inoltre in tal caso risulta

sup || Dfull, = || Djull, .
t£0

Dimostrazione.
(a) = (b). Consideriamo prima il caso particolare in cui v € C*(R") N WLHP(R") e
n=1 Sep<oo,seRet>0,siha

w0l < [ W< ([ o)’

quindi »
Ju(s +1) —u(s)P < ¢~ / o' (7)[P dr .

Integrando su tutto R in ds ed applicando il Teorema di Fubini-Tonelli, si ottiene

|t|p—1/</:+t |u'(T>ypdT) ds =
_ |t|p_1/</T; |u’(7’)]pd5> dr —

= 1t [ wrdr.

Si perviene alla stessa conclusione se t < 0, per cui

IN

[ 1uts )~ utsyp s

(4.5) t#0,1<p<oo = [[Diul, < ||,

Se p = oo, si ha che v & limitata, per cui u & lipschitziana di costante ||u||«. Ne segue
che la (4.5) € vera anche per p = co.
Sia ora u € CHR®)NWLP(R™) con n > 2. Se p < 0o, si deduce dal passo precedente

che per ogni j =1,...,n si ha

[ 1o+ te))  u(@)day < e [ |Dju@)p da
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Integrando nelle rimanenti (n — 1) variabili, si ottiene

/ lu(x + tej) — u(z)|P do < [t]P / |Dju(zx)P dz,

quindi

t#0,1<p<oo = |Djulp < |Djul,.

Il caso p = oo puo essere trattato in modo simile.
Sia infine u € W'P(R"). Per ogni h > 1 poniamo u; = Rpu. A meno di una
sottosuccessione, risulta up, € C*°(R™) N LP(R"), [Jun|lp < ||ullp ed up, — uw L"—q.0. in

R™. Inoltre per ogni x € R" si ha
Djup(x) = Rp(Dju) .
Pertanto uj, € C®(R™) N WHP(R™) e || Djup|l, < ||Djullp-
Se p < oo, per il passo precedente si ha
[ unta+ te) ~ @ dw <t [ D)o <t [ Djuto) da.
Dal Lemma di Fatou si deduce che
/ (e + te;) — u()P de < ¢ / Dyu(e)P de,

per cui
sup [[Dbull, < [ Djull, < +oo.
t£0
Nel caso p = oo si ha per L"—q.0. z € R"
lun(@ + tej) — un(@)] < [t] [ Djunlloo < [t][[Djulleo -
Passando al limite puntualmente £™—q.0., si ottiene

lu(x + tej) —u(z)| < [t | Djullss per L"—q.0. x € R",

da cui la stessa tesi anche nel caso p = oco.
(b) = (a). Sia wj ), = D;/hu. Per l'ipotesi (b) (wj) € limitata in LP(R™). Per il

Teorema (1.1.2) esistono quindi una sottosuccessione (wjp, ) e w; € LP(R™) tali che
Vf e LV (R : hm / f@)wjp, (x) dL™ (x / f@x)wj(x)dL"(x) .

Se f € C(R™), si ha allora

F@ywin @) e @) = i ( [ (2= te; ) ul@)der @)~ [ fleyulz) dc@)) =
/ (/ ( I
= [ <f<x>f(x,;ej))u<x>dc”<w>.
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Passando al limite per k — oo, si ottiene
/ f(x)wj(z) dL(x) = —/ Dj f(x)u(x) dL™(z)
per cui u € WHP(R™) e D;ju = wj. Risulta infine
IDjullp < Yiminf [Jwjn[lp < sup || Djull, ,
k t£0

da cui la tesi. m

(4.6) Teorema Siano Q =R", a;j,b; € WH(R"), ¢;,d € L®(R"), w € L*(R") e sia
u € HY(R™) una soluzione debole di (1.3).
Allora Dju € HY(R™), ossia u € H*(R™).

Dimostrazione. Risulta

n n

Z Dl(blu) — Z CijU —du € L2(Rn) .

i=1 j=1

Allora, a meno di sostituire w con
n n
w=w+ Z Dl(blu) — Z Ciju —du,
i=1 j=1

possiamo limitarci al caso b; = ¢; = d = 0.
Sianov € HY(R"), k =1,...,net # 0. Posto f(x) = v(z—tey), risulta f € H'(R").
Si ha quindi

/ Z a;j(z)Dju(z)Djv(z — teg) dL" (z) = / w(z)v(r — teg) dL™ (),
ij=1
da cui, con un cambiamento di variabile, si ottiene

n

Z aij(x + teg) Dju(x + teg)Dijv(x) dL" (x) = / w(z)v(x — teg) dL" (x) .
ig—1

Ne segue

Z (aij(z + teg)Dju(z + tey) — aij(x)Dju(z)) Div(x) dL™ (x) =

,j=1

= / w(z) (v(r — teg) —v(x)) dL™(x),
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quindi

Z aij(x + teg) (Dju(z + tey) — Dju(x)) Div(z) dL™ () =
ij=1
_ / w(z) (v(@ — teg) — v(x)) dC™(x)+

n

- / Z (aij(x + teg) — aij(x)) Dju(x)Dyv(x) dL" (x) .
ig—1

Dividendo membro a membro per ¢, si ottiene

> aij(x + tej) Dy(Dju)(x) Div(x) dL™ () =

1,7=1

n
S / w(zx) Dy to(x) dL™ (z) — / > Djaij(z)Dju(x) Div(x) dL™ ().
ij=1
Scegliamo v = D} u ed osserviamo che D;(Dju) = D% (D;u). Tenuto conto dell’ipotesi di

uniforme ellitticita, si ha

vl/‘EZIIﬁXL%quN2d£"0t>S

< / ‘Zl aij(z + tej)D,tg(Dju)(:C)DZ(Diu)(x)dﬁn(x) —

— - [ (@)D (Dku) ) L () +

- / > Diaij(z) Dju() Di(Diu) () dL"(x)
1,7=1

Tenuto conto del Teorema (4.4), ne segue

n n
v Y IDL(Diw)5 < [lwll2 |1 Dy (Diu)llz + > 1 Dhaijllee 1 Djull2 || Df(Diw) |2 <
i=1 i,j=1

n
< |lwllz [1Dx(Dju)llz + > 1 Draijllso | Dyullz || Dy (D) |2 =
ij=1

n
= |lwll2 | Dk (Dxw)ll2 + > I Drasjllo | Djullz || Dy (Diu)l2 <
ij=1
1

< [lwll2 (Z IIDZ(DW)IE) + D IDkal% | IDull2 (Z HDZ(DW)H%) :

i=1 i,j=1 i=1
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quindi

=

1
n 2 n
V(Z HDZ(Dm)H%) <lwlla+ | > I1DraijlZ | [1Dulla
=1

ij=1
In particolare si ha
1
2

Viok=1,...,n,Vt#0: v|Dp(Diu)|2 < [lwllz+ | > [Dragil% | [IDul2.
i,5=1

Dal Teorema (4.4) si deduce che D;u € H'(R"), ossia che u € H*(R"). m

(4.7) Teorema (di regolarita all’interno) Siano a;;,b; € Wli’coo(Q), cj,d e L2 (),
we L (Q) e siau € HY () una soluzione debole di (1.3).

loc

Allora si ha u € W>(Q , aiDiu, byu € Wh2(Q) e
5

loc loc

n n n
- Z D; Z ai;Dju+bju | + Z ciDju+du=w L"—q.o. in Q.
i=1 j=1 =1

Dimostrazione. Anche in questo caso ¢ sufficiente trattare il caso b; = ¢; = d = 0.

Poniamo f = dv con v € C(R") e ¥ € C°(12). Poiché
DZ(IQ’U) =9D;v + vD;¥,

si ha
n n
/ Z ﬁaiijuDivdE” —/ Jw — Z aiijuDi'l? ’Udﬁn,
@ ij=1 Q@ ij=1

quindi

/ Z aiij(ﬁu)DivdE" =
Q

1,j=1
n

—/ Jw — Z aiijuDiﬁ Udﬁn-i-/ Z uaiijﬁDivdE".
Q Q

i,j=1 i,j=1
Poiché 9 € C2°(2), si ha a;;D;0 € Wh*°(Q) ed ua;; DV € WOI’2(Q). Ne segue
n

/ Z aiij(ﬁu)Divd/J” :/ Yw — Z aiijuDﬂ?— Z Di (uaiijﬁ) vdLl".
Q Q

4,j=1 1,j=1 4,j=1
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Sia ora ¢ € C°(2) con 0 < ¢ < 1su Qe ) =1 susupt(d). Poniamo

ii(z) v(1 —(x))di; + (x)a(x) sex e,
Y a I/(sz“ SG[EER"\Q7

n n
Jw — Z aiijuDﬂ? — Z D; (ua,-ijﬁ) sex €},
ig=1 ig—1

0 sex € R"\ Q,
Ju sex €,
u(r) =
0 sexzeR"\Q.
Allora risulta @;; € WH°(R"), % € L?(R") ed @ € H'(R™) con

n
Yo € C(R") : / > ;DD dL" = / wodL"
ij=1
Per continuita la relazione & vera per ogni v € H'(R™). Inoltre gli a;; verificano la
condizione di uniforme ellitticita su tutto R”. Dal Teorema (4.6) si deduce che D;u €
HY(R"), in particolare D;j(Ju) € H'(£2). Per I'arbitrarieta di 9, ne segue D;u € Wlif(Q),
ossia u € I/Vlicz(Q)
Pertanto si ha a;;Dju € WEA(Q) e

loc

Ve Ccx(Q) : —/QZ D | ayDju fdm:/gwfdﬁn,
i—1 =1

da cui la tesi. m
Concludiamo enunciando senza dimostrazione un ulteriore risultato di regolarita.

(4.8) Teorema Supponiamo che 2 sia un aperto limitato con 0 di classe C* e che
aij, bi, ¢j, d e w siano la restrizione ad Q di funzioni in C*(R™). Sia infine u € H} ()
una soluzione debole di (1.3).

Allora u ¢ la restrizione ad Q0 di una funzione @ € C°(R™) e si ha

n n n
—Z D; Zaz’ijfb-l-biﬁ +Z ¢iDju+du=w inQ,
i=1 j=1 Jj=1

=0 su 0.
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Una versione semplificata

(1.1) Teorema Sia g : R — R una funzione lipschitziana e di classe C* a tratti con
g(0) =0 e siap e [1,00].
Allora per ogni u € WP(Q) si ha g(u) € WIP(Q) e lapplicazione

WLe(Q) — Wh(Q)

ur— g(u)
e continua.

Dimostrazione. Per il Teorema (1.2.14) si ha g(u) € W,21 () e Dj(g(u)) = ¢’ (u)Dju.

loc

Sia ¢ > 0 tale che |¢/, (s)] < ce|g(s)| < c|s| per ogni s € R. Allora si verifica facilmente
che g(u) € Wr(Q).

Per dimostrare la continuita dell’applicazione {u — g(u)}, consideriamo una suc-
cessione (uy) convergente ad u in W1HP(Q). Se (up,) @ una qualunque sottosuccessione
di (up), per il Teorema (1.2.24) esistono w € LP(Q2) ed una ulteriore sottosuccessione

(un,,) tali che per £"—q.o. & € Q si abbia
lim g, () = u(@),  |un, ()] < w(z),
lim Dyun,, (2) = Dyu(w),  |Djun, (2)] < w(w).
Allora per £"—q.0. x € Q risulta
l9(un,, (x)) — g(u(@))P < & (w(z) + u(z)])"
|9 (un,,, () Djun,, (x) — gy (u(@)) Dju(@)|” <  (w(x) + [Dju(@)])”
limg(up,, (2)) = g(u(z)).

77
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Inoltre, se g € C*(R\ F) con F insieme finito, & ovvio che per L"—q.0. z € u (R \ F)
si ha
lim g, (uny, (2)) Djun, (¢) = g4 (u(@)) Dju(z).

D’altronde per £"—q.0. z € u~!(F) si ha Dju(x) = 0, quindi
lilm Djup, (z) =0.
Tenuto conto della limitatezza di ¢/, , ne segue
lim gy un, () Dy, (2) = g (u(z)) Dyu().
Risulta quindi per £L™"—q.0. €
lim g, (uny, (2)) Djun,, (¢) = g4 (u(@)) Dju(z).

Dal Teorema della convergenza dominata si deduce che g(up, ) — g(u) in W1P(Q). Ne

segue che g(up) — g(u) in WiP(Q). m



Elenco dei simboli

[ P HEQ) 70
()2 5 Dtw 71
Wi (@) 9

Dju 10

We(©@) 10

WP RY) 10

C

whr(Q) 27
HY(Q) 27
[y 27
([ 27
|Dull, 27
WyP() 33
Hi(Q) 33
p* 40

g 42
CO(E) 44

H7YQ) 45

l-1p 45

L* 58

esssup u 65
o0

essinf u 65
o

k?
W) 170
k
Djl"'jku 70
Wkp(Q) 70
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