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Capitolo 1

Spazi funzionali

1 Funzioni misurabili

(1.1) Proposizione Siano p una misura esterna suR™, E un sottoinsieme pi—misurabile

di R™ e Y un insieme. Se f,g: E —Y sono due funzioni, poniamo

f~g < f(z)=g(x) per uy—q.0. x € E.
Allora ~ ¢é una relazione di equivalenza in Y.

Dimostrazione. La semplice verifica puo essere svolta per esercizio. m

(1.2) Definizione Siano p1 una misura esterna suR"™, E un sottoinsieme p—misurabile

di R™ e Y un insieme. Denotiamo con Y'Y /u lo spazio quoziente YE | ~.

(1.3) Proposizione Siano 2 un aperto in R™, Y uno spazio metrico e f,g: Q —Y due
applicazioni continue.

Se f ~ g rispetto alla misura di Lebesgue n—dimensionale, allora risulta f = g.

Dimostrazione. L’insieme
A={reQ: f(x)#g(zx)}

e aperto in R"™, perché f e g sono continue, e L"—trascurabile, perché f ~ g. Ne segue

A =10, da cui la tesi. m

A causa della proposizione precedente, si usa identificare ogni f : {2 — Y continua

con la sua classe di equivalenza in Y /L™
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(1.4) Definizione Siano p una misura esterna suR"™, E un sottoinsieme p—misurabile
di R", Y uno spazio metrico, (f,) una successione in Y¥ /e f € Y /p.

Diciamo che (fy) converge a f u—q.o., se si ha
li}gn fu(z) = f(x) per p—q.0. z € E.
(1.5) Definizione Siano 1 una misura esterna suR"™, E un sottoinsieme p—misurabile
di R™ e (fy) una successione in EE/,u. Definiamo
lim sup f, , limhinf fn € R” /
h

ponendo

(lim sup fh) () = limsup fr(z),
h h
(hmhinf fh> (x) = limhinf fn(z) .
(1.6) Definizione Siano p una misura esterna suR"™, E un sottoinsieme p—misurabile
diR" e f € @E/u;
- diciamo che M € R ¢ un maggiorante essenziale per f, se

f(z) <M per u—q.o. z € E;

- diciamo che m € R é un minorante essenziale per f, se

f(z) >m per u—q.o0. x € E.

Si verifica facilmente che le nozioni introdotte nelle Definizioni (1.4), (1.5) e (1.6)

sono effettivamente indipendenti dalla scelta dei rappresentanti di f;, e di f.

(1.7) Proposizione Siano p una misura esterna suR™, E un sottoinsieme p—misurabile
diR" e f € @E/u.
Allora Uinsieme dei maggioranti essenziali per f ammette minimo in R, mentre

I'insieme dei minoranti essenziali per f ammette massimo in R.
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Dimostrazione. Consideriamo solo I’affermazione sui maggioranti essenziali. Sia (M)

una successione di maggioranti essenziali tendente a ¢, dove
¢ =inf {M € R: M ¢ un maggiorante essenziale per f} .
Scelto un rappresentante per f, che per semplicita denotiamo ancora con f, sia
Sp={x e E: f(x)> M,} .

Allora u(Sp) =0e
{reFE: f(xr)>c}= U Sh .

Ne segue che ¢ € un maggiorante essenziale per f, da cui la tesi. m

(1.8) Definizione Siano p una misura esterna suR"™, E un sottoinsieme p—misurabile
diR" e f € EE/M.

Poniamo
esssup f := min {M € R: M ¢ un maggiorante essenziale per f} ,
E

essinf f := max {m € R : m e un minorante essenziale per f } :
E

Diciamo che esssup f ed ess Einf f sono rispettivamente 1'estremo superiore essenziale e
E

I’estremo inferiore essenziale di f.

(1.9) Proposizione Siano Q0 un aperto non vuoto in R™, f : Q — R una funzione
continua e sia jp = L™,
Allora esssup f = sup f ed essQinff = igff (si intende che a primo membro f viene
Q Q

. : . =0
identificata con la sua classe di equivalenza in R™/L™).

Dimostrazione. E anzitutto evidente che esssup f< sup f. Sia M = ess sup f. Allora
Q
Y M,+c]) ¢ aperto in R™, perché f ¢ continua, ed e L'”—trascurablle Ne segue
Y M, +oc]) =0, quindi M > sup f.
Q

La seconda uguaglianza si dimostra in modo simile. m
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(1.10) Definizione Siano p una misura esterna suR", E un sottoinsieme p—misurabile
diR™ e f,g € EE/M.

Diciamo che f < g, se si ha
f(z) < g(x) per u—q.o. z € E.

Si verifica facilmente che anche questa nozione e effettivamente indipendente dalla

scelta dei rappresentanti di f e di g. Inoltre essa costituisce una relazione di ordine
. —=FE
in R /p.
(1.11) Definizione Siano p una misura esterna suR"™, E un sottoinsieme p—misurabile
iR e feR /p.

Diciamo che f ¢ p—misurabile su E (risp. p—integrabile su E), se ogni rappresen-

tante di f € p—misurabile su E (risp. p—integrabile su E). Poniamo

M(E, 1;R) = {f € @E/;z : f & p—misurabile su E} .

Se f e u—integrabile su E, si puo definire senza ambiguita

/Efdueﬁ.

(1.12) Definizione Siano p una misura esterna suR", E un sottoinsieme pu—misurabile
diR" e f e CF/p.
Diciamo che f é p—misurabile su E (risp. p—sommabile su E), se ogni rappresen-

tante di f € p—misurabile su E (risp. p—sommabile su E). Poniamo
M(E,p;C) :={f €C”/u: f& p—misurabile su E} ,
LYE,1i;C) == {f € C”/u: f & p—sommabile su E} ,
M(E, p) :={f € M(E,;;C) : f(z) € R per p—q.o. z € E},
LYE,p):={feL'(E,1;C): f(z) €R per p—q.0. v € E} .

Se f € L'E, u;C), si puo definire senza ambiguita

/Efdue(:.
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Si verifica facilmente che M(E, u; C) e L'(E, u; C) hanno una naturale struttura di
spazio vettoriale su C, mentre M (E, u) e L'(E, 1) hanno una naturale struttura di spazio

vettoriale su R.

(1.13) Teorema (della convergenza monotona o di Beppo Levi) Siano p una
misura esterna su R"™, E un sottoinsieme pu—misurabile di R™, (f,) una successione in
M(E,;;R) e f € KE//L. Supponiamo che si abbia 0 < f, < fri1 per ogni h € N e che
(fn) converga a f u—q.o.

Allora f € M(E,i;R), f >0 e si ha

/Efd,u:hzn/thd,u.

Dimostrazione. La dimostrazione puo essere svolta per esercizio. m

(1.14) Teorema (Lemma di Fatou) Siano p una misura esterna su R", E un sot-
toinsieme p—misurabile di R™ e (f;,) una successione in M(E, ji;R) con fr > 0 per ogni
h € N.

Allora limhinf fn€ M(E, 11;R), limhinf fn>0¢€siha

/ <liminf fh> dy < lim inf / Fadu.
B h h E

Dimostrazione. La dimostrazione puo essere svolta per esercizio. m

(1.15) Teorema (della convergenza dominata o di Lebesgue) Siano 1 una misura
esterna suR™, E un sottoinsieme p—misurabile di R™, (fy) una successione in L'(E, p; C)
e f € CE/u. Supponiamo che (f,) converga a f u—gq.o. e che esista g € L*(E, ) tale
che |fu| < g per ogni h € N.

Allora f € LY(E, u1;C) e si ha

h JE

i [ = [ o
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Dimostrazione. La dimostrazione puo essere svolta per esercizio. m

Esercizi

1. (Lemma di Fatou generalizzato) Siano p una misura esterna su R”, E un sottoin-

sieme p—misurabile di R™, (f,) una successione in M (FE, u;R) e (gn) una successione in

LY(E, i) convergente p—q.o. ad una g € L'(E, ). Supponiamo che si abbia f; > g, per

lim/ghd,u—/gd,u.
h JE E

Si dimostri che f;, e limhinf fn sono p—integrabili e che

ogni h € N e che

/ (hmmf fh> dy < lim inf / Fadp.
E h h E

2. (Teorema di Lebesgue generalizzato) Siano p una misura esterna su R”, E un sot-
toinsieme p—misurabile di R™, (f,) una successione in L'(E, u; C) e (gp,) una successione
in L'(E, ) tali che |f,| < gn per ogni h € N. Si supponga che (f;,) e (gn) convergano
pU—q.o. a f e g rispettivamente, che g € L'(E, uu) e che

lim / gndp :/ gdp.
h JE E
Si dimostri che f € L'(E, u;C) e che

i [ 1= fldu =0,
h JE

lim/ fhdu:/ fdu.

h JE E

(Suggerimento: si applichi il Lemma di Fatou alla successione (g, + g — |fn — f]))-

3. Siano p una misura esterna su R™, F un sottoinsieme p—misurabile di R™ e (f),

(gn) due successioni in EE//L tali che f; < g5, per ogni h € N.
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Si dimostri che limhinf fn < limhinf gn e che limsup f, < limsup gy.
h h

4. Siano p una misura esterna su R", F un sottoinsieme py—misurabile di R" e f €

—E
R/ p.

Si dimostri che

wkE)#0 = essEinff <esssup [,
E

wE)=0 = essEinff:Jroo, esssup f = —o0.
E

2 Spazi di Lebesgue
Nel corso di questa sezione, i denotera una misura esterna su R™ ed E un sottoinsieme
p—misurabile di R™.
(2.1) Definizione Per ognip € [1,+00|, poniamo
400 sep=1,
/ p 1
={ — <p< ,
P b1 se p < 400
1 se p=—+00.

Diciamo che p’ & 1’esponente coniugato di p.

Se 1 < p < oo, risulta

(2.2) Teorema (Disuguaglianza di Hélder) Sia 1<p<oo e siano f,ge M(E, u; C).

/\fgldu<(/ !f!”du> ([ 1ot an)’

con la convenzione che 0 - (+00) = -0=0.

Allora risulta

=

Dimostrazione. Se [, |f|Pdup =0, si ha f(xz) =0 per p—q.0. x € E, quindi [, |fg|du =
0. Un’analoga considerazione vale se [, | g[”" di = 0. La tesi ¢ anche banalmente vera se

uno degli integrali a secondo membro vale +oo.
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Possiamo quindi supporre che

O</ |fIP dp < +o0, O</ P dp < +o0.
E E

Poniamo

s P o P T S [ C) B
(J [P dp)? (S lgl?" dp) ™

Per la Disuguaglianza di Young si ha
1 1L y
|F(2)G(x)] < =|F(2)]" + =[G (x)["
p p
da cui, integrando membro a membro,

1 1 , 11
/IFGIdMS—/IF!”dqu—,/lGlpdu:—Jr—/:l.
E pbJE P JE p p

Sostituendo le rispettive espressioni di F' e G, si ottiene

f& |fgldu <1,

1 1 —
7

(S LfIPdp)7 (fg gl du)

da cui la tesi. m

(2.3) Definizione Sia 1 < p < o0o. Perp < 0o, poniamo
LP(E, ;€)= {f € M(E,11;C) : /E |fIPdp < +00} :
mentre, per p = 00, poniamo
L*¥(E,1;C) = {f € M(E,u;C) : esssup|f| < +oo} :
Inoltre, per 1 < p < oo, poniamo
LP(E ) :={f € L’(E,;C) : f(x) € R per p—q.0. v € E}

LP(E;C) = LP(E, L™, C), LP(FE) := LP(E, L").
Gli spazi LP(E, u;C) si chiamano spazi di Lebesgue.

Per p = 1 la definizione appena introdotta e evidentemente consistente con la

Definizione (1.12).
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(2.4) Definizione Sia 1 <p < oo e sia f € LP(E,u;C). Poniamo

1l = UE ‘f'pd“)p ep <o,

esssup | f] sep=00.
E

(2.5) Definizione Siano f,g € L*(E,u;C). Poniamo

(flg)2 == /E fgdu.

(2.6) Teorema Sia 1 <p < oo. Valgono allora i sequenti fatti:

(a) LP(E, u;C) & un sottospazio vettoriale di M(E, 1;C) e || ||, é una norma sullo spazio
LP(E, p; C);

(b) (| )2 & un prodotto scalare sullo spazio L*(E, u; C) che induce la norma || ||2;

(¢) LP(E,p) ha una naturale struttura di spazio normato su R, mentre L*(E, i) ha una

naturale struttura di spazio unitario su R.

Dimostrazione.

(a) Consideriamo anzitutto il caso p < co. Se f,g € LP(E, u;C) e A € C, risulta

(@) +g@)" <277 (If (@) + [g(2)F) .

/E!f—i-g|pdu§2p1</E |f]pd,u+/E|g|pd,u).

Ne segue f+g € LP(E, u; C). E poi evidente che \f € LP(E, u;C), per cui LP(E, u;C) e

quindi

un sottospazio vettoriale di M (E, u;C).
Se ||fll, =0, si ha f(z) =0 per u—q.0o. x € E, quindi f =0 in LP(E, u; C). Inoltre,
se p > 1, dalla Disuguaglianza di Holder si deduce che

I gl = /|f+g|pdu§/ |f+g|”‘1|f|du+/ 4+ g gl du <
E FE E

< (/ f+gpdu)ppl<[E |f|pdu)’1’+
+(/E !f+g|pdu>pp(/E fgfpd/i)pz

= If +gllp (U fllp + llall) -
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Per p = 1 si ha direttamente

nf+mh:/Wf+mdus/"VMM+/|mm~4ﬂh+mm.
FE FE FE

In ogni caso ne segue la disuguaglianza triangolare della norma. La verifica dei rimanenti
assiomi di norma puo essere svolta per esercizio.

Siano ora f,g € L>®(E, 11;C). Per u—q.o. € E si ha

[F (@) + g(@)] < |F @)+ lg(@)] < N[ flloo + llglloo

per cui f+ g€ L®(FE,1;C) e

1+ glloe < 1flloo +[lglloc -

E allora facile verificare che L*>®(E, u;C) & un sottospazio vettoriale di M (FE, u;C) e che
| ||oo € una norma su L>®(E, u; C).

(b) Se f,g € L*(E, i; C), dalla Disuguaglianza di Holder si deduce che fg € L'(E, u; C).
Pertanto (f]g)s ¢ ben definito. E poi facile verificare che gli assiomi di prodotto scalare
sono soddisfatti e che la norma indotta & proprio || [|o.

(¢) E facile verificare che (LP(E, ), || ||,) & in modo naturale uno spazio normato su R.
Se f,g € L*(E, u), risulta (f|g)s € R. Pertanto ( | ) ristretto a L?(E, u) ¢ un prodotto

scalare in senso reale. m

(2.7) Osservazione Se f,, f € L>®(E,u;C), si ha
|fn(z) — f(@)] < ||fn — flle pEr p—q.0. x € E.
Pertanto la convergenza in L*(E, u; C) implica la convergenza pu—q.o.

(2.8) Osservazione Sia Q un aperto non vuoto in R" e sia f € Cy(;C). Dalla

Proposizione (1.9) si deduce che

711~ o) = sup ]

In tal caso non comporta quindi nessun problema il fatto che || ||« possa denotare tanto

la norma di L*°(Q; C) quanto quella di Cy(2; C).
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(2.9) Teorema (Variante della Disuguaglianza di Hélder) Sia 1 < p < o0 e siano
[ € (B, 1) e g € I (F, s ©).
Allora risulta fg € L*(E, 1;C) e

1Fglle < £l lglly -

Dimostrazione. 1l caso 1 < p < oo discende dalla usuale Disuguaglianza di Holder. Se
p=1,siha
l9(2)| < gl per p—q.o. x € E,

quindi

d oo dis .
/E|fg| u < gl /E|f| ,

Il caso p = oo puo essere trattato in modo analogo. m

(2.10) Lemma Sia 1 < p < oo e sia (fy) una successione in LP(E, u; C). Valgono allora

1 sequenti fatti:

(a) se
> = Faally < 400,
h=1
esistono f € LP(E, ;C) e g € LP(E, ) tali che
[ fo = flly=0,  lim fu(z) = f(z) per p—qo. z € E,
|fu(2)] < g(z) per p—q.o. x € E;

(b) se f e LP(E,;C) e si ha
Z 1o = fllp < +o0,
h=0

risulta
li}rln | fn— fll, =0, li}rln fn(x) = f(z) per p—q.0. v € E

ed esiste g € LP(E, u) tale che

|fu(2)| < g(z) per p—q.0. x € E.



16 CAPITOLO 1. SPAZI FUNZIONALI

Dimostrazione.
(a) Scelto un rappresentante per ogni fy, che denotiamo ancora con f, definiamo delle

funzioni p—misurabili ¢y, ¢ : E — [0, +00] ponendo

pr(r) = [fo(x !+Z |fu(@) = fra(@)]

p(z) = [fola |+Z (@) = fra(@)]-

Evidentemente (p)) converge puntualmente a Q.

Se p < oo, risulta

k )
leelly < Wfollo+ D 1fn = Facally < Mfollp+ D I1fa = facilln
h=1 h=1

ossia

/ |owl” dp < (Hfo”p +> = fthp) :
E h=1

Dal Lemma di Fatou si deduce che

/ ol du < (HfoHp + Z fn — fhl”p) < +00.
E =1

Nel caso p = oo, si ha per p—q.0. x € £

k 00
lor(z)| < llenlloo < Il folloo + Z 1fn = failloo < [l folloo + Z [fn = fr-1lloo s
h=1 h=1

quindi
(@) < [l folloe + > 1fn = Fralloo
h=1

Ne segue esssup |¢| < +o0.

In ogni gaso, posto A ={z € E: p(x) < 400}, si ha che u(E\ A) = 0eche g = pxa
definisce un elemento di LP(FE, u).

Risulta

|fe(7)] < pp(x) < p(x) = g(x) per p—q.o. x € E.

Inoltre per ogni x € A la serie

e}

> Unla) = fur(2))

h=1
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¢ assolutamente convergente, quindi convergente in C. Possiamo allora definire una

funzione misurabile f : £ — C ponendo

F(w) =l f(e)xate)

Poiché |f| < g, risulta f € LP(E, u; C).

Infine, se p < 0o, si ha
[fn(@) = f@)F <227 (| fu(@)]" + 1 f(2)F) < 2°(g(x))"
Per il Teorema della convergenza dominata, si conclude che
i 1 = 17 d 0.

Se invece p = oo, risulta per p—q.o. x € K

k [

i) = ful@)| < Y 1fi@) = fima@)] < >0 M = Fimilloo

j=h+1 j=h+1

Ne segue, passando al limite per k& — oo,

[e.9]

@) = ful@) < Y7 15 = fimtlloos
j=h+1
quindi
1 = fullso < D M5 = Fimtlloo -
j=h+1

Pertanto || f — fi|lec — 0 € la (a) & completamente dimostrata.

(b) Evidentemente risulta

tim ||, — ]}, = 0.

ST = Failly <30 M= Fllp+ D = facally < +o0.
h=1 h=1 h=1

Siano f € LP(E,;;C) e g € LP(E, u) conformi al punto (a). Poiché ||fn — fl, — 0 e

| fn— fll, = 0, deve essere f = f per l'unicita del limite in LP(E, 11;C). Ne segue la tesi.

(2.11) Teorema Sia 1 < p < oo. Valgono allora i sequenti fatti:
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(a) (LP(E,1;C), || |l,) € uno spazio di Banach su C;

(b) (L*(E,u;C), (| )2) € uno spazio di Hilbert su C.

Dimostrazione.
(a) Sia (fs) una successione di Cauchy in LP(E, u; C). Esiste una sottosuccessione (f, )

tale che

Yk €N || furns — Fullp < 275

Sia infatti hg € N tale che
Gom>he = |1fi — fully < 1.
Supposto di aver gia costruito hy < --- < hj_1, sia hy > hy_1 tale che
jom >l = ||f; = full, <27°.

Evidentemente (f,) ha il requisito richiesto.

Poiché
o0
Z ||fhk+1 - fthP < +00,
k=0

si deduce dal lemma precedente che (f,) € convergente in LP(E, ; C). Essendo (f3) di
Cauchy, (f5,) stessa ¢ convergente in LP(E, y; C).

(b) Si tratta di un’ovvia conseguenza della (a). m

(2.12) Teorema Siano 1 < p < oo, f € LP(E,u;C) e sia (fn) una successione in
LB, 5;C) con | i~ fllp =0

Allora esistono g € LP(E, j1) ed una sottosuccessione (fp,) tali che
lilgn fn.(x) = f(z) per p—q.0. v € E,
| fr ()] < g(x) per p—q.o. v € E.
Dimostrazione. E facile costruire ricorsivamente una sottosuccessione (fn,) tale che

Wk EN: || fu, — fll, < 27"
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La tesi discende allora dal Lemma (2.10). m

(2.13) Corollario Sia 1 < p < oco. Allora LP(FE, i) ha una naturale struttura di spazio

di Banach su R, mentre L*(E, 1) ha una naturale struttura di spazio di Hilbert su R.

Dimostrazione. Se (fy) ¢ una successione in LP(E;p) convergente a f in LP(E, u; C),
esiste una sottosuccessione (fp,, ) convergente u—q.o. a f. Ne segue f(z) € R per p—q.o.
x € E. Pertanto LP(E,u) ¢ chiuso in LP(E, u; C), quindi completo rispetto alla norma

subordinata. m

Esercizi

1. Sia 1 < p < oo e sia (f) una successione limitata in LP(FE, u; C) che converga

p—q.o. a f.
Si dimostri che f € LP(E, u; C) e che

|1l < timn inf | £l

2. Siano f,g € M(FE, ;C) e siano 1 < p,q,r < oo tali che
1 1 1
b q r

Si dimostri che

() = () ([

3. Sia p(F) < +oo esiano 1 < g < p < oo. Si dimostri che LP(E, u; C) C LY(E, ; C)
e che
VieX(E, wC): | fllg < pu(E)a> [ fllp-
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4. Siano fi(z) = (z log?z) ' e folz) = (VT (1 + |logz|)) "
Si dimostri che f; € L'(]0,1/2]), ma f; € L*(]0,1/2[) per ogni p > 1 e che fy €
L*(]0, +oc[), ma fo & LP(]0, 4+00]) per ogni p # 2.

5. Sia f € M(FE, u1;C) e sitano 1 < p,q < oo. Si dimostri che per ogni ¢ € [0, 1] risulta

1—t t
(1—t)p+t
/E|f| p qdué(/E |f|”du) (/E |f|%m) |

6. Sia f € M(E,u;C). Se 1 < p < o0, si ponga

o(p) = /E | f1P dp,

D ={pe[l,+o0]: ¢(p) < +o0} .

Si dimostri che D & un intervallo (eventualmente vuoto) e ¢ : D — R & una funzione

convessa e continua.

7. Siano 1 < p,q < oo e sia (f;) una successione limitata in LP(E, u; C) che converge
a fin LY(E, u;C).

Si dimostri che f € LP(E,u;C) e che (f;) converge a f in ogni L"(E, u;C) con
r=(1-1t)p+tq, te€l0,1].

8. Siano 1 < p < ¢ < oo. Si dimostri che per ogni r € [p,q| si ha LP(E, 1u;C) N
LYE, 1;C) € L"(E,1;C) e

Vfe LM(E, i C) N LYE, i C) : ||fllr < max{[|fllp, [[/]lq} -

9. Sial <py<ooesiafe LP(E, u;C). Sidimostri che

lim (/ |f|pd,u>p = esssup | f].
p—+00 E E
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10. Siano (f;,) una successione limitata in L'(E,u;C) e (g,) una successione in
M(E, 1;C).
Si dimostri che

limkinf (lim inf

L / \fh’dﬂ) =0.
{z€E: k<|gn(z)|<2k}

11. Sia g : E X R — R una funzione di Carathéodory, ossia tale che
- per p—q.o. x € F, la funzione g(z,-) e continua;
- per ogni s € R, la funzione ¢(+, s) & u—misurabile.

Posto (G(u)) () = g(z,u(z)), si dimostri che per ogni u € M(FE, u) si ha G(u) €
M(E,u) (Papplicazione G : M(E,u) — M(E,pu) si chiama operatore di Nemytskij

associato a g).

12. Siano 1 < p,q < 0o, sia g : F x R — R una funzione di Carathéodory e sia G
I'operatore di Nemytskij associato a g. Si supponga che esistano a € LY(E, u) e b € R tali
che

g(x,5)| < a(x) +bls|s

per u—q.o. x € E e per ogni s € R.
Si dimostri che per ogni u € LP(E,pu) si ha G(u) € LI(E,u) e che applicazione
G:LP(E,u) — Li(E, ) ¢ continua.

13. Sial <p< oo esia G: E xR — R una funzione di Carathéodory. Si supponga
che esistano a € L'(E, u) e b € R tali che

G(z,s) > —a(x) — bls|”

per u—q.o. x € E e per ogni s € R.

Si dimostri che per ogni u € LP(FE, ) la funzione

{z — G(z,u(z))}
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e p—integrabile su E' e che, per ogni successione (uy) convergente ad w in LP(FE, i), si ha

/EG(x,u(x))du(az)glimhinf/ G(z,up(x)) du(zx) .

E

14. Sia G : F x R — R una funzione di Carathéodory tale che

Vt>0: sup G(r,s)” € L'(E,p).

|s|<t

Si dimostri che per ogni u € L*(FE, i) la funzione
{r — Gz, u(z))}

¢ p—integrabile su E e che, per ogni successione (uy) limitata in L®(F, 1) e convergente

p—q.o. ad u, si ha

[E G(ar,u(w)) dp(x) < limnt [E Gl un(x)) dp(z)

15. Siano 1 < p,q < 00, sia g : E x R — R una funzione di Carathéodory e sia G
I'operatore di Nemytskij associato a g. Si supponga che per ogni ¢ > 0 esista a. € LI(FE, )

tale che

l9(z,5)| < ac(z) +els|s

per u—q.o. x € E e per ogni s € R.
Si dimostri che, se (u;) ¢ una successione limitata in LP(E, 1) e convergente pi—d.o.
ad u, allora si ha che (G(uy)) ¢ convergente a G(u) in LY(E, u).

(Suggerimento: si osservi che
90, un(@)) — 9o, u(@))|" < 25 au (@) + 22927 fup ()] + 29726 u(a)|?
e si applichi il Lemma di Fatou alla successione

2% a. (2)7 + 2072 Jup ()" + 2% % Ju(z)[” — |g(, un(2)) — g(x, u(@))[* )
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16. Sia 1 < ¢ < o0, sia g : F X R — R una funzione di Carathéodory e sia G
I'operatore di Nemytskij associato a g. Si supponga che
Vt>0: sup |g(-,s)| € LYE, p).
s|<t
Si dimostri che per ogni u € L*(F,u) si ha G(u) € LYE, p) e che, se (uy) € una
successione limitata in L®(F, u) e convergente pu—q.o. ad u, allora si ha che (G(uy))

convergente a G(u) in LI(E, u).

17. Siano 1 < p,q,r < oo tali che

siaa € L'(E, ) e sia g(x, s) = a(x)s.
Si dimostri che g e una funzione di Carathéodory e che per ogni € > 0 esiste a. €
Li(E, ) tale che
9z, 9)| < ae(x) +els|s

per u—q.o. x € E e per ogni s € R.

18. Siano 1 < p < 00, ug € LP(E, u) e g(z, s) = |s|’ — |s — ug(x)|". Si dimostri che g

¢ una funzione di Carathéodory e che per ogni € > 0 esiste a. € L'(F, u) tale che
|9(z, s)| < ac(x) +els]”
per u—q.o. x € I/ e per ogni s € R.

19. Siano 1 < p < o0, 1 < ¢,r < oo tali che
1 1 1

poroq
sia (f) una successione limitata in LP(FE, u; C) e convergente u—q.o. a f e sia (g,) una
successione convergente a g in L"(E, u; C).

Si dimostri che (frgn) converge a fg in LI(E, u; C).

20. Siano u(E) < +00, 1 < p < oo e sia (f;) una successione limitata in LP(E, u; C)

e convergente u—q.o. a f.
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Si dimostri che, per ogni ¢ € [1, p|, la successione (f;,) converge a f in LY(E, u; C).

21. Sia 1 < p < oo e sia (f;) una successione limitata in LP(E, u; C) e convergente

n—q.o. a f.
Si dimostri che (|fn|" — | fu — f|F) converge a |f|P in L*(E, p).

22. Sia 1 < p < oo e sia (f,) una successione in LP(E, u; C) convergente p—q.o. a
f € LP(E, u; C). Si supponga che lim 1fullp = [1f1lp-
Si dimostri che liin | fn — fll, = 0.

23. Sial <p<ooesia f € LP(E, u;C). Sidimostri che per ogni ¢ > 0 esiste 6 > 0

[\l <

ogniqualvolta A & un sottoinsieme p—misurabile di E con p(A) < 6.

tale che

24. Sia 1 <p < oo esia f € LP(]0,400[). Per ogni 2 > 0 si ponga F(z) = [ fdL".

Si dimostri che
F F
lim 2 _ gy F@
x—0 ;[‘l/p r——+00 [[‘l/p

25. (Disuguaglianza di Hardy) Sia 1 < p < oo e sia f € LP(]0,+o0[). Per ogni > 0
si ponga F(z) =1 [ fdL'.
Si dimostri che F' € LP(]0, +o0) e che

p
p<oo = [IFly < -7 lflp

p=00 = [[Flloc <|[[fllse-

Si dimostri inoltre che, se f > 0 e F € L'(]0,+0o0]), allora f(z) = 0 per L'—q.o.
x €0, +oo.

3 Approssimazione per mezzo di funzioni continue

(3.1) Definizione Siano 2 un aperto in R", Y wuno spazio normato e f : R" — Y

un’applicazione.
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Diciamo che f é continua con supporto compatto in €2, se f € continua e l’insieme

{r eR": f(z) # 0}

¢ contenuto in un compatto contenuto in ). Denotiamo con C.(€;Y) linsieme di tali
applicazioni. Evidentemente C.(€;Y) € un sottospazio vettoriale di C(2;Y).

Per ogni k € N poniamo anche
CHOLY) = CHQ;Y)NC(Y).

Evidentemente C*(Q;Y) ¢ un sottospazio vettoriale di C*(Q;Y).

Poniamo infine

C,(Q) := C.(R), C*(Q) := C*(;R).

(3.2) Definizione Siano Q un aperto in R™, Y wuno spazio normato e sia f : Q =Y

un’applicazione. Denotiamo con supt(f) la chiusura in Q di

{reQ: f(x)#0}.
Il sottoinsieme supt(f) di Q0 si chiama supporto di f.

(3.3) Proposizione Sia Q un aperto in R™ e sia f € C.(2;C). Allora valgono i sequenti
fatti:

(a) supt(f) é un sottoinsieme compatto di 2,
(b) |f| ammette massimo in Q;

(¢) f & uniformemente continua.

Dimostrazione. Sia K un compatto di 2 fuori dal quale f sia nulla. Evidentemente
supt(f) € K e supt(f) e chiuso in K. Ne segue che supt(f) ¢ compatto.

Inoltre |f| ammette un punto di massimo nel compatto K e tale punto ¢ di massimo
anche nell’ambito dei punti di Q (ed anche di R™).

Sia ora € > 0 e sia

Ky ={zeR": dx,K) <1} .
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Poiché f e uniformemente continua sul compatto K7, esiste § > 0 tale che per ogni

x,y € K si abbia

(3.4) T =yl <6 = |f(x)— fly)l <.

Non & restrittivo supporre 6 < 1. Allora, se z,y € R", |z — y| < ¢ e, ad esempio, = &€ K7,
risulta z,y € K, da cui | f(z)— f(y)| = 0. Combinando questo fatto con la (3.4), si deduce
che per ogni z,y € R”

lz—yl<d = |f(z) - fly)l <e,
da cui la tesi. m

In virtu della proposizione precedente, C.(€2;C) risulta essere un sottospazio
vettoriale di Cy(€2; C) e pud quindi essere munito della norma || || .
Inoltre per ogni f € C.(2;C) si ha |f|P € C.(Q2), quindi f € LP(2;C). Risulta
pertanto C.(2; C) C LP(Q2; C).

(3.5) Teorema Per ogni p € [1,+0o0] lo spazio C.(R"™) é denso in LP(R™).
Dimostrazione. Per ogni h > 1 definiamo 7, : R — R ponendo

s se |s| < h,

Tu(s) =14 h
(s) — s sel|s|>h.

5]
Evidentemente risulta
Vs1,82 € R | Th(s1) — Ta(s2)| < [s1 — sl
Se f € LP(R"), sia fi, = xB(on) (Tn o f). Poiché
li}En |fn(z) — f(z)] =0 per L"—q.0. z € R,

|[fn() = f(@)" < [f(2)],

si deduce dal Teorema della convergenza dominata che

li{bn/ \fu — fIPdL"™ = 0.
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Dato € > 0, sia h tale che || fr, — fl|, < /2. Evidentemente f, ¢ limitata e nulla fuori da
B (0, k), quindi £"—sommabile. Sia g, € C.(R") tale che

eyt [ o= silaer < (5)'
Allora (T o gn) € C.(R™) e
|(Th 0 gn)(x) = fu(@)| = |(Th © gn) (@) = (Tn o fu) ()| < [gn(x) — fa(2)],
per cui

/ (Taogn) — fulf dL < (2h)p / (Thogn) — ful dL" <

-1 n E\P
< @ [ g - flder < ()
Dalla disuguaglianza triangolare si deduce che
[(Trogn) = fllp <e,

da cui la tesi. m

(3.6) Corollario Per ogni p € [1,+0o0] lo spazio C.(R";C) ¢é denso in LP(R";C).

Dimostrazione. Sia f € LP(R";C) e sia ¢ > 0. Poiché Re f ed Im f appartengono a
LP(R™), per il Teorema (3.5) esistono g¢i,g9» € C.(R") tali che ||gs — Re f||, < €/2 ¢
lg2 —Im f||, < /2. Se poniamo g = g1 +1igs, si ha g € C.(R"; C) e, per le proprieta della

norma, g — f|l, <¢c. m

Esercizi

1. Sia f € L’(R) con 1 < p < oo. Si dimostri che
iy [ 1f(e+5) = AP LD =0,
(Suggerimento: si tratti prima il caso f € C.(R)).
2. Siano f € L*(R) e g € L'(R). Si dimostri che

lim [ (F(t+35)— F(£) g(t) dLA(E) = 0.

s—0
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4 Regolarizzazione per convoluzione

Nel corso di questa sezione, ) denotera un aperto di R™.

(4.1) Definizione Per ognip € [1,400]| poniamo
LY (Q;C):=={feM(,L"C): fix € LP(K;C) per ogni compatto K C Q} .
Poniamo anche

LP

loc

(Q):={fell (C): f(x) €R per L"—q.0. x € Q} .

loc

Si verifica facilmente che Lj .

(Q2; C) & un sottospazio vettoriale di M (2, L™; C), mentre
Lp

1.(£2) ha una naturale struttura di spazio vettoriale su R.

(4.2) Proposizione Valgono le sequenti inclusioni:

(a) LP(;C) € L, (4 C);

loc

(b) C(;C) C L2 (2;C) (si intende che ogni f € C(Q; C) viene identificata con la sua

loc

classe di equivalenza);

(¢) Li

loc

(2;C) C L,.(2;C).

loc

Dimostrazione. Le affermazioni (a) e (b) sono evidenti. Per provare la (c¢), consideriamo
un compatto K C Q. Poiché £L*(K) < 400, risulta xx € L” (K;C). Se f € L? (Q;C), si

loc
ha
f|K = (f|K) XK -

Dal Teorema (2.9) si deduce che fix € L'(K;C). m

(4.3) Definizione Una successione (gg) in C(R™) viene detta regolarizzante, se per

ogni h > 1 si ha o, € C°(B(0,1/h)), on >0, / ondl’ =1 ¢

sup{h_”gh(x) ch>1,zx¢€ R"} < +00.

(4.4) Proposizione FEsiste una successione regolarizzante in C°(R™).
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Dimostrazione. Si consideri la funzione 9 : R — R definita da

1 1
exp () ses< g,
9(s) = { (1) j
0 ses> 7.
Si verifica facilmente che ¥ € C*°(R). Sia quindi g : R” — R definita da

o)
o) = T ) don@)

Allora o € C*(B(0,1)), essendo nulla fuori dal compatto B(0,1/2). Inoltre risulta
/ odL" = 1. Per ogni h > 1, la funzione p,(z) = h™ p(hz) appartiene a C°(B (0,1/h)),
essendo nulla fuori dal compatto B (0,1/(2h)). Operando il cambiamento di variabile

x = y/h, si ottiene

[ aw)acria) = [ oty dcr@) = [ oty deni) =1

Si verifica facilmente che g, possiede tutte le rimanenti proprieta richieste. m

(4.5) Teorema Sia (o) una successione regolarizzante in C°(R™) e sia feL;, . (R™;C).

Per ogni h > 1 definiamo fj, : R — C ponendo

falz) == / F(w)on(x — ) dL(y)

Allora valgono i sequenti fatti:

(a) frnoe C®°(R™C) eperognij=1,...,n si ha
Difula) = [ 1) (D) o~ 9) dL"(0);

(b) se f & nulla L"—q.0. fuori da un compatto K di R, si ha che f;, ¢ nulla (ovunque)
fuori dal compatto

{r eR": d(z,K) <1/h} ;

(c) per ogni x € R™ si ha

| fn(z)| < esssup |f];
B(z,1/h)
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d) se f € L (R"), risulta f, € C®(R™) e per ogni x € R™ si ha
loc

essinf f < x) <esssup f.
sesint J < Julo) B(ac,l/h)f

Dimostrazione.

(a) Fissato zg € R", definiamo una funzione g : B (zg,1) x R — C ponendo

9(z,y) = f(y)on(z —y).

Evidentemente ¢ & di classe C* rispetto a  ed ¢ £"—misurabile rispetto a 3. Inoltre si ha

l9(z, )| < llonllcol f(¥) I XBEgzy (Y) -

Pertanto g & £"—sommabile rispetto a y e la funzione f;, puo essere definita su B (o, 1).

Si ha anche

[ Da;g(x, y)| < [Djonllool f () X552 (1) -
Allora, per il Teorema di derivazione sotto il segno di integrale, si ha che f; & di classe
ClsuB(xg,1) e

Difula) = [ 1) (D) o~ 9) dL"(w).
In questo ragionamento, abbiamo utilizzato soltanto il fatto che g, € C°(B(0,1/h)).
Poiché anche D;g, € C*(B(0,1/h)), si puo procedere per induzione, dimostrando che
frn € C®(B(xg,1);C). Per I'arbitrarieta di xy, risulta f, € C>*(R™; C).
(b) Se f =0 L"—q.o0. fuori da K e d(z, K) > 1/h, si ha g,(x —y) = 0 per ogni y € K, da
cui fr(x) =0.

(¢) Per per il Teorema di cambiamento di variabile, si ha

/ on(e — y) AL (y) = / on(€)dL(€) = 1

Ne segue

)| = ‘ / f<y>gh<x_y>dm<y>‘ _

/B . fWon(x —y)dL"(y)| <

< esssup |f] on(z —y)dL"(y) =
B(z,1/h) B(z,1/h)

— esssup |f] [ on(e —y)dL(y) = esssup |f].
B(z,1/h) B(z,1/h)
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(d) La prima affermazione ¢ evidente. Le disuguaglianze si possono ottenere imitando la

dimostrazione della (c). m

(4.6) Definizione Se (g,) ¢ una successione regolarizzante in C(R™), f € L} (R™;C)
e h > 1, definiamo Ry, f € C*(R";C) ponendo

Ruf(e) = [ f)ente — ) dL"(w).
Diciamo che (R, f) é la regolarizzata per convoluzione di f.
(4.7) Teorema Sia f € C'(R";C). Allora per ogni h >1ej=1,....,n si ha

D; (Ruf) = Ru(D;f).

Dimostrazione. Combinando il Teorema (4.5) con la formula di Gauss-Green, si ottiene

D (Ruf) @) = [ ) (Djon) z =) dL"(y) =
- ‘/ fW)Dy, (en(z — ) dL"(y) =
_ /Djf(y)gh(x—y) dL" (y) = Ra(D;f)(x) .,

da cui la tesi. m

(4.8) Teorema Sia f:R™ — C una funzione uniformemente continua. Allora si ha
1i}£ﬂ Rhf = f

uniformemente su R™.

Dimostrazione. Dato € > 0, sia § > 0 tale che

[r -yl <o = |f(z) - fly)l <e.
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Sia h > 1 tale che 1/h < & Allora per ogni h > h e € R” si ha
Ruf0) = £ = | [ (0~ 1(a) s = ) a7 ()| <
< [ 116) - Fellonte ~ e () =
-/ o MO = @) d2) <

< /13(;,:,1/@ con(x —y)dL"(y) =€ / on(z —y)dL"(y) = e,

da cui la tesi. m

(4.9) Corollario Sia f € C.(;C). Allora Ryf € C=(Q; C) definitivamente per h — oo
e si ha
li}l;n Rhf = f
uniformemente su Q ed in LP(€; C) per ogni p € [1, +0o0].
Dimostrazione. Sia f = 0 fuori dal compatto K C () e sia
c=inf{lzr—y|: 2 eR"\Q, ye K}.
Risulta o > 0. Pertanto, se 1/h < o, si ha che R}, f ¢ nulla fuori dal compatto

1
Kh:{meR": d(a;,K)gﬁ}gQ.

Per la Proposizione (3.3) f ¢ uniformemente continua. La convergenza uniforme su {2 e
la convergenza in L>(2; C) discendono quindi dal teorema precedente.

Infine, sia 1 < p < co. Risulta
/ Ruf — fIPdL" = / Ruf — fIP AL < (|Ruf — flloo)” £7(K1),
0 K1

da cui la convergenza in LP(Q;C). m

(4.10) Teorema Sia 1 <p < oo e sia f € LP(R";C).
Allora Ry f € C*(R™C) N LP(R™C), [|[Rufll, < Ifll, e si ha

1i}£ﬂ Rhf = f
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in LP(R™; C).

Dimostrazione. Se 1 < p < oo, dalla disuguaglianza di Holder si deduce che
Rl = |[ 1ot —naew| < [ 156l - ) -
— [ @l - )] (el — ) d2(w) <

< (/ If(y)lp@h(:v—y)dﬁn(y)); (/ Qh(x—y)dﬁn(y))p =
- ([ vbat-nicw)

Ruf(@) < / FW)Pon(e —y) dL™(y).,

disuguaglianza che ¢ evidentemente vera anche per p = 1.

=

Ne segue

Integrando rispetto a x ed applicando il Teorema di Fubini, si ottiene

[ Ris@rac < [ ([ iwrat-icm) i -
= [ ([ e - nier@) aew) = [ 1wpac

da cui Rpf € LP(R™) e [[Rnfllp < I/ lp-
Sia ora € > 0. Per il Corollario (3.6) esiste g € C.(R™;C) tale che ||g — f]l, < /3.
Per il Corollario (4.9) esiste h > 1 tale che ||Rng — g|l, < £/3 per ogni h > h. D’altronde

risulta

(Rug(x) — Rif(x)) = / (9(y) = f(y)) on(z —y) dL"(y) = Ru(g — f)(2),

quindi |Rpg —Rufll, < llg— fll, < e/3. Per la disuguaglianza triangolare si conclude che

IRnf = Flly < 1Rnf = Raglly + Rng = gllp + lg = fll, <&

per ogni h > h. m

(4.11) Teorema Sia K un compatto contenuto nell’aperto 2. Allora esiste ¥ € C2°(Q)

tale che xx <19 < xq.
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Dimostrazione. Posto

Ks={zeR": d(z,K) <4},

sia 6 > 0 tale che Kys C Q. Scelto h > 1 tale che 1/h < ¢, poniamo

o) = [ v ents — ) dL ).

Poiché = ¢ Ky implica B (z,1/h) N K5 = 0, si ha che ¢ & nulla fuori dal compatto K.
D’altra parte x € K implica B (z,1/h) C Kj, per cui 9(x) = 1 su K. Le altre proprieta

di 9 sono evidenti. m

(4.12) Definizione Diciamo che (K}) é una successione esaustiva di compatti in 2, se

ogni K, € un sottoinsieme compatto di €2 e si ha

VheN: K, Cint (Kpy1) ;

Q=[] int(K,) .

heN

(4.13) Lemma FEsiste una successione esaustiva di compatti in €.

Dimostrazione. Se Q2 = R", basta porre K, = B(0,h + 1). Se invece 2 # R, sia

- 1
K,=B(O,h+1)N R": d(x,R"\ Q) > —— 7.
BRI {s R d R 2 g )

Evidentemente K} e un compatto in ). Le altre proprieta discendono facilmente dal fatto
che

B(O,h+2)m{xeR sd(z,R"\ Q) > h+2}

¢ un aperto contenuto in K., e contenente K. m

(4.14) Teorema Sia 1 < p < oo. Allora C*(€;C) ¢ denso in LP(9;C).
Piu precisamente, per ogni f € LP(Q;C) ed e > 0 esiste g € C°(2;C) tale che

lglly < W £llp,  max|gl <esssup|f], g = fl, <e.
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Dimostrazione. Siano f € LP(2;C) ed € > 0. Definiamo f* € LP(R™; C) ponendo

oo f(z) sexeQ,
f(x)_{() sex e R"\ Q.

Per i Teoremi (4.5) e (4.10) esiste ¢ € C>*°(R™; C) N LP(R"; C) tale che

ol < 157 = Fl. suple] < esssup| | = esssup|f]

[re=sracs [ gapacr= [0 ppac <o
Q R7\Q)
In particolare [, [¢ — f[P dL" < €.

Sia ora (K},) una successione esaustiva di compatti in Q. Per il Teorema (4.11) esiste

I, € C2(Q) tale che yk, <9, < xq. Allora si ha 9,9 € C(Q;C),

[Onelly < W fllp>  max [dnp] < esssup |f]
ed inoltre
lim [0n(2)¢(z) — f(2)| = |p(z) = f(z)] per L"—q.0. €,
[In(x)e(@) = f(@)]" < (|9n(@)]l(x)] +[f(@)])" <
< (lp(@)| + [ f(2))P € LHQ).
Applicando il Teorema della convergenza dominata, si ottiene
lim / (O — fIP dL™ = / o — fPdcr.
hJa Q
In particolare, si ha
/ [Uhe — fIPdL™ < &P
Q

definitivamente per h — oo. Allora ¢ = U,p ha i requisiti richiesti per ogni h

sufficientemente grande. m

(4.15) Teorema Sia 1 < p < oo. Allora per ogni f € LP(€); C) esistono g € LP(S)) ed

una successione (fy) in C°(Q; C) tali che per L"—q.0. x € § si abbia

|fu(2)] < g(x), li}{ﬂ fu(z) = f(=).
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Inoltre nel caso p = oo si puo scegliere g(x) = || f||oo-

Dimostrazione. Consideriamo prima il caso 1 < p < oo. Per il Teorema (4.14) esiste
una successione (f) in C(€2;C) convergente a f in LP(€2;C). Per il Teorema (2.12),
un’opportuna sottosuccessione di (fy,) ha i requisiti richiesti.

Consideriamo ora il caso p = co. Sia (K},) una successione esaustiva di compatti
in . Data f € L>=(Q;C), per ogni h € N si ha fyg, € L'(€;C). Per il Teorema (4.14)
esiste f, € C2°(§2; C) tale che

max || < esssupfxie < £l

||fh - fXKhHl < 2_h .

Fissato 7 > 1, si ha

j—1

<

S [ s = X [ -+ [ 1 fuglae <
h=0 h=0 * K h=j 7K
7j—1 0o
< /|fh—f|d£n+2‘|fh—fXKh”1<+OO~
h=0 7K h=j

Dal Lemma (2.10) si deduce che
hi{n fn(z) = f(xz) per L"—q.0. x € K;.

Dal momento che €2 ¢ unione numerabile dei K, ne segue la convergenza per L"—q.o.

z€N nm

(4.16) Corollario Sia 1 < p < 0o. Allora C(2) é denso in LP(€2).
Piu precisamente, per ogni f € LP(Q) ed e > 0 esiste g € C°(Q2) tale che

lglly < W fllp,  max|gl <esssup|f], g = fl, <e.

Dimostrazione. Siano f € LP(Q) ed € > 0. In particolare risulta f € LP(Q;C). Sia
g € C(Q; C) conforme al Teorema (4.14). Allora Reg € C2°(Q2) ha i requisiti richiesti. m
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(4.17) Corollario Sia 1 < p < oco. Allora per ogni f € LP(Q)) esistono g € LP(Q2) ed

una successione (fy) in C°(Q) tali che per L"—q.0. x € Q) si abbia

(@)l <g(e),  lim fi(z) = f(z).
Inoltre nel caso p = oo si puo scegliere g(x) = || f|oo-

Dimostrazione. Data f € LP(Q), siano g € LP(€2) e (f) una successione in C°(Q;C)

conformi al Teorema (4.15). Allora g e (Re f5) hanno i requisiti richiesti. m

(4.18) Teorema Sia g € L}, .(Q;C) tale che

Ve Cr(Q): / fgdl" =0.
Q
Allora si ha g(x) =0 per L"—q.0. x € Q, ossia g =0 in L (Q;C).

loc

Dimostrazione. Anzitutto per ogni f € C°(€;C) si ha

/Qfgdﬁn:/Q(Ref)gdﬁn—i—i/Q(Imf)gdﬁnz().

Sia ora K un compatto in 2 e sia f € L®(Q; C) definita da

o I mtoa) s 0 € Ve g(o) £0.
0 altrimenti .

Per il Teorema (4.15) esiste una successione (f) in C2°(int (K) ; C) tale che |fr(z)| < 1e
frn(x) = f(x) per L"—q.0. x € int (K), quindi per L"—q.0. = € Q.

| faacr o,
|fn(®)g(2)| < xx(2)|g(x)| per L'—q.0. x € Q.

Allora risulta

Dal Teorema della convergenza dominata si deduce che

/ Xint(k)|g| AL™ = / fgdLr =0.
Q Q
Ne segue g(x) = 0 per L"—q.0. = € int(K). D’altronde, per il Lemma (4.13), Q &

un’unione numerabile di parti interne di compatti. Si ha quindi g(z) = 0 per £"—q.o.

z€N m
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Esercizi

1. Sia © un aperto connesso in R" e sia g € L. .(Q; C) tale che

loc

Vi=1,...,n,Yf € C®Q): /(Djf)gdﬁnzo.
Q

Si dimostri che esiste ¢ € C tale che g(x) = ¢ per L"—q.0. = € .

5 Polinomi trigonometrici
Denotiamo con C(7™; C) 'insieme delle funzioni continue f : R™ — C tali che
Ve e R", Yy € (21Z)" : f(z +vy) = f(z).

Quest’ultima condizione si puo anche esprimere dicendo che f e periodica in ogni variabile

x; di periodo 27. Poniamo anche Q" =] — m, 7[".

(5.1) Proposizione Sia f € C(T™;C). Allora valgono i sequenti fatti:
(a) |f| ammette massimo e minimo;

(b) C(T™;C) & un sottospazio vettoriale chiuso di (Cp(R™;C), || [|oo);

(¢) f & uniformemente continua;

(d) per ogni x € R™ si ha

| terwace) = [ rwic.

n Qn

Dimostrazione.

(a) A causa della periodicita, i valori di | f| su R™ coincidono con i valori di | f| su [—, 7]™.
La tesi discende allora dalla compattezza di [—m, 7]|".

(b) Si verifica facilmente che C'(T";C) ¢ un sottospazio vettoriale di Cp,(R™; C).
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Sia (fn) una successione in C(7™;C) convergente uniformemente a f € Cy(R"; C).

Passando al limite per A — oo nella relazione
Ve e R", Yy € (27Z)" : fun(z+y) = fu(z),

si deduce che f € C(T™;C), per cui C(T";C) ¢ anche chiuso.
(c) Sia € > 0. Essendo f uniformemente continua sul compatto [—2m, 27", esiste 6 > 0

tale che per ogni x,y € [—27, 27]" si abbia
w—yl <8 = f(z)— ()] <=.

Non ¢ restrittivo supporre 6 < 7. Siano ora z,y € R" con |x — y| < §. Sara x = u + v

conu € [—m,w[" e v € (2rZ)". Allora |u — (y —v)| < 0, per cui u, (y —v) € [-27,27|" e

[f(@) = f(W)l = [futv) = f((y —v) +v)| = [f(u) = fly —v)| <e.

(d) Ragioniamo per induzione su n. Se n = 1, si ha

/_: flx+y)dCi(y) = /:er t)dC(t / F)dLi(t / U F()dLi(t) =

—T

_ /H s+ 2m) dLM(s / F() AL (¢

—Tr

= / i_ﬂ s)dL (s / f(t)ydcH(t / fy)dC (y

Supponiamo ora che la proprieta sia vera per n — 1. Per il Teorema di Fubini si ha

retnac o) = [ ([ et nae i) ) ) -
Q" —m n-l
= / </n_1 T Ynets T+ ) AL My, .. ,yn_l)) AL (y,) =
= / (/ flyt, oo Yna1, T + Yn) dﬁl(yn)) A" (Y1, . Yper) =
Q1 \J =

= /in (/_ f(y) dﬁl(yn)) AL Yy, o Yn1) = . Fly)dL™(y),
da cui la tesi. m

In virtu della proposizione precedente, lo spazio C(T";C) puo essere munito della

norma || |l con cui risulta essere uno spazio di Banach su C.
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Se x,y € R™, denotiamo con x - y 'usuale prodotto scalare fra z e y.

(5.2) Definizione Chiamiamo polinomio trigonometrico ogni elemento del sottospazio

vettoriale di C(T™;C) generato dall’insieme di funzioni

{exp(ik -x): k€ Z"} .

(5.3) Osservazione Se k', k" € Z™, si ha
exp(ik’ - ) exp(ik” - x) = exp(i(k' + k") - x),
per cui il prodotto di due polinomi trigonometrici € ancora un polinomio trigonometrico.

(5.4) Definizione Una successione (Py) di polinomi trigonometrici si dice regolarizzan-

te, se si ha Py(xz) € R, Py(z) > 0, fQ" PydL" =1,
sup {(h+1)"" Py(z): he N,z e R"} < +o0,

Vo >0: lilgnPh(:c) =0

uniformemente per x € Q™\| — 9, 0[".

(5.5) Proposizione FEsiste una successione regolarizzante di polinomi trigonometrici.
Dimostrazione. Definiamo 9, : R — R ponendo

1+ cost h
ﬁh(t) = Cp, (T) s

oo ([L(2) we).

T h T h
1= ch/ (H%St> dcl(t)zzch/ (@) I OE
—T 0

™ /1 +cost\" 4
> 2¢, / (—) sint dC'(t) = ch .
] 2 h+1

Quindi risulta ¢, < (h+1)/4e [T 9, dL' = 1.

dove

Si ha
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Op(x;). E evidente che Py(z) € R, Py(z) >0 e

/ P,dl" =1.

. 1+cosz; - . . . . .
Inoltre la funzione —— ¢ un polinomio trigonometrico, avendosi

e

Poniamo ora P (z) =
1

J

1+cosxj 1 1 1

5 = 3 + 1 exp(iz;) + 1 exp(—ix;) =
1 1 1
= 3 exp(i(0 - x)) + 2 exp(ie; - x) + 1 exp(i(—ey) - ),
dove {ey,...,e,} denota la base canonica in R".

Per I’Osservazione (5.3) ogni P, ¢ un polinomio trigonometrico. Poiché % <1,
si ha

Pp(z) <cpy <4™(h+1)".

Infine, sia 6 > 0. Se z € Q™\] — 4, 0[", esiste j = 1,...,n tale che § < |z;| < =, per cui

1 A" 1 S\"
Pu(z) < & (%) <4 (h41)" (%) .

Poiché 1458 < 1 (P,) tende a zero uniformemente su Q"\] — 4, [" per h — cc. m

(5.6) Teorema L ’insieme dei polinomi trigonometrici ¢ denso in (C(T™;C), || ||co)-

Dimostrazione. Data f € C(T™;C), definiamo fj, : R” — C ponendo
fu(z) = g f)Pu(z —y) dL(y)

dove (P,) € una successione regolarizzante di polinomi trigonometrici. Osserviamo che

per ogni k € Z" si ha
Fesplit- (2 =) ae") = ([ fnyexp(-ik ) d') ) ik 2),
Q" Q"
per cui ogni fj, € un polinomio trigonometrico. Inoltre per la Proposizione (5.1) si ha

fu(z) = o f(y)Pu(x —y)dL"(y) =

-/, (—y)Pa(z +y) dL™(y) = . (2 — y)Pu(y) dL”(y) -
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Sempre per la Proposizione (5.1), dato € > 0 esiste § > 0 tale che

[z —yl <6V = [f@@) — f) < 5.

Allora per ogni z € R" si ha

@ =01 = |[ e fo)me i) <
< [ 19 - f@IP@) L) -
= [ iy - f@IP) AL ) +
|=o.8["

+ / @ —y) — (@) Puly) dL(y) <
Qm\]-4,0["

< [ snoaems [ 2w i) <
< S0 fl@m) sup {Paly) v € Q] = 8,07}

Poiché (P,) tende a zero uniformemente su Q™\] — 6,0[", si ha [[fn, — fllo < €

definitivamente per A — 0o. m

Se P ¢ un polinomio trigonometrico e 1 < p < oo, si ha evidentemente Pon €

LP(Q™; C). Dimostriamo che per p < 0o sussiste un risultato simile al Teorema (5.6).

(5.7) Teorema Se 1 < p < oo, linsieme (delle restrizioni a Q") dei polinomi

trigonometrici ¢ denso in LP(Q";C).

Dimostrazione. Sia f € LP(Q™;C) e sia ¢ > 0. Per il Teorema (4.14) esiste g € C.(Q™; C)
tale che ||g — f|l, < €/2. Osserviamo che esiste una ed una sola g € C(1T";C) tale che
Gign = g. Per il Teorema (5.6) esiste un polinomio trigonometrico P tale che ||P — §||o <

(2m)~™/? /2. Poiché
p
| p—gracr = [ p-gpacr < o P -gin < (5)"

siha |[|P—fll,<e. m
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6 Spazi funzionali separabili

(6.1) Definizione Uno spazio metrico X si dice separabile, se esiste un sottoinsieme al

pit. numerabile D in X tale che D sia denso in X (cioé¢ con D = X).

(6.2) Proposizione Siano X e Y due spazi metrici e sia f : X — Y un’applicazione
continua e suriettiva.

Allora, se X ¢é separabile, anche Y ¢é separabile.

Dimostrazione. Sia D un sottoinsieme al pitt numerabile denso in X. Evidentemente
f(D) & al pit numerabile. Dimostriamo che f(D) & denso in Y. Siay € Y e sia V un
intorno di y. Sia € X tale che f(z) =y e sia U un intorno di z tale che f(U) C V. Sia
infine £ € DNU. Allora f(§) € f(D)NV, da cui la tesi. m

(6.3) Proposizione Sia X uno spazio metrico e sia (Y) una successione di sottoinsiemi
separabili di X .

Allora, se l'insieme |J Y}, € denso in X, anche X ¢ separabile.
heN

Dimostrazione. Sia Dj, un sottoinsieme al pitt numerabile denso in Y. Allora D = |J Dy,
heN

¢ un insieme al pitt numerabile. Dimostriamo che D ¢ denso in X. Siano z € X ed U

un intorno aperto di . Siay € UN |J Y, Sara y € UNY}, per un certo h € N. Sia

heN
zeUNDy. Allora z € UN D, da cui la tesi. m

(6.4) Proposizione Sia X uno spazio metrico separabile e sia Y C X. Allora Y ¢

separabile.

Dimostrazione. Sia {xj : h € N} un sottoinsieme al pitt numerabile denso in X. Se
Y = (), la tesi ¢ banalmente vera. Se Y # (), siay € Y. Per ogni h,k € N scegliamo
Yni € B(xp, 1/(k+1))NY, se tale intersezione non ¢ vuota, altrimenti poniamo y, . = 7.

Allora {ynx : h,k € N} ¢ un sottoinsieme al pitt numerabile di Y. Proviamo che
e denso in Y. Datiy € YV ed ¢ > 0, sia k € N tale che 2/(k+ 1) < € e sia z;, €
B(y,1/(k+1)). Allora y € B(xy,1/(k+ 1)), per cui B (xp, 1/(k+1))NY # 0. Ne segue
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che ypx € B(zp, 1/(k+ 1)) NY, quindi

1 1
d <d d T T T
(yayh,k) > (Z/,Cl?h) + (xhvyh,k) < k+ 1 + k41 <&,

da cui la tesi. m

(6.5) Teorema Ogni spazio normato di dimensione finita é separabile.

Dimostrazione. Consideriamo dapprima alcuni casi particolari. Lo spazio R" e separabile,
perché contiene il sottoinsieme denso Q", che ¢ numerabile. Per la Proposizione (6.2) ¢
separabile anche C", che & isometrico a R?". Quindi K" & separabile per K = R, C.

Sia ora X uno spazio normato su K di dimensione finita n. Esiste un’applicazione
f : K" — X lineare e biiettiva. Essenda f continua, la separabilita di X discende dalla

Proposizione (6.2). m

(6.6) Teorema Sia X wuno spazio normato. Allora X ¢ separabile se e solo se esiste

una successione (xp) in X che genera un sottospazio vettoriale denso in X .

Dimostrazione. Supponiamo che X sia separabile e sia {x} : h € N} un insieme al pin
numerabile denso in X. Allora a maggior ragione (z;) € una successione che genera un
sottospazio vettoriale denso in X.

Viceversa, sia (xj,) una successione che genera un sottospazio vettoriale Y denso in
X. Sia Y}, il sottospazio vettoriale generato da {x1,...,z,}. Per il Teorema (6.5) ciascun
Y}, € separabile. Poiché Y = |J Y}, la separabilita di X discende dalla Proposizione (6.3).

heN
|

Vogliamo fornire ora alcuni esempi di spazi funzionali separabili.
(6.7) Teorema Lo spazio (C(T™;C),|| ||) € separabile.

Dimostrazione. A causa della densita dei polinomi trigonometrici, possiamo affermare
che {exp(ik-x): k € Z"} & un insieme numerabile che genera un sottospazio vettoriale

denso in C(T™; C). La separabilita di C'(T™; C) discende allora dal Teorema (6.6). m
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(6.8) Lemma Per ogni h € N lo spazio C.(] — hm, hw[*;C) ¢é separabile sia rispetto

all’usuale norma || ||, sia rispetto alla norma di LP(R™;C) (1 <p < c0).

Dimostrazione. Consideriamo anzitutto la norma || ||« ed il caso h = 1. Abbiamo gia
osservato che per ogni f € C.(Q™;C) esiste una ed una sola fe C(T™;,C) tale che
f|Qn = f. L’applicazione
CUQ™5C) - (T T
f—f

induce un’isometria fra C.(Q™;C) ed un certo sottoinsieme Y di C(7™;C). Per
la Proposizione (6.4) Y & separabile. Lo ¢ quindi anche C.(Q";C) in virtu della
Proposizione (6.2).

Se ora h € Ne f € C.(Q™C), definiamo An(f) € C.(] — hm, ha[*;C) ponendo
An(f)(z) = f(x/h). L’applicazione Ay, : C.(Q™; C) — C.(] — hw, hr[*;C) & un’isometria
biiettiva nelle rispettive norme || ||». Pertanto C.(] — hw, hn[";C) ¢ separabile per la
Proposizione (6.2).

Poiché per ogni f, g € C.(] — hr, hr[";C) si ha

[ 18- gpdcr < ey s - gl

lo stesso sottoinsieme numerabile di C.(] — hm, hn[*; C) che ¢ denso in norma || || ¢ denso

anche nella norma di LP(R™;C). m

(6.9) Teorema Sia Q un aperto di R™. Allora lo spazio (C.(2;C), || ||«) € separabile.

Dimostrazione. Consideriamo dapprima il caso {2 = R". Poiché
Co(R™C) = | J Co(] — b, k[ C),
heN
la tesi discende dalla Proposizione (6.3) e dal Lemma (6.8).
In generale C.(£2;C) & un sottoinsieme di C.(R"™;C) ed & quindi separabile per la

Proposizione (6.4). m

(6.10) Teorema Sia E un sottoinsieme L"—misurabile di R" e sia 1 < p < oo.

Allora lo spazio LP(E;C) ¢ separabile.
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Dimostrazione. Consideriamo anzitutto il caso £ = R™. Per il Corollario (3.6) C.(R";C)
e denso in LP(R™; C). D’altra parte

Co(R*C) = | Ce(] = i, b C),

heN
per cui la separabilita di LP(R"; C) discende dalla Proposizione (6.3) e dal Lemma (6.8).
In generale si puo definire un’applicazione

LP(E;C) — LP(R™; C)
fr— [

ponendo

r) sexe€F,
f*(rc)z{f() )

0 sex e R"\ E.
Tale applicazione induce un’isometria fra LP(F; C) ed un certo sottoinsieme di LP(R™; C).

Combinando la Proposizione (6.4) con la Proposizione (6.2), si ottiene la tesi. m

(6.11) Corollario Siano 2 un aperto in R™, E un sottoinsieme L"—misurabile di R™ e
stal < p<oo.
Allora gli spazi C.(Q2) e LP(E) sono separabili.

Dimostrazione. Si tratta di sottoinsiemi di C.(€2; C) e LP(E; C), rispettivamente. La tesi

discende allora dalla Proposizione (6.4). m

(6.12) Osservazione Sia E un sottoinsieme L"—misurabile di R™ con L™(E) > 0.

Allora L*(F) non é separabile.
Dimostrazione. Definiamo una funzione A :]0, +oo[— R ponendo A(r) = L*(B (0,7) N E).
Evidentemente A € continua e si ha

limA(r) =0, lim A(r)=L"(F).

r—0 r—+400

Pertanto per ogni ¢t €]0, L"(E)[ esiste r(t) €]0,+oo] tale che L"(B(0,r(t)) N E) = t.
Definiamo f; € L*>(FE) ponendo fi = X )ne- S€ t1 # ta, la differenza simmetrica fra

B(0,7(t1)) N E e B(0,7(t2)) N E non & L"—trascurabile, per cui ||f;, — fi,|lc = 1. Se,
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per assurdo, esistesse un sottoinsieme D denso in L>°(FE) ed al pitt numerabile, per ogni
t €]0, L"(E)[ si potrebbe scegliere g, € D tale che || f; — g¢]|oo < 1/2. Allora risulterebbe

definita un’applicazione iniettiva
10, L"(E)[— D
t— g

il che ¢ assurdo. m

(6.13) Teorema Sia X uno spazio normato su K separabile. Allora, per ogni successione

(on) limitata in X', esistono ¢ € X' ed una sottosuccessione (pp,) tali che
Ve e X : lilgn (O, ) = (p,x),
il < lmmint ]

Dimostrazione. A meno di passare ad una prima sottosuccessione, che denotiamo ancora

con (i), possiamo supporre che esista
li = lim inf .
im | = lim inf [
Sia {z; : j € N} un sottoinsieme al pitt numerabile denso in X. Poiché

[{on, o) | < llpnll llzoll

si ha che ({¢n, o)) ¢ una successione limitata in K. Sia vy : N — N strettamente crescente
tale che ((uyn), o)) sia convergente in K.
Poiché
[{uony, 21)| < llewoml 2l

si ha che anche ({¢,,(n), 1)) © una successione limitata in K. Sia 7 : N — N strettamente
crescente tale che ((@y(n)), 21)) sia convergente in K. Allora, posto v = vy o1, si ha
che 11 : N = N e strettamente crescente e (¢,,(»)) € una sottosuccessione di ().
Procedendo ricorsivamente, si costruisce una successione (v;) di funzioni strettamente

crescenti da N in N tali che, per ogni j € N,

(<90Vj(h)’ $j>)heN
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sia convergente in K e tali che (p,,,, () sia una sottosuccessione di (¢,,1)). Se poniamo

v(k) = v (k), risulta che v : N — N ¢ strettamente crescente e, per ogni j € N, risulta
Vk 25 v(k) = v;(n;(k))

per una certa n; : N — N strettamente crescente. Ne segue che ((goy(k), xj>) € convergente
in K per ogni 57 € N.

Se x € X ed € > 0, sia z; tale che

£
sup [lgnl| ) [z — ]| < 1
h

Sia poi h € N tale che

Do ™

[(un) — oy, 25)| <

per ogni h, k > h. Allora per ogni h, k > h risulta

(v — o @) < (o) — oty 23) | + | (Pu) — oy, & — 5)| <
< v = ot )| + levm — e | 1z — 251l <
< [eum = eom @] + (levm || + leva |]) e =l
< Vtpwan = )| +2 (supllenl ) llo =l <=

per cui ((gol,(k), x}) e di Cauchy, quindi convergente in K, per ogni x € X.
Definiamo ¢ : X — K ponendo

Vee X : p(x) = h,?l (Pui), ) -
Evidentemente ¢ ¢ lineare. Inoltre, per ogni x € X, si ha
(@) = lim (e, ) < (lim liuge ) el = (Hmint o] ) ]
Ne segue anzitutto che ¢ € continua. Se poi ||z|| < 1, risulta
()| < limint ]

per cui

Jill < liminf [l
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e la dimostrazione e completa. m

Esercizi

1. Siano X ed Y due spazi metrici separabili. Si dimostri che X x Y ¢ separabile.



Capitolo 2

Spazi di Hilbert

1 Proiezioni su convessi chiusi

(1.1) Teorema (Identita del parallelogramma) Sia X wuno spazio unitario su K.

Allora per ogni x,y € X si ha

Iz + 5l + llz = ylI* = 2[l2* + 2]lyl*.

Dimostrazione. Risulta

lz+yll* + lle =yl = [l2l® + @ly) + (yle) + [ylI* + 12" — (2[y) = (yl) + [ylI* =
= 2l|z[* +2lylI*,

da cui la tesi. m

(1.2) Teorema (della proiezione) Sia X uno spazio di Hilbert su K e sia C C X un
convesso chiuso e non vuoto.

Allora valgono i sequenti fatti:
(a) per ogni z € X esiste uno ed un solo Poz € C' tale che ||z — Poz|| = d(z,C);

(b) tale Pz é caratterizzato da

Pez e C,
Re(z — Poz|ly — Poz) <0 Yy e C,

20
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(¢) Uapplicazione Po : X — C ¢ suriettiva e lipschitziana di costante 1.

Dimostrazione.

(a) Sia (zj) una successione in C' tale che

1

Applicando l'identita del parallelogramma a z — zj, e z — xy, si deduce che

2

Th+ T
— N ey — = 20z — @+ 20l — ] <

2

4Hz

1\’ 1\’
< 2(d(z,0)+h—+1) +2<d(z,0)+k—+1) :

Essendo C' convesso, si ha %ﬂ € C, quindi ||z — %H > d(z,C). Ne segue

1 ? 1 2
— 2 i 2
|lxn — x||” < 2 (d(z,C) + 3 1) +2 (d(z,C’) + 2 1) 4d(z,C)*=.

Dato € > 0, esiste h € N tale che
1 2
4 (d(z, C) + _—) —4d(z,C)* < 2.
h+1

Allora per ogni h, k > h risulta ||z, — z1|| < e, per cui (z;,) ¢ di Cauchy in X.

Essendo X completo, (z) € convergente ad un certo x in X e si ha € C, perché C
e chiuso in X. Passando al limite per h — oo nella (1.3), si deduce che ||z —z|| < d(z, C).
Poiché z € C, deve essere ||z — z|| = d(z,C).

Se anche z € C soddisfa ||z — z|| = d(z,C), poniamo

x se h e pari,
Th = N < g .
T se h e dispari.

Allora (xp,) € una successione in C' soddisfacente la (1.3). Dal ragionamento precedente
segue che (z5,) ¢ di Cauchy, il che ¢ possibile solo se & = z. Pertanto ¢ unico il punto
x € C tale che ||z — z|| = d(z,C).

(b) Sia z € C tale che ||z — z|| = d(z,C). Allora per ogni y € C' ed ogni t €]0, 1] si ha

Iz = =l* < [l = (@ + ty — 2)I* = llz — 2]|* = 2tRe (z — aly — 2) + |}y — 2|,
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quindi

Re (2 —aly — ) < 5lly — 2l
Passando al limite per ¢t — 0T, si ottiene
Re(z —zly—z) <0.
Viceversa, sia x € C' tale che
Vye C: Re(z—zly—x) <0.

Per ogni y € C si ha
lz=yl* = llz—2)—(y—2)I* =
= |lz—al]* = 2Re (z —zly — @) + lly — =[* > ||z — 2|*,

per cui ||z — z|| = d(z,C).
(¢) Poiché Poz = z per ogni z € C, ¢ evidente che Po : X — C' ¢ suriettiva.

Se z1, 2o € X, risulta
Re (21 — Poz1|Poze — Poz) <0,

Re (20 — Poza|Poz1 — Pozy) <0,

quindi

Re (29 — 21 + Poz1 — Poza|Poz1 — Poze) < 0.

Ne segue

|Poz1 — Pezl|* < Re(z1 — 22|Poz1 — Poza) < |(21 — 22| Poz1 — Poz)| <

IN

|21 — 22| Poz1 — Pozll

da cul ||Pozy — Pozol| < ||z1 — 22||- m

(1.4) Definizione Siano X wuno spazio di Hilbert su K e C' C X un convesso chiuso
e non vuoto. L’applicazione Po : X — C' definita nel teorema precedente si chiama

proiezione ortogonale su C'.



1. PROIEZIONI SU CONVESSI CHIUSI 53

(1.5) Teorema Sia X uno spazio di Hilbert su K e sia Y un sottospazio vettoriale chiuso
di X.
Allora la proiezione ortogonale Py : X — Y ¢ lineare e continua. Inoltre per ogni

z € X st ha che Pyz é anche caratterizzato da

Pyz ey,
(z—Pyzly) =0 Vyey.

Dimostrazione. Dato z € X, sia x € Y tale che
VyeY : Re(z—zxly—x) <0.
Allora per ogni y € Y e t > 0 risulta
Re(z —z|ty —x) <0,

da cui

Re(z — x|y — (z/t)) < 0.

Passando al limite per ¢t — 400, si deduce che
VyeY : Re(z—zly) <0.
Dato y € Y, sia A € K tale che |A\| =1 e |(z — z|y)| = AM(z — z|y). Poiché \y € Y, risulta
(2 — zly)l = (= — zAy) = Re (2 — z[xy) <0,

da cui (z — z|]y) = 0.

Viceversa, sia z € Y tale che
YyeY : (z—xzly) =0.
Allora si ha in particolare (z — x|z) = 0. Ne segue che per ogni y € Y risulta
(z—azly—x) = (z —xfy) — (z — z|z) =0,

per cui Re (z — x|y — x) < 0.
Siano ora z1,2z € X e A € K. Per ogni y € Y si ha

(Zj_PYZj‘y>:O> J=12,
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quindi

()\21 + 29 — ()\Pyzl + Png)’y) =0.

Poiché APy z1 + Py 2z € Y, deve essere
Py()\Zl + 2’2) = /\Pyz1 + Png s

per cui Py e lineare. Abbiamo gia dimostrato che Py e lipschitziana, quindi continua. m

(1.6) Corollario Sia X uno spazio di Hilbert su K, sia e € X con |le|| =1 e sia Y il
sottospazio vettoriale generato da {e}.
Allora per ogni z € X si ha

Pyz = (zle)e.

Dimostrazione. Avendo dimensione finita, Y e ovviamente chiuso in X. Inoltre ¢ evidente

che (z]e)e € Y. Infine, per ogni A € K si ha
(= = (zle)elxe) = A((zle) — (2]e)) =0,

per cui la tesi discende dal Teorema (1.5). m

(1.7) Definizione Sia X uno spazio unitario suK e siano Ey, By due sottoinsiemi di X .

Diciamo che Fy ed E5 sono ortogonali, se

Vyl S El, va € FEy: <y1|y2) =0.

(1.8) Definizione Sia X uno spazio di Hilbert su K e sia E C X. Poniamo
Et={reX: (zly)=0 VyeFE}.

Diciamo che E+ ¢é1'ortogonale di .
Evidentemente £ ed E* sono sempre ortogonali.

(1.9) Teorema Sia X wuno spazio di Hilbert su K. Valgono allora i sequenti fatti:
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(a) per ogni E C X si ha che E+ ¢é un sottospazio vettoriale chiuso di X ;
(b) se Y & un sottospazio vettoriale chiuso di X, risulta X =Y @Y+, (Y1)t =Y ¢

VeeX:z=Prz+Py.z.

Dimostrazione.

(a) Se E = (), risulta B+ = X. Altrimenti per ogni y € E & evidente che
{r e X : (z|ly) =0}
€ un sottospazio vettoriale chiuso di X. Allora anche

EL:m {r e X: (z|ly) =0}

yelE
€ un sottospazio vettoriale chiuso di X.

(b) Sey € YNYL siha (yly) = 0, quindi y = 0. Inoltre per ogni 2z € X risulta
Z:Pyz+(2—Py2).

Ovviamente Pyz € Y. D’altronde dal Teorema (1.5) segue che z — Pyz € Y+, per cui

X =Y @Y+ Inoltre per ogni z € Y= si ha
(2 = (2 = Pyz)|z) = (Pyz|z) =0,

per cui 2 — Pyz = Py1z. Poiché anche Y+ ¢ un sottospazio vettoriale chiuso, per ogni
z € X risulta
z2=Pyz+Pyiz=Priz+ FPyiyz,

da cui Pyz = Py1yrz, quindi (Y1): = Py (X) = Py(X) =Y. m

2 Rappresentazione di forme lineari e continue

(2.1) Proposizione Sia X uno spazio di Hilbert su K. Allora per ogni y € X esiste

una ed una sola Rxy € X' tale che

Ve e X : (Rxy,x) = (z|y).
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Inoltre Uapplicazione Rx : X — X' cosi determinata é un’isometria tale che
Yy, 492 € X, YA € K: Rx(Ay1 +12) = ARxy1 + Rxys,
Vy e X« [[Rxyll = llyll-

Dimostrazione. Evidentemente, dato y € X, si ha che {x — (z|y)} ¢ una forma lineare e

continua su X. Risulta quindi determinata Rxy € X'. E facile verificare che
Yy, 52 € X, VA € K@ Rx(Ayi +42) = A Rxy1 + Rxys

Inoltre risulta ||y||* = (Rxy,v) < ||[Rxyllllyll, per cui |ly]] < |Rxy||. D’altronde dalla
Disuguaglianza di Cauchy-Schwarz si deduce che [(Rxy, x)| < ||z||||y]|, per cul ||[Rxy| <

Iyl

Infine si ha

|Rxy1 — Rxiell = |Rx(y1 — v2)|l = lyr — 22]|,

per cui Rx e un’isometria. m

(2.2) Teorema (di F. Riesz) Sia X uno spazio di Hilbert su K. Allora per ogni ¢ € X'

esiste uno ed un solo y € X tale che
Vo € X (p,x) = (z]y).

In altre parole, Rx : X — X' é biiettiva.

Dimostrazione. Essendo Ry un’isometria, e evidente che Rx € iniettiva.
Sia p € X'. Se ¢ = 0, si ha ovviamente 0 = Rx(0). Altrimenti Y = N (p) &
un sottospazio vettoriale chiuso di X con Y # X. Dal Teorema (1.9) si deduce che

X =Y ®Y"* eche Yt #{0}. Sia allora e € Y+ con |e| = 1. Poniamo

Y= <<10>€>6'

Dimostriamo anzitutto che

Yt ={de: NeK}.

Naturalmente si ha Ae € Y+ per ogni A € K.
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Poiché e ¢ Y, risulta inoltre (p,e) # 0. Sia ora x € Y e sia

Allora risulta  — Ae € Y NY+, da cui o = de.

Per ogni x € X, risulta
(zy) = (@, €) (xle).
Se x € Y, ne segue
(zly) =0 =(p,z).
Se invece x € Y+, risulta z = Xe con A € K, quindi
(zly) = Mell*(p,e) = M, e) = (v, Ae) = (p, 7).
Poiché X =Y @ Y, si conclude che

Ve e X (zly) = (p,2),

per cui Rxy = . m

(2.3) Definizione Sia X uno spazio normato su C. Diciamo che a : X x X — C ¢é una

forma sesquilineare su X, se per ogni x,y,z2 € X e A € C si ha
a(r +y,z) =alz,2) +aly, z),  aliz,y) = Aa(z,y),

a(x,y + 2) = a(z,y) + a(x, 2), a(z, \y) = da(z,y).

Una forma sesquilineare a si dice coercitiva, se esiste v > 0 tale che
Vo € X : Rea(x,z) > v|z|?.
(2.4) Teorema (di Lax-Milgram) Sia X uno spazio di Hilbert suC e siaa : X x X —

C una forma sesquilineare, continua e coercitiva.

Allora per ogni ¢ € X' esiste uno ed un solo y € X tale che

Ve e X : a(z,y) = (p,x).
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Dimostrazione. Essendo sesquilineare, a ¢ R—bilineare. Dalla continuita di a segue che
esiste ¢ > 0 tale che

Vr,y € X fa(z,y)| < cllz(lyl -

Per ogni y € X si ha che {z — a(z,y)} ¢ una forma lineare e continua su X. Per il

Teorema di Riesz esiste uno ed un solo Ay € X tale che
Ve e X : (z|Ay) = a(z,y) .
Si verifica facilmente che 'applicazione A : X — X e lineare. Inoltre risulta
1Ay* = a(Ay, y) = la(Ay, )| < cl|Aylllyll,
quindi ||Ay|| < ¢||ly||, per cui A & anche continua. Infine per ogni y € X si ha
(2.5) Re (y|Ay) = Rea(y,y) > v|y[*.
Poiché Re (y|Ay) < |(y|Ay)| < ||yll||Ay||, risulta in particolare
(2.6) 1Ayl = vllyll -

Tenuto conto del Teorema di Riesz, la tesi equivale ad affermare che per ogni z € X

esiste uno ed un solo y € X tale che
Ve e X @ (z|Ay) = (z]2)

ovvero tale che Ay = z. In conclusione, si tratta di dimostrare che A e biiettiva.
Sey € X ed Ay = 0, dalla (2.6) segue che y = 0, per cui A ¢ iniettiva.
Dimostriamo che A ha immagine chiusa. Sia (y,) una successione in X con (Ayp)

convergente a z in X. In particolare, (Ay;) ¢ di Cauchy in X. Poiché

| Ayn — Ayl = vllyn — yell,

anche (y;) e di Cauchy, quindi convergente ad un certo y in X. Essendo A continua, ne
segue Ay, — Ay, quindi z = Ay. Pertanto 'immagine di A & chiusa in X.
Dimostriamo infine che A ha immagine densa. Sia Z la chiusura dell’immagine di A

e siaw € Z*. Dalla (2.5) si deduce che

0 = Re (w]Aw) > vllw|,
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per cui w = 0, ossia Z+ = {0}. Dal Teorema (1.9) segue che Z = X, ossia A ha immagine
densa.

In conclusione A e anche suriettiva. m

(2.7) Definizione Sia X uno spazio normato suR. Una forma bilineare a : X x X — R

st dice coercitiva, se esiste v > 0 tale che

Vo € X @ a(x,x) > v|z|?.

(2.8) Corollario (Teorema di Lax-Milgram reale) Sia X uno spazio di Hilbert su
R e siaa: X x X — R una forma bilineare, continua e coercitiva.

Allora per ogni ¢ € X' esiste uno ed un solo y € X tale che

Ve e X : a(z,y) = (g, x) .

Dimostrazione. La dimostrazione puo essere svolta per esercizio, adattando quella relativa

al caso complesso. m

3 Somme hilbertiane

(3.1) Definizione Sia X wuno spazio di Hilbert su K e sia (Y) una successione di
sottospazi vettoriali di X .

Diciamo che X e somma hilbertiana degli Y},, se valgono i sequenti fatti:
(a) gli Yy sono chiusi in X ed a due a due ortogonali;

(b) il sottospazio vettoriale generato da |J Yy € denso in X.

h=0
(3.2) Teorema Sia X uno spazio di Hilbert suK e sia (Y},) una successione di sottospazi
vettoriali di X. Supponiamo che X sia somma hilbertiana degli Yy,.

Allora valgono i sequenti fatti:
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(a) per ogni x € X si ha

o0
T = g Py, x,
h=0

lz|* = Z | Py, z||? (uguaglianza di Bessel-Parseval);
h=0

oo
(b) se (xp) € una successione in X con x, € Yy e Z |zn||* < 400, si ha che la serie
h=0

o0
E xp, € convergente e, denotata con x la sua somma, risulta Py, = ), per ogni

h=0
h > 0.

Dimostrazione.
k

(a) Sia Zj il sottospazio vettoriale generato da |J Y} e sia Sy : X — X Dapplicazione

h=0
k o0
lineare e continua definita da Sy = > Py, . Osserviamo che J Zj ¢ proprio il sottospazio
h=0 k=0

oo

vettoriale generato da |J Y. Ovviamente si ha Py, = x per ogni € Yj. Se invece
h=0

x € Yy e h # k, risulta

VyeY,: (zly) =0.

Dal Teorema (1.5) si deduce che in questo caso Py, = 0. Allora si ha Syz = x per ogni

xr€Y,con0<h<Ek. Nesegue
Vee Z,: Sse=x.

Dato x € X, poniamo xj, = Py, x. Dal Teorema (1.5) segue che (z — z3|zs) = 0, per

cui (z|xp) = ||zp]|?. Allora risulta
k
1Ske]® = llzall* = (2[Spx) < [|2]|[|Sez]l,
h=0

quindi

Vo e X ||Suz| < |z -

Dato ancora z € X, per ogni € > 0 esistono k > 0 e z € Zj, tali che ||z — z|| < /2.

Allora per ogni h > k risulta z € Zj, quindi S,z = z da cui segue

1She = l| < [[Sha = Spz|| +[lz — 2] < 2|z —zf| <e.
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Pertanto

Vee X : liinSkx:m.
Ne segue

k
lel? = tim || Sr]* = lim S | By,
h=0

oo
P=> Pzl
h=0

00 k

(b) Sia (z3) una successione in X con z, € Y, e > ||z4]|* < +o0 e sia s = Y xp,. Per
h=0 h=0

ogni € > 0 esiste k& € N tale che

(o]
>l <2
h=k+1

Allora per ogni k > k e j > 1 risulta

2

k43 k+j oo
lskrs = sl =1 D aal| = D Nl < Y llmall® < €2,
h=k+1 h=k+1 h=k+1

per cui (s;) e di Cauchy in X, quindi convergente ad un certo x € X. Per ogni k > h si

ha Py, s;, = xp, da cui, passando al limite per & — oo, si ottiene Py, = z). m

(3.3) Osservazione Nel teorema precedente non é richiesto che gli Yy, abbiamo

dimensione finita.

(3.4) Definizione Sia X wuno spazio di Hilbert su K. Un sottoinsieme {e): A\ € A}
di X si dice sistema ortonormale completo (o base hilbertiana), se valgono le sequenti

proprieta:

(a) |lex|l =1 per ogni A € A;

(b) (ex|exr) =0 ogniqualvolta N # \';

(¢) il sottospazio vettoriale generato da {e): X\ € A} é denso in X.

(3.5) Teorema Sia X wuno spazio di Hilbert su K e sia {e,: h € N} un sistema

ortonormale completo numerabile in X .

Allora valgono i sequenti fatti:
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(a) per ogni x € X si ha

oo
T = (x|en)en
h=0

lz||* = Z [(x]en)? (uguaglianza di Bessel-Parseval);
h=0

e} oo
(b) se (An) € una successione in K con E |\l < +00, si ha che la serie g Anen €
h=0 h=0

convergente e, denotata con x la sua somma, risulta (zley) = A\, per ogni h > 0.

Dimostrazione. Se denotiamo con Y, il sottospazio vettoriale generato da {ey}, si ha che
X ¢ somma hilbertiana degli Y},. Inoltre per il Corollario (1.6) si ha Py, x = (x|es)es. La

tesi discende allora dal Teorema (3.2). m

(3.6) Teorema Ogni spazio di Hilbert X separabile ammette un sistema ortonormale

completo al piu numerabile.

Dimostrazione. Sia {y, : h € N} un insieme al pit numerabile denso in X e sia Y} il
sottospazio vettoriale generato da {vo,...,yx}. Avendo dimensione finita, Y ammette
una base ortonormale Ey. Sia Fj un insieme ortonormale (finito) tale che Ey U F sia
una base ortonormale in Y;. Procedendo ricorsivamente, si puo costruire una successione

(Fy)r>1 di sottoinsiemi ortonormali (finiti) in modo che Ey U F} U --- U F}, sia una base

e un sistema ortonormale completo al pitt numerabile in X. m

ortonormale in Y}. Allora

Vediamo ora alcuni sistemi ortonormali specifici nello spazio L?.

(3.7) Teorema L’insieme
{(2m) ™" exp(ik - z) : k€ Z"}

¢ un sistema ortonormale completo numerabile in L*(Q™; C).
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Dimostrazione. L’affermazione (¢) della Definizione (3.4) ¢ un’ovvia conseguenza del
Teorema (1.5.7). Poiché |exp(ik - )] = 1 per ogni z, anche la (a) ¢ evidente. Siano

K k"€ Z" con k' # k" esia j =1,...,n tale che k’; # k”;. Allora si ha
/ (2m) ™2 exp(ik’ - x) (2m) V2 exp(—ik" - z) dL™(z) =
— (2m) / exp(i(k — k") - ) dL™ () =

= (2m)™" ( / " exp(i(ky — k”l)ml)dﬁl(azl)> ( / " exp(i(kn — K" )an) dﬁl(xn)) .

—T —T

/7r exp(i(k'y — K'j)a;) dL (z;) = [expgi;/;__kﬁg)%)] ; =0,

anche la (b) € provata. m

(3.8) Corollario L’insieme

(RRCT RN

costituisce un sistema ortonormale completo numerabile sia nello spazio di Hilbert

complesso L*(] — w,7[; C) che nello spazio di Hilbert reale L*(] — 7, ).

Dimostrazione. Tenendo conto delle relazioni

1 1
cos(kz) = 5 exp(ikz) + 3 exp(—ikz),

1 1
sin(kzx) = 5 exp(tkx) — 5 exp(—tkx),
i i

si deducono facilmente le proprieta (a) e (b).

Poiché
(3.9) exp(ikx) = cos(kz) +isin(kz), exp(—ikx) = cos(kx) — isin(kz),

e chiaro che il sottospazio vettoriale complesso generato da

e S U LS e
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coincide con I'insieme dei polinomi trigonometrici ed & quindi denso in L*(] — 7, 7[; C) per
il Teorema (1.5.7).

Sia infine f € L?(] — m,n[) e sia € > 0. Sempre per il Teorema (1.5.7) esiste un
polinomio trigonometrico (complesso) P tale che ||P — f||o < €. Dalla (3.9) segue che la

funzione Re P appartiene al sottospazio vettoriale reale generato da

() oo )

D’altra parte per ogni x si ha

[Re P(x) — f(z)| < [P(x) — f(z)],

per cui [|[Re P — f||2 < . Pertanto il sottospazio vettoriale reale generato da

(oo )

¢ denso in L*(] — 7w, 7[). m

(3.10) Corollario L’insieme

((Fae 21}

costituisce un sistema ortonormale completo numerabile sia nello spazio di Hilbert

complesso L*(]0,7[; C) che nello spazio di Hilbert reale L*(]0, w[).

Dimostrazione. Tenendo conto della relazione

1 1
sin(kzx) = 5 exp(tkx) — 5 exp(—ikx),
i i

si deducono facilmente le proprieta (a) e (b).

Se f € L*(]0,n[;C), definiamo f € L*(] — m, «[; C) ponendo

o f(z) se 0 <z <m,
fle) = { —f(=z) se —m <z <O.

Combinando il Teorema (3.5) col Corollario (3.8), si deduce che

cos( sin(k
Z z
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in L*(] — 7, 7[;C) con 1
aoz—/ fla)dt!(a),

) cos(kx) dL' (),

IRL
/ )sin(kz) dL' () .

aw a\

D’altronde risulta

e =

</f ) cos(—kt) ALY (1) /f cos(kz) AL (x ))—
< / F(t) cos(kt) dLA(t / F(a) cos(hka) AL (x ))

In modo simile si prova che ay = 0. Pertanto f & aderente in L*(]—m, «[; C) al sottospazio

-3

vettoriale complesso generato da
2 .
{\/j sin(kzx) : k> 1} :
T

Vgew]—m[;@:/ |g—f|2d£1§/ - FPdc,
0 —T

Poiché

ne segue che f ¢ aderente in L?(]0, 7r[; C) al sottospazio vettoriale complesso generato da

(E a1}

Il caso L*(]0,7[) puo essere trattato per esercizio imitando la dimostrazione del

Corollario (3.8). m

(3.11) Corollario L’insieme

{%} U {\/gcos(/m) k> 1}

costituisce un sistema ortonormale completo numerabile sia nello spazio di Hilbert

complesso L*(]0,7[; C) che nello spazio di Hilbert reale L*(]0, w[).
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Dimostrazione. Tenendo conto della relazione
1 . 1 .
cos(kx) = 5 exp(ikz) + 3 exp(—ikz),

si deducono facilmente le proprieta (a) e (b).

Se f € L*(]0,n[;C), definiamo f € L*(] — w, «[; C) ponendo

B f(x) sel0<z<m,
f($)_{ f(—=z) se —m <z <0.

Combinando il Teorema (3.5) col Corollario (3.8), si deduce che

+ Z ksm

in L?(] — m,7[;C) con

Qg =

| iwicta).

5
3 N

-5

S
—

Ak

f(x) cos(kx) dL (z),

s

Wi = f(x)sin(kx) dC(z) .

D’altronde risulta

e = %( / ) sin(—kt) dC (¢ / (@) sin(kz) dCM @ )):
_ % ( / ) sin(kt) AL (¢ / ) sin(ka) dL (@ )) —0.

Pertanto f & aderente in L2 (] = m,7[; C) al sottospazio vettoriale complesso generato da
1 2
{ﬁ} U {\/; cos(kz) : k> 1} :

Vgeﬁ(]—w,w[;@:/ |g—f|2d£1§/ - FPdc,
0 —T

Poiché

ne segue che f ¢ aderente in L?(]0, 7r[; C) al sottospazio vettoriale complesso generato da

S IINEREIE
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Il caso L?(]0,7[) pud essere trattato per esercizio imitando la dimostrazione del

Corollario (3.8). m

Esercizi

1. Sia X uno spazio di Hilbert su K che ammette un sistema ortonormale completo
al pit numerabile.

Si dimostri che X e separabile.
2. Sia f € L'(R;C). Si dimostri che

lim /f(t) cos(zt)dL (t) =0,

r—+o0

lim / F(#) sin(at) dLA(E) = 0,

T—F00

lim /f(t)exp(ia:t)dﬁl(t)zo.

r—+oo

(Suggerimento: si tratti prima il caso f € CX(R)).

3. Sia (k) una successione strettamente crescente di numeri naturali. Si dimostri che
¢ L' —trascurabile I'insieme degli z €] — 7, 7| in cui la successione (sin(kj,x)) ¢ convergente.

Si provi un analogo risultato per la successione (cos(kpz)).
4. Si dimostri che I'insieme
r .. : : :
{— sin(jx) exp(iky) : j,k €Z, j > 1}
T

costituisce un sistema ortonormale completo numerabile in L?(]0, 7[x] — 7, 7[; C).
(Suggerimento: ci si riconduca a L?*(] — m,@[* C) adattando la dimostrazione del

Corollario (3.10)).
5. Sia f € L*(]0, 7[;C). Si dimostri che sono fatti equivalenti:

(a) f e C>®([0,7];C) e D¥ f(0) = D¥ f(7r) = 0 per ogni intero j > 0;
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(b) posto

Ao = \/g /0 " fa) sinka) dL (x)

Vi>0: ) kN < +oo.

k=1

risulta

6. Sia a € R\ {0} e sia u € C*°([0, 7] x R;C) una soluzione del problema

{ Dyu(x,t) = aiD? u(z,t) per ogni (z,t) € [0,7] x R,

u(0,t) = u(m,t) =0 per ogni t € R.
. . 0Mu d%u . .
Si dimostri che @(O, 0) = @(ﬂ', 0) = 0 per ogni intero j > 0.

7. Siaa € R\ {0} e sia ug € C*(]0,7]; C) tale che D¥u(0) = D¥u(r) = 0 per ogni
intero 7 > 0.

Si dimostri che esiste una ed una sola u € C*([0, 7] x R; C) che risolve il problema
Dyu(x,t) = aiD? u(z,t) per ogni (z,t) € [0,7] x R,
u(0,t) = u(m,t) =0 per ogni t € R,
u(z,0) = ug(x) per ogni = € [0,7].



Capitolo 3

Spazi di Banach

1 I teoremi di Hahn-Banach

(1.1) Teorema (di Hahn-Banach — forma analitica) Siano X uno spazio vettoriale

suR, p: X — R una funzione tale che
Vi >0,Vr e X : p(te) = tp(x),
Va,y € X plx+y) <p(x)+py),
Y un sottospazio vettoriale di X e ¢ : Y — R una forma lineare tale che
Yy eY: oly) <ply).
Allora esiste una forma lineare ® : X — R tale che &y = ¢ e

Vee X : &(x) <p(zx).

Dimostrazione. Consideriamo l'insieme F delle ® C X x R tali che ® e un’applicazione,
dom (®) & un sottospazio vettoriale di X contenente ¥ e ® : dom () — R ¢ una forma
lineare tale che ®y = ¢ e ®(v) < p(v) per ogni v € dom (®). Poiché ¢ € F, I'insieme
F non ¢ vuoto. Per ogni ®;,P, € F, diciamo che ®; < &5 se dom (P1) C dom (P3) e
Pojdom(e,) = P1. Si verifica facilmente che questa ¢ una relazione d’ordine in F. Sia
{®;: jeJ}

un sottoinsieme di F totalmente ordinato. Allora V = |J dom (®;) ¢ un sottospazio
vettoriale di X ed e possibile definire ® : V' — R lineare p(];li)ndo

O(v) = D;(v) se v € dom (®,).

69
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Si verifica facilmente che la definizione di ® ¢ consistente e che ® € F. Ne segue ®; < ¢
per ogni j € J.

Per il Lemma di Zorn esiste un massimale ® € F. Dimostriamo che dom (®) = X.
Posto V' = dom (®), sia per assurdo x € X \ V e sia W il sottospazio vettoriale generato

da V e z. Definiamo ¥ : W — R lineare ponendo
YVoeV,VteR: ¥(v+tx) = P(v) + ta,

dove o € R verra determinato in seguito. In ogni caso ¢ ovvio che VC W,V # W e che

Uy = ®. In particolare ¥y = ¢. Vogliamo determinare a in modo che si abbia anche
Vw e W : ¥(w) < p(w),
ossia
VoeV,VteR: ®(v) +ta < p(v+tx).

Per t = 0 la disuguaglianza ¢ vera, quale che sia la scelta di o € R. Distinguendo i casi

t > 0et <0 e dividendo rispettivamente per t e —t, la condizione si traduce in

(4 +a<p(t+a) Yu €V, vVt >0,
@(—%)—agp(—%—x) YveV,Vt<0

ovvero, tenuto conto che V' ¢ un sottospazio vettoriale,

(12) { Ou)+a<plut+z) YueV,

d(v)—a<plv—x) YweV.
D’altronde per ogni u,v € V si ha
®(u) + @(v) = ®(u+v) < plu+v) <plut ) +plo—2),

da cui

®(v) —pv —x) < =P(u) + p(u + ).
Per il Principio di Dedekind, esiste un elemento separatore a € R tale che
Vu,veV: @) —pv—2) <a< —d(u)+plu+tz),

ossia soddisfacente la (1.2). Con tale scelta di « si ha allora ¥ € F. Ne segue & < ¥ e
¢ # U, contro la massimalita di ®. Pertanto dom (®) =V = X.
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Evidentemente ® : X — R ha i requisiti richiesti. m

(1.3) Proposizione Sia X uno spazio normato su C, sia ¢ : X — R una forma
R—lineare e sia ¢ : X — C definita da p(x) = (x) — i (ix).
Allora ¢ é C—lineare con Rep = 1. Inoltre, se ¢ > 0 é tale che

Vo€ X : (r) < clla]].

risulta

Ve e X : Jp(x)] < cllz].
Dimostrazione. Evidentemente ¢ ¢ R—lineare e Re o = v. Inoltre per ogni x € X si ha

pliz) = (i) — ith(~x) = ith(x) + (iz) = ip(x)

per cui ¢ ¢ C—lineare.

Sia infine ¢ > 0 tale che
Ve e X ip(x) < cfzf].
Per ogni x € X esiste A € C tale che |\| =1 e |p(x)| = A\p(z). Ne segue
o(z)] = p(Ar) = Rep(Az) < cf| Az = |||,

da cui la tesi. m

1.4) Proposizione Sia X uno spazio normato su C e sia ¢ € X'. Allora
¥

(a) risulta

|l = sup {Re(p,z) : x € X, [[z]| <1} ;

(b) sesupRep < +00 si ha ¢ = 0.
X

Dimostrazione.
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(a) Per ogni z € X con ||z]| <1 esiste A € C con [A| =1 e [{(p,x)] = A, z). Ne segue
Azl < Te

(0, 2)[ = M, 2) = Re {p, Az) <sup{Re(p,z) : 2 € X, [|lz| <1},

per cui

lell < sup{Re(p,2) - z € X, |z <1} .

La disuguaglianza opposta e ovvia.

(b) Posto ¢ = supRe g, per ogni z € X et > 0 si ha
X
tRep(x) = Rep(tx) < c,

quindi

Re p(z) <

10O

Passando al limite per ¢ — +o0, si deduce che Re p(z) < 0 per ogni x € X. Dall’affer-

mazione (a) si conclude che ¢ =0. m

(1.5) Corollario Siano X uno spazio normato su K, Y un sottospazio vettoriale di X
e p:Y — K una forma lineare e continua.

Allora esiste una forma lineare e continua ® : X — K tale che @)y = ¢ ¢

[} = sup{[(w,9)| - y €Y, [lyll < 1} .

Dimostrazione. Consideriamo il caso K = C. Il caso K = R puo essere trattato in modo
simile con ovvie semplificazioni.

Evidentemente X e in modo naturale anche uno spazio vettoriale su R. Poniamo

c=sup{[{p,y)]: y €Y, |yl <1}

e definiamo p : X — R ponendo p(z) = ¢||z||. La funzione v» = Rep : Y — R ¢ R—lineare

e si ha

VyeY : ¥(y) <le(y)| < cllyll = ply)-
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Per il Teorema di Hahn-Banach (forma analitica), esiste una forma R—lineare ¥ : X — R
tale che ¥y = ¢ e ¥(z) < c¢|z| per ogni € X. Definiamo ® : X — C ponendo
O(z) = ¥(x) —iV(iz). Per la Proposizione (1.3) ® ¢ C—lineare e soddisfa

Ve e X @ |®(x)] < cl|z]],
per cui ¢ e anche continua con

1] <sup{l{p,9)| - y €Y, Jlyl <1} .

La disuguaglianza opposta e evidente.

Infine, per ogni y € Y, risulta
D(y) = V(y) —i¥(iy) =¥(y) — iv(iy) = Rep(y) — iRe p(iy) =
= Rep(y) —iRe (ip(y)) = Rep(y) +ilmp(y) = ¢(y),

per cui @)y = . m

(1.6) Corollario Sia X uno spazio normato su K. Allora per ogni x € X esiste p € X'

tale che

lell =ll=ll, (o) = ll=)l*.

Dimostrazione. Se x = 0, basta porre ¢ = 0. Altrimenti sia Y il sottospazio vettoriale

generato da x e sia ¢ : Y — K la forma lineare tale che ¢(x) = ||x||?. Risulta
VA€ K: [Y(a) = [Ma]?| = lzllllrzll,
per cui v e continua e

sup{[{(V,y)| : y €Y, |yl <1} = ||z

Per il Corollario (1.5) esiste ¢ : X — K lineare e continua tale che ¢y =9 e ||| = ||z

In particolare risulta
(p,2) = P(z) = ||z,

da cui la tesi. m
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(1.7) Corollario Sia X wuno spazio normato su K. Allora per ogni x € X si ha
2]l = max {[{p, z)| : ¢ € X', [lo]] <1} .

Dimostrazione. Se x = 0, 'affermazione e evidente. Se x # 0, si ha anzitutto
Vo e X' o]l €1 = [y, )| < ||

D’altronde, per il Corollario (1.6), esiste ¢ € X' tale che ||| = ||z| e (¥,z) = ||z|*
Allora ¥ = ||z|| !¢ soddisfa || ¥]| =1 e (¥, z) = ||z||. Pertanto

lzll = sup {[{¢, )| : ¥ € X', [l¢ll < 1}

e VU realizza il valore massimo. m

(1.8) Definizione Sia X wuno spazio normato su K. Denotiamo con X" il duale

topologico di X'. Diciamo che X" ¢ lo spazio biduale di X.

(1.9) Teorema Sia X uno spazio normato su K. Per ogni x € X definiamo Jr € X"

ponendo

Vo e X't (Jx, ) = (p, 7).

Allora J : X — X" ¢ lineare e soddisfa la relazione
Vee X« ||Jz|| = ||z .

In particolare, J é continua ed iniettiva.

Dimostrazione. Evidentemente {p +— (p,x)} & una forma lineare su X’. Inoltre ¢

continua, perché
(e ) < ][l o]l -

Pertanto Jx € X”.

Si verifica facilmente che J é lineare. Poiché

[(Jz, 0} = [, )| < llz[llell
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¢ evidente che ||Jz| < ||z||. D’altronde, per il Corollario (1.7), per ogni x € X esiste
p € X' con [lpl < Tel[lz] = [{#,z)]. Ne segue

[zl = [(Jz, o) < [[Tzllllll < [|J2],

da cui la disuguaglianza opposta. m

(1.10) Definizione Sia X wuno spazio normato su K. Denotiamo con Jx : X — X"

l’applicazione definita nel teorema precedente.

(1.11) Definizione Siano X uno spazio normato su K ed A un aperto convesso in X

con 0 € A. Definiamo una funzione ps : X — R ponendo
) x
pA(x):mf{s>O: —GA} :
s
La funzione pa : X — [0, +00[ si chiama funzionale di Minkowski o jauge relativo ad A.

(1.12) Proposizione Siano X uno spazio normato suK ed A un aperto convesso in X
con 0 € A.

Valgono allora i sequenti fatti:

(a) per ognix,y € X et >0 si ha
pa(tz) = tpa(z), pa(z +y) < palz) +paly);

(b) esiste ¢ > 0 tale che
Vo€ Xt pala) < cllal;

(¢) risulta

A={z e X : pa(x) <1} .

Dimostrazione.

(a) Se t =0, & evidente che p4(tz) = tpa(x). Se t > 0, si ha

pA(tm):inf{s>0: t—xGA}:inf{ts: 3>O,§€A}:tpA(x).
s s
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Per ogni € > 0 esistono s, > 0 tali che x/s € A, y/t € Ae
s <palz)+e, t<paly)+e.

Tenuto conto della convessita di A, ne segue

t
a:—i—y: s x yEA,
s+t s+ts s+ttt

per cui
pa(z +y) < s+t <pa(z)+paly) + 2.

Per l'arbitrarieta di e, deve essere pa(z +y) < pa(x) + pa(y).
(b) Sia r > 0 tale che B (0,7) C A. Per ogni z € X \ {0} si ha allora

T
r€EA,
2|

per cui pa(z) < 2||z]|. Poiché ps(0) = 0, tale disuguaglianza sussiste anche per z = 0.

(c) Sia z € A. Poiché A & aperto, esiste € > 0 tale che (14 ¢)x € A. Ne segue

pA(Z‘) < <1.

T 1l+e
Sia viceversa pa(z) < 1. Sia s > 0 tale che /s € A e s < 1. Allora risulta
xr = (1—S)O+S£,
s

percuiz € A. m

(1.13) Teorema (di Hahn-Banach — prima forma geometrica) Siano X uno spazio
normato su K ed A e B due convessi non vuoti e disgiunti in X . Supponiamo inoltre che
A sia aperto in X.

Allora esistono ¢ € X'\ {0} ey € R tali che

Ve e A, Vy € B: Re(p, ) <~v<Re(p,y).

Dimostrazione. Consideriamo anzitutto il caso B = {yp} ¢ K = R. A meno di una
traslazione, possiamo supporre 0 € A, nel qual caso yy # 0. Sia Y il sottospazio vettoriale

generato da yg e sia ¢ : Y — R la forma lineare tale che 1(yo) = pa(yo). Se t > 0, si ha

Y(tyo) = tpa(yo) = pa(tyo) -
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Se invece t < 0, risulta

Y(tyo) = tpa(yo) <0 < paltyo) -

Pertanto 1(y) < pa(y) per ogni y € Y.

Tenuto conto della Proposizione (1.12) e del Teorema di Hahn-Banach (forma ana-
litica), esiste una forma lineare ¥ : X — R tale che ¥y = ¢ e ¥(z) < pa(z) per ogni
x € X. In particolare risulta WU (z) < ¢||z|| per ogni z € X. Potendo scambiare x con —z,

ne segue |W(z)| < ¢||z||, per cui ¥ ¢ continua. Infine si ha
Ve e A: <\I’,£L'> < pA(m) <1< pA(?JO) = <\Ilay0> :

In particolare, ¥ non ¢ identicamente nulla.
Nel caso B = {yo} e K = C, si deduce dal ragionamento precedente che esistono una

forma R—lineare e continua ¥ : X — R non identicamente nulla e v € R tali che
Vee A: (U, z) <~y < (U, y).

Posto (p, x) = (V,z) — (¥, iz), si ha che ¢ : X — C & una forma C—lineare, continua e
non identicamente nulla con Re ¢ = W. Pertanto ¢ ha i requisiti richiesti.

Nel caso generale poniamo
C=A-B={r—-y:x€A ye B}.

Allora C' & convesso e 0 ¢ C perché ANB = (). Inoltre, essendo 'applicazione {z — z — y}

un omeomorfismo, si ha che
VyeB: A—y={z—y: x € A}

e aperto in X, per cui anche

c=J@-y

yeB
¢ aperto in X. Per il passo precedente esistono ¢ € X'\ {0} e 4 € R tali che

Vee A, Vy € B: Re{p,z —y) <4<0,

da cui

Ve e A, Vy € B: Re(p,z) < Re(p,y).
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Denotato con v un elemento separatore, si ha quindi
Vex e A, Vy € B: Re(p,z) <v < Rep,y),

da cui la tesi. m

(1.14) Teorema (di Hahn-Banach — seconda forma geometrica) Siano X uno
spazio normato su K ed A e B due convessi non vuoti e disgiunti in X. Supponiamo
inoltre che A sia chiuso in X e B sia compatto.

Allora esistono ¢ € X'\ {0}, vy € R ed € > 0 tali che

Vee A,Vye B: Re(p,x) <yv—e<v+e<Re(py).

Dimostrazione. Sia

0<2o<inf{llz—vyll:z€A yeB}.
Allora si ha
(A+B(0,0) N (B+B(0,0) =0.
Inoltre si verifica facilmente che

(A+B(0,0) = JB(z,0) ,

T€EA

(B+B(0,0)=JB(0),

yeB

sono due aperti convessi e non vuoti. Per il Teorema di Hahn-Banach (prima forma

geometrica), esistono ¢ € X'\ {0} e v € R tali che
Vo € A, Vy € B,¥2€B(0,1): Re{p,x+ 02) <v < Re(p,y+o0z).
In particolare, ne segue
Ve A, ¥VzeB(0,1): gRe<g0,z) <~y —Re(p,z),

quindi

2
Ve e A, Vz € B(0,1): Re(yp,2) §E(7—Re(go,x>).
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Dalla Proposizione (1.4) si deduce che

HMSEW—RM%@%

ossia
0
Re(p,z) <7 — 2ligl.

In modo simile si prova che
0
vy € By +Sllell < Rep.y),

da cui la tesi con € = Z[|¢||. m

(1.15) Corollario Siano X uno spazio normato su K, Y un sottospazio vettoriale di X
exe X\Y.
Allora esiste p € X' tale che pyy =0 e (p,r) = 1.

Dimostrazione. Si verifica facilmente che anche Y & un sottospazio vettoriale di X. Allora
Y e {2} sono un chiuso ed un compatto convessi, non vuoti e disgiunti. Per il Teorema di

Hahn-Banach (seconda forma geometrica), esistono ¢» € X'\ {0}, v € R ed € > 0 tali che
VyeY : Re(y,y) <y—e<vy+e<Re(y,ur).

Dalla Proposizione (1.4) si deduce che (¢, y) = 0 per ogni y € Y. Inoltre, poiché 0 € Y,
risulta Re (¢, z) # 0, quindi (¢, ) # 0. Allora

o=
(¥, )

ha i requisiti richiesti. m

(1.16) Definizione Siano X uno spazio normato su K, E C X e F C X'. Poniamo
Et={pc X : (p,x) =0perognixzckE},

tF={r€X: (p,x) =0perognipec F}.



80 CAPITOLO 3. SPAZI DI BANACH

L’insieme E* si chiama ortogonale destro' di E, mentre l’insieme ~F si chiama ortogo-

nale sinistro di F'.
(1.17) Teorema Sia X uno spazio normato suK e sia' Y un sottospazio vettoriale di X .
Allora si ha *(Y*) =Y.

Dimostrazione. L'inclusione Y C +(Y1) ¢ evidente. D’altronde

Hyh) = ﬂ {reX: (p,z) =0}

pey L

¢ chiaramente chiuso in X, per cui Y C +(Y1).
Per provare I'inclusione opposta, consideriamo x € X \ Y. Per il Corollario (1.15),

esiste ¢ € X' tale che ¢y =0 e (p,x) = 1. Ne segue ¢ € Y+, quindi z ¢ +(Y+). m

2 Il teorema di Banach-Steinhaus

(2.1) Definizione Sia X uno spazio metrico e sia E C X. Diciamo che E ¢é di prima
categoria in X, se esiste una successione (Cy) di chiusi in X con int (C),) = () tale che

E C |J Cy. Diciamo che E ¢ di seconda categoria in X, se non é di prima categoria in
heN

(2.2) Teorema (di Baire) Sia X uno spazio metrico completo. Allora valgono i sequenti
fatti:
(a) se X #£0, X é di seconda categoria in se stesso;

(b) se (Ay) € una successione di aperti densi in X, lintersezione (| Aj é densa in X.
heN

Dimostrazione.

IPurtroppo, se X & uno spazio di Hilbert su K, la notazione E diventa ambigua, potendo indicare sia
lortogonale destro, che abbiamo appena introdotto, sia I’ortogonale nel senso hilbertiano, che abbiamo
introdotto nella Definizione (2.1.8). In tal caso occorre quindi prestare attenzione al contesto, per capire
a quale accezione si fa riferimento.
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(b) Sia z € X e sia U un intorno di x. Sia inoltre p > 0 tale che B (x,0) C U. Essendo
Ay denso in X, esiste 29 € Ao N B(z,0). Sia inoltre ry €0, 1[ tale che B (g, 7o) C
Ao N B (z, ). Essendo A; denso in X, esiste 1 € A; N B (zg,70). Sia inoltre r €]0,1/2]
tale che B (x1,71) € Ay N B (z9,70). Procedendo ricorsivamente, si possono costruire una

successione (xp,) in X ed una successione (ry,) in 0, +-o00[ tali che

Vh e N: B(a:h,rh)gAhﬂU,

Vh € N: B(zpy1,7he1) € Bxp, )

1
Vh € N: —_—
< rh<h—|—1

Osserviamo che () ¢ di Cauchy in X. Infatti, dato e > 0, esiste h € N con 2r; < &. Se

h,k > h, ne segue xp, z; € B (@5, 77), quindi
d(IL‘h,ZL‘k) < QT’E <e€,

per cui (xp) ¢ di Cauchy.
Poiché
Yh > k: xy EB(iL‘k,Tk),

posto £ = li}rln xp, si ha

Eeﬂ l‘k,Tk g(ﬂ Ak>ﬁU

keN keN

Ne segue la tesi.

(a) Se per assurdo X fosse di prima categoria, si avrebbe X = |J C} con C}, chiuso in
heN

X e int (C,) = 0. Allora A, = X \ C}, sarebbe un aperto denso in X per ogni h € N con

N\ An =0, in contraddizione con la (b). m
heN

(2.3) Teorema (di Banach-Steinhaus) Siano X uno spazio di Banach su K, Y uno
spazio normato su K e {L; : j € J} una famiglia di applicazioni lineari e continue da X

in'Y . Supponiamo che si abbia

Ve e X : sup{||Lx| : j€ J} <+oo.
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Allora risulta

sup {||L;]| : j € J} < +o0.
Dimostrazione. Per ogni h € N poniamo

Ch={zeX:|Li|<h VjeJy=){reX: |L|<h}.

jedJ

Allora ogni CY, € un chiuso in X. Inoltre per ogni x € X esiste h € N tale che
Vied: ||Lix|]| <h.

Ne segue = € C}, per cui
x=Joa.

Dal Teorema di Baire si deduce che esiste h € N con int (C5) # ). Siano x € X e 7 > 0

con B (z,r) C C}. Allora per ogni z € B(0,1) ed ogni j € J risulta
1L (r2)|| = | Lj(=2) || < IL(2 +r2)l| < R,

quindi _ _
Bt Lo _ 2k

Lzl <
I25el < 2 g

Ne segue B
: 2h
vjeds Ll <=

da cui la tesi. m

(2.4) Corollario Siano X uno spazio di Banach sulK, Y uno spazio normato suK e (L)

una successione in L(X;Y) convergente puntualmente ad un’applicazione L : X — Y.

Allora L € L(X;Y) e si ha

sup || Ln|| < 400, IL|| < limhinf | L] -
h

Dimostrazione. Per ogni x € X la successione (Ljz) ¢ convergente, quindi limitata in Y.

Dal Teorema di Banach-Steinhaus si deduce che

sup || Lp|| < 400
h
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Sex,y € X e €K, siha
VheN: Ly(x+vy)=Lyx+ Ly, Lp(Ax)=ALyz.
Passando al limite per h — oo, si deduce che L é lineare. Inoltre per ogni z € X risulta
Vh e N: |[Lyz|| < [[Lallll=]],

da cui, passando al minimo limite per h — oo,

Izl < (i 1201 el < (supl12a]) J.

Pertanto L € continua e

L] < limint |y

La dimostrazione ¢ qundi completa. m

2.5) Corollario Siano X uno spazio di Banach su K ed E C X'. Supponiamo che si
(2.5) P pp
abbia

Ve e X : sup{|{p,z)|: ¢ € E} < +00.
Allora E ¢ limitato in X'.

Dimostrazione. Si tratta di un caso particolare del Teorema di Banach-Steinhaus. m

(2.6) Corollario Siano X wuno spazio normato su K ed E C X. Supponiamo che si
abbia

Vo e X': sup{|{(p,x)|: x € E} < +0o0.
Allora E ¢ limitato in X.
Dimostrazione. Consideriamo Jx(E) C X”. Poiché X’ & di Banach e
Vo e X' sup {|(Jxz,9)l : 2 € B} =sup{l{p,2)| : © € B} < +oo,

dal Corollario (2.5) si deduce che Jx(FE) e limitato in X”. Dal momento che || Jxz|| = ||z]|,

ne segue che F e limitato in X. m
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3 I teoremi dell’applicazione aperta e del grafico
chiuso

(3.1) Teorema (dell’applicazione aperta) Siano X e Y due spazi di Banach suK e
L : X — Y un’applicazione lineare, continua e suriettiva.

Valgono allora 1 sequenti fatti:
(a) esiste 6 > 0 tale che B(0,6) C L(B(0,1));

(b) per ogni aperto A in X, si ha che L(A) é aperto inY.

Dimostrazione.

(a) Per ogni intero h > 1 poniamo
C,=hL(B(0,1) = {hy .y € L(B (0, 1))} .

Dal momento che ’applicazione {y — hy} ¢ un omeomorfismo da Y in Y, ogni C}, & chiuso

in Y. Inoltre, per la suriettivita di L, risulta

Y_L<G B(O,h)) - G L(B(0,h)) = O hL(B(0,1)) = G .

h=1
Per il Teorema di Baire, esiste h > 1 tale che int (C5) # . Ricordando nuovamente che
{y — Ey} ¢ un omeomorfismo, si deduce che int (L( ) #(. Slanoy €Y ed >0
tali che B(y,20) C L(B(0,1)). Essendo L(B(0,1)

B (—y,26) € L(B(0,1)). Per la convessita di L(B(0,1)), ne segue

) simmetrico rispetto a 0, si ha anche

B(0,26) C L(B(0,1)).

Sia ora y € Y con ||y|| < §. Essendo 2y aderente a L(B(0,1)), esiste z € B(0,1) con
| Lz — 2y|| < 0. Posto z1 = z/2, risulta allora

1 1)
|21 < 5 | Lz —yl| < 3

Essendo 4y — 4Lz aderente a L(B (0, 1)), esiste z € B(0,1) con ||Lz + 4Lz, — 4y|| < 4.

Posto x9 = x/4, risulta allora

1 )
ool < 50 I e —yll < 5
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Procedendo ricorsivamente, si puo costruire una successione (xy) in X tale che
h
j=1

00
D
h=1

converge normalmente in X, esiste x € X tale che

k
T = liin <; :1;h> .

Evidentemente ||z|| < 1 e, per la continuita di L, Lz = y. Pertanto B (0,0) C L(B(0,1)).

lzll < 27, <627t

Poiché la serie

(b) Sia A un aperto in X e sia y € L(A). Sara y = Lx con z € A. Esiste r > 0
tale che B(z,r) € A. Dimostriano che B(y,r0) C L(A). Se n € B(y,rd), risulta
(n—y)/r € B(0,0). Sia £ € B(0,1) tale che L = (n —y)/r. Ne segue

n=y+rLé=Lx+rf) € LB (z,r)) C L(A),

per cui B (y,rd) C L(A). Pertanto L(A) & aperto in Y. m

(3.2) Corollario Siano X eY due spazi di Banach su K e L : X — Y un’applicazione
lineare, continua e buiettiva.

Allora L™ é continua.

Dimostrazione. Per ogni aperto A in X, si ha che (L7')"'(4) = L(A) & aperto in Y.

Pertanto L™' : Y — X & continua. m

(3.3) Corollario Sia X uno spazio vettoriale su K e siano || ||y e || ||2 due norme su X

che rendano entrambe X uno spazio di Banach. Supponiamo che esista ¢y > 0 tale che
Vee X ||lz)s < allz]h -
Allora esiste co > 0 tale che

Vee X ||lz]): < cllz2-
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Dimostrazione. L’applicazione identica Id : X — X e lineare e biiettiva. Inoltre e
continua da X munito della norma || [[; a valori in X munito della norm || [|;. Dal

Corollario (3.2) si deduce che I'applicazione inversa e continua, da cui la tesi. m

(3.4) Corollario Sia X uno spazio di Banach suK e siano Y1, Ys due sottospazi vettoriali
di X tali che X =Y ®Y5.

Allora sono fatti equivalenti:

(a) le proiezionip; : X — Y] e py 0 X — Yy indotte dalla decomposizione diretta sono

continue;

(b) Y1 ed Yy sono chiusi in X.

Dimostrazione.

(a) = (b) Basta osservare che Y; = p,*(0) ed Y3 = p; }(0).

(b) = (a) Essendo chiusi in X, gli spazi Y7 e Y3 sono completi, per cui ¥; x Y3 & uno
spazio di Banach. L’applicazione {(y1,y2) — 11 + y2} € lineare, continua e biiettiva da
Y1 x Y, in X. Per il Corollario (3.2), 'applicazione inversa {z + (piz, p2x)} € continua.

In particolare sono continue le due componenti, da cui la tesi. m

(3.5) Teorema Sia X uno spazio di Banach suK e siaY un sottospazio vettoriale di X .

Valgono allora 1 sequenti fatti:

(a) se Y ha dimensione finita, si ha che esiste un sottospazio vettoriale chiuso Z in X

tale che X =Y @ Z;

(b) se Y ¢é di codimensione finita in X, si ha che esiste un sottospazio vettoriale chiuso

Z in X tale che X =Y @ Z.

Dimostrazione.
(a) Esistono n > 1 ed un’applicazione lineare e biiettiva ¢ : ¥ — K" Avendo Y
dimensione finita, ¢ e automaticamente continua. Allora per ogni 7 = 1,...,n si ha che

¢; 1 Y — K¢ una forma lineare e continua. Per il Corollario (1.5) esistono @4, ..., ®, € X’
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tali che ®;y = ¢;. Definiamo un’applicazione lineare e continua ® : X — K" ponendo
¢ = (Py,...,P,). Evidentemente ¢y = p e Z = N (P) ¢ un sottospazio vettoriale chiuso
di X. SexeY NZ, siha pr =0, quindi z = 0. D’altronde per ogni x € X risulta

v =¢ (Pz)+ (z— ¢ 1 (Pz)) .
Ovviamente p~!(®z) € Y. Inoltre
© (2 — ¢~ (Pz)) = Pz — p(p~ ' (P2)) =0,

per cui x — ¢ 1(®x) € Z.
(b) Se Z & un qualunque sottospazio vettoriale di X tale che X =Y @ Z, risulta che Z &

chiuso, perché di dimensione finita. m

(3.6) Teorema (del grafico chiuso) Siano X e Y due spazi di Banach e L : X —Y
un’applicazione lineare con grafico chiuso in X x Y.

Allora L ¢é continua.

Dimostrazione. Denotiamo con G il grafico di L. Essendo un prodotto di spazi completi,
X XY munito della norma canonica ¢ di Banach. Allora GG, che & un sottospazio vettoriale
chiuso di X XY, ¢ pure di Banach per la norma subordinata. L’applicazione {(x, Lx) +— x}
e continua da GG in X, essendo una restrizione della proiezione canonica sul primo fattore.
Inoltre ¢ lineare e biiettiva. Per il Corollario (3.2), 'applicazione inversa {z — (z, Lz)} ¢
continua da X in GG, quindi in X x Y. In particolare & continua la seconda componente,

da cui la tesi. m



Capitolo 4

Operatori lineari e continui

1 Operatore duale

(1.1) Definizione Siano X ed Y due spazi normati su K. Un operatore (lineare) L da
X inY é un’applicazione lineare L : D(L) — Y definita su un sottospazio vettoriale D(L)
di X. L’insieme D(L) si chiama dominio dell’operatore L.

Nel caso X =Y, diremo che L é un operatore in X.

In questo capitolo ci soffermeremo sul caso particolare in cui D(L) = X e L &

continuo, per cui L € L(X;Y).

(1.2) Proposizione Siano X edY due spazi normati su K e sia L € L(X;Y). Allora
Uapplicazione L' :Y' — X' definita da

Vip e Y Vo e X : (L', z) = (¢, Lx)

¢ lineare e continua.

Dimostrazione. Data ¢ € Y, la funzione {x +— (¢, Lz)} ¢ chiaramente lineare e continua
da X in K. Pertanto L'yp € X'. Inoltre si verifica facilmente che L' : Y/ — X’ & lineare.

Infine, per ogni » € Y' e x € X con ||z|| < 1, risulta

(L', x)| = [, La)| < [@IHILN =l < LI

da cui ||[L'y]| < ||L]| ||]]. Pertanto L' & anche continua. m

38
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(1.3) Definizione Siano X edY due spazi normati suK e sia L € L(X;Y'). L’operatore

L' € L(Y'; X') definito nella proposizione precedente si chiama operatore duale di L.

(1.4) Teorema Siano X ed Y due spazi normati su K. Allora per ogni L, Ly, Ly €
L(X;Y) eX€eK siha

(ALy+ L)' = ALy + Ly, |[L][ =Ll

Dimostrazione. E facile verificare che 'applicazione {L — L'} & lineare. Inoltre dal

Corollario (3.1.7) segue che

ILl = sup [|[L'4[| = sup sup [(L'4), z)| =
el <1 [l flel<1

= sup sup |(¥, La)| = sup || L] = |[L]],
[lz]|<1 [l9)I<1 [lz[I<1

da cui la tesi. m

(1.5) Teorema Siano X ed Y due spazi normati suK e sia L € L(X;Y). Allora si ha
N(L)=*R(L), N@I)=R(L)", R(L)="N), RE)SNL) .

Se poi X,Y sono di Banach e R (L) ¢ chiuso in'Y, risulta R (L) = *N (L) e R (L) =
N (L)*. In particolare, R (L') ¢ chiuso in X'.

Dimostrazione. Se x € N (L) e € Y’ si ha
(L', z) = (¢, Lz) =0,

per cui N (L) C *R (L'). D’altronde, se z € LR (L'), per ogni ¢ € Y” risulta
(¢, Lx) = (L', z) = 0.

Dal Corollario (3.1.6) si deduce che Lx = 0, per cui *R (L") C N (L).
Seype N(L')ex e X, siha

(¥, Le) = (L', z) =0,
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per cui N (L) € R (L)". D’altronde, se ¢ € R (L)*, per ogni x € X risulta

(L'th,z) = (¢, Lx) =0,

per cui L' = 0. Ne segue R (L)~ C N (L).
Dal Teorema (3.1.17) si deduce che

N (L) =+ (R(D)Y) =R(D),

mentre si verifica facilmente che R (') € N (L)*.

Supponiamo ora che X, Y siano di Banach e che R (L) sia chiuso in Y. Ovviamente
ne segue R (L) = N (L'). Inoltre, data ¢ € N (L)", possiamo definire una forma lineare
¥ : R (L) — K ponendo

U(Lx) = (p, ).

In effetti, se Lzy = Lxy, si ha 1 — x9 € N (L), quindi (p,z; — x5) = 0, ossia (¢, z1) =
(p, x9). Pertanto la definizione & ben posta.
Essendo chiuso in Y, R (L) ¢ di Banach. Per il Teorema dell’applicazione aperta,
esiste & > 0 tale che
fyeR(L): lyll <8} C L(B(0,1)).

Sey € R(L)\ {0}, esiste z € X con ||z|| < 1 tale che

)
T = M%
per cui
L (Mw) =y
Ne segue
ol = 220y < 210

e tale disuguaglianza ¢ vera anche per y = 0. Pertanto v & continua.
Per il Corollario (3.1.5) esiste ¥ € Y tale che W) = 1. Allora per ogni z € X si
ha
(L', ) = (¥, La) = (¢, Lz) = (p,x),

ossia L'U = . Pertanto N (L)" C R(L'). m
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(1.6) Corollario Siano X ed Y due spazi normati su K e sia L € L(X;Y). Allora

valgono 1 sequenti fatti:
(a) L ha immagine densa se e solo se L' ¢é iniettiva,

(b) se L' ha immagine densa, L ¢ iniettiva.

Dimostrazione.

(a) Si ha che L ha immagine densa se e solo se *A/ (L') =Y, ossia N (L) = {0}.

(b) Se L’ ha immagine densa, ossia R (L') = X', risulta a maggior ragione N (L)" = X'.
Dato # € N (L), per il Corollario (3.1.6) esiste ¢ € X’ tale che (p,x) = ||z||*. Poiché
(p, ) =0, ne segue x = 0. Pertanto N (L) = {0}, ossia L & iniettiva. m

(1.7) Corollario Siano X ed Y due spazi di Banach su K e sia L : X — Y lineare,
continua e bitettiva.

Allora L' :Y' — X' ¢ biiettiva. Inoltre, se X =Y e L =1dx, si ha L' = Idx.
Dimostrazione. Poiché R (L) & chiuso in Y, dal Teorema (1.5) si deduce che N (L) =
R(L)Y"={0} e R(L)=N (L) = X'

E immediato verificare che (Idx) = Idy . m

2 Operatori compatti

(2.1) Definizione Siano X ed Y due spazi normati su K. Un’operatore L : X — Y
si dice compatto (o completamente continuo), se per ogni successione limitata (xy) in
X, la successione (Lxy) ammette una sottosuccessione convergente in'Y . Denotiamo con

K(X;Y) Uinsieme degli operatori compatti da X in'Y.

(2.2) Proposizione Siano X edY due spazi normati suK e sia L : X — Y un operatore

compatto.
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Allora L ¢é continuo.

Dimostrazione. Sia (xp) una successione in X con lim x;, = 0. Poniamo
h

Th

—h- ge x 0
—{ (B n 70,
Vp =

0 se x, = 0.

Allora (vy,) ¢ limitata in X e xp, = ||zp||vp. Data una qualunque sottosuccessione (Lxy, ),

esiste (Lwy, ) convergente in Y. Allora
J
lim Lxp, = lim ||xp, || Loy, =0.
J J 7 J J

Ne segue li}rln Lz, = 0, per cui L e continua in 0, quindi continua. m

(2.3) Teorema Siano X ed Y due spazi normati suK e sia L : X — Y un’applicazione
lineare e continua con immagine di dimensione finita.

Allora L é un operatore compatto.

Dimostrazione. Sia (xj) una successione limitata in X. Poiché ||Lxy| < ||L||||z4|, si ha
che (Lxy) € limitata in L(X). Avendo L(X) dimensione finita, esiste una sottosuccessione

(Lzp, ) convergente in L(X), quindi in Y. m

(2.4) Teorema Siano Xy, Xy e X3 tre spazi normati su K e siano Ly : X3 — X5 e
Lo : Xo — X3 due applicazioni lineari e continue. Supponiamo che Ly oppure Lo sia un
operatore compatto.

Allora Ly o Ly : X1 — X3 € compatto.

Dimostrazione. Sia L; compatto e sia (zj) una successione limitata in X;. Se (Lixp,) €
convergente ad y in X5, ¢ evidente che (La(Lyxp,)) ¢ convergente a Loy in Xj.

Sia invece Lo compatto e sia di nuovo (xp) una successione limitata in X;. Poiché
|\ Lizn|| < ||L1]ll|zn]|, si ha che (Ljz;) € limitata in X,. Allora esiste (Lo(Lizp,))

convergente in X3. m
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(2.5) Definizione Uno spazio metrico Z si dice totalmente limitato, se per ogni e > 0

esistonon € N e zg,...,2, € Z tali che

(2.6) Lemma Sia Z uno spazio metrico. Allora sono fatti equivalenti:
(a) Z é totalmente limitato;

(b) ogni successione (zp,) in Z ammette una sottosuccessione di Cauchy.

Dimostrazione.

(a) = (b) Sia (z5,) una successione in Z e sia
no
Z = UB(CO,]'71) :
=0

Esiste un jy tale che B ((pj,, 1) contenga zj, per infiniti indici k. Sia hg il primo indice con

2y € B (Co,jo,1). Sia ora
ni —1
Z = UB (QM) .
7=0
Esiste un j; tale che B (Cojo, 1) N B (C1,,5) contenga zj, per infiniti indici h. Sia hy il

primo indice maggiore di hy con z,, € B((o,,,1) N B ((le, %) In particolare, risulta

d(zn,, zn,) < 2. Sia poi
n2 —1
Z = L-JOB (C2’j71) .
j:

Esiste un jo tale che B (¢oj,, 1) NB (Clm, %) NB (CQJQ, 21;) contenga z, per infiniti indici hA.

Sia hs il primo indice maggiore di hy con zp, € B(Cojy,1) N B (Cijiys) N B (G 1)
In particolare, risulta d(zp,,zn,) < 1. Procedendo ricorsivamente, si costruisce una

sottosuccessione (z,) tale che d(zp,,,,zn,) < 27%*1. Poiché

d(th+j7th) < Z d(ZthZhi) < Z o—itl 2—k+2,

si tratta di una sottosuccessione di Cauchy.
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(b) = (a) Supponiamo per assurdo che Z non sia totalmente limitato. Sia ¢ > 0 tale

che si abbia

Z #|JB(z.9)
j=0

perognin € Ne 2,...,z, € Z. Allora esiste una successione (z;,) in Z tale che

h
VheN: zn & JB(z,9).

j=0

Infatti, fissato zp a piacere e supposto di possedere zg, ..., z,, risulta
h —
Z 7é U B (Zjv 5) )
5=0

per cui esiste
h

Zhn+1 € Z\UB(Z],€)

=0
Evidentemente si ha d(zp,z2;) > € ogniqualvolta h # k. Pertanto (z,) non ammette

nessuna sottosuccessione di Cauchy, contro 'ipotesi. m

(2.7) Proposizione Siano X uno spazio normato su K, Y uno spazio di Banach su K
e L: X — Y un’applicazione lineare.

Allora L é un operatore compatto se e solo se L(B(0,1)) é totalmente limitata in'Y .

Dimostrazione. Sia L compatto e sia (z;) una successione in B (0,1). Allora (Lxy)
ammette una sottosuccessione convergente, quindi una sottosuccessione di Cauchy. Dal

Lemma (2.6) si deduce che L(B(0,1)) & totalmente limitata.

Per provare il viceversa, consideriamo una successione (zj) limitata in X. Posto

Th

—h ge x 0
_{m n 70,
Vp =

0 se xp =0,

nuovamente

esiste una sottosuccessione (Lvy, ) di Cauchy, quindi convergente in Y. Inoltre si ha che,

assando ad un’ulteriore sottosuccessione, (||z;, ||) € convergente in R. Allora
) k;J

Lxhkj = ||:Bhkj ” Lvhk]-
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¢ convergente in Y. m

(2.8) Teorema Siano X uno spazio normato su K ed Y uno spazio di Banach su K.

Allora K(X;Y) € un sottospazio vettoriale chiuso di L(X;Y).

Dimostrazione. Si verifica facilmente che (X;Y') ¢ un sottospazio vettoriale di £(X;Y).
Sia inoltre (Lj) una successione in K(X;Y') convergente a L in £(X;Y). Dato € > 0, sia
h € N tale che ||L;, — L|| < ¢/3. Siano poi zy,...,x, € B(0,1) tali che

U (120.5).

Allora per ogni x € B(0, 1) si ha ||Lyz — Lpz;]| < 5 per qualche j. Poiché

Ve € B(0,1): [[Ln§ — LE| < |[Ln = LlIE]l <

Wl ™

ne segue
|La - Lay|l < |La — Lzl + |Laz — Luay|l + | Ln; — Lay|l <,

per cui
n

L(B(0,1) € | JB(Lxj,e).

J=0

Pertanto L(B(0,1)) ¢ totalmente limitata, ossia L € K(X;Y). m

(2.9) Teorema (di Schauder) Siano X uno spazio normato su K, Y uno spazio di

Banach su K e sia L € L(X;Y). Allora L é compatto se e solo se L' é compatto.

Dimostrazione. Supponiamo che L sia compatto. Dato ¢ > 0, siano x1,...,z, € B(0,1)

tali che

U <L:cj, —) .
Definiamo un’applicazione A : Y/ — R" ponendo

A = ((¢>L$1>7 ) <w7an>) :
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Allora A e lineare, continuo e con immagine di dimensione finita, quindi compatto per il

Teorema (2.3). Siano 9y, ...,¢, € B(0, 1) tali che

k

ABO ) C B <Awh, %) .

=1

Per ogni ¢ € Y’ con ||¢|| < 1 esiste 1y, tale che

> 1w =, Lay)|? <
=1

Wl M

D’altronde per ogni x € X con ||z|| <1 esiste z; tale che ||Lx — Lz,|| < &/3. Ne segue

(L' — L', 2)| = [ — ¥n, La)| < [(¢ = ¥n, Laz)| + [(¢ — ¢, Lo — Lay)| <
£ £ €
< S AUl l[nlDILe = Laj]l < 5 + 27 = €.
3 3 3
Allora ||[L'Y — L'ty|| < e, da cui
L'(B(0,1)) C | JB(Ln ).
h=1
Pertanto L'(B (0,1)) ¢ totalmente limitata.
Viceversa, supponiamo che L sia compatto. Dato € > 0, siano ¢4, ...,¢, € B(0,1)

tali che .
BN 1\ f €
L'(B(0,1)) C HB (L¢j,§) .

Definiamo un’applicazione A : X — R" ponendo

Ax = ((¢1, Lx), ..., ({y, Lz)) .

Allora A & lineare, continuo e con immagine di dimensione finita, quindi compatto per il

Teorema (2.3). Siano z1,...,x; € B(0,1) tali che

k

ABO. ) C B (Amh, %) .
h=1

Per ogni x € X con ||z|| <1 esiste z;, tale che

n n 6
Y WLy x— )= D \<wj,Lx—Lxh>|2g§.
J=1 j=1
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D’altronde per ogni ¢ € Y’ con |[¢)|| < 1 esiste 1), tale che ||L'y) — L'y);|| < e/3. Ne segue

(0, Lo = Lan)| = (L', 2 —an)| < (L0 —an)| + (L' = L'y, 0 — an)| <
€ £ €
< gzl +llzalDILY = L'yl < 5 + 25 =<

Dal Corollario (3.1.7) si deduce che ||Lx — Lzy|| < &, per cui

k

L(B(0,1)) € |JB(Lane).
h=1

Pertanto L(B (0, 1)) € totalmente limitata. m

3 La teoria di Riesz-Fredholm

(3.1) Lemma (di Riesz) Siano X wuno spazio normato su K ed Y wun sottospazio
vettoriale chiuso di X con'Y # X.
Allora esiste x € X con ||z|]| =1 ed(z,Y) > 1/2.

Dimostrazione. Sia xy € X \'Y e sia yy € Y tale che
|20 — yoll < 2d(z0,Y).

Allora, posto
Lo — Yo
lzo = woll

si ha ovviamente ||z|| = 1 e per ogni y € Y risulta

Lo — Yo
o=l = ||t -
o — o

L w0 — (g0 + llzo — o) >
= T— |1To — (Yo To —YollY)|| =
|20 — yo|
d(.ﬁL’Q,Y) 21,
EEEE

da cui la tesi. m
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(3.2) Teorema Sia X wuno spazio normato su K. Supponiamo che ogni successione
limitata in X ammetta una sottosuccessione convergente in X .

Allora X ha dimensione finita.

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che X abbia dimensione infinita. Dimostriamo
che esiste una successione (z3) in X tale che ||z3|| =1 e ||z, — ;|| > 1/2 ogniqualvolta
0<j<h-—1.

In effetti scegliamo come zy un qualunque elemento in X di norma unitaria e sup-
poniamo di aver definito zg, ..., x,. Sia Y il sottospazio vettoriale generato {x, ..., z,}.
Avendo dimensione finita, Y e chiuso in X con Y # X. Per il Lemma di Riesz, esi-
ste i1 € X con ||zp4q| = 1 e d(xpsq,Y) > 1/2. In particolare ||z — x;]] > 1/2
ogniqualvolta 0 < 57 < h.

Allora (xj) € una successione limitata che non ammette nessuna sottosuccessione di

Cauchy, quindi nessuna sottosuccessione convergente, contro 'ipotesi. m

(3.3) Lemma Siano X ed Y due spazi di Banach su K e siano J,K : X — Y due
applicazioni lineari. Supponiamo che K sia un operatore compatto, che J sia continua e
che esista v > 0 tale che

Vo€ X ||Jz| > vz

Valgono allora i sequenti fatti:
(a) J é iniettiva e manda chiusi in chiusi;

(b) se (xp) € una successione limitata in X con ((J — K)xy) convergente in'Y', esiste una

sottosuccessione (xp, ) convergente in X ;
(¢) N (J = K) ha dimensione finita;
(d) se (J — K) e suriettiva, (J — K) é biiettiva;
(e) se (J — K) ¢ iniettiva, esiste § > 0 tale che

Vo e X ||(J - K)al| > 6]
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Dimostrazione.
(a) L’iniettivita di J & evidente. Sia C' un chiuso in X e sia (x}) una successione in C' con

(Jxp,) convergente ad un certo y € Y. Risulta che (Jz;) € di Cauchy in Y. Poiché
vijan = ol < | Jzn — Jai

ne segue che (z5,) € di Cauchy in X, quindi convergente ad un certo x € X. Essendo C
chiuso, risulta z € C. Per la continuita di J, ne segue Jx;, — Jx, quindi Jxr = y per
I'unicita del limite. Poiché y € J(C'), si deduce che J(C') ¢ chiuso in Y.

(b) Per ogni h,k € N si ha

vljzg — ol < ||Jop — Jag|| < |(J — K)o — (J = K)ag|| + | Kzp — Koy -

Per la compattezza di K, esiste una sottosuccessione (zy,) con (K, ) convergente in Y,
quindi di Cauchy in Y. Dalla disuguaglianza precedente si deduce che (xp,) ¢ di Cauchy
in X, quindi convergente in X.

(¢) Sia (xp,) una successione limitata in N (J — K'). Dalla (b) si deduce che esiste una sot-
tosuccessione (xy, ) convergente in X. Poiché N (J — K) & chiuso in X, (3, ) € convergente
in N (J — K). Ne segue che N (J — K) ha dimensione finita.

(d) Supponiamo per assurdo che (J — K') non sia iniettiva. Definiamo ricorsivamente una

successione di sottospazi vettoriali di X, ponendo
XO - {0} y
X1 = (J = K) 7 (J(X4)) .

Tenuto conto che J manda chiusi in chiusi, si verifica facilmente per induzione che ogni
X}, € chiuso in X. Sempre per induzione, si deduce facilmente che X, C X1 per ogni
h € N. Dimostriamo che X} # X}, per ogni h € N. Dal momento che (J — K) non
¢ iniettiva, si ha {0} # (J — K)7(0), ossia Xy # X;. D’altronde, se X} # Xj41, si
ha J(X3) # J(Xpy1), perché J e iniettiva. Ne segue Xj11 # Xjio, perché (J — K) ¢
suriettiva.

Di conseguenza, (J(X})) ¢ una successione strettamente crescente di sottospazi vet-
toriali chiusi in Y. Per il Lemma di Riesz, per ogni h > 1 esiste z;, € X, tale
che

1
||J£L’h|| = 1, d(Jl‘h, J(Xh_l)) Z 5 .
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Se k > h + 1, risulta
(J — K).I'h € J(thl) g J(kal),

(J— K)xk S J(Xk_1>,
Jxy, € J(Xh) - J(Xk_l).

Poiché
Kz, — Kz, = (—(J— K)l'h + (J— K)xk + Jil?h) — Jxy,

ne segue ||Kx, — Kag|| > 1/2. Pertanto (Kxj,) non ammette nessuna sottosuccessione
convergente in Y. D’altronde (z5,) € limitata in X, dal momento che v||z,|| < 1. Tenuto
conto che K e compatto, si giunge ad un assurdo.

(e) Ragioniamo per assurdo, supponendo che esista una successione (z5,) in X con
1
(T = K)an]l < 5 llzall -

Posto &, = xp/||xy]|, risulta ||&|| = 1 e |[(J — K)&|| < 1/h. Per la (b) esiste una
sottosuccessione (&, ) convergente ad un certo & € X. Ne segue (J — K)& = 0, quindi

¢ = 0 per l'iniettivita di (J — K). Questo ¢ assurdo, perché ||£|| = 1. m

(3.4) Teorema (dell’alternativa di Fredholm) Siano X ed Y due spazi di Banach
sulK, J: X — Y un’applicazione lineare, continua e buiettiva e K : X — 'Y un operatore
compatto.

Posto L = J — K, valgono allora 1 sequenti fatti:
(a) N (L) ha dimensione finita;
(b) R (L) é chiuso e di codimensione finita in'Y';

(c) siha

(d) si ha
dim(N (L)) = codimy (R (L)) = dim(N (L)) = codimy, (R (L)) ;

i particolare, L e iniettiva se e solo se L e suriettiva.
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Dimostrazione. Dal Corollario (3.3.2) si deduce che esiste v > 0 tale che
Vee X |Jz|| > vz .

Dal lemma precedente segue che AN (L) ha dimensione finita.

Per il Teorema (3.3.5) esiste un sottospazio vettoriale chiuso X; in X tale che
X=N(L)®X;.

Si verifica facilmente che L)y, ¢ iniettiva. Inoltre Jjx, e K\x, verificano ancora le ipotesi

del lemma precedente. Ne segue che esiste 6 > 0 tale che
(3.5) Yo e Xy || Lv|| > 6]v| .

Sempre dal lemma precedente si deduce che L;x, manda chiusi in chiusi, per cui L(X;)
¢ chiuso in Y. Poiché L(X) = L(X;), ne segue che R (L) ¢ chiuso in Y. Combinando
questo fatto col Teorema (1.5), si ottiene la (c).

Inoltre anche J’ ¢ biiettiva per il Corollario (1.7) ed anche K’ ¢ compatto per il
Teorema di Schauder. Pertanto anche A/ (L) ha dimensione finita.

Sia {t1,...,%,} una base in N (L') e sia Y; un sottospazio vettoriale di Y tale che
Y=Y, oR(L).
Consideriamo 'applicazione lineare
U:Y, —- K"

definita da

Uy = (Y1, 9), -5 (¥n ) -
Se y € Yj soddisfa Uy = 0, ne segue (¢;,y) = 0 per ogni j =1,...,n, ossia y € *N (L').
Tenuto conto della (¢), risulta y € Yo N R (L), per cui y = 0. Pertanto ¥ & iniettiva. Ne

segue

codimy (R (L)) = dim(Yp) < n = dim(N (L")).

In modo simile si prova che

codimy/ (R (L") < dim(N (L)) .
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Dimostriamo ora che

dim(\ (L)) < codimy (R (L)) .

Supponiamo per assurdo che si abbia
dim(Yp) = codimy (R (L)) < dim(N (L)) .

Sia A : N (L) — Y, un’applicazione lineare suriettiva e sia P : X — N (L) la proiezione
associata alla decomposizione X = N (L) & X;. Per il Corollario (3.3.4) P & continua.

Consideriamo 'applicazione

X =Y
x— Jr— (Kz — APz)
Poiché N (L) ha dimensione finita, dal Teorema (2.3) si deduce che I'operatore AP : X —
Y & compatto, per cui anche 'operatore (K — AP) ¢ compatto. D’altronde per ogniy € Y
sihay=yo+uy conyy € Yoped y; € R(L). Se xyp € N (L) e z; € X; sono tali che

Axg = yo e Lxy = yq, risulta
L(zg+a1) + AP(xo+11) = v,

per cui J — (K — AP) ¢ suriettiva. Dal lemma precedente si deduce che J — (K — AP)
¢ biiettiva. In particolare A : N'(L) — Y, ¢ iniettiva, il che ¢ assurdo, dal momento che
dim(N (L)) > dim(Yp).

Poiché risulta anche dim(N (L)) < codimys (R (L')), si ottiene

dim(NV (L)) < codimy (R (L)) < dim(N (L)) <
< codimy (R (L)) < dim(N (L)),

da cui la tesi. m

L’affermazione (a) del teorema precedente dice che I'applicazione L ¢ “quasi” iniet-
tiva (a meno di un sottospazio di dimensione finita), mentre l’affermazione (b) dice che L
¢ “quasi” suriettiva (sempre a meno di un sottospazio di dimensione finita).

Inoltre la (d) dice che “le misure dei difetti di iniettivita” di L e L' e dei “difetti di
suriettivita” di L ed L’ sono tutte coincidenti. Il termine “alternativa di Fredholm” si

riferisce proprio al fatto che o I'equazione Lx = y ha una ed una sola soluzione per ogni
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y € Y o l'equazione Lz = 0 ammette almeno una soluzione non nulla. In particolare, per
dimostrare che L & biiettiva, ¢ sufficiente dimostrare che L ¢ iniettiva, cosa a priori piu
semplice.

Particolarmente importante e poi la relazione
R(L) ="N (L)

contenuta nella (¢). Se {11,...,¥} € una base in N (L) ed y € Y, I'equazione Lx =y

ammette soluzione in X se e solo se

(W1, 9) == (Yw,y) = 0.

4 Risolvente e spettro

(4.1) Definizione Sia X uno spazio di Banach su K e sia L € L(X; X). Poniamo
o(L):={r e K: L—\d ¢ biiettiva} .
L’insieme o(L) si chiama risolvente di L.

(4.2) Osservazione Se )\ € o(L), seque dal Corollario (3.3.2) che (L—Ad)™': X — X

e continua.
(4.3) Definizione Sia X uno spazio di Banach su K e sia L € £L(X; X). Poniamo
o(L) =K\ o(L).
Piu dettagliatamente, poniamo
op(L) :={XA € K: L — \ld non é iniettiva} ,
(L) :={Ae€K: L— \d ¢ iniettiva, non suriettiva, ma con immagine densa in X} ,

(L) :={X € K: L — \d ¢ iniettiva e con immagine non densa in X} .

Gli insiemi o(L), o,(L), o.(L) e 0.(L) si chiamano rispettivamente spettro, spettro

puntuale, spettro continuo e spettro residuo dv L.
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Evidentemente (L) ¢ unione disgiunta di o,(L), o.(L) e o,.(L).

(4.4) Definizione Sia X uno spazio di Banach suK e sia L € L(X;X). Gli elementi A
di 0,(L) si chiamano autovalori di L, mentre N (L — Md) si chiama autospazio relativo
all’autovalore \. Infine gli elementi di N (L — N\d) \ {0} si chiamano autovettori relativi

all’autovalore \.

(4.5) Teorema Siano X1, Xy due spazi di Banach su K e Ly, Ly € L(X1;X5). Se Ly é
biiettiva e ||L7'|| || La|| < 1, allora anche Ly + Ly ¢ biiettiva.
In particolare

{L € L(X1;X3): L é biiettiva}
¢ aperto in L(X1; X2).
Dimostrazione. Dato y € X,, U'equazione (L; + Lo)x = y € equivalente a x = ®(x) con
®(x) = L7y — L' Lox. Per ogni zy, x5 € X risulta

1©(21) = (@)l < Ly [ [ Lall [ln = 22l

per cui si puo applicare a  : X — X il Teorema delle contrazioni. Ne segue la biiettivita

di L1 +L2 ]

(4.6) Teorema Sia X uno spazio di Banach su K e sia L € L(X;X). Allora o(L) ¢
compatto (eventualmente vuoto) e risulta o(L) C B (0, ||L]]).

Dimostrazione. L’applicazione {\ — L — AId} ¢ continua da K in £(X; X). Dal teorema
precedente si deduce che o(L) & aperto in K, per cui o(L) & chiuso in K.

Sia ora A € K con |A| > ||L||. Sempre dal Teorema (4.5) segue che

1
Id——-L
A

e biiettiva, per cui A € o(L). Ne segue che o(L) C B (0, ||L||), per cui o(L) & compatto. m

(4.7) Teorema Sia X uno spazio di Banach suK e sia L € K(X; X). Allora valgono i

sequenti fatti:
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(a) se x€a(L) e X#0, si ha che A é un autovalore di L;
(b) per ogni A € a(L) con X # 0, lautospazio N' (L — NId) ha dimensione finita;
(¢) o(L) ¢ finito oppure esiste una successione infinitesima (N\y) in K tale che

o(L)={0}U{\y: heN};
(d) se X ha dimensione infinita, si ha 0 € o(L).

Dimostrazione.
(a) Sia A € o(L) \ {0}. Allora
Md—-L: X — X

non ¢ biiettiva e d’altronde L & compatto. Dal Teorema (3.4) segue che Ald — L non &
iniettiva, per cui A ¢ un autovalore di L.

(b) Sempre dal Teorema (3.4) segue che
N(L—Xd)=N (Ald - L)

ha dimensione finita.
(c) Si tratta di dimostrare che per ogni € > 0 linsieme o(L) \ B(0,¢) ¢ finito. Siano,
per assurdo, € > 0 e (\,) una successione di elementi tutti distinti in o(L) \ B (0,¢). Per
la (@) risulta che ogni A, & un autovalore di L. Sia xj un autovettore relativo a Ay e sia
Y}, il sottospazio vettoriale generato da {zo, ..., xy}.

Dimostriamo che zg, . . ., xx sono linearmente indipendenti per ogni k € N. Per k =0
I’affermazione e evidente. Sia k > 1 e supponiamo che 'affermazione sia vera per k — 1.

Se
k
Zﬂhﬂfh =0
h=0

con [, . .., i € K, risulta

quindi
k—1

- k-1
ZﬂhAkxh = —Up LT = Z R ARTE,
h=0

h=0
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da cui segue

k—1
Z,uh()\k - /\h)xh =0.
h=0

Tenuto conto dell’ipotesi induttiva, si deduce che pup, = 0 per ogni h =0,...,k — 1. Ne
segue anche py = 0.

In particolare risulta Yz 1 C Yy ed Y1 # Yj. Per il Lemma di Riesz esiste quindi
yr € Yy tale che |lykl| =1 e d(yx, Y1) > % Se 1l <h<k,siha

Y, C Y, (L — NeId)(Y) C Yoy, (L—MId)(Ys) €Yy C Yy,

per cui

1
(Lyk — MNe¥k) + +— (Lyn — Ahyh)) H >

H_Lyk__Lyh 3
h

Z d(yk7Yk—1) Z

Allora (yx) ¢ una successione limitata , mentre (i Lyk> non puo ammettere sotto-

succesioni convergenti. Tenuto conto che (i) e limitata, questo viola la compattezza
di L.
(d) Se, per assurdo, 0 € o(L), si ha che L & biiettiva e X = N (L — L) ha dimensione

finita per il Teorema dell’alternativa di Fredholm. m

5 Operatore aggiunto

(5.1) Proposizione Siano X edY due spazi di Hilbert su C e sia L € L(X;Y). Allora
Uapplicazione L* 'Y — X definita da

Vee X,VyeY : (z|L*y) = (Lz|y)
e lineare e continua.

Dimostrazione. Dato y € Y, la funzione {x — (Lz|y)} ¢ chiaramente lineare e continua.

Per il Teorema di Riesz, rimane quindi definito uno ed un solo L*y € X tale che

Ve e X : (z|L'y) = (Lzx|y).
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E facile verificare che L* : Y — X ¢ lineare. Inoltre per ogni y € Y si ha
IL7yl1* = (L*y|L*y) = (LL*yly) < [[LL Iyl < LI 2yl

da cui ||[L*y|| < ||L] |ly||. Pertanto L* : Y — X & continua. m

(5.2) Definizione Siano X ed Y due spazi di Hilbert su C e sia L € L(X;Y). L’ope-
ratore L* € L(Y; X) definito nella proposizione precedente si chiama operatore aggiunto

di L.

(5.3) Teorema Siano X,Y due spazi di Hilbert su C. Allora per ogni L, Ly, Ly €
L(X;Y)eAeC siha
L*=Ry' oL oRy,

(ALi+ L) = AL+ Ly, L7 =Ll (L") =L,

Se poi L € L(X; X)), risulta anche

o(L*)={X: Aea(l)} .

Dimostrazione. Per ogni z € X ed y € Y si ha
(z|L*y) = (Laly) = (Ryy, Lz) = (L'Ryy, x) = (¢|Ry' L' Ryy).

Per l'arbitrarieta di z, ne segue L*y = Ry' L' Ryy.
Poiché (L*y|x) = (y|Lx), risulta anche (L*)* = L. Dalla Proposizione (2.2.1) e dal

Teorema (1.4) si deduce che
(ALi+ Ly)" = ALy + Ly, |[L*] = |IL]].
Se poi L € L(X; X), per ogni A € C risulta
L* = \ld = (L — Md)* = R/ (L — \ld)'Rx .
Essendo Ry : X — X' biiettiva, dal Corollario (1.7) si deduce che

A Aeol)} Co(LY).
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Poiché (L*)* = L, ne segue che vale in effetti 'uguaglianza. Allora si ha anche
{X:Xea(l)} =0(L¥)

e la dimostrazione ¢ completa. m

(5.4) Teorema Siano X,Y due spazi di Hilbert su C e sia L € L(X;Y). Allora L ¢

compatto se e solo se L* & compatto.

Dimostrazione. Poiché L*y = R}lL’ Ryy e Ry, Ry sono omeomorfismi lineari, la tesi

discende dal Teorema di Schauder. m

(5.5) Definizione Siano X uno spazio di Hilbert su C e L € L(X;X). Diciamo che L

¢ un operatore normale, se L*L = LL*.
(5.6) Definizione Siano X wuno spazio di Hilbert su C e L € L(X;X). Diciamo che L
¢ un operatore autoaggiunto, se L* = L.

Evidentemente ogni operatore L autoaggiunto ¢ normale.

(5.7) Teorema Siano X uno spazio di Hilbert su C edY un sottospazio vettoriale chiuso
mn X.

Valgono allora i sequenti fatti:
(a) per ogni A € R, l'operatore APy : X — X ¢ autoaggiunto;

(b) per ogni A € C, l'operatore APy : X — X ¢ normale.

Dimostrazione. Per ogni x,y € X, risulta

(Pyzly) = (Pyxly — Pry) + (Pyx|Pyy) = (Pra|Pry) =
= (v — Pya|Pry) + (Pyz|Pyry) = (z|Pyy),
per cui Py : X — X e un operatore autoaggiunto.
Se A € R, ne segue (APy)* = APy. Se invece A € C, si ha (APy)* = APy. Risulta

comunque

(APy)*(A\Py) = APy APy = APy APy = (A\Py)(APy)*,



5. OPERATORE AGGIUNTO 109

per cui APy e normale. m

(5.8) Teorema Siano X uno spazio di Hilbert suC e L € L(X; X) un operatore normale.

Allora valgono i sequenti fatti:
(a) per ognix € X si ha ||L*x| = || Lz||;
(b) st hao,(L)=0.(L*)=0¢e
op(L*) ={X: A€ a,(L)},
oo (L) ={X: Xe€o.(L)};

(¢) sex € X é un autovettore di L relativo ad un certo X € o,(L), si ha che lo stesso

x & un autovettore di L* relativo a X € o,(L*);

(d) sex,y € X sono autovettori di L relativi a X\, € o,(L) e XA # p, si ha (x|y) = 0.

Dimostrazione. Per ogni x € X si ha
|L*z|* = (L*z|L*z) = (LL*x|r) = (L*Lz|z) = (Lz|L**x) = (Lz|Lz) = || Lz|?,

da cui la (a).

In particolare, essendo anche (L — Ald) un operatore normale, risulta
|L*z — Az|| = [|[(L — Md)*z|| = || Lz — Mz .

Pertanto x € X & un autovettore di L relativo ad un certo A € 0,(L) se e solo se z ¢ un

autovettore di L* relativo a A. Ne segue la (c) e I'uguaglianza
op(L") ={X: A€ ay(L)} .
Se, per assurdo, A € o,(L), dal Corollario (1.6) e dalla formula
L* — \Id = Ry (L — Md)' Ry

segue che L* — Md non & iniettiva, ossia A € o,(L*). Dal passo precedente si deduce che

A € 0,(L), il che & assurdo. Essendo anche L* normale, risulta pure o,(L*) = 0.
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Poiché in generale
o(L)={X: Xea(l)},
deve anche essere

o (L) ={X: Xe€o.(L)}.

Siano infine z,y € X due autovettori di L relativi a A\, u € 0,(L) con X # p. Per la (c) si
ha

Mzly) = (Lzly) = (z|L*y) = (z[my) = p(xly) .

Ne segue (z|y) =0. m

(5.9) Teorema Siano X wuno spazio di Hilbert su C e L € L(X;X) un operatore
autoaggiunto. Allora (x|Lz) € R per ogni x € X e risulta o(L) C R.

Dimostrazione. Per ogni x € X si ha
(z|La) = (z]|L*z) = (Lalz) = (a|La),
per cui (z|Lz) € R.
Sia ora A € C\ R. Dimostriamo che esiste v > 0 tale che
Vee X : ||Lx — \z|| > vz .

Per assurdo, sia (z;,) una successione in X tale che

HLQSh — )\-Th” <

el
hol Thl| -
Allora z), # 0 e &, = . /||zn|| soddisfa [|&,]] =1 e
— 1
L& — Nl = |1 L&, — A —
126~ Xeall = 126~ Al <

per cui

_ _ _ 2
IN= Al =[N = A&l S |AE — L&l + || L& — M| < el

Passando al limite per h — oo, si deduce che A € R, il che e assurdo.

Dalla (a) del Lemma (3.3) si deduce che (L — AId) ¢ iniettiva e con immagine chiusa.
Ne segue A € 0,(L) e A & 0.(L). Poiché o,(L) = 0, deve essere \ € o(L).

Risulta quindi o(L) CR. =
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6 Operatori compatti e normali

(6.1) Teorema Siano X wuno spazio di Hilbert su C e L € L(X;X) un operatore
compatto e normale. Se o(L) C {0}, allora L =0 e o(L) = {0}.

Dimostrazione. Sia o(L) C {0}. Consideriamo dapprima il caso in cui L ¢ autoaggiunto.

Poniamo
— xGX,x;«éO} .

Per ogni € > 0 si ha
Vo e X : (z|(A+e)xr — La) = (A +¢)||z||* — (z|Lx) > |z|?.
E allora facile verificare che
(z]y)e = (z|(A +e)y — Ly)

e un prodotto scalare su X. Dalla Disuguaglianza di Cauchy-Schwarz, segue che

|(@[(A+e)y — Ly)l < V(2l(A+e)z — La) (yl(A + )y — Ly) <
< VI +e)Id = LIV (yl(A + )y — Ly) |12

Tenuto conto dell’arbitrarieta di x ed ¢, risulta allora

Ay — Ly|| < v/||AId — L[| \/(y|Ay — Ly).

Se (yp) € una successione in X \ {0} tale che

L
lim (yh’ th) — A,
Al
ne segue
Ayy — L
tim 1880 = Lol _
h 1yl

Dal Corollario (3.3.2) si deduce che AId — L non puo essere biiettiva, per cui A € o(L),
ossia A = 0.

Abbiamo quindi (z|Lz) < 0 per ogni z € X. In modo simile si prova che (z|Lz) >0
per ogni z € X, per cui (x|Lz) = 0 per ogni z € X.
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Per ogni z,y € X risulta infine

(z|Ly) = 7 (¢ +ylLlx+y)) — (= —y|L(z —y))) +

+ i ((z +iy|L(z +1y)) — (z —y|L(z —iy))) = 0.

NI,

Per I'arbitrarieta di x deve essere Ly = 0, quindi L = 0.

Consideriamo ora il caso generale. Se poniamo M = L*L, si verifica facilmente che
M ¢é autoaggiunto. Inoltre M & compatto per il Teorema (2.4).

Dimostriamo che o(M) C {0}. Per assurdo, sia A € o(M) con A # 0. Dal Teo-
rema (4.7) segue che A\ & un autovalore di M. Sia z € N (M — Ald) \ {0}. Essendo L
normale, risulta

M(Lz)=L*LLx = LL*Lx = L(Mx) = X\ Lz,

per cui Lz € N (M — Md). In modo simile, ragionando per induzione su k, si deduce che
Lkx € N'(M — \Id) per ogni k > 1. Per il Teorema (4.7) N'(M — AId) ha dimensione
finita. Esistono quindi k& > 1 e pq,...,ux € C tali che up #0 e

k
Z wnle =0.
h=1

Sia
k
S — (e A (s A
h=1
con Ai,..., A\, € C\ {0}, mg>0emy,...,m, > 1. Allora si verifica facilmente che

k
g (L = MIA)™ - (L= A\ Id)™ L™z =Yy Ltz = 0.
h=1

Poiché o(L) C {0}, ne segue L™ x = 0. Essendo L normale, risulta
Loty = X LM L Ly = ATTLF L™ = 0.

Procedendo per induzione, si deduce facilmente che x = 0, il che & assurdo. Pertanto
o(M) C {0}.
Dal passo precedente segue che M = 0. Allora per ogni £ € X si ha

ILEN* = (L& LE) = (MEIE) =0,
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percui L=0.m

(6.2) Osservazione [l teorema precedente continua a valere anche senza l'ipotesi che L

sita compatto. In tal caso la dimostrazione e pero piu complessa.

(6.3) Teorema Siano X wuno spazio di Hilbert su C e L € L(X;X) un operatore
compatto e normale.

Allora valgono i sequenti fatti:

(a) se o,(L) é finito ed Y, = N (L — ApId) con 0,(L) = { )Xo, ..., A}, si ha
k
X =P,
h=0

k
Ve e X : x:ZPyhx,

h=0
k
Vo€ X: Ly =Y M\ Pya;
h=0
(b) se o,(L) & numerabile ed Yy, = N (L — A\pId) con o,(L) = {\y: h € N}, si ha che X
e somma hilbertiana degli Y, e

Ve e X : x:ZPth,
h=0

Ve e X : Lx:Z/\hPyhm;
h=0

(c) se X ¢é separabile, X ammette un sistema ortonormale completo al pit numerabile

costituito da autovettori di L;

(d) se L ¢ iniettivo, X ammette un sistema ortonormale completo al pit. numerabile

costituito da autovettor: di L.

Dimostrazione. Sia

op(L) = {\n: 0< h <k}
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oppure

op(L) ={\n: h >0}

in ogni caso con i \;, tutti distinti. Sia infine Y, = N (L — \;1d) per ogni A > 0. Dimo-
k
striamo anzitutto che, rispettivamente, X = @ Y}, oppure X & somma hilbertiana degli

h=0
Y.
Chiaramente ogni (Y,) ¢ un sottospazio vettoriale chiuso in X. Dal Teorema (5.8)
segue che gli Y, sono a due a due ortogonali. Sia infine Z la chiusura del sottospazio

vettoriale generato dagli Y;,. Evidentemente L(Z) C Z. Per ogni x € Z1 e 2 € Z si ha
(z|L*z) = (Lz|x) =0,

per cui L*(Z1) C Z+.
Tenuto conto del Teorema (5.4), si verifica facilmente che anche la restrizione L* :
Z+ — Z+ & un operatore compatto e normale. Osserviamo che o (L|*Z L) C {0}. Sia

infatti, per assurdo, A € o (erL> \ {0}. Dal Teorema (4.7) segue che A ¢ un autovalore.
Sia x € Z* un autovettore relativo. In particolare z ¢ un autovettore anche di L*, quindi
anche di L associato all’autovalore X. Allora risulta anche x € Z, quindi z = 0, il che
¢ assurdo. Dal Teorema (6.1) si deduce che L*z = 0 per ogni z € Z+, quindi Lz = 0
per ogni x € Z+. Allora Z+ C Z, che implica Z+ = {0}. Dal Teorema (2.1.9) segue che

k
Z =X, per cui X = @ Y}, oppure X ¢ somma hilbertiana degli Y.
h=0
Nel caso (a), si verifica facilmente che

k
Ve e X : x:ZPyhx,

h=0
per cui
k
VoeX:Ly=>Y M\Pyz.

h=0
Nel caso (b), si deduce dal Teorema (2.3.2) che

Ve e X : x:ZPyhx.
h=0

Essendo L lineare e continuo, ne segue

VoeX: Ly=Y M\Pyz.

h=0
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Se X & separabile, si ha che N (L) & separabile. Per il Teorema (2.3.6) esiste un

sistema ortonormale completo al pitt numerabile F in N (L). Per ogni A, # 0, sia E}, una

EU (Ago Eh)

¢ un sistema ortonormale completo al pitt numerabile in X costituito da autovettori di L.

base ortonormale in Y},. Allora

Se L & iniettivo, risulta N (L) = {0} ed il ragionamento & analogo. m



Capitolo 5

Operatori lineari

1 Risolvente e spettro

(1.1) Definizione Siano X,Y,Z tre spazi normati su K, L, Ly, Ly tre operatori da X
m'Y e M un operatore da'Y in Z.
Posto
D(Ly + Ls) := D(Ly) N D(Ls),

D(ML) :={z € D(L) : Lz € D(M)} ,

risultano definiti in modo naturale gli operatori Ly + Ly da X inY e ML da X in Z.

(1.2) Definizione Siano X,Y due spazi normati su K e L un operatore da X inY.

Denotiamo con G (L) il grafico di L, ossia
{(z,Lz): z € D(L)},
che ¢ evidentemente un sottospazio vettoriale di X x Y.

(1.3) Definizione Sia X wuno spazio normato su K e sia L : D(L) — X un operatore
in X. Denotiamo con o(L) linsieme dei A\ € K tali che L — N\ld : D(L) — X ¢ biiettivo
e (L—Md)™': X — X ¢ continuo.

L’insieme o(L) si chiama risolvente di L.
(1.4) Definizione Sia X uno spazio normato su K e sia L € L(X;X). Poniamo

o(L): =K\ o(L).

116
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Piu dettagliatamente, poniamo
op(L) :={X € K: L — \ld non é iniettivo} ,

o-(L) :=={A € K: L — \d é iniettivo e con immagine non densa in X}
oc(L) = (L) \ (op(L) Un(L))-
Gli insiemi o(L), o,(L), o.(L) e o.(L) si chiamano rispettivamente spettro, spettro
puntuale, spettro continuo e spettro residuo di L.
Evidentemente (L) € unione disgiunta di o,(L), o.(L) e o,(L).

(1.5) Definizione Sia X wuno spazio normato su K e sia L un operatore in X. Gli
elementi \ di o,(L) si chiamano autovalori di L, mentre N' (L — Nd) si chiama autospazio
relativo all’autovalore X. Infine gli elementi di N (L — N\d)\ {0} si chiamano autovettori

relativi all’autovalore .

(1.6) Proposizione Siano X uno spazio normato sulK, L un operatore in X ey € o(L).

Allora valgono i sequenti fatti:

(a) 0 non & un autovalore di (L — uld)™" e
1 —
o,(L) = {M+X : A€o, ((L— pld) 1)} ;
(b) = ¢ un autovettore di (L — uld)™" se e solo se x ¢ un autovettore di L;

(c) risulta

{u+§: AGQ((L—uId)‘I)} Co(L).

Dimostrazione. Ovviamente (L — uld)™! & iniettivo, per cui 0 non ¢ un autovalore di
(L — pId)~".
Siano ora A € K\ {u} ed y € X. L’equazione
x e D(L),
{ Lx — =y,

equivale a

x e D(L),
Ly —pr=y+ (A—p)z,
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ovvero

re X,
x=(L—pld)~ 'y + (A= p)(L — pld) "'z,

che a sua volta equivale a

re X,

_ 1 1 _
(L — pld) 1w_/\—,ux:u—)\(L_MId) Yy,

Ne segue facilmente la tesi. m

(1.7) Definizione Siano X uno spazio normato su K e L un operatore in X. Diciamo
che L ¢ un operatore con risolvente compatto, se esiste u € o(L) tale che (L — pld)™" :

X — X sia compatto.

(1.8) Proposizione Siano X uno spazio normato su K e L un operatore in X con
risolvente compatto.

Allora (L — NId)™' : X — X ¢ compatto per ogni A € o(L).

Dimostrazione. Sia p € o(L) tale che (L — pld)™! : X — X sia compatto. Sia (y;) una
successione limitata in X e sia x;, € D(L) tale che Lzj, — Az, = yp,. Dalla continuita di

(L — M\Id)~! segue che anche (x,) ¢ limitata in X. Allora risulta
Lxy — pxy = yn + (A — p)zy

con (yn + (A — p)zp) limitata in X. Per la compattezza di (L — uld)™!, risulta che esiste

una sottosuccessione (xp, ) convergente in X. m

2 Operatori normali

(2.1) Proposizione Siano X ed Y due spazi di Hilbert su C e sia L un operatore da
X in'Y con dominio D(L) denso. Denotiamo con D(L*) l'insieme degli y € Y tali che

{z — (Lz|y)} sia una forma lineare e continua su D(L).
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Allora per ogniy € D(L*) esiste uno ed un solo L*y € X tale che
Ve e D(L): (z|L'y) = (Lzly) .
Inoltre D(L*) é un sottospazio vettoriale di Y e L* : D(L*) — X ¢é un operatore lineare.

Dimostrazione. Combinando il Corollario (3.1.5) col Teorema di F. Riesz, si deduce che

per ogni y € D(L*) esiste £ € X tale che
Vo € D(L) : (x[§) = (Laly).

Essendo D(L) denso in X, ne segue che tale £ € unico.
Inoltre e facile verificare che D(L*) & un sottospazio vettoriale di Y e che L* :

D(L*) — X e lineare. m

(2.2) Definizione Siano X edY due spazi di Hilbert su C e sia L un operatore da X
in'Y con dominio denso. L’operatore L* da'Y in X definito nella proposizione precedente

st chiama operatore aggiunto di L.

(2.3) Teorema Siano X ed Y due spazi di Hilbert su C e sia L un operatore da X in
Y con dominio denso. Definiamo U : X XY — Y x X ponendo U(zx,y) = (—y, z).

Allora U ¢ un’isometria lineare e bitettiva e risulta
G(L*) = (UG (L))" =U(G(L)").

In particolare, il grafico di L* é chiuso in'Y x X.

Dimostrazione. Si verifica facilmente che U ¢ un’isometria lineare e biiettiva (si intende
che X x Y ed Y x X sono muniti dei prodotti scalari canonici).

Osserviamo inoltre che (y,x) € G (L*) se e solo se

V§ € D(L) = (LEly) = (§]x),
il che equivale a
V¢ € D(L) : (L&, 9I(y, ) =0,

ossia

VzeUG(L): (z|/(y,z)) =0.
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Quest’ultima condizione equivale a (y,x) € (UG (L))*.
In modo simile si prova che U™'G (L*) = G (L)". m

(2.4) Teorema Siano X ed Y due spazi di Hilbert su C e sia L un operatore da X in
Y con dominio denso e grafico chiuso.

Allora L* ha dominio denso e risulta L™ = L.

Dimostrazione. Dal momento che U € un’isometria biiettiva, risulta che UG (L) ¢ chiuso
in Y x X. Dal Teorema (2.1.9) si deduce che G (L*)" = UG (L).
Risulta anche Y = D(L*) & D(L*)

. Sey € (L*)L, si ha
Vi€ D(L?) : ((y,0)[(n, L*n)) = 0,

quindi (y,0) € UG (L), ossia (0, —y) € G (L), che implica y = 0. Ne segue che D(L*) &
denso in Y.

Infine, se definiamo V : Y x X — X x Y ponendo V(y,x) = (—z,y), risulta
UG (L™) =UV(G (L)) =G (L") =UG (L) .

Essendo U biiettiva, ne segue G (L**) = G (L), ossia L** = L. m

(2.5) Definizione Sia X uno spazio di Hilbert su C. Un operatore L in X si dice
autoaggiunto, se L ha dominio denso e L* = L (il che sottointende che D(L*) = D(L)).

(2.6) Definizione Sia X uno spazio di Hilbert su C. Un operatore L in X si dice
normale, se L ha dominio denso, grafico chiuso e L*L = LL* (il che sottointende che

D(L*L) = D(LL")).
Evidentemente ogni operatore autoaggiunto ha grafico chiuso ed & quindi normale.

(2.7) Teorema Siano X uno spazio di Hilbert su C e L un operatore autoaggiunto in X .

Allora (z|Lz) € R per ogni v € D(L) e risulta o(L) C R.

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione. m
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(2.8) Teorema Siano X uno spazio di Hilbert su C e L un operatore normale in X con
risolvente compatto.
Allora o(L) ¢ al pit numerabile e X ammette un sistema ortonormale completo al

pit numerabile costituito da autovettori di L. Piu precisamente, valgono i sequenti fatti:

(a) se o,(L) é finito ed Y, = N (L — M\Id) con 0,(L) = {Xo,..., A}, si ha che X ha
dimensione finita, D(L) = X e

k
X =,
h=0

k
Ve e X : x:ZPyhx,
h=0

k
Ve e X : La::Z/\hPyhx;
h=0
(b) se o,(L) & numerabile ed Y, = N (L — A\,Id) con 0,(L) = {\y: h € N}, si ha che

ogni Yy, ha dimensione finita, X ¢ somma hilbertiana degli Y), e

Ve e X : x:ZPth,

h=0

Vo€ D(L): Lo =Y X\, Pya.
h=0

Dimostrazione. Consideriamo per semplicita solo il caso in cui L e autoaggiunto. Sia
p € o(L) tale che (L — pld)™ : X — X sia compatto. Dal Teorema (4.4.7) segue che
o ((L — puId)™') & al pitt numerabile. Dalla Proposizione (1.6) si deduce che o(L) ¢ al

pilt numerabile, per cui esiste i € o(L) N R. Inoltre (L — ald)~*

e compatto per la
Proposizione (1.8).
Dati y1,y2 € X, siano z1,2, € D(L) tali che Lx; — fix; = y; per j = 1,2. Allora

risulta
(L = pId)yr|ye) = (21| Loy — fws) = (Lot — fx|as) = (1| (L — ald) 'ya)

per cui (L — ald)™' € L(X;X) ¢ compatto ed autoaggiunto. Inoltre (L — ald)~! &

evidentemente iniettivo.
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La tesi si ottiene allora combinando il Teorema (4.6.3) con la Proposizione (1.6). m



Elenco dei simboli

Y/ 5 supt(f) 25
limhsup fn 6 L7 (Q;C) 28
limhinf In 6 LY () 28
esssup f 7 Ruf 31
essgnff 7 (1™ C) 38
f<g 8 Q" =] —mz[* 38
M(E, iu; R) 8 -y 40

fdu 8,8 Pe 52
J\/JIE(E, 5C) 8 Bt 54,79
LY(E,u;C) 8 Rx 56
M(E,p) 8 X" 74
LNE, ) 8 Jx 75
P’ 11 PA 75
LP(E, 1;C) 12 LF 79
P(B,u) 12 D(L) 88
LP(E;C) 12 L 89
LP(F) 12 K(X;Y) 91
I, 13 o(L) 103, 116
()2 13 o(L) 103,116
C.(Y) 25 o (L) 103, 117
CkQ;Y) 25 o.(L) 103,117
c.(Q) 25 o (L) 103, 117
chQ) 25 L* 107, 119
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Li+Ly, 116
ML 116
G(L) 116

ELENCO DEI SIMBOLI



Indice analitico

applicazione continua con supporto compat- maggiorante essenziale 6
to 25 minorante essenziale 6
autospazio 104, 117
operatore 88
autovalore 104, 117

aggiunto 107, 119
autovettore 104, 117

autoaggiunto 108, 120
base hilbertiana 61 compatto 91
con risolvente compatto 118
duale 89
normale 108, 120

classe di equivalenza di funzioni
p—integrabile 8

p—misurabile 8, 8
ortogonale 54

destro 80

p—sommabile 8

convergenza [1—d.0. 6
sinistro 80
dominio di un operatore 88
polinomio trigonometrico 40

esponente coniugato 11 proiezione ortogonale 52

estremo
regolarizzata per convoluzione 31

risolvente 103, 116

inferiore essenziale 7

superiore essenziale 7

forma sistema ortonormale completo 61
bilineare coercitiva 59 somma hilbertiana 59
sesquilineare 57 sottoinsiemi

coercitiva 57 di prima categoria 80

funzionale di Minkowski 75 di seconda categoria 80

ortogonali 54
grafico di un operatore 116 o
totalmente limitati 93

jauge 75 spazio

125



126

biduale 74
di Lebesgue 12
metrico
separabile 43
totalmente limitato 93
spettro 103, 117
continuo 103, 117
puntuale 103, 117
residuo 103, 117
successione
esaustiva di compatti 34
regolarizzante 28
di polinomi trigonometrici 40

supporto di un’applicazione 25

INDICE ANALITICO



	Spazi funzionali
	Funzioni misurabili
	Spazi di Lebesgue
	Approssimazione per mezzo di funzioni continue
	Regolarizzazione per convoluzione
	Polinomi trigonometrici
	Spazi funzionali separabili

	Spazi di Hilbert
	Proiezioni su convessi chiusi
	Rappresentazione di forme lineari e continue
	Somme hilbertiane

	Spazi di Banach
	I teoremi di Hahn-Banach
	Il teorema di Banach-Steinhaus
	I teoremi dell'applicazione aperta e del grafico chiuso

	Operatori lineari e continui
	Operatore duale
	Operatori compatti
	La teoria di Riesz-Fredholm
	Risolvente e spettro
	Operatore aggiunto
	Operatori compatti e normali

	Operatori lineari
	Risolvente e spettro
	Operatori normali

	Elenco dei simboli
	Indice analitico

