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Capitolo 1

Spazi di Sobolev

1 Alcuni complementi sugli spazi L

Nel seguito, per ogni p € [1, 00|, la norma canonica di L” verra denotata con || ||,, mentre

il prodotto scalare canonico di L? verra denotato con (| )a.

(1.1) Teorema Sia E un sottoinsieme L"—misurabile di R e sia 1 < p < oo.
Allora per ogni successione (up) limitata in LP(E) esistono u € LP(E) ed una

sottosuccessione (up, ) tali che
Vf e LF(E): lim/ fun, dL”:/ fudC",
kJE E
ol < i

Dimostrazione. Trattiamo soltanto il caso p = 2. A meno di passare ad una prima

sottosuccessione che denotiamo ancora con (uy), possiamo supporre che esista
li = lim inf :
i up > = linn i

Sia {f; : j € N} un sottoinsieme numerabile denso in L?(E). Poiché

/ wnfodLC"
E

(i)

€ una successione limitata in R. Sia v : N — N strettamente crescente tale che

(/ Uy (h) Jo dﬁ”)
E

< lunll2ll foll2,

si ha che

sia convergente in R.
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Poiché

< Moy ll2ll fill2,

‘/ Uy (n) J1 AL”
E

(/ Uyo(h) J1 dﬁ”)
E

& una successione limitata in R. Sia 7 : N — N strettamente crescente tale che

( / Uy (n(h)) f1 dﬁ")
E

sia convergente in R. Allora, posto v; = vgomn, si ha che 11 : N — N & strettamente

si ha che anche

crescente ed (u,, () ¢ una sottosuccessione di (u,,p)). Procedendo ricorsivamente, si

costruisce una successione (v;) di funzioni strettamente crescenti da N in N tali che

s
E heN

sia convergente in R e tali che (u,,,(x)) sia una sottosuccessione di (u,,)). Se poniamo

v(h) = vp(h), risulta che v : N — N & strettamente crescente e, per ogni j € N; risulta
Vh > j: v(h) =wv;(n;(h))

per una certa 7; : N — N strettamente crescente. Ne segue che

< / U (h)f dﬁ”)
E
& convergente in R per ogni j € N.

Se f € L*(E) ed € > 0, sia f; tale che
£
(sup lnlls ) 17 = £l < 5.
h

Sia poi h € N tale che

/ (uviny = uwiwy) fi dﬁ”’ <z
E

per ogni h, k > h. Allora per ogni h, k > h risulta

‘ /E (twny — upry) fAL"| < ‘ [E () = i) f5 dL" | +
+ /E (Uo(ny — wwy) (f = f5) dL| <
< /E (wn(ny — tpy) £ AL +
+Jwwny = wury ||y I1f = filly <
< [E () — ury) f dL"| +

(o ll, + s 1) 15 = £ills <&
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per cui

(f s

¢ di Cauchy, quindi convergente in R.

Se definiamo ¢y, € (Lz(E))I ponendo
¥ L) (onf)= [ funder,

si ha che ({p,(n),f)) & convergente in R per ogni f € L?*(E). Da un corollario del
Teorema di Banach-Steinhaus segue che esiste ¢ € (L? (E))/ tale che

Vf € LX(E) s i (puny, ) = (¢, ).

Dal Teorema di F. Riesz segue che esiste u € L?(E) tale che

Vf e L*(E) : <<p,f>—/Efud,c".

Pertanto risulta
Vf e L*(E) : lim/ Fuwmn) dﬁ”:/ fudl™.
h JE E

Inoltre per ogni f € L?(E) con ||f|l2 < 1 si ha

[, )l = Tim 2y, P < T oyl Fll2 < Tim s |

Ne segue
el < Lim [l gyl

ossia

Jalla <l [y 12 = tim inf s

e la dimostrazione ¢ completa. m

(1.2) Teorema Sia E un sottoinsieme L"—misurabile di R" e siano p €]1,00], q €

[1,p[, r € [1,00][ tali che
1 1 1

r p q

Sia a € L"(E) e sia (up) una successione limitata in LP(E) e convergente L"—gq.o0. ad u.

Allora u € LP(E) e risulta

1i}1;n llaup, — auly =0.
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Dimostrazione. 1l caso p = oo, quindi r = ¢, puo essere trattato facilmente con il
Teorema della convergenza dominata.

Sia 1 < p < oo. Per il Lemma di Fatou, risulta
/ |ulP dL™ < liminf/ lup|P dL™ < 400,
E h E

da cui u € LP(E). Inoltre dalla Disuguaglianza di Holder segue che auyp,au € LI(E).
D’altronde, per ogni € > 0, si ha
laup, —au|? < 297V aup|? + 277 au|? =

= 207 e g e up|? + 297 au|? <

IA

ga—1 4 —r la|" + 277 14 p lup|P + 2771 |au|?.
T p
Applicando il Lemma di Fatou alla successione
9a-1 4 —r la|” + 277 14 p lup|P + 297 au|? — |auy, — au|?
T p
si ottiene

9114 —r / la|" dz + 297 19 / |up|P do + 2971 / lau|? dz <
r P E
< limhinf/ [2‘1_1 Lemrjafr 2071 Lap P 4 297 fau)? - [auy, — au!q] dr <
E r p

< / {2‘7_1 T o=r |la|” 4 2971 \au|q] dz + 2114 ep Sup/ |up|P dz+
E r heN

- limsup/ laup, — aul? dx,
o JE

da cui

hmsup/ laup, — aul? dx < 297 14 <sup/ lup|? dx) .
heN

Per I'arbitrarieta di €, si conclude che
lim/ laup, — au|? dx =0,
h JE

da cui la tesi. m
(1.3) Corollario Sia E un sottoinsieme L™—misurabile di R" con L™(E) < +0o0, sia

p €]1,00] e sia (up) una successione limitata in LP(E) e convergente L"—q.0. ad u.

Allora uw € LP(E) e ||up, — ullq — 0 per ogni q € [1, p.
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Dimostrazione. Si tratta del caso particolare del Teorema (1.2) in cui a(x) = 1.

Chiaramente esiste r € [1, 00| tale che

1

1 j—
r p g
e risulta a € L"(E), perché L"(EF) < +00. m

1

2 Prime proprieta degli spazi di Sobolev

Nel seguito di questo capitolo, €2 denotera un aperto in R™.

(2.1) Definizione Denotiamo con V[/l%)’cl(Q) Vinsieme delle uw € L} (Q) per cui esistono

Wi, ..., wy € L () tali che

loc

Vi=1,....n, Vf€C®Q): —/ DjfudE”:/ fw;dL".
Q Q

Per ogni u € C*(Q) si ha (col solito abuso di notazione) u € L} () e Dju € L} (Q).

loc loc

Dalla formula di Gauss-Green si deduce che u € I/Vllo’cl(Q) con w; = Dju. Risulta quindi

CH(Q) C W, (Q) C L, ().

loc

Se u € VVZIOCI(Q) e Wi,..., Wy, W1,..., W0, € L], () sono tali che

Vf e Cx(Q): —/QDjfudE":/wajdE”,

VfeCxr(Q): —/ DjfudE”:/ Jfw;dL™,
Q Q
risulta

Vf € C2(Q) /Qf(wj—uvj) dLm = 0.

Ne segue w;(z) = w;(z) per L"—q.0. z € §, ossia w; = w; in L (Q).
Le funzioni w; sono quindi univocamente determinate come elementi di L], (€2).

Esse si denotano col simbolo Dju e si chiamano derivate parziali di u nel senso delle

distribuzioni. Se u € C1(2), la notazione introdotta ¢ consistente con quella classica.

(2.2) Teorema Sia (o) una successione regolarizzante in CS°(R™) e sia u € VV;)’C1 (R™).

Allora per ogni j =1,...,n si ha

Dj (Rhu) = Rh(Dju) .
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Dimostrazione. Per definizione di derivata distribuzionale, risulta
D;(Ri) (0) = [ uly) (Dyen) (o =) dL"(0) = = [ w(w)Dy, (en(o — ) dL™(5) =

N / Dju(y)on(x — y) dL" (y) = Ru(Dju)(z),

da cul la tesi. m

(2.3) Definizione Per ogni p € [1, 00| poniamo

loc loc loc

WhP(Q) = {u e WY Q) : u, Diu, ..., Dyu € L (Q)} .
A ; Lp N Lp N
Piu in generale, poniamo W, (; RY) := (I/Vlo’c (Q))
Si verifica facilmente che Wlif(Q) ¢ un sottospazio vettoriale di L} () e che per
ogni j =1,...,n applicazione
1,
Wige () = Li,o(€)
ur— Dju

¢ lineare. Inoltre 1 < p < ¢ < oo implica T/Vli’cq(Q) - Wl’p(Q).

loc

(2.4) Lemma Siau € W(Q) tale che u € L

loc loc

(Q), Dyu € LY (),...,Dyu € L ()

con po, ..., pn € [1,00[.

Allora per ogni compatto K C §, per ogni € > 0 e per ogni r > 0 tale che
{z eR": d(z,K) <r} CQ
esiste v € C°(Q) tale che
v —ullLro iy <€,
Vi=1,....,n: HDJ'U — DjUHLPj(K) <eg,

Vo € K : |v(x)] < esssup |u,
B(z,r)
Vi=1,...,n, Ve € K: |Dju(z)| <esssup |Djul.
B(z,r)

Dimostrazione. Sia

K ={zeR": d(z,K)<r},
sia ¢ € C2°(Q) tale che ¥(x) =1 su K’ e siano
{ Y(x)u(x) sex €,

wolxr) =
(@) 0 sex € R"\ Q,
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w;(z) =

Y(z)Dju(z) sex €,
0 sex € R"\ Q.

Sia h > 1 tale che 1/h < re

{:1: € R": d(z,supt(y)) < fll} cQ,

sia (gp,) una successione regolarizzante in C°(R"™) e sia uj, = Rpwp. Come € noto, si ha
up € CCOO(Q> e

Vo € K : |up(z)| < esssup [u].
B(z,r)

Infine, dal momento che wg € LPo(R™), risulta

li =

1}{11 Up wo
in LPo(R™). Ne segue

li =

imup = u
in LP°(K), quindi
Huh - uHLpo(K) <e€

per h sufficientemente grande.

D’altronde per ogni z € K risulta

Djup(x) = /Q Y(y)uly)(Djen)(x —y) dL"(y) = —/Q u(y) Dy, {on(x —y)} dL"(y) =
= [ Dawents —9aee) = [ wwot - ).
Q
Allora con analogo ragionamento si dimostra che

Vo € K : |Djup(x)| < esssup |Djul,
B(z,r)

| Djun — Djullpri gy < €

per h sufficientemente grande.

Ponendo v = uy, con h abbastanza grande, si ottiene la tesi. m

Possiamo ora dimostrare il principale risultato di approssimazione.

2.5) Teorema Sia ue€ W1 (Q) tale che ue L° (Q), Dyue L (Q), ..., Dyue L (Q
loc

loc loc loc

con po, .. .,pn € [1,00].
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Allora esistono wj € Ly’ () per 0 < j < n ed una successione (up) in C2(Q) tali

che per L"—q.0. x € Q si abbia

lun ()] < wo(x),

Vi=1,...,n: liIIZnDjuh(x) = Dju(x).

Dimostrazione. Sia (K}) una successione esaustiva di compatti in Q e sia (rj) una

successione decrescente in |0, oo con
{.’E cR": d(x,Kh) < T'h} - Kthl .

Consideriamo anzitutto il caso in cui p; € [1,00[ per ogni j = 0,...,n. Per il lemma

precedente esiste una successione (uy) in C2°(Q2) tale che
lun — ullLro () < 27"

—h
| Djun — Djull pri g,y <277,
Vo € Ky« |up(z)| < esssup |uf,
B(z,rp)

Vo € Ky, ¢ |[Djup(x)| < esssup |Djul.
B(z,rp)

Poniamo
wo(w) = sup fun(z)],
Vi=1,...,n: wj(z) = Sl}llp |Djup(x)|.
Ovviamente risulta |up(x)| < wo(x) e |Djup(x)| < wj(x) per ogni z € Q.

Inoltre per ogni ¢ € N si ha

i—1

(e 9] 1— (e 9]
Z lun = ullpro(;) < llun = ull oo ;) + Z lun = ull Lro(r,) <
h=0 h=0 h=i
i—1 oo
< lun = ullzro(x;) + Z 27" < +oo.
h=0 h=i

Ne segue che 1i}1;n up(z) = u(x) per L"—q.0. x € K; e che esiste v; € LP°(K;) tale che

lup(z)| < vi(z) per L"—q.0. = € K;. Essendo  unione numerabile dei K, risulta
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li}an up(x) = u(z) per L"—q.0. z € €. Inoltre per ogni compatto K C 2 esiste m € N
tale che K C K,,,. Ne segue

/ wh’ dL™ < / wh dL™ < / PO dL™ < 400,
K m m

per cui wo(z) < 400 per L"—q.0. z € Q e, identificando wy con la sua classe di

equivalenza, wy € L (Q).

loc
In modo simile si prova che li}ILn Djup(z) = Dju(x) per L"—q.0. = € Q e che
wj € L?ZC(Q).
Consideriamo ora il caso py = 0o € p1,...,p, € [1,00[. Poiché L2 (Q) C L}, (),

esiste una successione (up) in C2°(€2) tale che
= ull 1,y < 27"

|1 Djun — Djull e g,) < 27"

Vz € Ky, : |up(z)| < esssup |ul,
B(z,rp)

Va € Ky, : [Djup(r)| < esssup |Djul .
B(z,rp)

Definite come in precedenza wop, w1, ...,wy, si ha w; € Lfgc

(Q) per 1 < j < n e per
L*—q.0. x € Q) risulta

li}gn up(x) = u(z),
li}rln Djup(x) = Dju(z) .

Inoltre per ogni compatto K C (Q esiste m € N tale che K C K,,. Tenuto conto della

scelta di r,,, risulta

Vh > m : max |up| < esssup |ul,
K Km+1
quindi
esssup wp < max < max |ug|, ..., max |u,_1|,esssup |u| p .
K K K Kmi1

Pertanto wy € L7 ().

loc

Gli altri casi possono essere trattati in modo simile. m

(2.6) Proposizione FEsiste una funzione 9 : R™ — [0, 1] di classe C* tale che 9(z) =1
se x| <1 ed(x)=0 se|z|>2.
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Dimostrazione. Sia o € C°(] — 1,1]) tale che o(s) > 0 per ogni s € R e tale che
[ edLl" = 1. Definiamo ¢ : R — R di classe C* ponendo

S

o(s) = [ lalt+2) = ot~ 2)) ac' (o).
-3

Allora risulta 0 < ¢(s) < 1 per ogni s € R, ¢(s) =1se |s| <1ep(s)=0se|s| >3. Se

si pone 9¥(z) = ¢(|z|?), si verifica facilmente ¥ possiede i requisiti richiesti. m

Dimostriamo ora un primo risultato sulla derivazione di una composizione.

(2.7) Teorema Sia u € VVZ1 Y RY) e sia g : RY — R una funzione di classe C*.
Supponiamo che si abbia g(u) € L}, () e Vg(u) - Dju € L} (Q) per ogni j =1,...,n
Allora risulta g(u) € W21 (Q) e D;(g(u)) = Vg(u) - Dju per ognij =1,....n

loc

Dimostrazione. Trattiamo per semplicita solo il caso N = 1. Dalla continuita di g e ¢’
si deduce che g(u) e ¢'(u) sono L™ —misurabili.
I) Consideriamo anzitutto il caso in cui ¢’ & limitata.

Sia ¢ > 0 tale che |¢'(s)| < ce |g(s)| < e(14]s]). Ne segue |g(u(x))| < e(1+ |u(z)]),
|g'(u(z))Dju(zx)| < ¢|Dju(x)|, per cui in questo caso ¢ superfluo richiedere esplicitamente
che g(u) € LL,(2) e ¢/ (u)Dju € L1, (%).

Dobbiamo provare che
VfeCr(Q / D;f(x ))dL™ (x / f(z )Dju(z) dL™ (x) .

Sia f € C®(Q) e siano (up,) una successione in C(Q) e w; € L () conformi al

loc

Teorema (2.5). Poiché up € C2°(Q2), dalla formula di Gauss-Green si deduce che
/ Djf(x ) dL™ (x / f(z ))Djup(x) dL" (x) .
Tenendo presente che per L"—q.0. x € () si ha
lim D f(z)g(un(@)) = D; f(z)g(u(z)),
1D; f(x)g(un(2))| < ¢|Djf(x)|(1 + wo(x)),

dal Teorema della convergenza dominata si deduce che

hm/ D, f(w)g(un(x)) dL™ / D; f(x)g(u(x)) dL™(x)

D’altronde per £L™"—q.0. z € ) si ha

lim f(2)g' (un(z)) Djun(z) = f(x)g'(u(x))Dju(z),
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|f(2)g' (un(2)) Djun()| < c|f(x)w; ().

Sempre dal Teorema della convergenza dominata si deduce che

lim / flx ) Djup(x) L™ (z / flz Dju(z) dC(z),

da cui I'affermazione.
IT) Consideriamo ora il caso in cui g € limitata e poniamo ¢ = sup |g|. Poiché |g(u(z))| <
¢, in questo caso & superfluo richiedere esplicitamente che g(u) € L}, ().

Sia ¥ : R — [0, 1] di classe C*° tale che ¥(s) =1 per |s| <1 e ¥(s) =0 per |s| > 2.
Definiamo g5, : R — R ponendo g;(s) = 9(s/h)g(s). Allora g;, € C}(R). In particolare,

g), & limitata, per cui

VfeCX(Q): /Df <(hx)> g(u(z)) dL"(x) =

= [ @0 (52 s Diute) de (@)
+1 [ sty (U5 D) acra).

Tenendo presente che per L"—q.0. € () si ha

ngpﬁ@w<wf§gmu»=Dﬁ@mww»,

D; f(x)9 (“g?) g(u(z))

dal Teorema della convergenza dominata si deduce che

lilrln/QDjf(a:)ﬁ (“?) g(u(x)) dL™ (z /D f(@)g(u(z)) dL" () .

D’altronde per L™"—q.0. €  si ha

i £(2)0 (“0) @) Dyu(e) = Flo)d (e Dyu(o),

e

<c|Djf(z)l,

a0 (M) @)Dyt < 1)l ) Dyuto)l.

Sempre dal Teorema della convergenza dominata si deduce che

lim /Q (@) <“(h‘”>> ¢ (u(x)) Dyu(x) dL" (x / @ Dju(z) AL (x)

Infine risulta

o' (“(h”””)) Dju(z) dL™(x)

< el /Q (@) Dju()| dL™(z)
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per cui

li}{n% /Q F@)g(u()d (“(hg“")) Dju(z)dC™x) = 0.

Ne segue I'affermazione.
III) Consideriamo infine il caso generale.

Definiamo T}, : R — R ponendo Ty, (s) = ¥(s/h)s. Allora T, ¢ di classe C°, limitata
con Ty (s) = s per |s| < h e |Th(s)| < |s| per ogni s € R. Inoltre

s s\ s
T =0 (5)+ 7 (7) 7
per cui |1} (s)| < 14 2||¥'||sc per ogni s € R.
Definiamo gj, : R — R ponendo g5, (s) = Tj,(g(s)). Allora g, & di classe C! e limitata
con

9h(w) Dju = Tj,(g(u)g' (u) Dju € Lio($2).

Dal passo precedente, si deduce che
VFECR@): — [ Dif@)Thlglu(e)) de (o) =
- /Q F(@) T (g(u(@)))g (u(x)) Dyule) dL™ (x)

Tenendo presente che per L"—q.0. € () si ha

lim D; f(2)Th(g(u(z))) = D; f(z)g(u(z)),

1D f(2)Th(g(u(x)))| < [D; f(@)|lg(ul))],
dal Teorema della convergenza dominata si deduce che

lim [ D, (@) Th(a(u(@) 42" (@) = [ D,f@)gtu(e) e (o).
D’altronde per £L™"—q.0. € Q si ha
lim f(2)Th(g(u(2)))g' (u(x)) Dyu(z) = f(@)g'(u(z)) Dyju(x)
(@) Th(g(u(@)g (u(@) Dyu@)] < (1+ 210 |lo) 1f(@)]lg (u(z)) Dyu(a)]
Sempre dal Teorema della convergenza dominata si deduce che
lim [ F@T (o) (@) Dyu(a) de"(w) = | a)g (@) Dyu(e) 2" (o),

da cui la tesi. m
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(2.8) Teorema Sianou,v € VVllo’cl(Q) Supponiamo che si abbiauv € L, (Q) e (vDju+

loc
uDjv) € L} (Q) per ogni j =1,...,n.
Allora risulta uv € VVllo’cl(Q) e Dj(uv) = vDju+ uDjv per ogni j =1,...,n.
‘ . : . 1,1
Dimostrazione. Se poniamo w = (u,v) e g(s,t) = st, risulta che w € W, ({4 R?) e

g : R? — R &di classe C'. Poiché g(w) = wv e Vg(w) - Djw = vDju + uDjv, la tesi

discende dal Teorema (2.7). m

(2.9) Teorema Siano u,v € I/Vl})’cl(Q) tali che v(x) # 0 per L"—q.0. x € Q. Supponia-

mo che si abbia

Dju

U uD;v
E € Llloc(Q)v T € Llloc(Q) 3

v2

€ L. (Q) perognij=1,....n.
Allora risulta

U vDju —uD;v
)zg perogni ) =1,...,n.

U 1,1
Yewlia D»(—
Ue loc( ) € J v 02

Dimostrazione. Sia ¥ : R — [0,1] la funzione di classe C° gia considerata nella

dimostrazione del Teorema (2.7) e sia g5 : R — R di classe C* definita da

1
L=0hs) s 40,
gn(s) =

0 ses=20.

Evidentemente sia gj, che g, sono limitate su R. Dal Teorema (2.7) si deduce che g5 (v) €
WhL(Q) e che Dj(gn(v)) = g, (v)Djv.

loc

Inoltre, se 0 < |s| < 2/h, risulta

L= 9(hs) , (hs)d(hs)] _ 1 2]

‘g;z(sﬂ = ) 52 < 872 + 52 9
per cui si ha
1 1
o) < 5o Mgl < (1 2010)

per ogni h > 1 ed ogni s # 0.
Allora, per L™"—q.o0. x € §, risulta

(2.10) |u(@)gn(v(z))] <




18 CAPITOLO 1. SPAZI DI SOBOLEV

(2.11)  |gn(v(z))Dju(x) + u(@)gp(v(z))Djv(z)| <

Dju(x) , u(z)Djv(x)
<[P+ 2w [0
Dal Teorema (2.8) si deduce che ug,(v) € VVlicl(Q) e che Dj(ugn(v)) = gn(v(z))Dju(z)+
u(x)gp,(v(x))Djv().
D’altronde, per L"—q.o. x € €, si ha
- _ b
lim g (v(z)) = ()’
.y _ 1
ll}IlIlgh(’U(fL‘)) - [’U(ZC)P .

Combinando questi fatti con la (2.10) e la (2.11), si deduce che, per ogni f € C°(Q),

risulta

lim /Q D; f(x)u(x)gn(v(z)) dL"(x / D;f(x z (z),

lim / F(2) (90 (v(2)) Djulx) + u(@)gh (v(x)) Dyv(x)) dL(x) =
Q

da cui la tesi. m

(2.12) Osservazione Nel Teorema (2.9), l'ipotesi che si abbia separatamente

D; D
Tu S Lloc(Q) e ek

€LL.(Q) perognij=1,...,n

non puo essere sostituita da

vDiu — uD;v o
JTJ € L,(Q) perognij=1,....n
Si considerino ad esempio u(z) = |z|r e v(x) = x2. Essendo due funzioni di classe C*,
e ovvio che u,v € Wllo(} (R). Inolte si verifica immediatamente che, per L'—q.0. x € R,

st ha
u(x)
v(x)

Se la tesi del Teorema (2.9) fosse vera, si avrebbe

=1, — =0.

_ 71/ 1 . 2/ 1 _ /xu($) 1) —
2—/219(x)dﬁ(a:) /ﬁ(x)d[,(a:)— /19() AL (xz) =

1
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dove ¥ ¢ la funzione gia considerata in precedenza.

(2.13) Teorema Sia u € VVli’cl(Q) e sia F' un sottoinsieme al piu numerabile di R.

Allora per ogni j = 1,...,n l'insieme
{r € Q: u(z) € F e Dju(x) # 0}

e L™"—trascurabile.

Dimostrazione. Evidentemente ¢ sufficiente considerare il caso F' = {c}. A meno di
sostituire w con u — ¢, possiamo supporre ¢ = 0.

Per ogni h > 1, sia 7y, : R — R la funzione di classe C*° definita da vy, (s) = 1—9(hs),
dove ¢ ¢ la funzione gia considerata in precedenza. Sia inoltre g, : R — R la primitiva
di v, tale che ¢ (0) = 0.

Per il Teorema (2.7) si ha
Vfe X / Djf(x)gn(u(x))dL"(z / f(@)g'y(u(z))Dju(z) dL" (z) .
Si verifica facilmente che per L"—q.0. z € Q)
lim D f(2)gn(u(z)) = D; f(z)u(z),
|1Dj f(2)gn(u(@))| < [Djf(2)||u(@)]-
Dal Teorema della convergenza dominata si deduce che
i [ Dyf@on(u(@)dL" @) = [ Dyfwhule)ic" (@),
D’altronde, posto A = {z € Q : u(z) # 0}, risulta per L"—q.0. x € Q
lim f(2)g'3 (u(2)) Dju(z) = [ (z)xa(z)Djuz),
[F(@)g/n(u(@) Dyua)] < |f(@)]|Dyua)].
Sempre dal Teorema della convergenza dominata si deduce che
lim | (@) (w@)Dyula) d2"(@) = [ Fa)xa@)Djuta) dL(z).
Pertanto risulta
Vf € C(Q /Df ) dL" (x /f 2)xa(2) Dyule) L™ ().

Ne segue Dju(x) = xa(x)Dju(x) per L"—q.0. x € €, ossia Dju(xr) = 0 L"—q.0. in
Q\A. =
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Possiamo ora dimostrare una variante del Teorema (2.7), valevole solo nel caso

N =1.

(2.14) Teorema Siano u € W

o 1(Q), g: R — R una funzione lipschitziana e di classe

Cl a tratti e v : R — R una qualunque funzione tale che v(s) = ¢'(s) nei punti in cui g
e derivabile.

Allora g(u) € WEHQ), v(u) € L2(Q) e Dj(g(u)) = v(u)Dju.

loc

Dimostrazione. Per la lipschitzianita di g esiste ¢ > 0 tale che

l9(s) —g(®)] < cls—1],
lg(s)| < c(l+]s]),
()l < e,

per ogni s,t € R. In particolare, g(u) € L},.(Q). Sia F un sottoinsieme finito di R tale
che g € C'(R\ F). Per ogni h > 1, definiamo una funzione continua 7, : R — R ponendo

(s) =h (g <s + 2) - 9(8)) :

VseR: Ivn(s)] < e,

Allora risulta

Vs e R\ F: li}rlnq/h(s) =(s).

S
Se poi gn(s) = g(0) + / vu(t) dt, risulta che g, : R — R ¢ di classe C! e
0
Vs € R: |gn(s)] <ec(l+1s]),

VseR: li}{ngh(s) =g(s).

Se poniamo

wp, = Yp(U) Xu—1(R\F) T+ Z’Y(C) Xu=1(c) »
ceF

si ha che wy, € L"—misurabile e per L"—q.0. x € Q risulta |wy,(z)| < ce

() = limw (x)

Pertanto y(u) € L®(2) e y(u)Dju € L}, ().
Per ogni f € C2°(2) si ha per il Teorema (2.7)

- [ Dit@n(ue) d"@) = [ 1@pmlu(o) Diuta) dc(z).
Q
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Tnoltre per £"—q.0. € Q risulta
lin D;  (2)gy () = D; f(x)g(u(z)
1D, § (@)gn(w(z))] < e|Ds F()I(1+ u(z)]).
Dal Teorema della convergenza dominata si deduce che
i | Dy f@)gn(u() 4L () = [ Dy f)g(ula) dL" (@),
D’altronde per £"—q.0. x € ) si ha
(@) n(u(@) Dyu()] < el f(@)||Dyuz)].
Per £"—q.0. € u~ (R \ F) & ovvio che
tm () (u(x)) Dyu(a) = F(@)y(u(@)) Dyu(z)

Per il teorema precedente si ha D;u(z) = 0 per L"—q.0. z € u~}(F). Pertanto anche
per L'—q.0. x € u~1(F) risulta

li}an f@)yn(u(z))Dju(x) = f(x)y(u(x))Dju(z) .
Per £L™"—q.0. x € Q si ha quindi
lim f (@) (u(z)) Dju(z) = f(z)y(u(z))Dju(z).
Dal Teorema della convergenza dominata si deduce che
lim [ f@)mu(e)Djuta) de"(@) = [ flou(e)Djuta) de a).

Ne segue la tesi. m

(2.15) Corollario Siano u,v € VVllo’cl(Q) Allora le funzioni u™,u™, |u|, min{u,v} e

max{u,v} appartengono a VVlloc1 (Q) e si ha
Dj(u+) = X{z€Q: u(x)>0} Djua

Dj(“’i) = ~X{zeQ: u(z)<0} Dj“?
Dj(’u‘) = (X{xEQ:u(x)>0} - X{xEQ:u(x)<0}) Dju7

Dj(min{u, v}) = X{2€0: u(z)<v(z)} Di¥ + X{we: u(z)>v(@)} Div,
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Dj(max{u, v}) = X{ze: u(x)>v(z)} Dit + X{2e0: u(x)<v(z)} Djv -

Dimostrazione. Sia g(s) = s e sia v(s) = Xjo,400[(5). Allora g ¢ lipschitziana su R, di
classe C! su R\ {0} e risulta ¢’(s) = 7(s) dove g & derivabile. Dal teorema precedente
si deduce che ut € W) e che

loc
Dj (u+) = X{zeQ: u(z)>0} Dju .
Le funzioni u~ e |u| possono essere trattate in modo simile. Infine risulta

1
min{u,v} = §(u+v— lu—vl),

1
max{u,v} = §(u+v+\u—v|) ,

da cui la tesi. m

(2.16) Definizione Per ogni p € [1,00] poniamo
WlP(Q) = {u e WE(Q) : w, Dyu, ..., Dyu e LP(Q)} .

Poniamo anche H(Q)) := W1H2(Q).

Evidentemente si ha W1P(Q) C I/Vllof(Q) Introduciamo in W1P(Q2) la norma | ||1,,
definita da

n ,
lullp == { lully + > 1 Djulls (1<p <o),
j=1
[[ell1,00 := max {{lulloo, [| Drulloo, - - - [ Dntefloo}

ed in WH2(Q) il prodotto scalare

n

(uv)1,2 = (ufv)2 + Y (DjulDjv),
j=1

che induce evidentemente la norma || ||; 2. Poniamo anche

P

n
1Dullp = (> I1Djullf (1<p<oo),
j=1
|Dulloe := max {1 Doy - ., | Dt}
(2.17) Lemma Sia (up) una successione in WHP(Q) e siano u,ws, ..., w, € LP(Q).

Supponiamo che si abbia (up) — u e (Djup) — wj in LP(2).
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Allora uw € WIP(Q) e Dju = w; per ogni j =1,...,n.

Dimostrazione. Dal momento che u e w; appartengono a LP(§) per ipotesi, basta

dimostrare che w; ¢ la derivata distribuzionale j—esima di u. Se f € C2°(f2), si ha

—/ Djfuhdﬁn:/ ijuhd[,".
Q Q

Passando al limite per h — oo e tenendo conto della disuguaglianza di Holder, si ottiene

- [ Diguicr = [ fujaci).

da cul la tesi. m

(2.18) Teorema Valgono i sequenti fatti:

(a) per1<p<oo, WHP(Q) & uno spazio di Banach;

(b) per 1 <p < oo, WEP(Q) & uno spazio di Banach separabile;

(¢) per 1 < p < oo, WHP(Q) & uno spazio di Banach separabile e riflessivo;

(d) HY(Q) = WhH2(Q) ¢ uno spazio di Hilbert separabile.

Dimostrazione.

(a) L’applicazione lineare

P WR(Q) = (D))
u+— (u, Dyu, ..., Dyu)

n+1 3

¢ un’isometria, se (LP(€2))"*" & munito della norma

P

n
(wo, . wa)l = { D NlwsllB |
§=0

n+1 »

che & equivalente alla norma canonica di (LP(2))"*!. Lo spazio (LP(2))"*! & completo,

perché prodotto di spazi completi. Basta quindi dimostrare che 'immagine di i & chiusa.

A questo scopo siano (uy) una successione in W1P(Q) e w € (LP(Q))"*! tali che
lim uy, =
m up, = wo ,

Vi=1,...,n: 1i}1;nDjuh:wj
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in LP(Q2). Dal lemma precedente si deduce che wy € W'P(Q) e che Djwy = w; per
1 < j <n. Ne segue che w appartiene all’immagine di 4, che € quindi chiusa.

(b) Lo spazio (LP(2))"*! & separabile, perché prodotto di spazi separabili. Ne segue che
WP(Q) & separabile, perché isometrico ad un sottoinsieme di uno spazio separabile.
(¢) Si ragiona come nel punto (b), tenendo conto che 'immagine di ¢ ¢ chiusa.

(d) Ovvio. m

(2.19) Teorema Siap € [1,00] e sia (up) una successione convergente ad u in WP ().
Allora esistono w € LP(Q) ed una sottosuccessione (up, ) tali che per L"—gq.o0. x €
si abbia
|uny, (2)] < w(z),
Vi=1,...,n: |Djup(2)] < w(x),
li}gn up, (z) = u(z),

Vi=1,...,n: lilgn Djup, (x) = Dju(z) .

Dimostrazione. Si tratta di una conseguenza delle proprieta dello spazio LP(2). m

(2.20) Definizione Per ognip € [1, 00 denotiamo con Wol’p(Q) la chiusura in WP ()
di C2°(Q). Poniamo anche H(Q) := WOM(Q).

(2.21) Teorema Valgono i sequenti fatti:
(a) per 1 <p< o0, Wol’p(Q) ¢ uno spazio di Banach separabile;
(b) per1<p< 0, Wol’p(Q) e uno spazio di Banach separabile e riflessivo;

(c) H}(Q) = W01’2(Q) e uno spazio di Hilbert separabile.

Dimostrazione. Si tratta di un’ovvia conseguenza del Teorema (2.18). m

(2.22) Teorema Sia u € WP(Q) con p € [1,00[ e sia K un compatto in 2. Suppo-
niamo che si abbia u(x) =0 per L"—q.0. x € Q\ K.

Allora esistono un compatto K' C Q ed una successione (up) in C°(Q) tali che (up,)
sia convergente ad u in WHP(Q) con supt(uy) C K'. Inoltre, se u(x) >0 L"—q.0. in ,

st puo scegliere (up) in modo da avere up(x) >0 in Q.
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Dimostrazione. Anzitutto si ha per ogni f € C°(2\ K)

/ ijudL”:/ ijudL”:—/ Djfudl" =0.
QK Q Q

Ne segue Dju(z) =0 per L"—q.0. z € Q\ K.
Sia hg > 1 tale che

2
{:):ER”: d(x,K)g} cO
ho

e siano u*, w; € LP(R™) definite da

(@) u(z) sex e,
u*(z) =
0 se x € R™\ Q,

(@) Dju(x) sex e,
wi(z) =
’ 0 se x € R"\ Q.

Poniamo
1
K' = {aj eR": d(z,K) < }
ho

e, per ogni h > hg, up, = Rpu*. Evidentemente u, € C°(R"™), supt(up) C K’ ed up, — u*
in LP(R™). In particolare, u, € C°(Q2) ed up, — w in LP(Q).
Se d(z, K) < 1/hg, la funzione

{y — on(z—y)}
appartiene a C2°(€), per cui
D) = [ w D)=L ) = [ uw)(Dio) =) -

=~ [ w)Dy, (one =0} d"(0) = | Djut)ont ~ ) a7 ) =
= /wj'(y)eh(:v—y) dL"(y) -

Se invece d(z, K) > 1/ho, risulta

Dyun(e) = | uw)(Dion)e =) ") = 0= [ wyena—1)de"(v).
Si ha quindi in ogni caso
Dyun(e) = [ ww)ente — ) dL"(w).

Ne segue Djup, — w; in LP(R™), quindi Djup, — Dju in LP(2), da cui u, — u in
WLP(Q).
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Se poi u(x) > 0 L"—q.o. in Q, & evidente che up(z) > 0in Q. m

(2.23) Teorema Sia u € WP(Q) con p € [1,00] e sia C un chiuso di R™ contenuto

in Q. Supponiamo che si abbia u(zx) =0 per L"—q.0. x € Q\ C.
Allora u € Wol’p(Q).

Dimostrazione. Se C & compatto, 'affermazione discende immediatamente dal Teore-
ma (2.22).

Nel caso generale, sia ¥ : R — R la funzione gia considerata in precedenza e sia
¥, R™ — R la funzione di classe C*° definita da ¢y (z) = 9(|z|/h). Tenuto conto del
Teorema (2.8), si verifica facilmente che vpu € WHP(Q). Inoltre si ha ¥y (z)u(x) = 0
L"—q.o. fuori dal compatto C Nsupt(yy) C Q. Per il passo precedente ne segue Ypu €
W, P(2). Poiché per L'—q.0. x € § risulta

[Yn(@)u(z) —u(@)[P < |u(z)]”,
[ (2) Dju(z) + u(@) Dyn(z) — Dyu(@)” < (|Dju(@)] + 19| [u(@)])"

dal Teorema della convergenza dominata si deduce che ¥pu — u in WP(Q). Pertanto

ue WP (Q).

(2.24) Corollario Per ogni p € [1,00[ si ha Wy P (R") = WP(R™).

Dimostrazione. Si applichi il teorema precedente con C = R". m

(2.25) Teorema Sia u € C(2) con u(x) = 0 per ogni x € OS). Supponiamo che si
abbia u € WHP(Q) con p € [1,00].

Allora risulta u € Wol’p(Q).
Dimostrazione. Sia (gp,) una successione di funzioni come nella dimostrazione del Teore-

ma (2.13). Tenuto conto del Teorema (2.7), si verifica facilmente che gy (u) € W1P(Q).

Inoltre gp(u(x)) = 0 fuori dal chiuso

{a: eQ: |u(z)| > 2}

contenuto in Q. Per il Teorema (2.23) ne segue gp(u) € W, ?(Q). Poiché per L"—q.o.
x € ) risulta

|9n(u())| < fu(@)|,
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|9’ (u(x)) Dju(z)| < |Djulx)],

si deduce dal Teorema della convergenza dominata che gj,(u) — u in WHP(Q). Pertanto

u € Wol’p(Q). [

(2.26) Teorema Sia g: R — R una funzione lipschitziana e di classe C' a tratti con
g(0) =0 e siap e [1,00].

Allora per ogni u € WYP(Q) si ha g(u) € WHP(Q) e lapplicazione

WLP(Q) — WLP(Q)
ur— g(u)

e continua.
Dimostrazione. Per il Teorema (2.14) si ha g(u) € VVlicl (Q) e Dj(g(u)) = v(u)Dju, dove
v & una qualunque funzione tale che v(s) = ¢’(s) nei punti in cui g ¢ derivabile. Sia
¢ > 0 tale che |y(s)| < celg(s)| < c|s| per ogni s € R. Allora si verifica facilmente che
g(u) € Whr(Q).

Per dimostrare la continuita dell’applicazione {u —— g(u)}, consideriamo una suc-
cessione (uy,) convergente ad u in WHP(Q). Se (up, ) ¢ una qualunque sottosuccessione di
(un), per il Teorema (2.19) esistono w € LP((2) ed una ulteriore sottosuccessione (up, )

tali che per L"—q.0. x € € si abbia
e, ()] < w(z).
| Djun,, ()] < w(z),
lim Uhy,, (z) = u(x),
li;rn Djup, (z) = Dju(z).
Allora per L"—q.0. x € € risulta
l9(un,, () — g(u(@))|P < ¢ (w(z) + |ulx)])",
Y (uny, (@) Djun,, () = y(u(@)) Dju()” < & (w(z) +[Djul)])?
limg(up,, (2)) = g(u(z)).
Inoltre, se g € C*(R\ F) con F insieme finito, & ovvio che per L"—q.0. z € u (R \ F)

si ha

lim (un,, (2)) Dyng, (&) = (u(x)) Dyju(z)
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D’altronde per £"—q.0. z € u~!(F) si ha Dju(x) = 0, quindi
lim Djup, () =0.
7 T
Tenuto conto della limitatezza di ~, ne segue

lim (un,, (2)) Dyng, (&) = (u(x)) Dyu(z)

Risulta quindi per £L"—q.0. x € Q

lim y (uny, (2)) Djuny, (¢) = y(u(@)) Dju(z) -

Dal Teorema della convergenza dominata si deduce che g(up, ) — g(u) in W1P(Q). Ne

segue che g(up) — g(u) in WHP(Q). m

(2.27) Corollario Sia g : R — R una funzione lipschitziana e di classe C' a tratti,
sia L™(Q) < 400 e sia p € [1,00].
Allora per ogni u € WYP(Q) si ha g(u) € WHP(Q) e lapplicazione

Whe(Q) — Who(Q)

u— g(u)
e continua.

Dimostrazione. Sia g(s) = g(s) — g(0). Poiché L"(2) < 400, la funzione costante g(0)
appartiene a W1P(). D’altronde g(u) = §(u) + ¢(0). Tenuto conto che §(0) = 0, la tesi

discende dal teorema precedente. m

(2.28) Corollario Sia g : R — R una funzione lipschitziana e di classe C* a tratti con
g(0) =0 e sia p € [1,00].
Allora per ogni u € WyP(Q) si ha g(u) € Wy P(Q).

Dimostrazione. Sia (uy,) una successione in C2°(Q) convergente ad u in WHP(€2). Per il
Teorema, (2.26) si ha g(u) € WP(Q) e g(up) — g(u) in WHP(Q). D’altronde g(up) €
C(Q) e g(up(x)) = 0 su 9Q. Dal Teorema (2.25) si deduce che g(uy) € Wol’p(Q). Ne
segue g(u) € W&’p(ﬂ). ]
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(2.29) Teorema Sia p € [1,00[ e siano u,v € WP(Q). Allora le funzioni

+

u, u”, |ul, min{u, v}, max{u,v}

appartengono a WHP(Q) e le applicazioni
{u—u'},

{ur—u},
{ur— Jul} |
{(u,v) — min{u,v}} .
{(u,v) — max{u, v}}
sono continue.

Dimostrazione. Le affermazioni riguardanti u™,u~ e |u| discendono dal Teorema (2.26).

Poiché

min{u,v} = - (u+v—|u—1]|),

DO = N

max{u,v} = = (u+ v+ |u—"1]|),

ne seguono anche le rimanenti asserzioni. m

(2.30) Teorema Sia p € [1,00[ e siano u,v € Wol’p(Q). Allora le funzioni

u, u”, Jul, min{u, v}, max{u,v}

appartengono a Wol’p(Q).

Dimostrazione. Si ragiona in modo analogo, riconducendosi al Corollario (2.28). m

(2.31) Teorema Sia p € [1,00[ e siano u,w € Wol’p(Q) ev € WHP(Q). Supponiamo
che si abbia u(z) < v(x) <w(z) per L"—q.0. x € Q.
Allora risulta v € W, ().

Dimostrazione. Consideriamo anzitutto il caso u = 0. Sia (wp) una successione in
C(Q) convergente a w in WP(Q) e sia vj, = min{v,wy}. Per il Teorema (2.29) si ha

v, € WHP(Q). Inoltre, se wy,(x) = 0 fuori da un compatto Kj C €, risulta vy (z) = 0
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per L"—q.0. x € 2\ K},. Dal Teorema (2.23) si deduce che vy, € Wol’p(Q). D’altronde
vp, — v in WHP(Q) per il Teorema (2.29). Ne segue v € W(}’p(Q).

Nel caso generale si ha 0 < v(x) — u(zr) < w(z) — u(x) per L"—q.0 z € £ con
(v—u) € WHP(Q) e (w —u) € Wol’p(Q). Per il passo precedente ne segue (v — u) €
Wol’p(ﬂ). Risulta quindi v € Wol’p(Q). ]

3 Teoremi di immersione

(3.1) Lemma Siano fi,..., fn € Co.(R™™1) conn > 2 e sia f € C.(R") definita da

f(xla" . ,:Cn) = fl(jl) o 'fn(in),

dove Tj = (z1,...,Lj—1,Tjq1,...,Tn).

Allora si ha .
£ < T 15l -
j=1

Dimostrazione. Ragioniamo per induzione su n. Se n = 2, si tratta di una semplice

conseguenza del Teorema di Fubini-Tonelli. Infatti si ha
f(z1,22) = fi(z2) fa(21)
quindi

/ ‘f T1,T2 ‘d/.,‘ (.%'1,.%'2 (/ ’fl xI9 ‘dﬁ xI9 ) </ |f2 .731 ’dﬁ (1‘1)) s

per cui vale in effetti 'uguaglianza.

Supponiamo ora che la tesi sia vera per un certo n > 2 e consideriamo

fla' "7fn+1 S CC(RH) .

Dalla disuguaglianza di Holder si deduce che per ogni z,41 € R

IN

/ ‘fl('ﬁl) T fn-i—l(i'n_t,_l)’ d[,n(l'l, . 7$n>

n—1

< e llomcan) < J RGO e 1 a2 G >)"-
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D’altronde dall’ipotesi induttiva si deduce che per ogni z,+1 € R

_n_

/ L@ - [ fa(@n)| 7T AL (2, ) <

i o1
S H (/ ‘f](i'j)’n dﬁn_l(.%'l, . ,a:j_l,:ch, . ,J}n)) .
7j=1

Ne segue

/ (@) fars Ensn) AL (@1, . 20)

IA

3=

< fustlen I ( / \fj@m"dcn1<m1,...,xj_l,xm,...,xn))
j=1

Integrando membro a membro in dL!(z,41) ed applicando un’ultima volta la disugua-

glianza di Holder, si ottiene infine

£l 21 @nt1y <

S|=

< ||fn+1HL"(IR{”) / H </ |fj(i‘j)nd£n_1($1,...,l'j1,$j+1,...,l’n)) dﬁl(anrl) <
j=1

n+1

< || fat1llpn (e H | fillLn(gny = H 1 £illn () 5
=1

j=1

da cul la tesi. m

(3.2) Lemma Per ogni u € CL(R") si ha
- /
1
lull o < T IDsull,"
i=1

con la convenzione "5 = oo pern = 1.

Dimostrazione. Se u € CL(R), si ha

quindi
u(o)] < [ o).
da cui segue ||ufoo < ||u/||1-

Se n > 2, risulta

Zj
u(xl, ce ,mn) = / Dju(xl, e ,xj_l,t, Tjtly--- ,:L'n> dt,

—0o0
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quindi
|u(x1,...,xn)|§/|Dju(x1,...,J:j_l,t,azj+1,...,xn)\dt.
Posto
gj(irj)—/ |Dju(xt,...,zj-1,t,Zj41,...,25)|dt,
si ha

Se poniamo f;(Z;) = g; (:ﬁj)ﬁ, si deduce dal lemma precedente che

/ ()| 72T dLn(z) < / fi(@ ) dL7(1) <
H |

[fill Ln-rmn—1y =

IN

n _1
n—1
= H (/ gj (&) dL" Na, ... x5 1,x]+1,...,:cn)) =

_ ]Zj (/ |Dyu(e)) AL (a ))"L |

Elevando membro a membro alla ”T_l, si ottiene la tesi. m

.

(3.3) Lemma Sia 1 < p < n. Allora per ogni u € C}(R™) si ha

Dp
]| e <ol H 1Dl

Dimostrazione. 1l caso p = 1 ¢ stato trattato nel lemma precedente. Consideriamo il
caso p > 1. Sia u € CX(R™). Per ogni q¢ > 1 la funzione |u|?"'u appartiene a CL(R™).

Per il lemma precedente ne segue

n—1 n
(/ |u|97-T d[,”) <q" H </ ]u\q1|Dju]d,C"> .
j=1

Scegliendo
n—1
q= b
n—p
in modo che
np n
=q =p'(¢—1)
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ed applicando la disuguaglianza di Holder, si ottiene

n—1 n(p=1) p 1
(/ WE dm> < (/ W= dﬁ”) "I (/ |Dju|pd£”>p
j=1
Poiché
n_1_ up—1) _n-p
P p
ne segue
n—p
np_ E —Dp\" ¢
()™ < (520 i (fineac)
7j=1

Elevando ambo i membri alla 1/n, si conclude che
L)p
]|z <ol H 1D;ull™

da cui la tesi. m
Se 1 < p < n, poniamo

np
. { ah sep<n,

00 sep=n.
(3.4) Teorema (di Sobolev) Valgono i sequenti fatti:

(a) sen=1, si ha W&’I(Q) C L™(Q2) e per ogni u € Wol’l(Q) risulta

1
ulloo < H IDjully/™ < || Duls ;

(b) se 1 <p<mn, siha Wol’p(Q) C L (Q) e per ogni u € Wol’p(Q) risulta

(n—=1)p ( )
lullp < =— H | Djully/™ < | Dullp -
P

Dimostrazione. Sia u € VVO1 P(Q). Per definizione esiste una successione (up) in C°(2)
convergente ad u in W1P(Q). Per il Teorema (2.19) esiste una sottosuccessione (up,)
convergente ad u puntualmente £"—q.o. Consideriamo ad esempio l'affermazione (b).
Per il lemma precedente si ha

1

(f o)< (52 1 (o)

Jj=1
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Per il Lemma di Fatou ne segue

(/Q [ul 77 d£”> < (mn__lp)p> :

J

1

([ praer)™
Q

L’affermazione (a) puo essere dimostrata in modo simile, riconducendosi al Lemma

(3.2). m

1

da cul si deduce la tesi.

(3.5) Corollario (Disuguaglianza di Poincaré) Per ogni p € [1,00[ e per ogni §2
con L"(Q) < oo si ha

n—lp n nn n
e Wy(@) s July < max {1, "2 (@) TT iyl

j=1

In particolare risulta

n—1)p " n
VUGWGmﬁniwmpSHMX{L(n})}(ﬁ(QDU |Dall,.

Dimostrazione. Consideriamo il caso n > 2. Sia

Ut
q = max< 1, .
p+n

Combinando la disuguaglianza di Holder col Teorema di Sobolev, si ottiene

(/ |u\pd£">p < (ﬁ”(Q))éql*< \u|q*dcn>q <
Q Q

INA IN
= =
5 S
— o)
— =
T =
3 |
=]
| -
= B8
=8
e —_——
= =
= =
2
= 3|/
Q= —
! 5
U= N——
—= I
VR VR
\ b\
AR
< g
s =
IS QL
3 5
N——— N———
\ H
I IA

Il caso n = 1 puo essere trattato in modo simile. m

(3.6) Corollario Valgono i sequenti fatti:

(a) sen=1, si ha VV;)CI(Q) C LR (Q);

loc
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(b) sel <p<m, siha M/zif(9> C LfOC(Q)

Dimostrazione.

(a) Sia u € W1 (Q), sia K un compatto in Q e sia ¢ € C(Q) con (z) = 1 su K.

loc

Dai Teoremi (2.8) e (2.23) si deduce che 1u € W, (€2). Dal Teorema di Sobolev segue
allora che Yu € L*°(Q). In particolare Yu € L>*(K), ossia u € L*°(K).

(b) La dimostrazione ¢ analoga. m

(3.7) Lemma Sia p €]n, oo. Allora per ogni u € CH(R™) si ha

p(n+1)

[ufloo < [l

Va,y € R : |u(x) — u(y)

‘x_y’aa

doveazl—%.

Dimostrazione. Sia u € C}(R") e sia Q un qualunque ipercubo chiuso di lato d > 0.

Dimostriamo che

(38) Vo e Q: |u(z) —Tg| < —d* Z IDjull Lo () »

7j=1

dove

g =d " /Q wdL" .

A meno di una traslazione, possiamo supporre x = 0. Allora per ogni y € @ risulta

1
u(y) —u(0) = /0 —uty ) dt = Z/ yiDju(ty) dt <

3 / Dty dt < d S / \Dju(ty)| dt.
j=170 j=1"0

IN
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Integrando su @, si ottiene

[ wtacro) - < dg | [ 1Dsuten azn)) ar -
- dg A ( /. Dyu(e)ie" L) ) dr <
< d;/o1 (t— |
([ 1paweracie)))ar <
<

s ([ o) g (/, Dw(&)\pdﬁ”(@)’l’ -

n
p  p=n
= d" p—_nd P Z | Djull e (q) -
=1

Dividendo per d* membro a membro, si ottiene

n

p—n

v > IDjulleg)
j=1

_ p
ug — u(0) <
Q p—
da cui segue, potendo scambiare u con —u,

n
_ P p=n
[u(0) —ag| < and » Y IDjul ey -
j=1

La (3.8) ¢ quindi provata.

Per ogni x € R™ esiste un ipercubo chiuso @) di lato 1 contenente x. Ne segue

|u(@)|

IN

_ _ n. PN
gl + ute) ~ol < [ fulae * 5 L I <

(/ |urpda") +p—ZHD i < 2D iy

IN

7p

Risulta quindi

uflo < 2D
—n

llf1p-

Siano ora z,y € R™ e sia @ un ipercubo chiuso di lato d < |z — y| contenente x e y.
Dalla (3.8) si deduce che
u(z) —u(y)| < |u(z) —ugl + [ug —u(y)| <

2% pon 2pn
——d7 Y ||Djull ) < — [ Dullp |z —y|*,
p—n = p—

IN
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da cui la tesi. m

(3.9) Definizione Sia E C R" e sia a €]0,1]. Diciamo che v : E — R ¢ holderiana

di esponente «, se esiste ¢ € [0, +oo] tale che
Vo,y € B fu(z) —u(y)| < clo —y[*.

Denotiamo con C¥%(E) linsieme delle funzioni hélderiane di esponente o definite su E.
Evidentemente ogni funzione hélderiana & uniformemente continua.

(3.10) Teorema (di Morrey) Sia p €|n,o00[. Allora Wol’p(Q) C L>®(Q) e per ogni

u € Wol’p(Q) esiste una ed una sola @ € C*%(R™) limitata tale che
per L"—q.0. x € Q: u(x) = u(x),

Ve e R"\ Q: a(x) =0,

p(n+1)

[afloo < [l

2
Va,y € R” : Ji(z) — i(y)| < ——

pP—n

[Dullp |z =y,

doveav=1—-12,
P

Dimostrazione. Per ogni u € WO1 P(Q) esiste una successione (uy) in C>°(£2) convergente
ad u in W1P(Q). Per il Teorema (2.19) esiste una sottosuccessione (up, ) convergente ad
u puntualmente £"—q.o in Q. Dal lemma precedente si deduce che (uy) ¢ di Cauchy in

Cy(R™). Sia u € Cp(R™) il limite uniforme di (up). Allora si ha
per L"—q.0. x € Q: u(z) = u(x),

Ve e R"\ Q: a(x) =0.
Sempre dal lemma precedente si deduce che

p(n+1)

[afloe < el s

2pn

Va,y € R |u(z) —a(y)] <

L | Dully e~y

da cui la tesi. m
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(3.11) Definizione Sia p €]n,o0[. Per ogni u € Wol’p(Q) la funzione 4 introdotta nel

teorema precedente si chiama rappresentante regolare di u.
(3.12) Corollario Sia p €]n,o0[. Se 2 é illimitato, per ogni u € Wol’p(Q) st ha

| l‘im u(z) =0.

Dimostrazione. Per ogni e > 0 esiste v € C2°(Q2) tale che

p(n+1)

S -l <<

[ = @l <

Sia R > 0 tale che v(z) = 0 fuori da B (0, R). Allora per ogni € R" con |z| > R si ha

|u(z)| < e, da cui la tesi. m

(3.13) Definizione Per ogni p €]1, 0] denotiamo con W ~1P(Q) il duale topologico di
Wol’p/ (). Poniamo anche H=1(Q) := W~12(Q).

Evidentemente W~1P(Q) & uno spazio di Banach. La norma canonica di W ~17(£2)

verra denotata nel seguito con || ||_1 .

(3.14) Teorema Sia p €]1,00] e sia X insieme delle u € L}, () tali che la forma

lineare

f— fudLl”

sia continua rispetto alla norma || ||1 .

Valgono allora i sequenti fatti:
(a) X ¢& un sottospazio vettoriale di Li (Q);

loc

(b) per ogniu € X esiste uno ed un solo T,, € W~1P(Q) tale che
¥f € CRQ): () = [ fudc”
Q
(¢) Uapplicazione {u+—— T,} é lineare ed iniettiva.

Dimostrazione. Si verifica facilmente che X & un sottospazio vettoriale di L}, (€2). Es-
sendo C2°(§2) un sottospazio vettoriale denso in Wol’p/(Q), si ha che vale la (b). Infine,

si verifica facilmente che 'applicazione {u — T} ¢ lineare ed iniettiva. m
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Essendo l'applicazione {u — T} lineare ed iniettiva, si ha che X & isomorfo ad un
sottospazio vettoriale di W~1P(Q). E consuetudine identificare (con abuso di notazione)
u con T, e X con T(X). Risulta allora X C W~1P(Q), per cui X viene usualmente
(Q) NW—LP(Q).

denotato col simbolo Lllo .

(3.15) Teorema Sia p €]1,00]. Allora si ha LP(Q2) C L}

L) NW=LP(Q) e per ogni
u € LP(Q) risulta

VE W @) () = [ Fuacn,
Q
lll-1p < llullp-
Dimostrazione. Per ogni u € LP(2) e per ogni f € WOL‘DI(Q) sihaue L (Q)e

‘/Q fudLl"

Ne segue u € L} () NWLP(Q) e |lul|—1, < |Julp. =

< lullp £l < flullp 1£110 -

(3.16) Teorema Sia p €]1,n]. Allora si ha LP(Q) C L}

L) N WEP(Q) e per ogni
u € LP(Q) risulta

Ve W Q) (u, f) :/Q fudl™,

(n—1)p
[ull -1+ < l[ullp-
P oalp-1)
Dimostrazione. Poiché 1 < p < n, risulta
<p'<oo,
n—1
quindi
1<p” <n.
Inoltre si ha
(p*/)* — np*/ — b — p/

n—p’ p-—1
Tenuto conto del Teorema di Sobolev, per ogni v € LP(Q2) e per ogni f € Wol’p*l(Q)

risulta

L/)fudﬁn

Ne segue la tesi. m

(n—1p
n(p—1)

<=
n(p —

< lullp (11l <

[eellp 1D £l

)mmww
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(3.17) Teorema Sia q € } L, [ Allora si ha LY(Q) C L} () NW~19(Q) e per ogni
u € LY (Q) risulta

Ve Wh(Q): (u, f) :/Q fudl™,

(n+1)q

g Il

[l -1,4 <

Dimostrazione. Si ragiona come nel teorema precedente, riconducendosi questa volta al

Teorema di Morrey. m

(3.18) Teorema Sia p €]1,00] e sia u € LP(Q2). Allora la relazione
Vf e Wol’p,(Q) : <Dju,f> = —/ D]fudﬁn
Q

definisce un elemento Dju di W=LP(Q). Inoltre lapplicazione

LP(Q) — W~LP(Q)
ur— Dju
e lineare e

Vu e LP(Q) : |[Djull-1p < [lullp -

Dimostrazione. Evidentemente Dju ¢ una forma lineare su VVO1 P I(Q) Inoltre per ogni

f e Wi (Q) si ha

[{Dju, A< lwllp 1D 1y < llullp [ £l

per cui Dyu € W2(Q) e |Djull -1, < [lull,-

Si verifica facilmente che I'applicazione {u — Dju} ¢ lineare. m

(3.19) Osservazione Seu e LP(Q) NW,LHQ), per ogni f € C(Q) si ha

loc

—/ DjfudE”:/ fDjudL".
Q Q

Pertanto Dju € L}, () N W=1P(Q) ed i due modi di identificare Dju con un elemento

di W=LP(Q) sono consistenti.
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4 Teoremi di compattezza

(4.1) Lemma Sia u € Wl’l(Q) e sia Q un ipercubo aperto di lato d con @Q C .

loc

Allora risulta
lu = ugllLi(q) < dllDullLig)

dove

uQ =d " /Q wdl™.

n
Dimostrazione. Sia Q = [] Ja;,b;[ e sia u € CL(Q). Per ogni z,y € Q risulta
j=1

x1

u(z) —u(y) = Dlu(t,yg,...,yn)dt+~--+/ Dyu(xy, ... ,xp_1,t)dt <
Y1 n

b1 bn
< / \Dlu(t,yg,...,yn)\dt—i—---+/ |Dpu(zy, ..., xp—1,t)|dt.

al an

Integrando su @ in dL™(y1, . ..,yn) e dividendo per L™(Q) = d", si ottiene

bn,
w(z) =g < d'" | Drullpig) + - +/ |Dpu(xy, ..., &n_1,t)|dt,
an
quindi, potendo scambiare u con —u,
bn,
u(e) ~ o] < &' [ Drullay 4w+ [ 1Duulan,. )] .
Qan
Integrando su @ in dL™(xq,...,x,), si ottiene infine
lu —ugllriq) < dl|Diullryq) + -+ dl|Dnull1(g) = d || DullLi(q) -

Siaorau € Wlicl(ﬂ) e sia (up,) una successione in C2°(2) conforme al Teorema (2.5).

Per il passo precedente risulta

n
lun = @nqlloi@) < d Y 1Djunllig) -
j=1
Inoltre dal Teorema della convergenza dominata si deduce che u, — u in WHH(Q).

Passando al limite per h — oo, si ottiene la tesi. m

(4.2) Teorema Sia (up) una successione in Wli’cl(ﬂ) Supponiamo che per ogni com-

patto K C Q) le successioni (up), (Diuy), . .., (Dyuy) siano limitate in L'(K).
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Allora esistono u € L)1 (Q) (u € L2.(Q) sen = 1) ed una sottosuccessione (up, )

tali che up, (x) — u(x) per L"—q.o0. z € Q.
Dimostrazione. Dimostriamo anzitutto che per ogni ipercubo aperto @ con @ C
esistono u € L1 (@) ed una sottosuccessione (up, ) tali che up, () — u(z) per L"—q.o.
T € Q.

Sia 1 € C°(Q) con ¥(x) = 1 su Q e sia K = supt(t)). Allora uy, € Wol’l(Q) e

105 (un)lLr(@) < [[Plloo 1Djunll Ly + 1D lloo [[unll Lt -
Le successioni (D1(¢uy)), ..., (Dn(¢uy)) sono quindi limitate in L!(Q). Per il Teorema
di Sobolev (1uy,) € limitata in Lﬁ(Q) In particolare (uz) @ limitata in L7-1(Q).

Per il Teorema (1.1) esistono v € L#(Q) ed una sottosuccessione (up, ) tali che
Ve L"(Q): 1im/ fun, dC" :/ fodcl™.
bJQ Q

Dimostriamo che (uyp, ) ammette una ulteriore sottosuccessione convergente puntualmen-
te L™—q.o.

Per semplicita denotiamo ancora con (up) la sottosuccessione (up, ). Dimostriamo
che (up) ¢ di Cauchy in L'(Q). Suddividiamo I'ipercubo @ di lato d in ipercubi di lato
d/m. Otteniamo quindi degli ipercubi Q1, ..., Qm~ tali che

mn
lun —urlliy = D llun —wlliq <
i=1
mn
< Z <’uh - ﬂh,Qz‘HLl(Qi) + Hﬂh,Qi - ﬂk’QiHLl(Qi)—i_
=1

+WkQ — uk”Ll(Qi)) <

d & d &
po- Z; 1Djunllcy@) + z; 1 Djuklprq) +
j= j=

+ Z /Q (up, — ug) xqQ, dL™
=1

Per ogni € > 0 esiste m > 1 tale che

IN

DO ™

d n
2 — sup ZHDjuhHLl(Q) <
m p =

D’altronde per ogni ¢ = 1,...,m" si ha

lim/ URXQ; dﬁ":/ vxQ, dL" .
hJQ Q
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Esiste quindi h € N tale che

w\m

Up — Uk) xQ, dL"

Ne segue

Vh,k > h: Huh —ukﬂLl(Q) <eE.

Poiché (uj,) ¢ una successione di Cauchy in L'(Q), esiste una sottosuccessione (up,)
convergente £"—q.0. in @ a qualche u € L'(Q). Essendo () limitata in Lﬁ(Q),
segue dal Lemma di Fatou che u € L%(Q)

Sia ora (@Q;) una successione di ipercubi aperti tali che Q; C Q e Q = Ej Q;.
Applichiamo pilt volte il passo precedente. Sia (u,p)) una sottosuccessione di: (up)
tale che u,, ) — vo L"—q.0. in Qo con vy € L%(QO). Siano poi v1 € L#(Ql) ed
(ty, (ny) una sottosuccessione di (u,,(p)) tali che u,, ) — v1 L"—q.0. in Q1. Procedendo
ricorsivamente, si trovano v; € L%(Qi) ed (u,,(y)) sottosuccessione di (u,, () con
Uy, (hy — Vi L"—q.0. in Q;. Inoltre si ha ’Ul(l') = vj(x) per L"—q.0. x € Q;NQ;. Di
conseguenza esiste una ed una sola u € LIZCI(Q) tale che u(x) = v;(x) per L"—q.0.
r € @Q;. Consideriamo la successione (u,,)). Per ogni i € N si ha che (u,,p)) ¢

definitivamente (per h > i) una sottosuccessione di (u,,()). Ne segue u,, () — u L"—q.o.

in Q;, quindi Uy (h) — U L"—q.0.in Q. =

(4.3) Teorema (di Rellich I) Siano L™"(Q2) < +oo e p € [1,n[. Allora per ogni
q € [1,p*[ 'immersione naturale Wol’p(Q) — L1(Q) é compatta.

Dimostrazione. Sia (up) una successione limitata in VVO1 P(Q)). Per il Teorema di Sobolev
(up) & limitata in LP"(Q). Inoltre per ogni compatto K C Q abbiamo che lunllzrx) e
|Djun|lp1 (k) sono limitate. Per il Teorema (4.2) esiste una sottosuccessione up, — u
L"—q.0. in Q con u € Ll’;% (Q). Per il Corollario (1.3) ne segue u € L¥" (Q) ed up, — u
in L4(2) per ogni ¢ < p*. m

(4.4) Lemma Siano p € [1,n[, ¢ € [1,p*[ e sia a € L" () con
1 1

1
roptq
Allora per ogni successione (up) in Wol’p(Q) con (||Duy||p) limitata, esiste una

sottosuccessione (up, ) con (aup,) convergente in LI(€2).
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Dimostrazione. Combinando di nuovo il Teorema di Sobolev col Teorema (4.2), si de-
duce che (uy,) ¢ limitata in LP"(Q) e che esiste una sottosuccessione (uy, ) convergente
puntualmente £"—q.o0. ad una u € LP" ().

La tesi discende allora dal Teorema (1.2). m

(4.5) Teorema Siano p € [1,n], q € [1,p*[ e sia a € L"(2) con
1 1 1
4 — =,
T p q
Allora lapplicazione lineare {u — au} da Wol’p(Q) in L1(Q) é compatta.

Dimostrazione. Si tratta di un’ovvia conseguenza del Lemma (4.4). m

(4.6) Osservazione Il Teorema (4.3) puo essere ottenuto come caso particolare del
teorema precedente, scegliendo a(x) = 1. La necessita di avere a € L"(Q) con r < oo

porta a supporre, nel Teorema (4.3), L"(Q) < +oo0.

(4.7) Teorema (di Rellich II) Siano £"(2) < +00 e p €|n, c0[. Allora 'immersione
naturale Wy P (€2) — L®(Q) & compatta.

Dimostrazione. Sia (uj,) una successione limitata in Wi (Q) e sia

¢ = sup [[up|1p-
h

Per il Teorema (4.2) esiste una sottosuccessione, che per semplicita denotiamo ancora
con uy, convergente ad u € L[Z?(Q) L"—q.o. in Q.

Dimostriamo che (up) ¢ di Cauchy in Cy(R™). Per assurdo, sia € > 0 e siano
hm, km — o0 tali che

Sia z,, € €2 tale che

- - L. -
Se (x,) ammette una sottosuccessione limitata, a meno di un’ulteriore sottosuccessione
(rm) € convergente a qualche z € Q. Sia r €]0, 1] tale che

4 p—n
il crpp <
p—n o

3

DN | =
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e sia & € B(x,r) tale che

lim up(§) = u(f).
Allora dal Teorema di Morrey si deduce che
(@b, (Tm) = Uk (T) | < iy, (Tm) = Ty, ()] + [T, (§) — Ty, (§)] +

ik, (§) = Uy, ()| <

dpn ¢|Tm — §|% + |tn,, (§) — Uk, ()],

IN

per cui

] 4 p—n 1
5 e < limﬂfup [tp, (X)) — Uk, (Tm)| < g ﬁ”n e 2

Pertanto deve essere |x,,| — co. Sia R > 1 tale che
L'(Q\B(0,R—-1)) < L"(B(0,r)).

Se m € N e tale che |z,,] > R, non puo essere B (x,,,r) C Q. Scelto £ € B (zy,,r) \ Q,

ne segue come prima

B B 4pn p—n 5 _
(@, (Tm) = Uk, ()| € —— clam =&l 7 + [an, (§) — U, (§)]-
In questo caso risulta
1 4 p—n 1
§€§ |@n,, (Tm) — Uk, (Tm)] <p€nncrpp < 56

per cui si perviene nuovamente ad un assurdo.
Essendo (1) di Cauchy in Cp(R™), si ha che (up) ¢ di Cauchy in L*°(Q), da cui la

tesi. m

(4.8) Teorema Siano q € } T oo} ,pE ]ﬂ oo} e sia a € L"(Q) con

n—1’ n+q’
1 n+

4= q
r o p ngq

Allora Uapplicazione lineare {u — au} da LP(Q) in W—54(Q) & compatta.

Dimostrazione. Sia (up,) limitata in LP(€2). Per il Teorema (1.1) esistono u € LP(2) ed

una sottosuccessione (up, ) tali che

Vfe LP(Q): lim/ fun, dL”:/ fudLl™.
ko Ja Q
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Poiché "4 < ¢ < oo, risulta

"9 <n
n+q =

1<

Dal Teorema (3.16) si deduce che aup,au € W~14(Q). Sia v € Wol’q/(Q) tale che

lokll1y = 1e

1
/ vg a (up, —u) dL™| > 3 laup, —au|—1,4.
Q

Poiché ¢’ € [1,n] e
1 1 1 1
7+7*:1—7:—,
roq p p

segue dal Teorema (4.5) che, a meno di una sottosuccessione, (avy) € convergente in

L”(Q) a qualche w. Poiché

/ avg (up, —u) dL"| < / w (up, —u) dL™| + / (avy — w) (up, —u) dL™| <
Q Q Q
< /Q w (up, —u) dL"| + [lavi — w|[,; lup, — ull,,
risulta
lim/ avy (up, —u) dL" =0,
kJo
quindi

lillgn llaup, —aul||-1,4 =0,

da cui la tesi. m

(4.9) Teorema Siano L™"(Q)) < 400 e q € ]1,%[. Allora limmersione naturale

LY(Q) — W=54(Q) & compatta.

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione. m



Capitolo 2

Equazioni ellittiche in forma di
divergenza

1 Formulazione debole

Sia ) un aperto in R™. Un’equazione differenziale alle derivate parziali del secondo
ordine lineare € un’equazione della forma
n n
(1.1) - Z al-jD?ju + Z c;Dju+ du =w in Q.
ij=1 j=1
Le funzioni a;j, ¢; e d sono i coefficienti dell’equazione, w & il termine noto ed u &
l'incognita.

Diciamo che 'equazione ¢ in forma di divergenza, se ¢ del tipo
n n n
(12) — Z D; Z aiiju +bju | + Z Ciju +du =w in Q.
i—1 =1 j=1
Introducendo la matrice A di coefficienti a;; ed i vettori B e C di coefficienti rispettiva-
mente b; e ¢;, la (1.2) equivale a

—div (AVu+uB)+C -Vu+du=w,

da cui la dicitura “in forma di divergenza”.
Se i coefficienti a;j, b;, ¢; e d e la soluzione u sono sufficientemente regolari, le due

forme sono riconducibili I'una all’altra. Infatti si ha

n n n
— Z D; Z aiiju +bju | + Z CijU + du =
=1

j=1 Jj=1
= — i aijDinu + i <Cj — i Diaij — bj) Dju + (d — Zn: lez> u
3,j=1 j=1 i=1 =1

47
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come anche

n n
— Z aile-qu + Z Ciju + du =
i,j=1 j=1

n

n n n
= — Z D; Z aiiju + Z <Cj + Z Dia¢j> Dju + du .
=1 7j=1 7=1 =1

Tuttavia, in generale, le due forme non si equivalgono. Ad esempio, per le equazioni in
forma di divergenza, a cui limiteremo la nostra trattazione, € possibile introdurre una
nozione di “soluzione debole” anche quando i coefficienti sono solo in L*°(£2).

Come nel caso delle equazioni differenziali ordinarie, & opportuno aggiungere qualche
condizione sul comportamento di u su 9€) o su una sua parte. Restrizioni di questo tipo si
chiamano “condizioni al contorno”. A seconda del tipo di equazione, diverse condizioni
al contorno possono risultare naturali. Noi ci limiteremo al caso in cui ’equazione &
uniformemente ellittica, il che significa che esiste v > 0 tale che

n n
Ve € Q,VE e R : Z aij(l‘)fj&' > VZ §z2 .
i,j=1 i=1
In tal caso la condizione al contorno piu semplice € la condizione di Dirichlet omoge-
nea, che consiste nell'imporre u(z) = 0 su 9. Di conseguenza, il problema di cui ci

occuperemo sara del tipo

n n n
—Z D; Zaiiju‘f‘biU +chDju+du:w in Q,
i=1 j=1 j=1

u=20 su 0f).

(1.3)

Riprendiamo ora il tutto in modo piu formale. Nel corso di questo capitolo suppor-
remo che () sia un aperto in R™. Per semplicita ci limiteremo al caso n > 3. La soluzione
u verra cercata in HE(Q). Sard questo un modo “debole” di imporre u(z) = 0 su 9.

Sui coefficienti dell’equazione (1.2) faremo le seguenti ipotesi di sommabilita:
(1.4) ai; € L¥(Q), bicje IMQ), deL3(Q).

Inoltre supporremo [’ipotesi di uniforme ellitticita:

esiste v > 0 tale che per L"—q.0. z € Q e per ogni £ € R" si abbia

n

(1.5) Z aij(:c)fj& 2 VZ 512

i,j=1 i=1
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In tali condizioni & possibile definire un’applicazione lineare e continua
L:H}(Q) — H Q)
ponendo
n n n
Lu = —Z D; Z aiiju—i—biu +Z chju—l—du.
=1 =1 j=1
Piu precisamente, dal momento che a;; € L*°(2), ¢ immediato verificare che 'applica-

zione

HYQ) — LX)
U = a;;Dju
& ben definita, lineare e continua. D’altra parte, 'applicazione
HYQ) — I3(©Q)
U — b;u
¢ ben definita, lineare e compatta per il Teorema (1.4.5). Poiché per il Teorema (1.3.18)

I'applicazione
L?(Q) — HYQ)

z — D;z
& ben definita, lineare e continua, risulta per composizione che
Hy(Q) —  HY(Q)
u —  D;(a;;Dju)
¢ ben definita, lineare e continua, mentre
Hy(Q) — H Q)
u —  D; (bu)
¢ ben definita, lineare e compatta.
Per il Teorema (1.4.8) le applicazioni
L*Q) — H Y9 L*(Q) — H (9
z — cjz U — du
sono ben definite, lineari e compatte. D’altra parte ¢ immediato verificare che ’applica-

zione

HYQ) — L*Q)
U —  Dju
¢ ben definita, lineare e continua, mentre ’applicazione
HY(Q) — L¥(Q)

U = u
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¢ ben definita, lineare e continua per il Teorema di Sobolev. Per composizione, si conclude

che le applicazioni
Hy(Q) — HY(Q) Hy(Q) — HY(Q)
U =  c¢jDju U — du

sono ben definite, lineari e compatte.
Alla luce di tali interpretazioni, applicazione lineare e continua L : H}(2) —

H~1(Q) & di fatto caratterizzata dalla relazione integrale
Vu, f € HH(Q) :

(Lu, f) = / Z aijDjuD;f + Z biuD; f + Z c;Djuf +duf | dC".
Q i=1 j=1

1,j=1

(1.6) Definizione Sia w € H1(Q). Diciamo che u ¢ una soluzione debole di (1.3),

seu € HH(Q) e Lu=w in H1(Q), ossia se per ogni f € H}(Q) risulta

/ Z a;; DjuD; f + Z biuD; f + Z ciDjuf +duf | dC" = (w, f).
Q i=1 j=1

ij=1

(1.7) Definizione Sia X uno spazio normato e sia L : X — X' un’applicazione lineare
e continua. Definiamo L* : X — X' ponendo L* = L'oJ, dove J : X — X" ¢& l’isometria

canonica e L' : X" — X' ¢ l'operatore duale di L.

Evidentemente per ogni u, f € X risulta
(L*f,u) = (L'J f,u) = (J f, Lu) = (Lu, f).

Ne segue che (L*)* = L.

(1.8) Teorema Si ha che lapplicazione lineare e continua L* : HL(Q) — H1(Q)
soddisfa

VIeH Q) L f ==Y Di [ Y auDif +cif |+ biDif +df .
=1

J=1 J=1

Dimostrazione. Per ogni u, f € H}(Q) si ha

n

(L*f,u) = (Lu, f) = / E ai; DjuD; f + E buD;f + E ciDjuf + duf ac" =
o \ & . -
i,7=1 =1 7=1
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j=1 i=1

ji=1

n

_ /Q S D, fDiu+ Zn: ¢if Diu + Zn: b;D; fu+ dfu | dc".

ij=1 i=1 j=1

La tesi discende allora dall’arbitrarieta di u. m

(1.9) Definizione La forma bilineare e continua a : H} () x H}(Q) — R definita da

a(fa u) = <Lu7 f)

st chiama forma bilineare associata all’operatore L.

2 L’alternativa di Fredholm
Sia

L:H}(Q) — H Q)
I’applicazione lineare e continua introdotta nella sezione precedente.

(2.1) Teorema Supponiamo che la forma bilineare associata all’operatore L sia coer-
citiva.
Allora Uapplicazione L ¢ biiettiva, ossia per ogni w € H~Y(Q) il problema (1.3)

ammette una ed una sola soluzione debole u.

Dimostrazione. Dal Teorema di Lax-Milgram segue che per ogni w € H () esiste uno

ed un solo u € H{ () tale che

erH(%(Q) (Lu,f)za(f,u)z(w,f),

ossia tale che Lu = w. m

(2.2) Teorema (dell’alternativa di Fredholm) Sia £"(2) < 4+o00. Valgono allora i

sequenti fatti:

(a) N (L) ha dimensione finita;
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(b) R (L) ¢ chiuso e di codimensione finita in H—*(Q);

(c) siha

(d) si ha
dim(N (L)) = codimpg-1 (R (L)) = dim(N (L*)) = codimpg—1 (R (L)) ;

in particolare, L ¢é iniettiva se e solo se L é suriettiva.

Dimostrazione. Definiamo due applicazioni J, K : H}(2) — H~1(Q) ponendo

Ju:—zn: Dl zn:aiiju +rvu,
i=1

j=1
Ku= Z D;(bju) — Z ¢;Dju— (d—v)u,
i=1 j=1

dove v & la costante di ellitticita che compare nella (1.5). Essendo £™() < o0, la
funzione costantemente uguale a v appartiene a L%(Q)
Dalle considerazioni svolte nella sezione precedente segue che J € lineare e continua,

mentre K @& lineare e compatta. Inoltre per ogni u € HZ(Q) si ha

n
I/HUH%Q < / Z aijDjuDyu + vu® | dL" = (Ju,u).
ij=1
Dal Teorema (2.1) si deduce che J ¢ biiettiva.
Dal teorema astratto dell’alternativa di Fredholm si deducono le affermazioni (a) e

(b) e che
dim(N (L)) = codimpg-1 (R (L)) , dim(N (L*)) = codimp-1 (R (L*)) .

D’altra parte, se J : H}(Q) — (H _I(Q)), rappresenta l'isometria lineare canonica, si ha

J(N (L*)) C N (L), quindi dim(N (L*)) < dim(N (L')). Ne segue
codimg—1 (R (L)) > dim(N (L)), codimg—1 (R (L*)) > dim(N (L)),

da cui l'affermazione (d).

In particolare, dim(A (L*)) = dim(N (L)) < +o0, per cui J(N (L*)) = N (L).

Proviamo che

N(LY-=*N (L) .
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In effetti, data w € H~(Q), si ha w € *N (L') se e solo se
VEeN (L)) : (§,w) =0,
il che equivale a
Yu e N (L*) : (Ju,w) =0,
ossia
Vu e N (L*): (w,u) =0,
che equivale a w € N (L*)*.
Dal teorema astratto dell’alternativa di Fredholm segue allora che
R(L)=*N (L) =N (L*)".
Infine, se u € N' (L) e w = L*f, si ha
(wyu) = (L* f,u) = (Lu, f) =0.
Ne segue NV (L) C R (L*). D’altronde, se u € R (L*), per ogni f € H}(Q) si ha

(Lu, f)y = (L*f,u) =0,
per cui Lu = 0. Risulta quindi *R (L*) CN (L). =

L’affermazione (a) del teorema precedente dice che 'applicazione L ¢ “quasi” iniet-
tiva (a meno di un sottospazio di dimensione finita), mentre l’affermazione (b) dice che
L & “quasi” suriettiva (sempre a meno di un sottospazio di dimensione finita).

Inoltre la (d) dice che “le misure dei difetti di iniettivita” di L ed L* e dei “difetti
di suriettivita” di L ed L* sono tutte coincidenti. Il termine “alternativa di Fredholm”
si riferisce proprio al fatto che o 'equazione Lu = w ha una ed una sola soluzione per
ogni w € H () o l'equazione Lu = 0 ammette almeno una soluzione non nulla. In
particolare, per dimostrare che L e biiettiva, e sufficiente dimostrare che L & iniettiva,
cosa a priori piu semplice.

Particolarmente importante € poi la relazione
R(L) = N (L*)*
contenuta nella (c). Se {eq,...,ex} & una base in N (L*) e w € H1(Q2), I'equazione

n n n
—Z D; Z ai;Dju + bju +Z ciDju+du=w
i1 j=1 j=1

ammette soluzione debole in H{ () se e solo se

(w,e1) =---=(w,ex) =0.
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3 Il principio del massimo debole

(3.1) Definizione Sia w € H~1(Q).

- Diciamo che u ¢é una sottosoluzione locale dell’equazione Lu = w, se u € I/Vllocz(Q) e
per ogni f € C(Q) con f > 0 risulta

n

/ > ayDjuDif +>  buDif + Y ¢;Djuf +duf | dL" < (w, f) .
Q

ij=1 i=1 j=1

. . . . 1,2
- Diciamo che u ¢ una soprasoluzione locale dell’equazione Lu = w, se uw € W, 7 (Q) e

loc
per ogni f € C(Q) con f > 0 risulta

/ Z aiijuDif + Z quDZf =+ Z Cijuf + duf acr > (w, f> .
Q i=1

ij=1 j=1

Tenuto conto del Corollario (1.3.6), si verifica facilmente che gli integrali che com-

paiono nella definizione precedente sono ben definiti.

(3.2) Proposizione Sia w € H=Y(Q). Valgono allora i sequenti fatti:

(a) seue VV;CZ(Q) e una sottosoluzione locale dell’equazione Lu = w, si ha

/ Z aijDjuD; f + Z biuD; f + Z ciDjuf +duf | dC™ < (w, f)
Q i=1

1,j=1 J=1

per ogni f € HE(Q) con f(x) >0 L"—q.0. in Qe f(z) =0 L"—q.0. fuori da un
compatto di €);

(b) seue VV;?(Q) ¢ una soprasoluzione locale dell’equazione Lu = w, si ha

/ > aiDjuDif > buDif + Y ¢;Djuf +duf | dL" > (w, f)

Q \ij=1 i=1 j=1

per ogni f € HE(Q) con f(z) >0 L'—q.0. in Qe f(x) =0 L"—q.0. fuori da un
compatto di 2.

Dimostrazione.
(a) Sia K un compatto in Q e sia f € H}(Q) con f(z) > 0 L"—q.0. in Qe f(z) =0
L"—q.0. in Q\ K. Dal Teorema (1.2.22) si deduce che esistono un compatto K’ C Q ed
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una successione (fy,) in C°(Q) convergente a f in H'(Q) con supt(f,) € K' e fu(x) >0

in 2. Risulta quindi

/ > aiDjuDifn+ > biuDifs + Y ¢;Djufy + dufy | dL™ < (w, fr).
2 \ij=1 i=1 j=1
D’altronde, tenuto conto del Corollario (1.3.6), si ha u € L%(K’) e Dju € L*(K'). Si
puo quindi passare al limite per h — oo, ottenendo la tesi.

(b) La dimostrazione ¢ analoga. m

2n
(3.3) Teorema Siano wy,ws € L7+2(Q) e siano ui,ug € I/Vllocz(Q) due sottosoluzioni
locali delle equazioni Lu = w1 ed Lu = wsq, rispettivamente.
Allora max{uy,us} & una sottosoluzione locale dell’equazione Lu = xy, w1 + Xu,ws,

dove

Uy={zeQ: u(x)>ux)}, Us={z€Q: ui(x) <ug(x)} .

Dimostrazione. Dal Corollario (1.2.15) si deduce facilmente che max{ui,us} € I/Vllocz(Q)
Sia f € C°(Q) con f > 0. Per ogni h > 1 sia ¥4 : R — R una funzione di classe C*°
tale che Up(s) = 0 per s <0, ¥p(s) =1 per s > 1/h e 0 < V) (s)s < 2 per ogni s € R.

Per ogni s € R risulta allora

lifILn 19}1(8) = X]O,-i—oo[(s) ) li}ILn ﬁlh(s) =0.
Dai Teoremi (1.2.7), (1.2.8) e (1.2.23) si deduce che ¥, (uy—ua) f € H} (), I (u1—uz) f >
0 L"—q.0. in Q e Vp(u1 —u2)f =0 L"—q.o. fuori da supt(f). Per la Proposizione (3.2)
si ha allora

(34) /Q (Z aiijulDi(ﬁh(ul — U2)f) + Z biulDi(ﬂh(ul — Ug)f)—{—

i,j=1 i=1
+> i Djuy g (ug — ua) f + duay(ug — m)f) L < / Op(ur — ug) fwy dL™ .
=1 @

In modo simile si verifica che anche (1 — ¥4 (u; — uz2))f € un test ammissibile, per cui

(3.5) /Q (Z aijDjua Di((1 — Op(u1 — u2))f) + Z biug Di((1 — Ip(ur — u2)) f)+

i,j=1 i=1

—1—2 CijUQ (1 — ﬁh(ul — ’LLQ))f + dUQ(l — ﬁh(ul — UQ))f> dL" <

J=1

g/(l—ﬂh(ul—ug))fwgdﬁn.
Q
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D’altronde, tenuto conto dell’ipotesi di uniforme ellitticita, risulta

(3.6) /Q (an a3 D1 DO (1 — ) f)) dcn+

,j=1

/Q <”Zn:1 a;;DjusD;i((1 — 9p(uqg — U2))f)> AL —

- /Q (Z aij (O (u1 — ug) Djuy + (1 — Iy (u1 — ug))Djug) Di f+

1,j=1

—H%l(ul — UQ)f Z aiij(ul — 'U/Q)DZ'(Ul — ’u,2)> ac™ >
ij=1

= /Q <Z Qi (ﬂh(ul - u2)DjU1 + (1 — ﬂh(ul — UQ))DjUQ)Dif> ac™ .

ij=1
Sommando la (3.4) con la (3.5) e tenendo conto della (3.6), si ottiene

n

/Q <Z Qjj (ﬁh(ul — UQ)Dle + (1 — 19h(u1 — UQ))DjUQ)Dif+

ij=1
+ Z bi (Vn(ur — uz)ur + (1 — In(ur — ug))uz) Dif+

=1

+ 19'h(u1 — ug)(ul — UQ> Z blsz(’U,l — U2)+
i=1

+ Cj (ﬁh(ul — UQ)Djul + (1 - ﬁh(ul - UQ))DjUQ)f“F

-

1

J

+ d(ﬁh(ul — u2)u1 + (1 — ﬁh(ul - UQ))UQ)f> d[,n S
< / f(ﬁh(ul — U,Q)wl + (1 — ﬂh(ul — UQ))U)Q) dc" .
Q

Passando al limite per h — oo ed applicando il Teorema della convergenza dominata, si
ottiene

n

/Q (Z aij (xv, Djur + xu, Dju2) Ds f + Z bi (xv,u1 + Xvpu2) D f+
ij=1 i1

n
+ Z Cj (XUle’u,l + XUQDjUQ)f + d(xylul + XU2u2>f> dL™ <
j=1

< /Q f(xty w1 + xv,wa) dL™ .

Tenuto conto del Corollario (1.2.15), risulta Dj(max{ui,us}) = xv, Dju1 + xv,Djug e

max{ui, ug} = xr,u1 + xuv,u2, da cui la tesi. m
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(3.7) Definizione Sia u € W' ?(Q). Poniamo

loc

esssupu =inf {t eR: (u—1)* € Hj(Q)},
o0

se l'insieme a secondo membro non & vuoto, altrimenti poniamo esssup u = —+00.

o0
Similmente poniamo
essinf u =sup{t e R: (u—t)~ € H(Q
s p{teR: (u-1) € HI()},
se l'insieme a secondo membro non € vuoto, altrimenti poniamo esg(iznf U = —00.

(3.8) Osservazione Sia 7 € R. Se 7 > esssup u, si ha (u — 7)7 € HE(Q). Se
o

T < esggi)nf u, si ha (u—71)" € H}(Q).
Dimostrazione. Sia t < 7 tale che (u —t)* € H}(Q). Se definiamo g : R — R ponendo
g(s) = (s — (1 —t))*, risulta

(w—")"=g((u-1)").

La prima affermazione discende allora dal Corollario (1.2.28).

La seconda affermazione si dimostra in modo simile. m

(3.9) Osservazione Se Q # 0, per ogni u € W22(Q) si ha

loc

essinf u < essinf u < esssup u < esssup u.
Q oN a0 Q
Dimostrazione. Se t € R con t > esssup u, si ha u(z) <t per L"—q.0. = € (Q, ossia
Q
(u(z) —t)T = 0 per L"—q.0. x € Q. In particolare, ne segue (u —t)* € H}(Q), per cui

t > esssup u. Dall’arbitrarieta di ¢ si deduce che
o0

esssup u < esssup u.
o0 Q

In modo simile si prova che

essinf u < essinf w.
Q oN

Sia infine, per assurdo,

esssup u < essinf u
90 o0
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e siano

esssup u < a < b < essinf u.
a0 o0

Risulta allora (u — a)™, (u — b)™ € HE(Q) per 'Osservazione (3.8). Analogamente, si
ha anche (u —a)~, (u — b)~ € H(Q), per cui (u — a), (u —b) € H}(Q). Allora anche
(b—a) € HY(Q) con b—a > 0, da cui L*(2) < +o0. Dalla Disuguaglianza di Poincaré,
segue che ||b — all2 = 0, il che & possibile solo se © = {). Risulta un assurdo, da cui la

tesi. m

(3.10) Lemma Supponiamo che si abbia
VfeCr(Q): f>0 = / (derZ biDif> ac" > 0.
@ i=1

Se u € HY() ¢ una sottosoluzione locale dell’equazione Lu = 0, risulta u(z) < 0

L—q.0. in €.

Dimostrazione. Poniamo t = esssup u e supponiamo per assurdo che risulti ¢ > 0
(eventualmente anche ¢ = +00). Sia (f;) una successione in [0, [ crescente a t. Poiché

per ogni f € C°(Q2) con f > 0 si ha

—/ <Z bitkDierdtkf) dcr <o,
Q

i=1
risulta che —t; € una sottosoluzione locale di Lu = 0. Ne segue che u — t; € una

sottosoluzione locale di Lu = 0. Poiché 0 & una sottosoluzione locale di Lu = 0, dal

Teorema (3.3) si deduce che
up = (u —t)" = max {u —t, 0}

¢ una sottosoluzione locale di Lu = 0. Poiché 0 < t; < t, tenuto conto del Corolla-
rio (1.2.28) risulta up € H}(2) \ {0}. In particolare, per il Teorema di Sobolev si ha
|| Dug||2 > 0.

Sia ora (f},) una successione in C2°(Q) convergente ad u; in H'($2). Tenuto conto

della Proposizione (3.2), si ha

n

/Q > aiDyuDifit + Y b Difyt + > ¢ Djufi + dug fi7 | dL™ < 0.
ij=1 i=1 j=1
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D’altronde per il Teorema (1.2.29) si ha che anche (f;") ¢ convergente ad uy, in H(Q).

Passando al limite per h — oo, si ottiene
n n n
/ Z aiijukDiuk + Z biupDijuy, + Z chjukuk + dui dL™ <0.
2 \ij=1 =1 =1
J i J

In modo simile si prova che

/Q (dui +2) biukDiuk> et = /Q (duz +) biD,»(ui)> et > 0.

i=1 =1

Ne segue

/ Z a;jDjupD; uk+z ; — b)ugDijuy | dL™ <
€ \ij=t
< - / (duﬁ +2)° biukDiuk> dc" < 0.
Q

=1

Posto

risulta vy, € H}(Q), ||[Duglla=1e

/ ZaUkaka—i—Z i — bi) v Divg | AL < 0.
Q

3,j=1

Inoltre dal Teorema (1.2.14) segue che

Djvy, = TDur]p X QtaboeD Dju

Se z € Qe u(x) <t,si ha Djvg(zr) = 0 definitivamente per k — co. Se invece u(z) = t,
si ha D;jvg(z) = Dju(x) = 0 L"—q.o. per il Teorema (1.2.13). Risulta quindi

h,ﬁn Djvi(x) =0 per L"—q.0. x € Q.

Inoltre, per il Lemma (1.4.4), a meno di una sottosuccessione si ha che ((¢; — b;)vg) €

convergente in L?(2) a qualche z. Poiché

/ zDj;vp dﬁn’ +
Q

< ’/ 2D dL™
Q

<

/ (CZ' — bi)’UkDZ"Uk dﬁn
Q

/ ((ei = bi)vg — z)Dijv dL™| <
Q

+ [[(ei = bi)vk — z||2[| Divg |2,
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dal Teorema (1.1.2) si deduce che

111?1 / (Z (¢; — bi)kaivk> dc™ =0.
& \i=1

Tenuto conto dell’ipotesi di uniforme ellitticita, ne segue

n n
v = v limsup / (Z |Divk|2> dL™ < limsup / Z a;jDjvp Dy | dL™ <0,
Q k Q

k i—1 i =1

il che & assurdo. m

(3.11) Teorema (Principio del massimo debole I) Supponiamo che si abbia
VifeCr(Q): f>0 = / (df+ZbiDif> ac" >o0.
@ i=1

Sia u € I/Vlif(Q) una sottosoluzione locale dell’equazione Lu = 0.
Allora si ha

esssup v < max {esssup U, 0} .
Q oN

Dimostrazione. Poniamo

t = max {esssup U, O} .
o0

Se t = 400, l'affermazione ¢ evidente. Altrimenti sia (f;) una successione in R stretta-
mente decrescente a t. Tenuto conto dell’Osservazione (3.8), si ha ¢, > 0e (u—t;)" €

H} (). Come in precedenza, si verifica che

(u —tp)t = max {u —t;, 0}

¢ una sottosoluzione locale di Lu = 0. Dal Lemma (3.10) segue che (u — t;)"(z) < 0
L"—q.o0. in Q, ossia u(z) <t L"—q.0. in .
Poiché

{xeQ: ulx) >t} = U {z e Q: u(x) >t} ,
keN
ne segue la tesi. m

(3.12) Teorema (Principio del massimo debole II) Supponiamo che si abbia

Ve CX(Q): /Q<df+ZbiDif> dcr =0.
=1
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Sia u € T/VZIOCQ(Q) una sottosoluzione locale dell’equazione Lu = 0.
Allora si ha

esssup u = esssup u.
Q o0

Dimostrazione. Si puo anzitutto ripercorrere la dimostrazione precedente, avendo posto

t =esssup u.
o0

In questo caso, si ha che —t; € una sottosoluzione locale di Lu = 0, indipendentemente

dal segno di . Il resto dell’argomento € analogo e consente di provare che

esssup u < esssup u .
Q o0

Ne segue la tesi. m

(3.13) Corollario Supponiamo che si abbia
VfeC®(): f>0 = / (df+z biD,-f> ac" > 0.
Q i=1

Sia w € LH%(Q), sia u € Wllocg(Q) una sottosoluzione locale di Lu = w e sia
M =inf {t € [0,400] : w(z) <0 L"—q.0. inu *(Jt,+00[)} .

Allora si ha

esssup v < max {esssup u, M} .
Q oN

Dimostrazione. Se

max {esssup Uu, M} = +oo,
o0

I'affermazione ¢ evidente. Altrimenti, sia t € R con

t> max{esssup U, M} .
o0

Risulta anzitutto w(x) < 0 £L"—q.o. in u~!(Jt, +o0[). Inoltre, posto v = (u —t)T, si ha
v E H&(Q), quindi esssup v < 0. Come in precedenza, risulta che —t ¢ una sottosoluzione
locale di Lu = 0. Ne segue che u — t ¢ una sottosoluzione locale di Lu = w. Poiché 0 e

una sottosoluzione locale di Lu = 0, dal Teorema (3.3) si deduce che

v=(u—t)" =max{u—t,0}
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¢ una sottosoluzione locale di Lu = Xy,~1(j¢,o00[) w- Poiché per ogni f € C2°(Q) con f >0

risulta
/Q FXu=1(t, 400 wdL™ <0,

si ha che v & anche una sottosoluzione locale di Lu = 0. Per il Principio del massimo de-
bole si deduce che esssup v < 0, ossia che esssup v < t. La tesi discende dall’arbitrarieta

) Q
dit. m

4 Regolarita delle soluzioni deboli

(4.1) Definizione Siano p € [1,00] e k > 2. Poniamo ricorsivamente

WhP(Q) = {u e WLP(Q): Diu,...,Dyu € Wﬁ*l’P(Q)} .

loc loc oc

Se ji,...,jk € {1,...,n}, per ogni u € Wl]f)f(Q) poniamo anche

k k-1 ,
Dj,.ju=D; " (Dju) .

Di conseguenza, se a € N e |a| < k, risulta definita D*u € L}, ().
(4.2) Definizione Siano p € [1,00] e k > 2. Poniamo

WkP(Q) := {u € W/ZIZCP(Q) : D € LP(Q) per ogni a € N con |a < k‘} .
Poniamo anche H*(Q) := Wk2(Q).

(4.3) Definizione Sia u € L} (R™). Per ogni j = 1,...,n e per ogni t € R\ {0}

loc

definiamo Du € Lj,.(R"™) ponendo

loc

u(z + tej) — u(x) '

Dﬁu(az) = "

(4.4) Teorema Sia p €]1,00] e sia u € LP(R™). Allora sono fatti equivalenti:
(a) ue€ WHP(R");

(b) per ogni j=1,...,n si ha
sup ||D§-u||p < +00.
40
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Inoltre in tal caso risulta

sup || Djull, = | Djull, -
40

Dimostrazione.
(a) = (b). Consideriamo prima il caso particolare in cui u € C1(R") N W1P(R") e
n=1.Sep<oo,seRet>0,siha

w0l < [ Wl <= ([ o)’

quindi

s+t
fu(s + £) — u(s)|P < [HP! / Wl ()P dr

Integrando su tutto R in ds ed applicando il Teorema di Fubini-Tonelli, si ottiene

|t|p_1/</:+t |u’(7’)]pd7'> ds =
_ |t|p1/(/:t |u’(7’)]pds> dr =

= / ! (7)|P dr

IN

/ (s + ) — u(s)|P ds

Si perviene alla stessa conclusione se ¢ < 0, per cui
(4.5) 1£0,1<p< 00 = | Dlull, < [l/]l,.

Se p = o0, si ha che v’ & limitata, per cui u & lipschitziana di costante ||u||. Ne segue
che la (4.5) & vera anche per p = co.
Sia ora u € CHR™)NWP(R™) conn > 2. Se p < o0, si deduce dal passo precedente

che per ogni j =1,...,n si ha

[ 1o+ te)) — u(@)day < e [ |Dju@)p da

Integrando nelle rimanenti (n — 1) variabili, si ottiene

/|u(x+tej)—u(x)\deg t]p/]Dju(m)]pdx,

quindi

t#0,1<p<oo = |[Djullp < | Djul,.

Il caso p = oo puo essere trattato in modo simile.
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Sia infine u € W1P(R"). Per ogni h > 1 poniamo u;, = Rpu. A meno di una
sottosuccessione, risulta up € C*(R™) N LP(R"), [Jun|lp < ||ullp ed up, — uw L*—q.0. in

R™. Inoltre per ogni x € R" si ha
Djuh(l') = Rh(Dju) .

Pertanto up, € C°(R™) N WLP(R™) e || Djup|, < || Djullp.

Se p < oo, per il passo precedente si ha
/ un(z + te;) — un ()P da < |t]? / |Dyun(a)]? dz < [t]? / |Dyu(e)P dz
Dal Lemma di Fatou si deduce che
/ (e + te;) — u(@)P de < ¢ / Dyu(e)P dz,

per cui

sup || Djully < || Djullp < +o0.
t£0
Nel caso p = oo si ha per £L"—q.0. x € R"
[un(@ + tej) — un(@)| < [t] [ Djunllco < [t][[Djullso -
Passando al limite puntualmente £™—q.0., si ottiene
lu(x +tej) —u(z)] < [t | Djullos per L"—q.0. z € R",

da cui la stessa tesi anche nel caso p = co.
(b)) = (a). Sia vjy, = Djl-/hu. Per I'ipotesi (b) (vj,) € limitata in LP(R™). Per il

Teorema (1.1.1) esistono quindi una sottosuccessione (vjp, ) e v; € LP(R™) tali che

Vf e LY (R : hm/f 2)vjp, () dL™ (x /f 2)vj(x) dL™(x) .

Se f € C(R™), si ha allora

[1@un@ace) = ([ 1 (o= e ) uwac @ [ faua i ) -
- —/hk <f(:c)—f<:v—hlkej)>u(x)d£”($).

Passando al limite per &k — o0, si ottiene

/f ©)v;(x) dL" (x /Df z)dL"(z),
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per cui u € WHP(R™) e D;ju = vj. Risulta infine
IDjully < liminf f[v;p, |l < sup [|Djul,,
k t£0

da cui la tesi. m

(4.6) Teorema Siano Q =R", a;j,b; € WH°(R"), ¢j,d € L®(R"), w € L*(R") e sia
u € HY(R™) una soluzione debole di (1.3).
Allora Dju € HY(R™), ossia u € H*(R™).

Dimostrazione. Risulta
n n
Z D;(bju) — Z ¢jDju — du € L*(R™).
i=1 j=1

Allora, a meno di sostituire w con
n n
w=w+ Z Dl(bzu) — Z Ciju —du,
i=1 j=1

possiamo limitarci al caso b; = ¢; = d = 0.
Sianov € HY(R"), k =1,...,net # 0. Posto f(z) = v(z—tey), risulta f € H'(R").
Si ha quindi

n

Z a;j(x)Dju(x)Div(x — teg) dL™ (x) = / w(z)v(x — teg) dL™(x),

ij=1
da cui, con un cambiamento di variabile, si ottiene

n

Z aij(x + teg)Dju(x + teg)Dijv(x) dL" (x) = / w(z)v(r — teg) dL™(z) .
ij=1

Ne segue

Z (aij(z + teg)Dju(x + tey) — aij(x)Dju(z)) Div(x) dL™ (x) =
ij=1

= / w(z) (v(r — teg) —v(x)) dL™(x),

quindi

> iz + teg) (Dju( + teg) — Dyu(x)) Div(x) dL™(x) =
i,j=1

= / w(z) (v(z — teg) —v(x)) dL™(x)+
- / Z (aij(x + teg) — aij(x)) Dju(x)Dyv(x) dL" (x) .

1,j=1
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Dividendo membro a membro per ¢, si ottiene

n

|32 aite+ te) DD (@) Div(a) dL™(2) =

i,j=1
:—/w(aj)Dk ) dL"(x / Z Djaij(w) Dju(z) Dyv(x) dL"(x) .
t,j=1

Scegliamo v = Dju ed osserviamo che D;(D}u) = D% (D;u). Tenuto conto dell’ipotesi di

uniforme ellitticita, si ha

v / S DD ()2 dL7 () <
=1

< / ’Zl aij(x + tej) Dl (Dju)(x) Dy (Dsu) (z)dL™ (x) =
1,J=

= —/ w(z) Dy (Dju)(z) dL™ (z)+
= [ '3 Diay(@)Djua) DD} @) L (a).
ij=1
Tenuto conto del Teorema (4.4), ne segue
v Y IIDL(Diw)| < Jwllz |1 D (Diu)lle + ) [1Dkaijllo | Djulla | Di(Diu) 2 <
i=1 ij=1

n
< |lwll2 | Dr(Du)ll2 + > 1Draijlloo || Djullz || Dy (Dsu)|2 =
ij=1

= Jwll2 [I1DL(Dxw)ll2 + 3 [ Drasjll |1 Djullz2 || DE(Diu)l2 <

i,7=1
1 % 1
n 2
< Jlwll2 (Z 1Dy (Diu Hg) Z 1Draijll3 | [1Dull2 (Z HDZ(DW)H%> :
=1 i,7=1 =1

quindi

N

1
n 2 n
v (Z HDZ(DM)H%> <Jwla+ | Y- IDrail3 | 1Dulz-
i=1 i,j=1
In particolare si ha

NI

n
Vik=1,...,n,Yt#0: v|Dp(Diu)|2 < [lwllz + | > [Dragil% | [IDul2.
i,j=1

Dal Teorema (4.4) si deduce che D;u € H'(R"), ossia che u € H*(R"). m
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(4.7) Teorema (di regolarita all’interno) Siano a;;,b; € Wlicoo(Q), cj,d € Ly (),

we L (Q) e siau e HY () una soluzione debole di (1.3).
Allora si ha v € W2 (Q), a;jDju, bju € Wh(Q) e

loc loc

n n n
- Z D; Z ai;Dju+ byu | + Z c;Dju+du=w L"—q.0. in Q.
' j=1 j=1

Dimostrazione. Anche in questo caso ¢ sufficiente trattare il caso b; = ¢; = d = 0.

Poniamo f = Jv con v € C°(R") e ¥ € C°(R2). Poiché

Dz(ﬁv) =9vD;v+vD;¥,

si ha
/ Z Ya;jDjuDvdL" —/ Jw — Z a;jDjuD9 | vdL",
i,j=1 i,j=1
quindi
/ Z a;jDj(Yu)Djv dL" =

,j=1

n

—/ Jw — Z aiijuDiﬁ Udﬁn-i-/ Z uaiijﬁDivdE".
Q

i,j=1 @i j=1

Poiché # € C°(Q), si ha a;; D9 € Wh(Q) ed ua;; D9 € Wy(Q). Ne segue

/ Z a;jDj(Yu)Div dL" —/ Jw — Z aijDjuD;9 — Z D; (ua;jD;9) | vdL".

,j=1 Q i,j=1 i,j=1
Sia ora 1 € C°(Q2) con 0 < <1su Qe =1susupt(d). Poniamo

ais () = v(1 —(x))6i; + (x)asj(x) sex e,
AT voij sex € R"\ Q,

n n
Jw — Z aiijuDﬂ? — Z D; (uaiijﬁ) se T € Q,
4,j=1 t,j=1
0 sex € R"\ Q,
{ Yu sex €€,

u(r) =
0 sexeR"\Q.
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Allora risulta a;; € WH(R"), @ € L*(R") ed @ € H'(R™) con

n
Vo € CX(R") : / > DD dL" = / wodL"
ij=1
Per continuita la relazione & vera per ogni v € H'(R"). Inoltre gli a;; verificano la
condizione di uniforme ellitticita su tutto R™. Dal Teorema (4.6) si deduce che D;u €
H'(R"), in particolare D;(Yu) € H'(Q). Per I'arbitrarieta di 9, ne segue Dju € VV;’CQ(Q),
ossia u € W22(9).

loc

Pertanto si ha a;;Dju € Wh2(Q) e

loc

VfeC®(Q): —/QZ Di | Y ai;Dju fdﬁ":/ﬂwfdﬁn,
i=1 j=1

da cui la tesi. m
Concludiamo enunciando senza dimostrazione un ulteriore risultato di regolarita.

(4.8) Teorema Supponiamo che Q0 sia un aperto limitato con 92 di classe C™ e che
aij, bi, ¢j, d e w siano la restrizione ad Q di funzioni in C*°(R™). Sia infine u € H} ()
una soluzione debole di (1.3).

Allora u é la restrizione ad Q di una funzione u € C*°(R™) e si ha

n n n
*Z D, Zaiijﬂ+bifL +Z c¢;Dji+dau=w in§Q,
i=1 =1 =

=0 su 0.



Elenco dei simboli

5

(1)2 5
Wet(@) 9

Dju 9

We(©@) 10
WP RY) 10

C

wtr(Q) 22
HY(Q) 22
Iy 22
([ 22
[Dull, 22
WoP(Q) 24
Hi(Q) 24
p* 33

g 35
COe(E) 37

H7YQ) 38

e 38

Lx 50

esssup u 57
o0

essinf u 57
o0

ki
Wlocp(Q) 62
k
Djl"'jku 62
WkP(Q) 62

69



Indice analitico

derivata nel senso delle distribuzioni 9

forma bilineare associata 51

funzione hoélderiana 37
rappresentante regolare 38

soluzione debole 50
soprasoluzione locale 54

sottosoluzione locale 54

70



