
UNIVERSITÀ CATTOLICA DEL SACRO CUORE
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Capitolo 1

Spazi di Sobolev

1 Alcuni complementi sugli spazi Lp

Nel seguito, per ogni p ∈ [1,∞], la norma canonica di Lp verrà denotata con ‖ ‖p, mentre

il prodotto scalare canonico di L2 verrà denotato con ( | )2.

(1.1) Teorema Sia E un sottoinsieme Ln−misurabile di Rn e sia 1 < p ≤ ∞.

Allora per ogni successione (uh) limitata in Lp(E) esistono u ∈ Lp(E) ed una

sottosuccessione (uhk
) tali che

∀f ∈ Lp′(E) : lim
k

∫
E
fuhk

dLn =
∫

E
fu dLn ,

‖u‖p ≤ lim inf
h

‖uh‖p .

Dimostrazione. Trattiamo soltanto il caso p = 2. A meno di passare ad una prima

sottosuccessione che denotiamo ancora con (uh), possiamo supporre che esista

lim
h
‖uh‖2 = lim inf

h
‖uh‖2 .

Sia {fj : j ∈ N} un sottoinsieme numerabile denso in L2(E). Poiché∣∣∣∣∫
E
uhf0 dLn

∣∣∣∣ ≤ ‖uh‖2‖f0‖2 ,

si ha che (∫
E
uhf0 dLn

)
è una successione limitata in R. Sia ν0 : N → N strettamente crescente tale che(∫

E
uν0(h)f0 dLn

)
sia convergente in R.
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6 CAPITOLO 1. SPAZI DI SOBOLEV

Poiché ∣∣∣∣∫
E
uν0(h)f1 dLn

∣∣∣∣ ≤ ‖uν0(h)‖2‖f1‖2 ,

si ha che anche (∫
E
uν0(h)f1 dLn

)
è una successione limitata in R. Sia η : N → N strettamente crescente tale che(∫

E
uν0(η(h))f1 dLn

)
sia convergente in R. Allora, posto ν1 = ν0 ◦ η, si ha che ν1 : N → N è strettamente

crescente ed (uν1(h)) è una sottosuccessione di (uν0(h)). Procedendo ricorsivamente, si

costruisce una successione (νj) di funzioni strettamente crescenti da N in N tali che(∫
E
uνj(h)fj dLn

)
h∈N

sia convergente in R e tali che (uνj+1(h)) sia una sottosuccessione di (uνj(h)). Se poniamo

ν(h) = νh(h), risulta che ν : N → N è strettamente crescente e, per ogni j ∈ N, risulta

∀h ≥ j : ν(h) = νj(ηj(h))

per una certa ηj : N → N strettamente crescente. Ne segue che(∫
E
uν(h)fj dLn

)
è convergente in R per ogni j ∈ N.

Se f ∈ L2(E) ed ε > 0, sia fj tale che(
sup

h
‖uh‖2

)
‖f − fj‖2 <

ε

4
.

Sia poi h ∈ N tale che ∣∣∣∣∫
E

(
uν(h) − uν(k)

)
fj dLn

∣∣∣∣ < ε

2

per ogni h, k ≥ h. Allora per ogni h, k ≥ h risulta∣∣∣∣∫
E

(
uν(h) − uν(k)

)
f dLn

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∫

E

(
uν(h) − uν(k)

)
fj dLn

∣∣∣∣+
+
∣∣∣∣∫

E

(
uν(h) − uν(k)

)
(f − fj) dLn

∣∣∣∣ ≤
≤

∣∣∣∣∫
E

(
uν(h) − uν(k)

)
fj dLn

∣∣∣∣+
+
∥∥uν(h) − uν(k)

∥∥
2
‖f − fj‖2 ≤

≤
∣∣∣∣∫

E

(
uν(h) − uν(k)

)
fj dLn

∣∣∣∣+
+
(∥∥uν(h)

∥∥
2
+
∥∥uν(k)

∥∥
2

)
‖f − fj‖2 < ε ,
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per cui (∫
E
uν(h)f dLn

)
è di Cauchy, quindi convergente in R.

Se definiamo ϕh ∈
(
L2(E)

)′ ponendo

∀f ∈ L2(E) : 〈ϕh, f〉 =
∫

E
fuh dLn ,

si ha che (〈ϕν(h), f〉) è convergente in R per ogni f ∈ L2(E). Da un corollario del

Teorema di Banach-Steinhaus segue che esiste ϕ ∈
(
L2(E)

)′ tale che

∀f ∈ L2(E) : lim
h
〈ϕν(h), f〉 = 〈ϕ, f〉 .

Dal Teorema di F. Riesz segue che esiste u ∈ L2(E) tale che

∀f ∈ L2(E) : 〈ϕ, f〉 =
∫

E
fu dLn .

Pertanto risulta

∀f ∈ L2(E) : lim
h

∫
E
fuν(h) dLn =

∫
E
fu dLn .

Inoltre per ogni f ∈ L2(E) con ‖f‖2 ≤ 1 si ha

|〈ϕ, f〉| = lim
h
|〈ϕν(h), f〉| ≤ lim

h
‖ϕν(h)‖‖f‖2 ≤ lim

h
‖ϕν(h)‖ .

Ne segue

‖ϕ‖ ≤ lim
h
‖ϕν(h)‖ ,

ossia

‖u‖2 ≤ lim
h
‖uν(h)‖2 = lim inf

h
‖uh‖2

e la dimostrazione è completa.

(1.2) Teorema Sia E un sottoinsieme Ln−misurabile di Rn e siano p ∈]1,∞], q ∈

[1, p[, r ∈ [1,∞[ tali che
1
r

+
1
p

=
1
q
.

Sia a ∈ Lr(E) e sia (uh) una successione limitata in Lp(E) e convergente Ln−q.o. ad u.

Allora u ∈ Lp(E) e risulta

lim
h
‖auh − au‖q = 0 .
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Dimostrazione. Il caso p = ∞, quindi r = q, può essere trattato facilmente con il

Teorema della convergenza dominata.

Sia 1 < p <∞. Per il Lemma di Fatou, risulta∫
E
|u|p dLn ≤ lim inf

h

∫
E
|uh|p dLn < +∞ ,

da cui u ∈ Lp(E). Inoltre dalla Disuguaglianza di Hölder segue che auh, au ∈ Lq(E).

D’altronde, per ogni ε > 0, si ha

|auh − au|q ≤ 2q−1 |auh|q + 2q−1 |au|q =

= 2q−1 |ε−1 a ε uh|q + 2q−1 |au|q ≤

≤ 2q−1 q

r
ε−r |a|r + 2q−1 q

p
εp |uh|p + 2q−1 |au|q .

Applicando il Lemma di Fatou alla successione

2q−1 q

r
ε−r |a|r + 2q−1 q

p
εp |uh|p + 2q−1 |au|q − |auh − au|q ,

si ottiene

2q−1 q

r
ε−r

∫
E
|a|r dx+ 2q−1 q

p
εp
∫

E
|uh|p dx+ 2q−1

∫
E
|au|q dx ≤

≤ lim inf
h

∫
E

[
2q−1 q

r
ε−r |a|r + 2q−1 q

p
εp |uh|p + 2q−1 |au|q − |auh − au|q

]
dx ≤

≤
∫

E

[
2q−1 q

r
ε−r |a|r + 2q−1 |au|q

]
dx+ 2q−1 q

p
εp sup

h∈N

∫
E
|uh|p dx+

− lim sup
h

∫
E
|auh − au|q dx ,

da cui

lim sup
h

∫
E
|auh − au|q dx ≤ 2q−1 q

p
εp
(

sup
h∈N

∫
E
|uh|p dx

)
.

Per l’arbitrarietà di ε, si conclude che

lim
h

∫
E
|auh − au|q dx = 0 ,

da cui la tesi.

(1.3) Corollario Sia E un sottoinsieme Ln−misurabile di Rn con Ln(E) < +∞, sia

p ∈]1,∞] e sia (uh) una successione limitata in Lp(E) e convergente Ln−q.o. ad u.

Allora u ∈ Lp(E) e ‖uh − u‖q → 0 per ogni q ∈ [1, p[.
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Dimostrazione. Si tratta del caso particolare del Teorema (1.2) in cui a(x) = 1.

Chiaramente esiste r ∈ [1,∞[ tale che

1
r

+
1
p

=
1
q

e risulta a ∈ Lr(E), perché Ln(E) < +∞.

2 Prime proprietà degli spazi di Sobolev

Nel seguito di questo capitolo, Ω denoterà un aperto in Rn.

(2.1) Definizione Denotiamo con W 1,1
loc (Ω) l’insieme delle u ∈ L1

loc(Ω) per cui esistono

w1, . . . , wn ∈ L1
loc(Ω) tali che

∀j = 1, . . . , n, ∀f ∈ C∞
c (Ω) : −

∫
Ω
Djf u dLn =

∫
Ω
fwj dLn .

Per ogni u ∈ C1(Ω) si ha (col solito abuso di notazione) u ∈ L1
loc(Ω) eDju ∈ L1

loc(Ω).

Dalla formula di Gauss-Green si deduce che u ∈W 1,1
loc (Ω) con wj = Dju. Risulta quindi

C1(Ω) ⊆W 1,1
loc (Ω) ⊆ L1

loc(Ω) .

Se u ∈W 1,1
loc (Ω) e ŵ1, . . . , ŵn, w̃1, . . . , w̃n ∈ L1

loc(Ω) sono tali che

∀f ∈ C∞
c (Ω) : −

∫
Ω
Djf u dLn =

∫
Ω
fŵj dLn ,

∀f ∈ C∞
c (Ω) : −

∫
Ω
Djf u dLn =

∫
Ω
fw̃j dLn ,

risulta

∀f ∈ C∞
c (Ω) :

∫
Ω
f (ŵj − w̃j) dLn = 0 .

Ne segue ŵj(x) = w̃j(x) per Ln−q.o. x ∈ Ω, ossia ŵj = w̃j in L1
loc(Ω).

Le funzioni wj sono quindi univocamente determinate come elementi di L1
loc(Ω).

Esse si denotano col simbolo Dju e si chiamano derivate parziali di u nel senso delle

distribuzioni. Se u ∈ C1(Ω), la notazione introdotta è consistente con quella classica.

(2.2) Teorema Sia (%h) una successione regolarizzante in C∞
c (Rn) e sia u ∈W 1,1

loc (Rn).

Allora per ogni j = 1, . . . , n si ha

Dj (Rhu) = Rh(Dju) .
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Dimostrazione. Per definizione di derivata distribuzionale, risulta

Dj (Rhu) (x) =
∫

u(y) (Dj%h) (x− y) dLn(y) = −
∫

u(y)Dyj (%h(x− y)) dLn(y) =

=
∫

Dju(y)%h(x− y) dLn(y) = Rh(Dju)(x) ,

da cui la tesi.

(2.3) Definizione Per ogni p ∈ [1,∞] poniamo

W 1,p
loc (Ω) :=

{
u ∈W 1,1

loc (Ω) : u,D1u, . . . ,Dnu ∈ Lp
loc(Ω)

}
.

Più in generale, poniamo W 1,p
loc (Ω; RN ) :=

(
W 1,p

loc (Ω)
)N

.

Si verifica facilmente che W 1,p
loc (Ω) è un sottospazio vettoriale di Lp

loc(Ω) e che per

ogni j = 1, . . . , n l’applicazione

W 1,p
loc (Ω) → Lp

loc(Ω)

u 7−→ Dju

è lineare. Inoltre 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞ implica W 1,q
loc (Ω) ⊆W 1,p

loc (Ω).

(2.4) Lemma Sia u ∈W 1,1
loc (Ω) tale che u ∈ Lp0

loc(Ω), D1u ∈ Lp1

loc(Ω), . . . , Dnu ∈ Lpn

loc(Ω)

con p0, . . . , pn ∈ [1,∞[.

Allora per ogni compatto K ⊆ Ω, per ogni ε > 0 e per ogni r > 0 tale che

{x ∈ Rn : d(x,K) ≤ r} ⊆ Ω

esiste v ∈ C∞
c (Ω) tale che

‖v − u‖Lp0 (K) < ε ,

∀j = 1, . . . , n : ‖Djv −Dju‖Lpj (K) < ε ,

∀x ∈ K : |v(x)| ≤ ess sup
B(x,r)

|u| ,

∀j = 1, . . . , n, ∀x ∈ K : |Djv(x)| ≤ ess sup
B(x,r)

|Dju| .

Dimostrazione. Sia

K ′ = {x ∈ Rn : d(x,K) ≤ r} ,

sia ψ ∈ C∞
c (Ω) tale che ψ(x) = 1 su K ′ e siano

w0(x) =

{
ψ(x)u(x) se x ∈ Ω ,

0 se x ∈ Rn \ Ω ,
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wj(x) =

{
ψ(x)Dju(x) se x ∈ Ω ,

0 se x ∈ Rn \ Ω .

Sia h ≥ 1 tale che 1/h < r e{
x ∈ Rn : d(x, supt(ψ)) ≤ 1

h

}
⊆ Ω ,

sia (%h) una successione regolarizzante in C∞
c (Rn) e sia uh = Rhw0. Come è noto, si ha

uh ∈ C∞
c (Ω) e

∀x ∈ K : |uh(x)| ≤ ess sup
B(x,r)

|u| .

Infine, dal momento che w0 ∈ Lp0(Rn), risulta

lim
h
uh = w0

in Lp0(Rn). Ne segue

lim
h
uh = u

in Lp0(K), quindi

‖uh − u‖Lp0 (K) < ε

per h sufficientemente grande.

D’altronde per ogni x ∈ K risulta

Djuh(x) =
∫

Ω
ψ(y)u(y)(Dj%h)(x− y) dLn(y) = −

∫
Ω
u(y)Dyj {%h(x− y)} dLn(y) =

=
∫

Ω
Dju(y)%h(x− y) dLn(y) =

∫
wj(y)%h(x− y) dLn(y) .

Allora con analogo ragionamento si dimostra che

∀x ∈ K : |Djuh(x)| ≤ ess sup
B(x,r)

|Dju| ,

‖Djuh −Dju‖Lpj (K) < ε

per h sufficientemente grande.

Ponendo v = uh con h abbastanza grande, si ottiene la tesi.

Possiamo ora dimostrare il principale risultato di approssimazione.

(2.5) Teorema Sia u∈W 1,1
loc (Ω) tale che u∈Lp0

loc(Ω), D1u∈Lp1

loc(Ω), . . . , Dnu∈Lpn

loc(Ω)

con p0, . . . , pn ∈ [1,∞].
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Allora esistono wj ∈ L
pj

loc(Ω) per 0 ≤ j ≤ n ed una successione (uh) in C∞
c (Ω) tali

che per Ln−q.o. x ∈ Ω si abbia

|uh(x)| ≤ w0(x) ,

∀j = 1, . . . , n : |Djuh(x)| ≤ wj(x) ,

lim
h
uh(x) = u(x) ,

∀j = 1, . . . , n : lim
h
Djuh(x) = Dju(x) .

Dimostrazione. Sia (Kh) una successione esaustiva di compatti in Ω e sia (rh) una

successione decrescente in ]0,∞[ con

{x ∈ Rn : d(x,Kh) ≤ rh} ⊆ Kh+1 .

Consideriamo anzitutto il caso in cui pj ∈ [1,∞[ per ogni j = 0, . . . , n. Per il lemma

precedente esiste una successione (uh) in C∞
c (Ω) tale che

‖uh − u‖Lp0 (Kh) < 2−h ,

‖Djuh −Dju‖Lpj (Kh) < 2−h ,

∀x ∈ Kh : |uh(x)| ≤ ess sup
B(x,rh)

|u| ,

∀x ∈ Kh : |Djuh(x)| ≤ ess sup
B(x,rh)

|Dju| .

Poniamo

w0(x) = sup
h

|uh(x)| ,

∀j = 1, . . . , n : wj(x) = sup
h

|Djuh(x)| .

Ovviamente risulta |uh(x)| ≤ w0(x) e |Djuh(x)| ≤ wj(x) per ogni x ∈ Ω.

Inoltre per ogni i ∈ N si ha

∞∑
h=0

‖uh − u‖Lp0 (Ki) ≤
i−1∑
h=0

‖uh − u‖Lp0 (Ki) +
∞∑

h=i

‖uh − u‖Lp0 (Kh) <

<
i−1∑
h=0

‖uh − u‖Lp0 (Ki) +
∞∑

h=i

2−h < +∞ .

Ne segue che lim
h
uh(x) = u(x) per Ln−q.o. x ∈ Ki e che esiste vi ∈ Lp0(Ki) tale che

|uh(x)| ≤ vi(x) per Ln−q.o. x ∈ Ki. Essendo Ω unione numerabile dei Ki, risulta
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lim
h
uh(x) = u(x) per Ln−q.o. x ∈ Ω. Inoltre per ogni compatto K ⊆ Ω esiste m ∈ N

tale che K ⊆ Km. Ne segue∫
K
wp0

0 dLn ≤
∫

Km

wp0
0 dLn ≤

∫
Km

vp0
m dLn < +∞ ,

per cui w0(x) < +∞ per Ln−q.o. x ∈ Ω e, identificando w0 con la sua classe di

equivalenza, w0 ∈ Lp0

loc(Ω).

In modo simile si prova che lim
h
Djuh(x) = Dju(x) per Ln−q.o. x ∈ Ω e che

wj ∈ L
pj

loc(Ω).

Consideriamo ora il caso p0 = ∞ e p1, . . . , pn ∈ [1,∞[. Poiché L∞loc(Ω) ⊆ L1
loc(Ω),

esiste una successione (uh) in C∞
c (Ω) tale che

‖uh − u‖L1(Kh) < 2−h

‖Djuh −Dju‖Lpj (Kh) < 2−h ,

∀x ∈ Kh : |uh(x)| ≤ ess sup
B(x,rh)

|u| ,

∀x ∈ Kh : |Djuh(x)| ≤ ess sup
B(x,rh)

|Dju| .

Definite come in precedenza w0, w1, . . . , wn, si ha wj ∈ L
pj

loc(Ω) per 1 ≤ j ≤ n e per

Ln−q.o. x ∈ Ω risulta

lim
h
uh(x) = u(x) ,

lim
h
Djuh(x) = Dju(x) .

Inoltre per ogni compatto K ⊆ Ω esiste m ∈ N tale che K ⊆ Km. Tenuto conto della

scelta di rm, risulta

∀h ≥ m : max
K

|uh| ≤ ess sup
Km+1

|u| ,

quindi

ess sup
K

w0 ≤ max

{
max

K
|u0|, . . . ,max

K
|um−1|, ess sup

Km+1

|u|

}
.

Pertanto w0 ∈ L∞loc(Ω).

Gli altri casi possono essere trattati in modo simile.

(2.6) Proposizione Esiste una funzione ϑ : Rn → [0, 1] di classe C∞ tale che ϑ(x) = 1

se |x| ≤ 1 e ϑ(x) = 0 se |x| ≥ 2.
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Dimostrazione. Sia % ∈ C∞
c (] − 1, 1[) tale che %(s) ≥ 0 per ogni s ∈ R e tale che∫

% dL1 = 1. Definiamo ϕ : R → R di classe C∞ ponendo

ϕ(s) =
∫ s

−3
[%(t+ 2)− %(t− 2)] dL1(t) .

Allora risulta 0 ≤ ϕ(s) ≤ 1 per ogni s ∈ R, ϕ(s) = 1 se |s| ≤ 1 e ϕ(s) = 0 se |s| ≥ 3. Se

si pone ϑ(x) = ϕ(|x|2), si verifica facilmente ϑ possiede i requisiti richiesti.

Dimostriamo ora un primo risultato sulla derivazione di una composizione.

(2.7) Teorema Sia u ∈ W 1,1
loc (Ω; RN ) e sia g : RN → R una funzione di classe C1.

Supponiamo che si abbia g(u) ∈ L1
loc(Ω) e ∇g(u) ·Dju ∈ L1

loc(Ω) per ogni j = 1, . . . , n.

Allora risulta g(u) ∈W 1,1
loc (Ω) e Dj(g(u)) = ∇g(u) ·Dju per ogni j = 1, . . . , n.

Dimostrazione. Trattiamo per semplicità solo il caso N = 1. Dalla continuità di g e g′

si deduce che g(u) e g′(u) sono Ln−misurabili.

I) Consideriamo anzitutto il caso in cui g′ è limitata.

Sia c ≥ 0 tale che |g′(s)| ≤ c e |g(s)| ≤ c(1+ |s|). Ne segue |g(u(x))| ≤ c(1+ |u(x)|),

|g′(u(x))Dju(x)| ≤ c|Dju(x)|, per cui in questo caso è superfluo richiedere esplicitamente

che g(u) ∈ L1
loc(Ω) e g′(u)Dju ∈ L1

loc(Ω).

Dobbiamo provare che

∀f ∈ C∞
c (Ω) : −

∫
Ω
Djf(x)g(u(x)) dLn(x) =

∫
Ω
f(x)g′(u(x))Dju(x) dLn(x) .

Sia f ∈ C∞
c (Ω) e siano (uh) una successione in C∞

c (Ω) e wj ∈ L1
loc(Ω) conformi al

Teorema (2.5). Poiché uh ∈ C∞
c (Ω), dalla formula di Gauss-Green si deduce che

−
∫

Ω
Djf(x)g(uh(x)) dLn(x) =

∫
Ω
f(x)g′(uh(x))Djuh(x) dLn(x) .

Tenendo presente che per Ln−q.o. x ∈ Ω si ha

lim
h
Djf(x)g(uh(x)) = Djf(x)g(u(x)) ,

|Djf(x)g(uh(x))| ≤ c |Djf(x)|(1 + w0(x)) ,

dal Teorema della convergenza dominata si deduce che

lim
h

∫
Ω
Djf(x)g(uh(x)) dLn(x) =

∫
Ω
Djf(x)g(u(x)) dLn(x) .

D’altronde per Ln−q.o. x ∈ Ω si ha

lim
h
f(x)g′(uh(x))Djuh(x) = f(x)g′(u(x))Dju(x) ,
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|f(x)g′(uh(x))Djuh(x)| ≤ c |f(x)|wj(x) .

Sempre dal Teorema della convergenza dominata si deduce che

lim
h

∫
Ω
f(x)g′(uh(x))Djuh(x) dLn(x) =

∫
Ω
f(x)g′(u(x))Dju(x) dLn(x) ,

da cui l’affermazione.

II) Consideriamo ora il caso in cui g è limitata e poniamo c = sup |g|. Poiché |g(u(x))| ≤

c, in questo caso è superfluo richiedere esplicitamente che g(u) ∈ L1
loc(Ω).

Sia ϑ : R → [0, 1] di classe C∞ tale che ϑ(s) = 1 per |s| ≤ 1 e ϑ(s) = 0 per |s| ≥ 2.

Definiamo gh : R → R ponendo gh(s) = ϑ(s/h)g(s). Allora gh ∈ C1
c (R). In particolare,

g′h è limitata, per cui

∀f ∈ C∞
c (Ω) : −

∫
Ω
Djf(x)ϑ

(
u(x)
h

)
g(u(x)) dLn(x) =

=
∫

Ω
f(x)ϑ

(
u(x)
h

)
g′(u(x))Dju(x) dLn(x)+

+
1
h

∫
Ω
f(x)g(u(x))ϑ′

(
u(x)
h

)
Dju(x) dLn(x) .

Tenendo presente che per Ln−q.o. x ∈ Ω si ha

lim
h
Djf(x)ϑ

(
u(x)
h

)
g(u(x)) = Djf(x)g(u(x)) ,

∣∣∣∣Djf(x)ϑ
(
u(x)
h

)
g(u(x))

∣∣∣∣ ≤ c |Djf(x)| ,

dal Teorema della convergenza dominata si deduce che

lim
h

∫
Ω
Djf(x)ϑ

(
u(x)
h

)
g(u(x)) dLn(x) =

∫
Ω
Djf(x)g(u(x)) dLn(x) .

D’altronde per Ln−q.o. x ∈ Ω si ha

lim
h
f(x)ϑ

(
u(x)
h

)
g′(u(x))Dju(x) = f(x)g′(u(x))Dju(x) ,∣∣∣∣f(x)ϑ

(
u(x)
h

)
g′(u(x))Dju(x)

∣∣∣∣ ≤ |f(x)| |g′(u(x))Dju(x)| .

Sempre dal Teorema della convergenza dominata si deduce che

lim
h

∫
Ω
f(x)ϑ

(
u(x)
h

)
g′(u(x))Dju(x) dLn(x) =

∫
Ω
f(x)g′(u(x))Dju(x) dLn(x) .

Infine risulta∣∣∣∣∫
Ω
f(x)g(u(x))ϑ′

(
u(x)
h

)
Dju(x) dLn(x)

∣∣∣∣ ≤ c ‖ϑ′‖∞
∫

Ω
|f(x)Dju(x)| dLn(x) ,
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per cui

lim
h

1
h

∫
Ω
f(x)g(u(x))ϑ′

(
u(x)
h

)
Dju(x) dLn(x) = 0 .

Ne segue l’affermazione.

III) Consideriamo infine il caso generale.

Definiamo Th : R → R ponendo Th(s) = ϑ(s/h)s. Allora Th è di classe C∞, limitata

con Th(s) = s per |s| ≤ h e |Th(s)| ≤ |s| per ogni s ∈ R. Inoltre

T ′h(s) = ϑ
( s
h

)
+ ϑ′

( s
h

) s

h
,

per cui |T ′h(s)| ≤ 1 + 2‖ϑ′‖∞ per ogni s ∈ R.

Definiamo gh : R → R ponendo gh(s) = Th(g(s)). Allora gh è di classe C1 e limitata

con

g′h(u)Dju = T ′h(g(u))g′(u)Dju ∈ L1
loc(Ω) .

Dal passo precedente, si deduce che

∀f ∈ C∞
c (Ω) : −

∫
Ω
Djf(x)Th(g(u(x))) dLn(x) =

=
∫

Ω
f(x)T ′h(g(u(x)))g′(u(x))Dju(x) dLn(x) .

Tenendo presente che per Ln−q.o. x ∈ Ω si ha

lim
h
Djf(x)Th(g(u(x))) = Djf(x)g(u(x)) ,

|Djf(x)Th(g(u(x)))| ≤ |Djf(x)||g(u(x))| ,

dal Teorema della convergenza dominata si deduce che

lim
h

∫
Ω
Djf(x)Th(g(u(x))) dLn(x) =

∫
Ω
Djf(x)g(u(x)) dLn(x) .

D’altronde per Ln−q.o. x ∈ Ω si ha

lim
h
f(x)T ′h(g(u(x)))g′(u(x))Dju(x) = f(x)g′(u(x))Dju(x) ,

|f(x)T ′h(g(u(x)))g′(u(x))Dju(x)| ≤
(
1 + 2‖ϑ′‖∞

)
|f(x)||g′(u(x))Dju(x)| .

Sempre dal Teorema della convergenza dominata si deduce che

lim
h

∫
Ω
f(x)T ′h(g(u(x)))g′(u(x))Dju(x) dLn(x) =

∫
Ω
f(x)g′(u(x))Dju(x) dLn(x) ,

da cui la tesi.
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(2.8) Teorema Siano u, v ∈W 1,1
loc (Ω). Supponiamo che si abbia uv ∈ L1

loc(Ω) e (vDju+

uDjv) ∈ L1
loc(Ω) per ogni j = 1, . . . , n.

Allora risulta uv ∈W 1,1
loc (Ω) e Dj(uv) = vDju+ uDjv per ogni j = 1, . . . , n.

Dimostrazione. Se poniamo w = (u, v) e g(s, t) = st, risulta che w ∈ W 1,1
loc (Ω; R2) e

g : R2 → R è di classe C1. Poiché g(w) = uv e ∇g(w) · Djw = vDju + uDjv, la tesi

discende dal Teorema (2.7).

(2.9) Teorema Siano u, v ∈W 1,1
loc (Ω) tali che v(x) 6= 0 per Ln−q.o. x ∈ Ω. Supponia-

mo che si abbia

u

v
∈ L1

loc(Ω) ,
Dju

v
∈ L1

loc(Ω) e
uDjv

v2
∈ L1

loc(Ω) per ogni j = 1, . . . , n .

Allora risulta

u

v
∈W 1,1

loc (Ω) e Dj

(u
v

)
=
vDju− uDjv

v2
per ogni j = 1, . . . , n .

Dimostrazione. Sia ϑ : R → [0, 1] la funzione di classe C∞ già considerata nella

dimostrazione del Teorema (2.7) e sia gh : R → R di classe C∞ definita da

gh(s) =


1− ϑ(hs)

s
se s 6= 0 ,

0 se s = 0 .

Evidentemente sia gh che g′h sono limitate su R. Dal Teorema (2.7) si deduce che gh(v) ∈

W 1,1
loc (Ω) e che Dj(gh(v)) = g′h(v)Djv.

Inoltre, se 0 < |s| ≤ 2/h, risulta

|g′h(s)| =
∣∣∣∣1− ϑ(hs)

s2
+

(hs)ϑ′(hs)
s2

∣∣∣∣ ≤ 1
s2

+
2‖ϑ′‖∞
s2

,

per cui si ha

|gh(s)| ≤ 1
|s|
, |g′h(s)| ≤

(
1 + 2‖ϑ′‖∞

) 1
s2

per ogni h ≥ 1 ed ogni s 6= 0.

Allora, per Ln−q.o. x ∈ Ω, risulta

(2.10) |u(x)gh(v(x))| ≤
∣∣∣∣u(x)v(x)

∣∣∣∣ ,
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(2.11) |gh(v(x))Dju(x) + u(x)g′h(v(x))Djv(x)| ≤

≤
∣∣∣∣Dju(x)
v(x)

∣∣∣∣+ (1 + 2‖ϑ′‖∞
) ∣∣∣∣u(x)Djv(x)

[v(x)]2

∣∣∣∣ .
Dal Teorema (2.8) si deduce che ugh(v) ∈W 1,1

loc (Ω) e che Dj(ugh(v)) = gh(v(x))Dju(x)+

u(x)g′h(v(x))Djv(x).

D’altronde, per Ln−q.o. x ∈ Ω, si ha

lim
h
gh(v(x)) =

1
v(x)

,

lim
h
g′h(v(x)) = − 1

[v(x)]2
.

Combinando questi fatti con la (2.10) e la (2.11), si deduce che, per ogni f ∈ C∞
c (Ω),

risulta

lim
h

∫
Ω
Djf(x)u(x)gh(v(x)) dLn(x) =

∫
Ω
Djf(x)

u(x)
v(x)

dLn(x) ,

lim
h

∫
Ω
f(x)

(
gh(v(x))Dju(x) + u(x)g′h(v(x))Djv(x)

)
dLn(x) =

= −
∫

Ω
f(x)

v(x)Dju(x)− u(x)Djv(x)
[v(x)]2

dLn(x) ,

da cui la tesi.

(2.12) Osservazione Nel Teorema (2.9), l’ipotesi che si abbia separatamente

Dju

v
∈ L1

loc(Ω) e
uDjv

v2
∈ L1

loc(Ω) per ogni j = 1, . . . , n

non può essere sostituita da

vDju− uDjv

v2
∈ L1

loc(Ω) per ogni j = 1, . . . , n .

Si considerino ad esempio u(x) = |x|x e v(x) = x2. Essendo due funzioni di classe C1,

è ovvio che u, v ∈ W 1,1
loc (R). Inolte si verifica immediatamente che, per L1−q.o. x ∈ R,

si ha ∣∣∣∣u(x)v(x)

∣∣∣∣ = 1 ,
v(x)u′(x)− u(x)v′(x)

[v(x)]2
= 0 .

Se la tesi del Teorema (2.9) fosse vera, si avrebbe

2 =
∫ −1

−2
ϑ′(x) dL1(x)−

∫ 2

1
ϑ′(x) dL1(x) = −

∫
ϑ′(x)

u(x)
v(x)

dL1(x) =

=
∫
ϑ
v(x)u′(x)− u(x)v′(x)

[v(x)]2
dL1(x) = 0 ,
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dove ϑ è la funzione già considerata in precedenza.

(2.13) Teorema Sia u ∈ W 1,1
loc (Ω) e sia F un sottoinsieme al più numerabile di R.

Allora per ogni j = 1, . . . , n l’insieme

{x ∈ Ω : u(x) ∈ F e Dju(x) 6= 0}

è Ln−trascurabile.

Dimostrazione. Evidentemente è sufficiente considerare il caso F = {c}. A meno di

sostituire u con u− c, possiamo supporre c = 0.

Per ogni h ≥ 1, sia γh : R → R la funzione di classe C∞ definita da γh(s) = 1−ϑ(hs),

dove ϑ è la funzione già considerata in precedenza. Sia inoltre gh : R → R la primitiva

di γh tale che gh(0) = 0.

Per il Teorema (2.7) si ha

∀f ∈ C∞
c (Ω) : −

∫
Ω
Djf(x)gh(u(x)) dLn(x) =

∫
Ω
f(x)g′h(u(x))Dju(x) dLn(x) .

Si verifica facilmente che per Ln−q.o. x ∈ Ω

lim
h
Djf(x)gh(u(x)) = Djf(x)u(x) ,

|Djf(x)gh(u(x))| ≤ |Djf(x)||u(x)| .

Dal Teorema della convergenza dominata si deduce che

lim
h

∫
Ω
Djf(x)gh(u(x)) dLn(x) =

∫
Ω
Djf(x)u(x)dLn(x) .

D’altronde, posto A = {x ∈ Ω : u(x) 6= 0}, risulta per Ln−q.o. x ∈ Ω

lim
h
f(x)g′h(u(x))Dju(x) = f(x)χA(x)Dju(x) ,

|f(x)g′h(u(x))Dju(x)| ≤ |f(x)||Dju(x)| .

Sempre dal Teorema della convergenza dominata si deduce che

lim
h

∫
Ω
f(x)g′h(u(x))Dju(x) dLn(x) =

∫
Ω
f(x)χA(x)Dju(x) dLn(x) .

Pertanto risulta

∀f ∈ C∞
c (Ω) : −

∫
Ω
Djf(x)u(x) dLn(x) =

∫
Ω
f(x)χA(x)Dju(x) dLn(x) .

Ne segue Dju(x) = χA(x)Dju(x) per Ln−q.o. x ∈ Ω, ossia Dju(x) = 0 Ln−q.o. in

Ω \A.
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Possiamo ora dimostrare una variante del Teorema (2.7), valevole solo nel caso

N = 1.

(2.14) Teorema Siano u ∈W 1,1
loc (Ω), g : R → R una funzione lipschitziana e di classe

C1 a tratti e γ : R → R una qualunque funzione tale che γ(s) = g′(s) nei punti in cui g

è derivabile.

Allora g(u) ∈W 1,1
loc (Ω), γ(u) ∈ L∞(Ω) e Dj(g(u)) = γ(u)Dju.

Dimostrazione. Per la lipschitzianità di g esiste c ≥ 0 tale che

|g(s)− g(t)| ≤ c|s− t| ,

|g(s)| ≤ c(1 + |s|) ,

|γ(s)| ≤ c ,

per ogni s, t ∈ R. In particolare, g(u) ∈ L1
loc(Ω). Sia F un sottoinsieme finito di R tale

che g ∈ C1(R\F ). Per ogni h ≥ 1, definiamo una funzione continua γh : R → R ponendo

γh(s) = h

(
g

(
s+

1
h

)
− g(s)

)
.

Allora risulta

∀s ∈ R : |γh(s)| ≤ c ,

∀s ∈ R \ F : lim
h
γh(s) = γ(s) .

Se poi gh(s) = g(0) +
∫ s

0
γh(t) dt, risulta che gh : R → R è di classe C1 e

∀s ∈ R : |gh(s)| ≤ c(1 + |s|) ,

∀s ∈ R : lim
h
gh(s) = g(s) .

Se poniamo

wh = γh(u)χu−1(R\F ) +
∑
c∈F

γ(c)χu−1(c) ,

si ha che wh è Ln−misurabile e per Ln−q.o. x ∈ Ω risulta |wh(x)| ≤ c e

γ(u(x)) = lim
h
wh(x) .

Pertanto γ(u) ∈ L∞(Ω) e γ(u)Dju ∈ L1
loc(Ω).

Per ogni f ∈ C∞
c (Ω) si ha per il Teorema (2.7)

−
∫

Ω
Djf(x)gh(u(x)) dLn(x) =

∫
Ω
f(x)γh(u(x))Dju(x) dLn(x) .
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Inoltre per Ln−q.o. x ∈ Ω risulta

lim
h
Djf(x)gh(u(x)) = Djf(x)g(u(x)) ,

|Djf(x)gh(u(x))| ≤ c |Djf(x)|(1 + |u(x)|) .

Dal Teorema della convergenza dominata si deduce che

lim
h

∫
Ω
Djf(x)gh(u(x)) dLn(x) =

∫
Ω
Djf(x)g(u(x)) dLn(x) .

D’altronde per Ln−q.o. x ∈ Ω si ha

|f(x)γh(u(x))Dju(x)| ≤ c |f(x)||Dju(x)| .

Per Ln−q.o. x ∈ u−1(R \ F ) è ovvio che

lim
h
f(x)γh(u(x))Dju(x) = f(x)γ(u(x))Dju(x) .

Per il teorema precedente si ha Dju(x) = 0 per Ln−q.o. x ∈ u−1(F ). Pertanto anche

per Ln−q.o. x ∈ u−1(F ) risulta

lim
h
f(x)γh(u(x))Dju(x) = f(x)γ(u(x))Dju(x) .

Per Ln−q.o. x ∈ Ω si ha quindi

lim
h
f(x)γh(u(x))Dju(x) = f(x)γ(u(x))Dju(x) .

Dal Teorema della convergenza dominata si deduce che

lim
h

∫
Ω
f(x)γh(u(x))Dju(x) dLn(x) =

∫
Ω
f(x)γ(u(x))Dju(x) dLn(x) .

Ne segue la tesi.

(2.15) Corollario Siano u, v ∈ W 1,1
loc (Ω). Allora le funzioni u+, u−, |u|,min{u, v} e

max{u, v} appartengono a W 1,1
loc (Ω) e si ha

Dj(u+) = χ{x∈Ω: u(x)>0}Dju ,

Dj(u−) = −χ{x∈Ω: u(x)<0}Dju ,

Dj(|u|) =
(
χ{x∈Ω: u(x)>0} − χ{x∈Ω: u(x)<0}

)
Dju ,

Dj(min{u, v}) = χ{x∈Ω: u(x)<v(x)}Dju+ χ{x∈Ω: u(x)≥v(x)}Djv ,
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Dj(max{u, v}) = χ{x∈Ω: u(x)>v(x)}Dju+ χ{x∈Ω: u(x)≤v(x)}Djv .

Dimostrazione. Sia g(s) = s+ e sia γ(s) = χ]0,+∞[(s). Allora g è lipschitziana su R, di

classe C1 su R \ {0} e risulta g′(s) = γ(s) dove g è derivabile. Dal teorema precedente

si deduce che u+ ∈W 1,1
loc (Ω) e che

Dj(u+) = χ{x∈Ω: u(x)>0}Dju .

Le funzioni u− e |u| possono essere trattate in modo simile. Infine risulta

min{u, v} =
1
2

(u+ v − |u− v|) ,

max{u, v} =
1
2

(u+ v + |u− v|) ,

da cui la tesi.

(2.16) Definizione Per ogni p ∈ [1,∞] poniamo

W 1,p(Ω) :=
{
u ∈W 1,1

loc (Ω) : u,D1u, . . . ,Dnu ∈ Lp(Ω)
}
.

Poniamo anche H1(Ω) := W 1,2(Ω).

Evidentemente si ha W 1,p(Ω) ⊆W 1,p
loc (Ω). Introduciamo in W 1,p(Ω) la norma ‖ ‖1,p

definita da

‖u‖1,p :=

‖u‖p
p +

n∑
j=1

‖Dju‖p
p

 1
p

(1 ≤ p <∞) ,

‖u‖1,∞ := max {‖u‖∞, ‖D1u‖∞, . . . , ‖Dnu‖∞}

ed in W 1,2(Ω) il prodotto scalare

(u|v)1,2 := (u|v)2 +
n∑

j=1

(Dju|Djv)2

che induce evidentemente la norma ‖ ‖1,2. Poniamo anche

‖Du‖p :=

 n∑
j=1

‖Dju‖p
p

 1
p

(1 ≤ p <∞) ,

‖Du‖∞ := max {‖D1u‖∞, . . . , ‖Dnu‖∞} .

(2.17) Lemma Sia (uh) una successione in W 1,p(Ω) e siano u,w1, . . . , wn ∈ Lp(Ω).

Supponiamo che si abbia (uh) → u e (Djuh) → wj in Lp(Ω).
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Allora u ∈W 1,p(Ω) e Dju = wj per ogni j = 1, . . . , n.

Dimostrazione. Dal momento che u e wj appartengono a Lp(Ω) per ipotesi, basta

dimostrare che wj è la derivata distribuzionale j−esima di u. Se f ∈ C∞
c (Ω), si ha

−
∫

Ω
Djf uh dLn =

∫
Ω
fDjuh dLn .

Passando al limite per h→∞ e tenendo conto della disuguaglianza di Hölder, si ottiene

−
∫

Ω
Djf u dLn =

∫
Ω
fwj dLn(x) ,

da cui la tesi.

(2.18) Teorema Valgono i seguenti fatti:

(a) per 1 ≤ p ≤ ∞, W 1,p(Ω) è uno spazio di Banach;

(b) per 1 ≤ p <∞, W 1,p(Ω) è uno spazio di Banach separabile;

(c) per 1 < p <∞, W 1,p(Ω) è uno spazio di Banach separabile e riflessivo;

(d) H1(Ω) = W 1,2(Ω) è uno spazio di Hilbert separabile.

Dimostrazione.

(a) L’applicazione lineare

i : W 1,p(Ω) → (Lp(Ω))n+1

u 7−→ (u,D1u, . . . ,Dnu)

è un’isometria, se (Lp(Ω))n+1 è munito della norma

‖(w0, . . . , wn)‖ =

 n∑
j=0

‖wj‖p
p

 1
p

,

che è equivalente alla norma canonica di (Lp(Ω))n+1. Lo spazio (Lp(Ω))n+1 è completo,

perché prodotto di spazi completi. Basta quindi dimostrare che l’immagine di i è chiusa.

A questo scopo siano (uh) una successione in W 1,p(Ω) e w ∈ (Lp(Ω))n+1 tali che

lim
h
uh = w0 ,

∀j = 1, . . . , n : lim
h
Djuh = wj
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in Lp(Ω). Dal lemma precedente si deduce che w0 ∈ W 1,p(Ω) e che Djw0 = wj per

1 ≤ j ≤ n. Ne segue che w appartiene all’immagine di i, che è quindi chiusa.

(b) Lo spazio (Lp(Ω))n+1 è separabile, perché prodotto di spazi separabili. Ne segue che

W 1,p(Ω) è separabile, perché isometrico ad un sottoinsieme di uno spazio separabile.

(c) Si ragiona come nel punto (b), tenendo conto che l’immagine di i è chiusa.

(d) Ovvio.

(2.19) Teorema Sia p ∈ [1,∞] e sia (uh) una successione convergente ad u in W 1,p(Ω).

Allora esistono w ∈ Lp(Ω) ed una sottosuccessione (uhk
) tali che per Ln−q.o. x ∈ Ω

si abbia

|uhk
(x)| ≤ w(x) ,

∀j = 1, . . . , n : |Djuhk
(x)| ≤ w(x) ,

lim
k
uhk

(x) = u(x) ,

∀j = 1, . . . , n : lim
k
Djuhk

(x) = Dju(x) .

Dimostrazione. Si tratta di una conseguenza delle proprietà dello spazio Lp(Ω).

(2.20) Definizione Per ogni p ∈ [1,∞[ denotiamo con W 1,p
0 (Ω) la chiusura in W 1,p(Ω)

di C∞
c (Ω). Poniamo anche H1

0 (Ω) := W 1,2
0 (Ω).

(2.21) Teorema Valgono i seguenti fatti:

(a) per 1 ≤ p <∞, W 1,p
0 (Ω) è uno spazio di Banach separabile;

(b) per 1 < p <∞, W 1,p
0 (Ω) è uno spazio di Banach separabile e riflessivo;

(c) H1
0 (Ω) = W 1,2

0 (Ω) è uno spazio di Hilbert separabile.

Dimostrazione. Si tratta di un’ovvia conseguenza del Teorema (2.18).

(2.22) Teorema Sia u ∈ W 1,p(Ω) con p ∈ [1,∞[ e sia K un compatto in Ω. Suppo-

niamo che si abbia u(x) = 0 per Ln−q.o. x ∈ Ω \K.

Allora esistono un compatto K ′ ⊆ Ω ed una successione (uh) in C∞
c (Ω) tali che (uh)

sia convergente ad u in W 1,p(Ω) con supt(uh) ⊆ K ′. Inoltre, se u(x) ≥ 0 Ln−q.o. in Ω,

si può scegliere (uh) in modo da avere uh(x) ≥ 0 in Ω.
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Dimostrazione. Anzitutto si ha per ogni f ∈ C∞
c (Ω \K)∫

Ω\K
fDju dLn =

∫
Ω
fDju dLn = −

∫
Ω
Djf u dLn = 0 .

Ne segue Dju(x) = 0 per Ln−q.o. x ∈ Ω \K.

Sia h0 ≥ 1 tale che {
x ∈ Rn : d(x,K) ≤ 2

h0

}
⊆ Ω

e siano u∗, wj ∈ Lp(Rn) definite da

u∗(x) =

{
u(x) se x ∈ Ω ,

0 se x ∈ Rn \ Ω ,

wj(x) =

{
Dju(x) se x ∈ Ω ,

0 se x ∈ Rn \ Ω .

Poniamo

K ′ =
{
x ∈ Rn : d(x,K) ≤ 1

h0

}
e, per ogni h ≥ h0, uh = Rhu

∗. Evidentemente uh ∈ C∞(Rn), supt(uh) ⊆ K ′ ed uh → u∗

in Lp(Rn). In particolare, uh ∈ C∞
c (Ω) ed uh → u in Lp(Ω).

Se d(x,K) ≤ 1/h0, la funzione

{y 7→ %h(x− y)}

appartiene a C∞
c (Ω), per cui

Djuh(x) =
∫

u∗(y)(Dj%h)(x− y) dLn(y) =
∫

Ω
u(y)(Dj%h)(x− y) dLn(y) =

= −
∫

Ω
u(y)Dyj {%h(x− y)} dLn(y) =

∫
Ω
Dju(y)%h(x− y) dLn(y) =

=
∫

wj(y)%h(x− y) dLn(y) .

Se invece d(x,K) > 1/h0, risulta

Djuh(x) =
∫

Ω
u(y)(Dj%h)(x− y) dLn(y) = 0 =

∫
wj(y)%h(x− y) dLn(y) .

Si ha quindi in ogni caso

Djuh(x) =
∫

wj(y)%h(x− y) dLn(y) .

Ne segue Djuh → wj in Lp(Rn), quindi Djuh → Dju in Lp(Ω), da cui uh → u in

W 1,p(Ω).
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Se poi u(x) ≥ 0 Ln−q.o. in Ω, è evidente che uh(x) ≥ 0 in Ω.

(2.23) Teorema Sia u ∈ W 1,p(Ω) con p ∈ [1,∞[ e sia C un chiuso di Rn contenuto

in Ω. Supponiamo che si abbia u(x) = 0 per Ln−q.o. x ∈ Ω \ C.

Allora u ∈W 1,p
0 (Ω).

Dimostrazione. Se C è compatto, l’affermazione discende immediatamente dal Teore-

ma (2.22).

Nel caso generale, sia ϑ : R → R la funzione già considerata in precedenza e sia

ψh : Rn → R la funzione di classe C∞ definita da ψh(x) = ϑ(|x|/h). Tenuto conto del

Teorema (2.8), si verifica facilmente che ψhu ∈ W 1,p(Ω). Inoltre si ha ψh(x)u(x) = 0

Ln−q.o. fuori dal compatto C ∩ supt(ψh) ⊆ Ω. Per il passo precedente ne segue ψhu ∈

W 1,p
0 (Ω). Poiché per Ln−q.o. x ∈ Ω risulta

|ψh(x)u(x)− u(x)|p ≤ |u(x)|p ,

|ψh(x)Dju(x) + u(x)Djψh(x)−Dju(x)|p ≤
(
|Dju(x)|+ ‖ϑ′‖∞ |u(x)|

)p
,

dal Teorema della convergenza dominata si deduce che ψhu → u in W 1,p(Ω). Pertanto

u ∈W 1,p
0 (Ω).

(2.24) Corollario Per ogni p ∈ [1,∞[ si ha W 1,p
0 (Rn) = W 1,p(Rn).

Dimostrazione. Si applichi il teorema precedente con C = Rn.

(2.25) Teorema Sia u ∈ C(Ω) con u(x) = 0 per ogni x ∈ ∂Ω. Supponiamo che si

abbia u ∈W 1,p(Ω) con p ∈ [1,∞[.

Allora risulta u ∈W 1,p
0 (Ω).

Dimostrazione. Sia (gh) una successione di funzioni come nella dimostrazione del Teore-

ma (2.13). Tenuto conto del Teorema (2.7), si verifica facilmente che gh(u) ∈ W 1,p(Ω).

Inoltre gh(u(x)) = 0 fuori dal chiuso{
x ∈ Ω : |u(x)| ≥ 1

h

}
contenuto in Ω. Per il Teorema (2.23) ne segue gh(u) ∈ W 1,p

0 (Ω). Poiché per Ln−q.o.

x ∈ Ω risulta

|gh(u(x))| ≤ |u(x)| ,
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|g′(u(x))Dju(x)| ≤ |Dju(x)| ,

si deduce dal Teorema della convergenza dominata che gh(u) → u in W 1,p(Ω). Pertanto

u ∈W 1,p
0 (Ω).

(2.26) Teorema Sia g : R → R una funzione lipschitziana e di classe C1 a tratti con

g(0) = 0 e sia p ∈ [1,∞[.

Allora per ogni u ∈W 1,p(Ω) si ha g(u) ∈W 1,p(Ω) e l’applicazione

W 1,p(Ω) →W 1,p(Ω)

u 7−→ g(u)

è continua.

Dimostrazione. Per il Teorema (2.14) si ha g(u) ∈W 1,1
loc (Ω) e Dj(g(u)) = γ(u)Dju, dove

γ è una qualunque funzione tale che γ(s) = g′(s) nei punti in cui g è derivabile. Sia

c ≥ 0 tale che |γ(s)| ≤ c e |g(s)| ≤ c |s| per ogni s ∈ R. Allora si verifica facilmente che

g(u) ∈W 1,p(Ω).

Per dimostrare la continuità dell’applicazione {u 7−→ g(u)}, consideriamo una suc-

cessione (uh) convergente ad u in W 1,p(Ω). Se (uhk
) è una qualunque sottosuccessione di

(uh), per il Teorema (2.19) esistono w ∈ Lp(Ω) ed una ulteriore sottosuccessione (uhki
)

tali che per Ln−q.o. x ∈ Ω si abbia

|uhki
(x)| ≤ w(x) ,

|Djuhki
(x)| ≤ w(x) ,

lim
i
uhki

(x) = u(x) ,

lim
i
Djuhki

(x) = Dju(x) .

Allora per Ln−q.o. x ∈ Ω risulta

|g(uhki
(x))− g(u(x))|p ≤ cp (w(x) + |u(x)|)p ,

|γ(uhki
(x))Djuhki

(x)− γ(u(x))Dju(x)|p ≤ cp (w(x) + |Dju(x)|)p ,

lim
i
g(uhki

(x)) = g(u(x)) .

Inoltre, se g ∈ C1(R \ F ) con F insieme finito, è ovvio che per Ln−q.o. x ∈ u−1(R \ F )

si ha

lim
i
γ(uhki

(x))Djuhki
(x) = γ(u(x))Dju(x) .
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D’altronde per Ln−q.o. x ∈ u−1(F ) si ha Dju(x) = 0, quindi

lim
i
Djuhki

(x) = 0 .

Tenuto conto della limitatezza di γ, ne segue

lim
i
γ(uhki

(x))Djuhki
(x) = γ(u(x))Dju(x) .

Risulta quindi per Ln−q.o. x ∈ Ω

lim
i
γ(uhki

(x))Djuhki
(x) = γ(u(x))Dju(x) .

Dal Teorema della convergenza dominata si deduce che g(uhki
) → g(u) in W 1,p(Ω). Ne

segue che g(uh) → g(u) in W 1,p(Ω).

(2.27) Corollario Sia g : R → R una funzione lipschitziana e di classe C1 a tratti,

sia Ln(Ω) < +∞ e sia p ∈ [1,∞[.

Allora per ogni u ∈W 1,p(Ω) si ha g(u) ∈W 1,p(Ω) e l’applicazione

W 1,p(Ω) →W 1,p(Ω)

u 7−→ g(u)

è continua.

Dimostrazione. Sia g̃(s) = g(s) − g(0). Poiché Ln(Ω) < +∞, la funzione costante g(0)

appartiene a W 1,p(Ω). D’altronde g(u) = g̃(u)+ g(0). Tenuto conto che g̃(0) = 0, la tesi

discende dal teorema precedente.

(2.28) Corollario Sia g : R → R una funzione lipschitziana e di classe C1 a tratti con

g(0) = 0 e sia p ∈ [1,∞[.

Allora per ogni u ∈W 1,p
0 (Ω) si ha g(u) ∈W 1,p

0 (Ω).

Dimostrazione. Sia (uh) una successione in C∞
c (Ω) convergente ad u in W 1,p(Ω). Per il

Teorema (2.26) si ha g(uh) ∈ W 1,p(Ω) e g(uh) → g(u) in W 1,p(Ω). D’altronde g(uh) ∈

C(Ω) e g(uh(x)) = 0 su ∂Ω. Dal Teorema (2.25) si deduce che g(uh) ∈ W 1,p
0 (Ω). Ne

segue g(u) ∈W 1,p
0 (Ω).
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(2.29) Teorema Sia p ∈ [1,∞[ e siano u, v ∈W 1,p(Ω). Allora le funzioni

u+, u−, |u|, min{u, v}, max{u, v}

appartengono a W 1,p(Ω) e le applicazioni

{
u 7−→ u+

}
,

{
u 7−→ u−

}
,

{u 7−→ |u|} ,

{(u, v) 7−→ min{u, v}} ,

{(u, v) 7−→ max{u, v}}

sono continue.

Dimostrazione. Le affermazioni riguardanti u+, u− e |u| discendono dal Teorema (2.26).

Poiché

min{u, v} =
1
2

(u+ v − |u− v|) ,

max{u, v} =
1
2

(u+ v + |u− v|) ,

ne seguono anche le rimanenti asserzioni.

(2.30) Teorema Sia p ∈ [1,∞[ e siano u, v ∈W 1,p
0 (Ω). Allora le funzioni

u+, u−, |u|, min{u, v}, max{u, v}

appartengono a W 1,p
0 (Ω).

Dimostrazione. Si ragiona in modo analogo, riconducendosi al Corollario (2.28).

(2.31) Teorema Sia p ∈ [1,∞[ e siano u,w ∈ W 1,p
0 (Ω) e v ∈ W 1,p(Ω). Supponiamo

che si abbia u(x) ≤ v(x) ≤ w(x) per Ln−q.o. x ∈ Ω.

Allora risulta v ∈W 1,p
0 (Ω).

Dimostrazione. Consideriamo anzitutto il caso u = 0. Sia (wh) una successione in

C∞
c (Ω) convergente a w in W 1,p(Ω) e sia vh = min{v, wh}. Per il Teorema (2.29) si ha

vh ∈ W 1,p(Ω). Inoltre, se wh(x) = 0 fuori da un compatto Kh ⊆ Ω, risulta vh(x) = 0
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per Ln−q.o. x ∈ Ω \Kh. Dal Teorema (2.23) si deduce che vh ∈ W 1,p
0 (Ω). D’altronde

vh → v in W 1,p(Ω) per il Teorema (2.29). Ne segue v ∈W 1,p
0 (Ω).

Nel caso generale si ha 0 ≤ v(x) − u(x) ≤ w(x) − u(x) per Ln−q.o x ∈ Ω con

(v − u) ∈ W 1,p(Ω) e (w − u) ∈ W 1,p
0 (Ω). Per il passo precedente ne segue (v − u) ∈

W 1,p
0 (Ω). Risulta quindi v ∈W 1,p

0 (Ω).

3 Teoremi di immersione

(3.1) Lemma Siano f1, . . . , fn ∈ Cc(Rn−1) con n ≥ 2 e sia f ∈ Cc(Rn) definita da

f(x1, . . . , xn) = f1(x̂1) · · · fn(x̂n) ,

dove x̂j = (x1, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xn).

Allora si ha

‖f‖1 ≤
n∏

j=1

‖fj‖n−1 .

Dimostrazione. Ragioniamo per induzione su n. Se n = 2, si tratta di una semplice

conseguenza del Teorema di Fubini-Tonelli. Infatti si ha

f(x1, x2) = f1(x2)f2(x1) ,

quindi ∫
|f(x1, x2)| dL2(x1, x2) =

(∫
|f1(x2)| dL1(x2)

) (∫
|f2(x1)| dL1(x1)

)
,

per cui vale in effetti l’uguaglianza.

Supponiamo ora che la tesi sia vera per un certo n ≥ 2 e consideriamo

f1, . . . , fn+1 ∈ Cc(Rn) .

Dalla disuguaglianza di Hölder si deduce che per ogni xn+1 ∈ R∫
|f1(x̂1) · · · fn+1(x̂n+1)| dLn(x1, . . . , xn) ≤

≤ ‖fn+1‖Ln(Rn)

(∫
|f1(x̂1)|

n
n−1 · · · |fn(x̂n)|

n
n−1 dLn(x1, . . . , xn)

)n−1
n

.
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D’altronde dall’ipotesi induttiva si deduce che per ogni xn+1 ∈ R∫
|f1(x̂1)|

n
n−1 · · · |fn(x̂n)|

n
n−1 dLn(x1, . . . , xn) ≤

≤
n∏

j=1

(∫
|fj(x̂j)|n dLn−1(x1, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xn)

) 1
n−1

.

Ne segue ∫
|f1(x̂1) · · · fn+1(x̂n+1)| dLn(x1, . . . , xn) ≤

≤ ‖fn+1‖Ln(Rn)

n∏
j=1

(∫
|fj(x̂j)|n dLn−1(x1, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xn)

) 1
n

.

Integrando membro a membro in dL1(xn+1) ed applicando un’ultima volta la disugua-

glianza di Hölder, si ottiene infine

‖f‖L1(Rn+1) ≤

≤ ‖fn+1‖Ln(Rn)

∫ n∏
j=1

(∫
|fj(x̂j)|n dLn−1(x1, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xn)

) 1
n

dL1(xn+1) ≤

≤ ‖fn+1‖Ln(Rn)

n∏
j=1

‖fj‖Ln(Rn) =
n+1∏
j=1

‖fj‖Ln(Rn) ,

da cui la tesi.

(3.2) Lemma Per ogni u ∈ C1
c (Rn) si ha

‖u‖ n
n−1

≤
n∏

j=1

‖Dju‖1/n
1

con la convenzione n
n−1 = ∞ per n = 1.

Dimostrazione. Se u ∈ C1
c (R), si ha

u(x) =
∫ x

−∞
u′(t) dt ,

quindi

|u(x)| ≤
∫

|u′(t)| dt ,

da cui segue ‖u‖∞ ≤ ‖u′‖1.

Se n ≥ 2, risulta

u(x1, . . . , xn) =
∫ xj

−∞
Dju(x1, . . . , xj−1, t, xj+1, . . . , xn) dt ,



32 CAPITOLO 1. SPAZI DI SOBOLEV

quindi

|u(x1, . . . , xn)| ≤
∫

|Dju(x1, . . . , xj−1, t, xj+1, . . . , xn)| dt .

Posto

gj(x̂j) =
∫

|Dju(x1, . . . , xj−1, t, xj+1, . . . , xn)| dt ,

si ha

|u(x)|n ≤ g1(x̂1) . . . gn(x̂n) ,

|u(x)|
n

n−1 ≤ g1(x̂1)
1

n−1 · · · gn(x̂n)
1

n−1 .

Se poniamo fj(x̂j) = gj(x̂j)
1

n−1 , si deduce dal lemma precedente che∫
|u(x)|

n
n−1 dLn(x) ≤

∫
f1(x̂1) · · · fn(x̂n) dLn(x) ≤

≤
n∏

j=1

‖fj‖Ln−1(Rn−1) =

=
n∏

j=1

(∫
gj(x̂j) dLn−1(x1, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xn)

) 1
n−1

=

=
n∏

j=1

(∫
|Dju(x)| dLn(x)

) 1
n−1

.

Elevando membro a membro alla n−1
n , si ottiene la tesi.

(3.3) Lemma Sia 1 ≤ p < n. Allora per ogni u ∈ C1
c (Rn) si ha

‖u‖ np
n−p

≤ (n− 1)p
n− p

n∏
j=1

‖Dju‖1/n
p .

Dimostrazione. Il caso p = 1 è stato trattato nel lemma precedente. Consideriamo il

caso p > 1. Sia u ∈ C1
c (Rn). Per ogni q > 1 la funzione |u|q−1u appartiene a C1

c (Rn).

Per il lemma precedente ne segue(∫
|u|q

n
n−1 dLn

)n−1

≤ qn
n∏

j=1

(∫
|u|q−1|Dju| dLn

)
.

Scegliendo

q =
n− 1
n− p

p

in modo che
np

n− p
= q

n

n− 1
= p′(q − 1)
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ed applicando la disuguaglianza di Hölder, si ottiene(∫
|u|

np
n−p dLn

)n−1

≤ qn

(∫
|u|

np
n−p dLn

)n(p−1)
p

n∏
j=1

(∫
|Dju|p dLn

) 1
p

.

Poiché

n− 1− n(p− 1)
p

=
n− p

p
,

ne segue (∫
|u|

np
n−p dLn

)n−p
p

≤
(

(n− 1)p
n− p

)n n∏
j=1

(∫
|Dju|p dLn

) 1
p

.

Elevando ambo i membri alla 1/n, si conclude che

‖u‖ np
n−p

≤ (n− 1)p
n− p

n∏
j=1

‖Dju‖1/n
p ,

da cui la tesi.

Se 1 ≤ p ≤ n, poniamo

p∗ :=

{ np
n−p se p < n ,

∞ se p = n .

(3.4) Teorema (di Sobolev) Valgono i seguenti fatti:

(a) se n = 1, si ha W 1,1
0 (Ω) ⊆ L∞(Ω) e per ogni u ∈W 1,1

0 (Ω) risulta

‖u‖∞ ≤
n∏

j=1

‖Dju‖1/n
1 ≤ ‖Du‖1 ;

(b) se 1 ≤ p < n, si ha W 1,p
0 (Ω) ⊆ Lp∗(Ω) e per ogni u ∈W 1,p

0 (Ω) risulta

‖u‖p∗ ≤
(n− 1)p
n− p

n∏
j=1

‖Dju‖1/n
p ≤ (n− 1)p

n− p
‖Du‖p .

Dimostrazione. Sia u ∈ W 1,p
0 (Ω). Per definizione esiste una successione (uh) in C∞

c (Ω)

convergente ad u in W 1,p(Ω). Per il Teorema (2.19) esiste una sottosuccessione (uhk
)

convergente ad u puntualmente Ln−q.o. Consideriamo ad esempio l’affermazione (b).

Per il lemma precedente si ha(∫
|uhk

|
np

n−p dLn

)
≤
(

(n− 1)p
n− p

) np
n−p

n∏
j=1

(∫
|Djuhk

|p dLn

) 1
n−p

.



34 CAPITOLO 1. SPAZI DI SOBOLEV

Per il Lemma di Fatou ne segue(∫
Ω
|u|

np
n−p dLn

)
≤
(

(n− 1)p
n− p

) np
n−p

n∏
j=1

(∫
Ω
|Dju|p dLn

) 1
n−p

,

da cui si deduce la tesi.

L’affermazione (a) può essere dimostrata in modo simile, riconducendosi al Lemma

(3.2).

(3.5) Corollario (Disuguaglianza di Poincaré) Per ogni p ∈ [1,∞[ e per ogni Ω

con Ln(Ω) <∞ si ha

∀u ∈W 1,p
0 (Ω) : ‖u‖p ≤ max

{
1,

(n− 1)p
n

}
(Ln(Ω))1/n

n∏
j=1

‖Dju‖1/n
p .

In particolare risulta

∀u ∈W 1,p
0 (Ω) : ‖u‖p ≤ max

{
1,

(n− 1)p
n

}
(Ln(Ω))1/n ‖Du‖p .

Dimostrazione. Consideriamo il caso n ≥ 2. Sia

q = max
{

1,
pn

p+ n

}
.

Combinando la disuguaglianza di Hölder col Teorema di Sobolev, si ottiene(∫
Ω
|u|p dLn

) 1
p

≤ (Ln(Ω))
1
p
− 1

q∗

(∫
Ω
|u|q∗ dLn

) 1
q∗

≤

≤ (Ln(Ω))
1
p
− 1

q∗ max
{

1,
(n− 1)p

n

} n∏
j=1

(∫
Ω
|Dju|q dLn

) 1
nq

≤

≤ max
{

1,
(n− 1)p

n

}
(Ln(Ω))

1
q
− 1

q∗
n∏

j=1

(∫
Ω
|Dju|p dLn

) 1
np

=

= max
{

1,
(n− 1)p

n

}
(Ln(Ω))

1
n

n∏
j=1

(∫
Ω
|Dju|p dLn

) 1
np

.

Il caso n = 1 può essere trattato in modo simile.

(3.6) Corollario Valgono i seguenti fatti:

(a) se n = 1, si ha W 1,1
loc (Ω) ⊆ L∞loc(Ω);
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(b) se 1 ≤ p < n, si ha W 1,p
loc (Ω) ⊆ Lp∗

loc(Ω).

Dimostrazione.

(a) Sia u ∈ W 1,1
loc (Ω), sia K un compatto in Ω e sia ψ ∈ C∞

c (Ω) con ψ(x) = 1 su K.

Dai Teoremi (2.8) e (2.23) si deduce che ψu ∈ W 1,1
0 (Ω). Dal Teorema di Sobolev segue

allora che ψu ∈ L∞(Ω). In particolare ψu ∈ L∞(K), ossia u ∈ L∞(K).

(b) La dimostrazione è analoga.

(3.7) Lemma Sia p ∈]n,∞[. Allora per ogni u ∈ C1
c (Rn) si ha

‖u‖∞ ≤ p(n+ 1)
p− n

‖u‖1,p ,

∀x, y ∈ Rn : |u(x)− u(y)| ≤ 2pn
p− n

‖Du‖p |x− y|α ,

dove α = 1− n
p .

Dimostrazione. Sia u ∈ C1
c (Rn) e sia Q un qualunque ipercubo chiuso di lato d > 0.

Dimostriamo che

(3.8) ∀x ∈ Q : |u(x)− uQ| ≤
p

p− n
d

p−n
p

n∑
j=1

‖Dju‖Lp(Q) ,

dove

uQ = d−n

∫
Q
u dLn .

A meno di una traslazione, possiamo supporre x = 0. Allora per ogni y ∈ Q risulta

u(y)− u(0) =
∫ 1

0

d

dt
u(ty) dt =

n∑
j=1

∫ 1

0
yjDju(ty) dt ≤

≤
n∑

j=1

∫ 1

0
|yj ||Dju(ty)| dt ≤ d

n∑
j=1

∫ 1

0
|Dju(ty)| dt .
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Integrando su Q, si ottiene∫
Q
u(y) dLn(y)− dn u(0) ≤ d

n∑
j=1

∫ 1

0

(∫
Q
|Dju(ty)| dLn(y)

)
dt =

= d
n∑

j=1

∫ 1

0

(∫
tQ
|Dju(ξ)|t−n dLn(ξ)

)
dt ≤

≤ d

n∑
j=1

∫ 1

0

(
t−n(td)

np−n
p

(∫
tQ
|Dju(ξ)|p dLn(ξ)

) 1
p
)
dt ≤

≤ dn d
p−n

p

(∫ 1

0
t
−n

p dt

) n∑
j=1

(∫
Q
|Dju(ξ)|p dLn(ξ)

) 1
p

=

= dn p

p− n
d

p−n
p

n∑
j=1

‖Dju‖Lp(Q) .

Dividendo per dn membro a membro, si ottiene

uQ − u(0) ≤ p

p− n
d

p−n
p

n∑
j=1

‖Dju‖Lp(Q) ,

da cui segue, potendo scambiare u con −u,

|u(0)− uQ| ≤
p

p− n
d

p−n
p

n∑
j=1

‖Dju‖Lp(Q) .

La (3.8) è quindi provata.

Per ogni x ∈ Rn esiste un ipercubo chiuso Q di lato 1 contenente x. Ne segue

|u(x)| ≤ |uQ|+ |u(x)− uQ| ≤
∫

Q
|u| dLn +

p

p− n

n∑
j=1

‖Dju‖Lp(Q) ≤

≤
(∫

Q
|u|p dLn

) 1
p

+
p

p− n

n∑
j=1

‖Dju‖Lp(Q) ≤
p(n+ 1)
p− n

‖u‖1,p .

Risulta quindi

‖u‖∞ ≤ p(n+ 1)
p− n

‖u‖1,p .

Siano ora x, y ∈ Rn e sia Q un ipercubo chiuso di lato d ≤ |x− y| contenente x e y.

Dalla (3.8) si deduce che

|u(x)− u(y)| ≤ |u(x)− uQ|+ |uQ − u(y)| ≤

≤ 2p
p− n

d
p−n

p

n∑
j=1

‖Dju‖Lp(Q) ≤
2pn
p− n

‖Du‖p |x− y|α ,
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da cui la tesi.

(3.9) Definizione Sia E ⊆ Rn e sia α ∈]0, 1]. Diciamo che u : E → R è hölderiana

di esponente α, se esiste c ∈ [0,+∞[ tale che

∀x, y ∈ E : |u(x)− u(y)| ≤ c |x− y|α .

Denotiamo con C0,α(E) l’insieme delle funzioni hölderiane di esponente α definite su E.

Evidentemente ogni funzione hölderiana è uniformemente continua.

(3.10) Teorema (di Morrey) Sia p ∈]n,∞[. Allora W 1,p
0 (Ω) ⊆ L∞(Ω) e per ogni

u ∈W 1,p
0 (Ω) esiste una ed una sola ũ ∈ C0,α(Rn) limitata tale che

per Ln−q.o. x ∈ Ω : ũ(x) = u(x) ,

∀x ∈ Rn \ Ω : ũ(x) = 0 ,

‖ũ‖∞ ≤ p(n+ 1)
p− n

‖u‖1,p ,

∀x, y ∈ Rn : |ũ(x)− ũ(y)| ≤ 2pn
p− n

‖Du‖p |x− y|α ,

dove α = 1− n
p .

Dimostrazione. Per ogni u ∈W 1,p
0 (Ω) esiste una successione (uh) in C∞

c (Ω) convergente

ad u in W 1,p(Ω). Per il Teorema (2.19) esiste una sottosuccessione (uhk
) convergente ad

u puntualmente Ln−q.o in Ω. Dal lemma precedente si deduce che (uh) è di Cauchy in

Cb(Rn). Sia ũ ∈ Cb(Rn) il limite uniforme di (uh). Allora si ha

per Ln−q.o. x ∈ Ω : ũ(x) = u(x) ,

∀x ∈ Rn \ Ω : ũ(x) = 0 .

Sempre dal lemma precedente si deduce che

‖ũ‖∞ ≤ p(n+ 1)
p− n

‖u‖1,p ,

∀x, y ∈ Rn : |ũ(x)− ũ(y)| ≤ 2pn
p− n

‖Du‖p |x− y|α ,

da cui la tesi.
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(3.11) Definizione Sia p ∈]n,∞[. Per ogni u ∈ W 1,p
0 (Ω) la funzione ũ introdotta nel

teorema precedente si chiama rappresentante regolare di u.

(3.12) Corollario Sia p ∈]n,∞[. Se Ω è illimitato, per ogni u ∈W 1,p
0 (Ω) si ha

lim
|x|→∞

ũ(x) = 0 .

Dimostrazione. Per ogni ε > 0 esiste v ∈ C∞
c (Ω) tale che

‖v − ũ‖∞ ≤ p(n+ 1)
p− n

‖v − u‖1,p < ε .

Sia R > 0 tale che v(x) = 0 fuori da B (0, R). Allora per ogni x ∈ Rn con |x| > R si ha

|ũ(x)| < ε, da cui la tesi.

(3.13) Definizione Per ogni p ∈]1,∞] denotiamo con W−1,p(Ω) il duale topologico di

W 1,p′

0 (Ω). Poniamo anche H−1(Ω) := W−1,2(Ω).

Evidentemente W−1,p(Ω) è uno spazio di Banach. La norma canonica di W−1,p(Ω)

verrà denotata nel seguito con ‖ ‖−1,p.

(3.14) Teorema Sia p ∈]1,∞] e sia X l’insieme delle u ∈ L1
loc(Ω) tali che la forma

lineare
C∞

c (Ω) −→ R

f 7→
∫

Ω
fu dLn

sia continua rispetto alla norma ‖ ‖1,p′.

Valgono allora i seguenti fatti:

(a) X è un sottospazio vettoriale di L1
loc(Ω);

(b) per ogni u ∈ X esiste uno ed un solo Tu ∈W−1,p(Ω) tale che

∀f ∈ C∞
c (Ω) : 〈Tu, f〉 =

∫
Ω
fu dLn ;

(c) l’applicazione {u 7−→ Tu} è lineare ed iniettiva.

Dimostrazione. Si verifica facilmente che X è un sottospazio vettoriale di L1
loc(Ω). Es-

sendo C∞
c (Ω) un sottospazio vettoriale denso in W 1,p′

0 (Ω), si ha che vale la (b). Infine,

si verifica facilmente che l’applicazione {u 7−→ Tu} è lineare ed iniettiva.
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Essendo l’applicazione {u 7−→ Tu} lineare ed iniettiva, si ha che X è isomorfo ad un

sottospazio vettoriale di W−1,p(Ω). È consuetudine identificare (con abuso di notazione)

u con Tu e X con T (X). Risulta allora X ⊆ W−1,p(Ω), per cui X viene usualmente

denotato col simbolo L1
loc(Ω) ∩W−1,p(Ω).

(3.15) Teorema Sia p ∈]1,∞]. Allora si ha Lp(Ω) ⊆ L1
loc(Ω) ∩W−1,p(Ω) e per ogni

u ∈ Lp(Ω) risulta

∀f ∈W 1,p′

0 (Ω) : 〈u, f〉 =
∫

Ω
fu dLn ,

‖u‖−1,p ≤ ‖u‖p .

Dimostrazione. Per ogni u ∈ Lp(Ω) e per ogni f ∈W 1,p′

0 (Ω) si ha u ∈ L1
loc(Ω) e∣∣∣∣∫

Ω
fu dLn

∣∣∣∣ ≤ ‖u‖p ‖f‖p′ ≤ ‖u‖p ‖f‖1,p′ .

Ne segue u ∈ L1
loc(Ω) ∩W−1,p(Ω) e ‖u‖−1,p ≤ ‖u‖p.

(3.16) Teorema Sia p ∈]1, n]. Allora si ha Lp(Ω) ⊆ L1
loc(Ω) ∩W−1,p∗(Ω) e per ogni

u ∈ Lp(Ω) risulta

∀f ∈W 1,p∗′

0 (Ω) : 〈u, f〉 =
∫

Ω
fu dLn ,

‖u‖−1,p∗ ≤
(n− 1)p
n(p− 1)

‖u‖p .

Dimostrazione. Poiché 1 < p ≤ n, risulta

n

n− 1
< p∗ ≤ ∞ ,

quindi

1 ≤ p∗′ < n .

Inoltre si ha

(p∗′)∗ =
np∗′

n− p∗′
=

p

p− 1
= p′ .

Tenuto conto del Teorema di Sobolev, per ogni u ∈ Lp(Ω) e per ogni f ∈ W 1,p∗′

0 (Ω)

risulta∣∣∣∣∫
Ω
fu dLn

∣∣∣∣ ≤ ‖u‖p ‖f‖p′ ≤
(n− 1)p
n(p− 1)

‖u‖p ‖Df‖p∗′ ≤
(n− 1)p
n(p− 1)

‖u‖p ‖f‖1,p∗′ .

Ne segue la tesi.
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(3.17) Teorema Sia q ∈
]
1, n

n−1

[
. Allora si ha L1(Ω) ⊆ L1

loc(Ω)∩W−1,q(Ω) e per ogni

u ∈ L1(Ω) risulta

∀f ∈W 1,q′

0 (Ω) : 〈u, f〉 =
∫

Ω
fu dLn ,

‖u‖−1,q ≤
(n+ 1)q

n− (n− 1)q
‖u‖1 .

Dimostrazione. Si ragiona come nel teorema precedente, riconducendosi questa volta al

Teorema di Morrey.

(3.18) Teorema Sia p ∈]1,∞] e sia u ∈ Lp(Ω). Allora la relazione

∀f ∈W 1,p′

0 (Ω) : 〈Dju, f〉 := −
∫

Ω
Djf u dLn

definisce un elemento Dju di W−1,p(Ω). Inoltre l’applicazione

Lp(Ω) →W−1,p(Ω)

u 7−→ Dju

è lineare e

∀u ∈ Lp(Ω) : ‖Dju‖−1,p ≤ ‖u‖p .

Dimostrazione. Evidentemente Dju è una forma lineare su W 1,p′

0 (Ω). Inoltre per ogni

f ∈W 1,p′

0 (Ω) si ha

|〈Dju, f〉| ≤ ‖u‖p ‖Djf‖p′ ≤ ‖u‖p ‖f‖1,p′ ,

per cui Dju ∈W−1,p(Ω) e ‖Dju‖−1,p ≤ ‖u‖p.

Si verifica facilmente che l’applicazione {u 7−→ Dju} è lineare.

(3.19) Osservazione Se u ∈ Lp(Ω) ∩W 1,1
loc (Ω), per ogni f ∈ C∞

c (Ω) si ha

−
∫

Ω
Djf u dLn =

∫
Ω
fDju dLn .

Pertanto Dju ∈ L1
loc(Ω) ∩W−1,p(Ω) ed i due modi di identificare Dju con un elemento

di W−1,p(Ω) sono consistenti.
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4 Teoremi di compattezza

(4.1) Lemma Sia u ∈W 1,1
loc (Ω) e sia Q un ipercubo aperto di lato d con Q ⊆ Ω.

Allora risulta

‖u− uQ‖L1(Q) ≤ d ‖Du‖L1(Q) ,

dove

uQ = d−n

∫
Q
u dLn .

Dimostrazione. Sia Q =
n∏

j=1
]aj , bj [ e sia u ∈ C1

c (Ω). Per ogni x, y ∈ Q risulta

u(x)− u(y) =
∫ x1

y1

D1u(t, y2, . . . , yn) dt+ · · ·+
∫ xn

yn

Dnu(x1, . . . , xn−1, t) dt ≤

≤
∫ b1

a1

|D1u(t, y2, . . . , yn)| dt+ · · ·+
∫ bn

an

|Dnu(x1, . . . , xn−1, t)| dt .

Integrando su Q in dLn(y1, . . . , yn) e dividendo per Ln(Q) = dn, si ottiene

u(x)− uQ ≤ d1−n ‖D1u‖L1(Q) + · · ·+
∫ bn

an

|Dnu(x1, . . . , xn−1, t)| dt ,

quindi, potendo scambiare u con −u,

|u(x)− uQ| ≤ d1−n ‖D1u‖L1(Q) + · · ·+
∫ bn

an

|Dnu(x1, . . . , xn−1, t)| dt .

Integrando su Q in dLn(x1, . . . , xn), si ottiene infine

‖u− uQ‖L1(Q) ≤ d ‖D1u‖L1(Q) + · · ·+ d ‖Dnu‖L1(Q) = d ‖Du‖L1(Q) .

Sia ora u ∈W 1,1
loc (Ω) e sia (uh) una successione in C∞

c (Ω) conforme al Teorema (2.5).

Per il passo precedente risulta

‖uh − uh,Q‖L1(Q) ≤ d

n∑
j=1

‖Djuh‖L1(Q) .

Inoltre dal Teorema della convergenza dominata si deduce che uh → u in W 1,1(Q).

Passando al limite per h→∞, si ottiene la tesi.

(4.2) Teorema Sia (uh) una successione in W 1,1
loc (Ω). Supponiamo che per ogni com-

patto K ⊆ Ω le successioni (uh), (D1uh), . . . , (Dnuh) siano limitate in L1(K).
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Allora esistono u ∈ L
n

n−1

loc (Ω) (u ∈ L∞loc(Ω) se n = 1) ed una sottosuccessione (uhk
)

tali che uhk
(x) → u(x) per Ln−q.o. x ∈ Ω.

Dimostrazione. Dimostriamo anzitutto che per ogni ipercubo aperto Q con Q ⊆ Ω

esistono u ∈ L
n

n−1 (Q) ed una sottosuccessione (uhk
) tali che uhk

(x) → u(x) per Ln−q.o.

x ∈ Q.

Sia ψ ∈ C∞
c (Ω) con ψ(x) = 1 su Q e sia K = supt(ψ). Allora ψuh ∈W 1,1

0 (Ω) e

‖Dj(ψuh)‖L1(Ω) ≤ ‖ψ‖∞ ‖Djuh‖L1(K) + ‖Djψ‖∞ ‖uh‖L1(K) .

Le successioni (D1(ψuh)), . . . , (Dn(ψuh)) sono quindi limitate in L1(Ω). Per il Teorema

di Sobolev (ψuh) è limitata in L
n

n−1 (Ω). In particolare (uh) è limitata in L
n

n−1 (Q).

Per il Teorema (1.1) esistono v ∈ L
n

n−1 (Q) ed una sottosuccessione (uhk
) tali che

∀f ∈ Ln(Q) : lim
k

∫
Q
fuhk

dLn =
∫

Q
fv dLn .

Dimostriamo che (uhk
) ammette una ulteriore sottosuccessione convergente puntualmen-

te Ln−q.o.

Per semplicità denotiamo ancora con (uh) la sottosuccessione (uhk
). Dimostriamo

che (uh) è di Cauchy in L1(Q). Suddividiamo l’ipercubo Q di lato d in ipercubi di lato

d/m. Otteniamo quindi degli ipercubi Q1, . . . , Qmn tali che

‖uh − uk‖L1(Q) =
mn∑
i=1

‖uh − uk‖L1(Qi) ≤

≤
mn∑
i=1

(
‖uh − uh,Qi

‖L1(Qi) + ‖uh,Qi
− uk,Qi

‖L1(Qi)+

+‖uk,Qi
− uk‖L1(Qi)

)
≤

≤ d

m

n∑
j=1

‖Djuh‖L1(Q) +
d

m

n∑
j=1

‖Djuk‖L1(Q) +

+
mn∑
i=1

∣∣∣∣∫
Q

(uh − uk)χQi dLn

∣∣∣∣ .
Per ogni ε > 0 esiste m ≥ 1 tale che

2
d

m
sup

h


n∑

j=1

‖Djuh‖L1(Q)

 <
ε

2
.

D’altronde per ogni i = 1, . . . ,mn si ha

lim
h

∫
Q
uhχQi dLn =

∫
Q
vχQi dLn .
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Esiste quindi h ∈ N tale che

∀h, k ≥ h :
mn∑
i=1

∣∣∣∣∫
Q

(uh − uk)χQi dLn

∣∣∣∣ < ε

2
.

Ne segue

∀h, k ≥ h : ‖uh − uk‖L1(Q) < ε .

Poiché (uh) è una successione di Cauchy in L1(Q), esiste una sottosuccessione (uhk
)

convergente Ln−q.o. in Q a qualche u ∈ L1(Q). Essendo (uh) limitata in L
n

n−1 (Q),

segue dal Lemma di Fatou che u ∈ L
n

n−1 (Q).

Sia ora (Qi) una successione di ipercubi aperti tali che Qi ⊆ Ω e Ω =
∞⋃
i=0

Qi.

Applichiamo più volte il passo precedente. Sia (uν0(h)) una sottosuccessione di (uh)

tale che uν0(h) → v0 Ln−q.o. in Q0 con v0 ∈ L
n

n−1 (Q0). Siano poi v1 ∈ L
n

n−1 (Q1) ed

(uν1(h)) una sottosuccessione di (uν0(h)) tali che uν1(h) → v1 Ln−q.o. in Q1. Procedendo

ricorsivamente, si trovano vi ∈ L
n

n−1 (Qi) ed (uνi(h)) sottosuccessione di (uνi−1(h)) con

uνi(h) → vi Ln−q.o. in Qi. Inoltre si ha vi(x) = vj(x) per Ln−q.o. x ∈ Qi ∩ Qj . Di

conseguenza esiste una ed una sola u ∈ L
n

n−1

loc (Ω) tale che u(x) = vi(x) per Ln−q.o.

x ∈ Qi. Consideriamo la successione (uνh(h)). Per ogni i ∈ N si ha che (uνh(h)) è

definitivamente (per h ≥ i) una sottosuccessione di (uνi(h)). Ne segue uνh(h) → u Ln−q.o.

in Qi, quindi uνh(h) → u Ln−q.o. in Ω.

(4.3) Teorema (di Rellich I) Siano Ln(Ω) < +∞ e p ∈ [1, n[. Allora per ogni

q ∈ [1, p∗[ l’immersione naturale W 1,p
0 (Ω) → Lq(Ω) è compatta.

Dimostrazione. Sia (uh) una successione limitata in W 1,p
0 (Ω). Per il Teorema di Sobolev

(uh) è limitata in Lp∗(Ω). Inoltre per ogni compatto K ⊆ Ω abbiamo che ‖uh‖L1(K) e

‖Djuh‖L1(K) sono limitate. Per il Teorema (4.2) esiste una sottosuccessione uhk
→ u

Ln−q.o. in Ω con u ∈ L
n

n−1

loc (Ω). Per il Corollario (1.3) ne segue u ∈ Lp∗(Ω) ed uhk
→ u

in Lq(Ω) per ogni q < p∗.

(4.4) Lemma Siano p ∈ [1, n[, q ∈ [1, p∗[ e sia a ∈ Lr(Ω) con

1
r

+
1
p∗

=
1
q
.

Allora per ogni successione (uh) in W 1,p
0 (Ω) con (‖Duh‖p) limitata, esiste una

sottosuccessione (uhk
) con (auhk

) convergente in Lq(Ω).
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Dimostrazione. Combinando di nuovo il Teorema di Sobolev col Teorema (4.2), si de-

duce che (uh) è limitata in Lp∗(Ω) e che esiste una sottosuccessione (uhk
) convergente

puntualmente Ln−q.o. ad una u ∈ Lp∗(Ω).

La tesi discende allora dal Teorema (1.2).

(4.5) Teorema Siano p ∈ [1, n[, q ∈ [1, p∗[ e sia a ∈ Lr(Ω) con

1
r

+
1
p∗

=
1
q
.

Allora l’applicazione lineare {u 7−→ au} da W 1,p
0 (Ω) in Lq(Ω) è compatta.

Dimostrazione. Si tratta di un’ovvia conseguenza del Lemma (4.4).

(4.6) Osservazione Il Teorema (4.3) può essere ottenuto come caso particolare del

teorema precedente, scegliendo a(x) = 1. La necessità di avere a ∈ Lr(Ω) con r < ∞

porta a supporre, nel Teorema (4.3), Ln(Ω) < +∞.

(4.7) Teorema (di Rellich II) Siano Ln(Ω) < +∞ e p ∈]n,∞[. Allora l’immersione

naturale W 1,p
0 (Ω) → L∞(Ω) è compatta.

Dimostrazione. Sia (uh) una successione limitata in W 1,p
0 (Ω) e sia

c = sup
h
‖uh‖1,p .

Per il Teorema (4.2) esiste una sottosuccessione, che per semplicità denotiamo ancora

con uh, convergente ad u ∈ L
n

n−1

loc (Ω) Ln−q.o. in Ω.

Dimostriamo che (ũh) è di Cauchy in Cb(Rn). Per assurdo, sia ε > 0 e siano

hm, km →∞ tali che

‖ũhm − ũkm‖∞ ≥ ε .

Sia xm ∈ Ω tale che

|ũhm(xm)− ũkm(xm)| ≥ 1
2
‖ũhm − ũkm‖∞ .

Se (xm) ammette una sottosuccessione limitata, a meno di un’ulteriore sottosuccessione

(xm) è convergente a qualche x ∈ Ω. Sia r ∈]0, 1] tale che

4pn
p− n

c r
p−n

p ≤ 1
2
ε
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e sia ξ ∈ B (x, r) tale che

lim
h
ũh(ξ) = u(ξ) .

Allora dal Teorema di Morrey si deduce che

|ũhm(xm)− ũkm(xm)| ≤ |ũhm(xm)− ũhm(ξ)|+ |ũhm(ξ)− ũkm(ξ)|+

+|ũkm(ξ)− ũkm(xm)| ≤

≤ 4pn
p− n

c |xm − ξ|
p−n

p + |ũhm(ξ)− ũkm(ξ)| ,

per cui
1
2
ε ≤ lim sup

m
|ũhm(xm)− ũkm(xm)| < 4pn

p− n
c r

p−n
p ≤ 1

2
ε .

Pertanto deve essere |xm| → ∞. Sia R > 1 tale che

Ln(Ω \ B (0, R− 1)) < Ln(B (0, r)) .

Se m ∈ N è tale che |xm| ≥ R, non può essere B (xm, r) ⊆ Ω. Scelto ξ ∈ B (xm, r) \ Ω,

ne segue come prima

|ũhm(xm)− ũkm(xm)| ≤ 4pn
p− n

c |xm − ξ|
p−n

p + |ũhm(ξ)− ũkm(ξ)| .

In questo caso risulta

1
2
ε ≤ |ũhm(xm)− ũkm(xm)| < 4pn

p− n
c r

p−n
p ≤ 1

2
ε ,

per cui si perviene nuovamente ad un assurdo.

Essendo (ũh) di Cauchy in Cb(Rn), si ha che (uh) è di Cauchy in L∞(Ω), da cui la

tesi.

(4.8) Teorema Siano q ∈
]

n
n−1 ,∞

]
, p ∈

]
nq

n+q ,∞
]

e sia a ∈ Lr(Ω) con

1
r

+
1
p

=
n+ q

nq
.

Allora l’applicazione lineare {u 7−→ au} da Lp(Ω) in W−1,q(Ω) è compatta.

Dimostrazione. Sia (uh) limitata in Lp(Ω). Per il Teorema (1.1) esistono u ∈ Lp(Ω) ed

una sottosuccessione (uhk
) tali che

∀f ∈ Lp′(Ω) : lim
k

∫
Ω
fuhk

dLn =
∫

Ω
fu dLn .
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Poiché n
n−1 < q ≤ ∞, risulta

1 <
nq

n+ q
≤ n .

Dal Teorema (3.16) si deduce che auh, au ∈ W−1,q(Ω). Sia vk ∈ W 1,q′

0 (Ω) tale che

‖vk‖1,q′ ≤ 1 e ∣∣∣∣∫
Ω
vk a (uhk

− u) dLn

∣∣∣∣ ≥ 1
2
‖auhk

− au‖−1,q .

Poiché q′ ∈ [1, n[ e
1
r

+
1
q′∗

= 1− 1
p

=
1
p′
,

segue dal Teorema (4.5) che, a meno di una sottosuccessione, (avk) è convergente in

Lp′(Ω) a qualche w. Poiché∣∣∣∣∫
Ω
avk (uhk

− u) dLn

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∫

Ω
w (uhk

− u) dLn

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫
Ω

(avk − w) (uhk
− u) dLn

∣∣∣∣ ≤
≤

∣∣∣∣∫
Ω
w (uhk

− u) dLn

∣∣∣∣+ ‖avk − w‖p′ ‖uhk
− u‖p ,

risulta

lim
k

∫
Ω
avk (uhk

− u) dLn = 0 ,

quindi

lim
k
‖auhk

− au‖−1,q = 0 ,

da cui la tesi.

(4.9) Teorema Siano Ln(Ω) < +∞ e q ∈
]
1, n

n−1

[
. Allora l’immersione naturale

L1(Ω) →W−1,q(Ω) è compatta.

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione.



Capitolo 2

Equazioni ellittiche in forma di
divergenza

1 Formulazione debole

Sia Ω un aperto in Rn. Un’equazione differenziale alle derivate parziali del secondo

ordine lineare è un’equazione della forma

(1.1) −
n∑

i,j=1

aijD
2
iju+

n∑
j=1

cjDju+ du = w in Ω.

Le funzioni aij , cj e d sono i coefficienti dell’equazione, w è il termine noto ed u è

l’incognita.

Diciamo che l’equazione è in forma di divergenza, se è del tipo

(1.2) −
n∑

i=1

Di

 n∑
j=1

aijDju+ biu

+
n∑

j=1

cjDju+ du = w in Ω.

Introducendo la matrice A di coefficienti aij ed i vettori B e C di coefficienti rispettiva-

mente bi e cj , la (1.2) equivale a

−div (A∇u+ uB) + C · ∇u+ du = w ,

da cui la dicitura “in forma di divergenza”.

Se i coefficienti aij , bi, cj e d e la soluzione u sono sufficientemente regolari, le due

forme sono riconducibili l’una all’altra. Infatti si ha

−
n∑

i=1

Di

 n∑
j=1

aijDju+ biu

+
n∑

j=1

cjDju+ du =

= −
n∑

i,j=1

aijD
2
iju+

n∑
j=1

(
cj −

n∑
i=1

Diaij − bj

)
Dju+

(
d−

n∑
i=1

Dibi

)
u

47
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come anche

−
n∑

i,j=1

aijD
2
iju+

n∑
j=1

cjDju+ du =

= −
n∑

i=1

Di

 n∑
j=1

aijDju

+
n∑

j=1

(
cj +

n∑
i=1

Diaij

)
Dju+ du .

Tuttavia, in generale, le due forme non si equivalgono. Ad esempio, per le equazioni in

forma di divergenza, a cui limiteremo la nostra trattazione, è possibile introdurre una

nozione di “soluzione debole” anche quando i coefficienti sono solo in L∞(Ω).

Come nel caso delle equazioni differenziali ordinarie, è opportuno aggiungere qualche

condizione sul comportamento di u su ∂Ω o su una sua parte. Restrizioni di questo tipo si

chiamano “condizioni al contorno”. A seconda del tipo di equazione, diverse condizioni

al contorno possono risultare naturali. Noi ci limiteremo al caso in cui l’equazione è

uniformemente ellittica, il che significa che esiste ν > 0 tale che

∀x ∈ Ω,∀ξ ∈ Rn :
n∑

i,j=1

aij(x)ξjξi ≥ ν
n∑

i=1

ξ2i .

In tal caso la condizione al contorno più semplice è la condizione di Dirichlet omoge-

nea, che consiste nell’imporre u(x) = 0 su ∂Ω. Di conseguenza, il problema di cui ci

occuperemo sarà del tipo

(1.3)


−

n∑
i=1

Di

 n∑
j=1

aijDju+ biu

+
n∑

j=1

cjDju+ du = w in Ω ,

u = 0 su ∂Ω .

Riprendiamo ora il tutto in modo più formale. Nel corso di questo capitolo suppor-

remo che Ω sia un aperto in Rn. Per semplicità ci limiteremo al caso n ≥ 3. La soluzione

u verrà cercata in H1
0 (Ω). Sarà questo un modo “debole” di imporre u(x) = 0 su ∂Ω.

Sui coefficienti dell’equazione (1.2) faremo le seguenti ipotesi di sommabilità:

(1.4) aij ∈ L∞(Ω), bi, cj ∈ Ln(Ω), d ∈ L
n
2 (Ω) .

Inoltre supporremo l’ipotesi di uniforme ellitticità:

esiste ν > 0 tale che per Ln−q.o. x ∈ Ω e per ogni ξ ∈ Rn si abbia

(1.5)
n∑

i,j=1

aij(x)ξjξi ≥ ν

n∑
i=1

ξ2i .



1. FORMULAZIONE DEBOLE 49

In tali condizioni è possibile definire un’applicazione lineare e continua

L : H1
0 (Ω) → H−1(Ω)

ponendo

Lu = −
n∑

i=1

Di

 n∑
j=1

aijDju+ biu

+
n∑

j=1

cjDju+ du .

Più precisamente, dal momento che aij ∈ L∞(Ω), è immediato verificare che l’applica-

zione
H1

0 (Ω) −→ L2(Ω)

u 7→ aijDju

è ben definita, lineare e continua. D’altra parte, l’applicazione

H1
0 (Ω) −→ L2(Ω)

u 7→ biu

è ben definita, lineare e compatta per il Teorema (1.4.5). Poiché per il Teorema (1.3.18)

l’applicazione
L2(Ω) −→ H−1(Ω)

z 7→ Diz

è ben definita, lineare e continua, risulta per composizione che

H1
0 (Ω) −→ H−1(Ω)

u 7→ Di (aijDju)

è ben definita, lineare e continua, mentre

H1
0 (Ω) −→ H−1(Ω)

u 7→ Di (biu)

è ben definita, lineare e compatta.

Per il Teorema (1.4.8) le applicazioni

L2(Ω) −→ H−1(Ω) L2∗(Ω) −→ H−1(Ω)

z 7→ cjz u 7→ du

sono ben definite, lineari e compatte. D’altra parte è immediato verificare che l’applica-

zione
H1

0 (Ω) −→ L2(Ω)

u 7→ Dju

è ben definita, lineare e continua, mentre l’applicazione

H1
0 (Ω) −→ L2∗(Ω)

u 7→ u
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è ben definita, lineare e continua per il Teorema di Sobolev. Per composizione, si conclude

che le applicazioni

H1
0 (Ω) −→ H−1(Ω) H1

0 (Ω) −→ H−1(Ω)

u 7→ cjDju u 7→ du

sono ben definite, lineari e compatte.

Alla luce di tali interpretazioni, l’applicazione lineare e continua L : H1
0 (Ω) →

H−1(Ω) è di fatto caratterizzata dalla relazione integrale

∀u, f ∈ H1
0 (Ω) :

〈Lu, f〉 =
∫

Ω

 n∑
i,j=1

aijDjuDif +
n∑

i=1

biuDif +
n∑

j=1

cjDjuf + duf

 dLn .

(1.6) Definizione Sia w ∈ H−1(Ω). Diciamo che u è una soluzione debole di (1.3),

se u ∈ H1
0 (Ω) e Lu = w in H−1(Ω), ossia se per ogni f ∈ H1

0 (Ω) risulta

∫
Ω

 n∑
i,j=1

aijDjuDif +
n∑

i=1

biuDif +
n∑

j=1

cjDjuf + duf

 dLn = 〈w, f〉 .

(1.7) Definizione Sia X uno spazio normato e sia L : X → X ′ un’applicazione lineare

e continua. Definiamo L∗ : X → X ′ ponendo L∗ = L′◦J , dove J : X → X ′′ è l’isometria

canonica e L′ : X ′′ → X ′ è l’operatore duale di L.

Evidentemente per ogni u, f ∈ X risulta

〈L∗f, u〉 = 〈L′Jf, u〉 = 〈Jf, Lu〉 = 〈Lu, f〉 .

Ne segue che (L∗)∗ = L.

(1.8) Teorema Si ha che l’applicazione lineare e continua L∗ : H1
0 (Ω) → H−1(Ω)

soddisfa

∀f ∈ H1
0 (Ω) : L∗f = −

n∑
i=1

Di

 n∑
j=1

ajiDjf + cif

+
n∑

j=1

bjDjf + df .

Dimostrazione. Per ogni u, f ∈ H1
0 (Ω) si ha

〈L∗f, u〉 = 〈Lu, f〉 =
∫

Ω

 n∑
i,j=1

aijDjuDif +
n∑

i=1

biuDif +
n∑

j=1

cjDjuf + duf

 dLn =
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=
∫

Ω

 n∑
j,i=1

ajiDiuDjf +
n∑

j=1

bjuDjf +
n∑

i=1

ciDiuf + duf

 dLn =

=
∫

Ω

 n∑
i,j=1

ajiDjfDiu+
n∑

i=1

cifDiu+
n∑

j=1

bjDjfu+ dfu

 dLn .

La tesi discende allora dall’arbitrarietà di u.

(1.9) Definizione La forma bilineare e continua a : H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω) → R definita da

a(f, u) = 〈Lu, f〉

si chiama forma bilineare associata all’operatore L.

2 L’alternativa di Fredholm

Sia

L : H1
0 (Ω) → H−1(Ω)

l’applicazione lineare e continua introdotta nella sezione precedente.

(2.1) Teorema Supponiamo che la forma bilineare associata all’operatore L sia coer-

citiva.

Allora l’applicazione L è biiettiva, ossia per ogni w ∈ H−1(Ω) il problema (1.3)

ammette una ed una sola soluzione debole u.

Dimostrazione. Dal Teorema di Lax-Milgram segue che per ogni w ∈ H−1(Ω) esiste uno

ed un solo u ∈ H1
0 (Ω) tale che

∀f ∈ H1
0 (Ω) : 〈Lu, f〉 = a(f, u) = 〈w, f〉 ,

ossia tale che Lu = w.

(2.2) Teorema (dell’alternativa di Fredholm) Sia Ln(Ω) < +∞. Valgono allora i

seguenti fatti:

(a) N (L) ha dimensione finita;
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(b) R (L) è chiuso e di codimensione finita in H−1(Ω);

(c) si ha

N (L) = ⊥R (L∗) , R (L) = N (L∗)⊥ ;

(d) si ha

dim(N (L)) = codimH−1 (R (L)) = dim(N (L∗)) = codimH−1 (R (L∗)) ;

in particolare, L è iniettiva se e solo se L è suriettiva.

Dimostrazione. Definiamo due applicazioni J,K : H1
0 (Ω) → H−1(Ω) ponendo

Ju = −
n∑

i=1

Di

 n∑
j=1

aijDju

+ νu ,

Ku =
n∑

i=1

Di(biu)−
n∑

j=1

cjDju− (d− ν)u ,

dove ν è la costante di ellitticità che compare nella (1.5). Essendo Ln(Ω) < +∞, la

funzione costantemente uguale a ν appartiene a L
n
2 (Ω).

Dalle considerazioni svolte nella sezione precedente segue che J è lineare e continua,

mentre K è lineare e compatta. Inoltre per ogni u ∈ H1
0 (Ω) si ha

ν‖u‖2
1,2 ≤

∫
Ω

 n∑
i,j=1

aijDjuDiu+ νu2

 dLn = 〈Ju, u〉 .

Dal Teorema (2.1) si deduce che J è biiettiva.

Dal teorema astratto dell’alternativa di Fredholm si deducono le affermazioni (a) e

(b) e che

dim(N (L)) = codimH−1 (R (L)) , dim(N (L∗)) = codimH−1 (R (L∗)) .

D’altra parte, se J̃ : H1
0 (Ω) →

(
H−1(Ω)

)′ rappresenta l’isometria lineare canonica, si ha

J̃(N (L∗)) ⊆ N (L′), quindi dim(N (L∗)) ≤ dim(N (L′)). Ne segue

codimH−1 (R (L)) ≥ dim(N (L∗)) , codimH−1 (R (L∗)) ≥ dim(N (L)) ,

da cui l’affermazione (d).

In particolare, dim(N (L∗)) = dim(N (L′)) < +∞, per cui J̃(N (L∗)) = N (L′).

Proviamo che

N (L∗)⊥ = ⊥N
(
L′
)
.
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In effetti, data w ∈ H−1(Ω), si ha w ∈ ⊥N (L′) se e solo se

∀ξ ∈ N
(
L′
)

: 〈ξ, w〉 = 0 ,

il che equivale a

∀u ∈ N (L∗) : 〈J̃u, w〉 = 0 ,

ossia

∀u ∈ N (L∗) : 〈w, u〉 = 0 ,

che equivale a w ∈ N (L∗)⊥.

Dal teorema astratto dell’alternativa di Fredholm segue allora che

R (L) = ⊥N
(
L′
)

= N (L∗)⊥ .

Infine, se u ∈ N (L) e w = L∗f , si ha

〈w, u〉 = 〈L∗f, u〉 = 〈Lu, f〉 = 0 .

Ne segue N (L) ⊆ ⊥R (L∗). D’altronde, se u ∈ ⊥R (L∗), per ogni f ∈ H1
0 (Ω) si ha

〈Lu, f〉 = 〈L∗f, u〉 = 0 ,

per cui Lu = 0. Risulta quindi ⊥R (L∗) ⊆ N (L).

L’affermazione (a) del teorema precedente dice che l’applicazione L è “quasi” iniet-

tiva (a meno di un sottospazio di dimensione finita), mentre l’affermazione (b) dice che

L è “quasi” suriettiva (sempre a meno di un sottospazio di dimensione finita).

Inoltre la (d) dice che “le misure dei difetti di iniettività” di L ed L∗ e dei “difetti

di suriettività” di L ed L∗ sono tutte coincidenti. Il termine “alternativa di Fredholm”

si riferisce proprio al fatto che o l’equazione Lu = w ha una ed una sola soluzione per

ogni w ∈ H−1(Ω) o l’equazione Lu = 0 ammette almeno una soluzione non nulla. In

particolare, per dimostrare che L è biiettiva, è sufficiente dimostrare che L è iniettiva,

cosa a priori più semplice.

Particolarmente importante è poi la relazione

R (L) = N (L∗)⊥

contenuta nella (c). Se {e1, . . . , ek} è una base in N (L∗) e w ∈ H−1(Ω), l’equazione

−
n∑

i=1

Di

 n∑
j=1

aijDju+ biu

+
n∑

j=1

cjDju+ du = w

ammette soluzione debole in H1
0 (Ω) se e solo se

〈w, e1〉 = · · · = 〈w, ek〉 = 0 .
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3 Il principio del massimo debole

(3.1) Definizione Sia w ∈ H−1(Ω).

- Diciamo che u è una sottosoluzione locale dell’equazione Lu = w, se u ∈ W 1,2
loc (Ω) e

per ogni f ∈ C∞
c (Ω) con f ≥ 0 risulta

∫
Ω

 n∑
i,j=1

aijDjuDif +
n∑

i=1

biuDif +
n∑

j=1

cjDjuf + duf

 dLn ≤ 〈w, f〉 .

- Diciamo che u è una soprasoluzione locale dell’equazione Lu = w, se u ∈ W 1,2
loc (Ω) e

per ogni f ∈ C∞
c (Ω) con f ≥ 0 risulta

∫
Ω

 n∑
i,j=1

aijDjuDif +
n∑

i=1

biuDif +
n∑

j=1

cjDjuf + duf

 dLn ≥ 〈w, f〉 .

Tenuto conto del Corollario (1.3.6), si verifica facilmente che gli integrali che com-

paiono nella definizione precedente sono ben definiti.

(3.2) Proposizione Sia w ∈ H−1(Ω). Valgono allora i seguenti fatti:

(a) se u ∈W 1,2
loc (Ω) è una sottosoluzione locale dell’equazione Lu = w, si ha

∫
Ω

 n∑
i,j=1

aijDjuDif +
n∑

i=1

biuDif +
n∑

j=1

cjDjuf + duf

 dLn ≤ 〈w, f〉

per ogni f ∈ H1
0 (Ω) con f(x) ≥ 0 Ln−q.o. in Ω e f(x) = 0 Ln−q.o. fuori da un

compatto di Ω;

(b) se u ∈W 1,2
loc (Ω) è una soprasoluzione locale dell’equazione Lu = w, si ha

∫
Ω

 n∑
i,j=1

aijDjuDif +
n∑

i=1

biuDif +
n∑

j=1

cjDjuf + duf

 dLn ≥ 〈w, f〉

per ogni f ∈ H1
0 (Ω) con f(x) ≥ 0 Ln−q.o. in Ω e f(x) = 0 Ln−q.o. fuori da un

compatto di Ω.

Dimostrazione.

(a) Sia K un compatto in Ω e sia f ∈ H1
0 (Ω) con f(x) ≥ 0 Ln−q.o. in Ω e f(x) = 0

Ln−q.o. in Ω \K. Dal Teorema (1.2.22) si deduce che esistono un compatto K ′ ⊆ Ω ed
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una successione (fh) in C∞
c (Ω) convergente a f in H1(Ω) con supt(fh) ⊆ K ′ e fh(x) ≥ 0

in Ω. Risulta quindi∫
Ω

 n∑
i,j=1

aijDjuDifh +
n∑

i=1

biuDifh +
n∑

j=1

cjDjufh + dufh

 dLn ≤ 〈w, fh〉 .

D’altronde, tenuto conto del Corollario (1.3.6), si ha u ∈ L
2n

n−2 (K ′) e Dju ∈ L2(K ′). Si

può quindi passare al limite per h→∞, ottenendo la tesi.

(b) La dimostrazione è analoga.

(3.3) Teorema Siano w1, w2 ∈ L
2n

n+2 (Ω) e siano u1, u2 ∈ W 1,2
loc (Ω) due sottosoluzioni

locali delle equazioni Lu = w1 ed Lu = w2, rispettivamente.

Allora max{u1, u2} è una sottosoluzione locale dell’equazione Lu = χU1w1 +χU2w2,

dove

U1 = {x ∈ Ω : u1(x) > u2(x)} , U2 = {x ∈ Ω : u1(x) ≤ u2(x)} .

Dimostrazione. Dal Corollario (1.2.15) si deduce facilmente che max{u1, u2} ∈W 1,2
loc (Ω).

Sia f ∈ C∞
c (Ω) con f ≥ 0. Per ogni h ≥ 1 sia ϑh : R → R una funzione di classe C∞

tale che ϑh(s) = 0 per s ≤ 0, ϑh(s) = 1 per s ≥ 1/h e 0 ≤ ϑ′h(s)s ≤ 2 per ogni s ∈ R.

Per ogni s ∈ R risulta allora

lim
h
ϑh(s) = χ]0,+∞[(s) , lim

h
ϑ′h(s) = 0 .

Dai Teoremi (1.2.7), (1.2.8) e (1.2.23) si deduce che ϑh(u1−u2)f ∈ H1
0 (Ω), ϑh(u1−u2)f ≥

0 Ln−q.o. in Ω e ϑh(u1 − u2)f = 0 Ln−q.o. fuori da supt(f). Per la Proposizione (3.2)

si ha allora

(3.4)
∫

Ω

( n∑
i,j=1

aijDju1Di(ϑh(u1 − u2)f) +
n∑

i=1

biu1Di(ϑh(u1 − u2)f)+

+
n∑

j=1

cjDju1 ϑh(u1 − u2)f + du1ϑh(u1 − u2)f
)
dLn ≤

∫
Ω
ϑh(u1 − u2)fw1 dLn .

In modo simile si verifica che anche (1− ϑh(u1 − u2))f è un test ammissibile, per cui

(3.5)
∫

Ω

( n∑
i,j=1

aijDju2Di((1− ϑh(u1 − u2))f) +
n∑

i=1

biu2Di((1− ϑh(u1 − u2))f)+

+
n∑

j=1

cjDju2 (1− ϑh(u1 − u2))f + du2(1− ϑh(u1 − u2))f
)
dLn ≤

≤
∫

Ω
(1− ϑh(u1 − u2))fw2 dLn .
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D’altronde, tenuto conto dell’ipotesi di uniforme ellitticità, risulta

(3.6)
∫

Ω

( n∑
i,j=1

aijDju1Di(ϑh(u1 − u2)f)
)
dLn+

∫
Ω

( n∑
i,j=1

aijDju2Di((1− ϑh(u1 − u2))f)
)
dLn =

=
∫

Ω

( n∑
i,j=1

aij

(
ϑh(u1 − u2)Dju1 + (1− ϑh(u1 − u2))Dju2

)
Dif+

+ϑ′h(u1 − u2)f
n∑

i,j=1

aijDj(u1 − u2)Di(u1 − u2)
)
dLn ≥

≥
∫

Ω

( n∑
i,j=1

aij

(
ϑh(u1 − u2)Dju1 + (1− ϑh(u1 − u2))Dju2

)
Dif

)
dLn .

Sommando la (3.4) con la (3.5) e tenendo conto della (3.6), si ottiene∫
Ω

( n∑
i,j=1

aij

(
ϑh(u1 − u2)Dju1 + (1− ϑh(u1 − u2))Dju2

)
Dif+

+
n∑

i=1

bi
(
ϑh(u1 − u2)u1 + (1− ϑh(u1 − u2))u2

)
Dif+

+ ϑ′h(u1 − u2)(u1 − u2)
n∑

i=1

bifDi(u1 − u2)+

+
n∑

j=1

cj
(
ϑh(u1 − u2)Dju1 + (1− ϑh(u1 − u2))Dju2

)
f+

+ d
(
ϑh(u1 − u2)u1 + (1− ϑh(u1 − u2))u2

)
f

)
dLn ≤

≤
∫

Ω
f
(
ϑh(u1 − u2)w1 + (1− ϑh(u1 − u2))w2

)
dLn .

Passando al limite per h→∞ ed applicando il Teorema della convergenza dominata, si

ottiene∫
Ω

( n∑
i,j=1

aij

(
χU1Dju1 + χU2Dju2

)
Dif +

n∑
i=1

bi
(
χU1u1 + χU2u2

)
Dif+

+
n∑

j=1

cj
(
χU1Dju1 + χU2Dju2

)
f + d

(
χU1u1 + χU2u2

)
f

)
dLn ≤

≤
∫

Ω
f
(
χU1w1 + χU2w2

)
dLn .

Tenuto conto del Corollario (1.2.15), risulta Dj(max{u1, u2}) = χU1Dju1 + χU2Dju2 e

max{u1, u2} = χU1u1 + χU2u2, da cui la tesi.
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(3.7) Definizione Sia u ∈W 1,2
loc (Ω). Poniamo

ess sup
∂Ω

u = inf
{
t ∈ R : (u− t)+ ∈ H1

0 (Ω)
}
,

se l’insieme a secondo membro non è vuoto, altrimenti poniamo ess sup
∂Ω

u = +∞.

Similmente poniamo

ess inf
∂Ω

u = sup
{
t ∈ R : (u− t)− ∈ H1

0 (Ω)
}
,

se l’insieme a secondo membro non è vuoto, altrimenti poniamo ess inf
∂Ω

u = −∞.

(3.8) Osservazione Sia τ ∈ R. Se τ > ess sup
∂Ω

u, si ha (u − τ)+ ∈ H1
0 (Ω). Se

τ < ess inf
∂Ω

u, si ha (u− τ)− ∈ H1
0 (Ω).

Dimostrazione. Sia t < τ tale che (u − t)+ ∈ H1
0 (Ω). Se definiamo g : R → R ponendo

g(s) = (s− (τ − t))+, risulta

(u− τ)+ = g((u− t)+) .

La prima affermazione discende allora dal Corollario (1.2.28).

La seconda affermazione si dimostra in modo simile.

(3.9) Osservazione Se Ω 6= ∅, per ogni u ∈W 1,2
loc (Ω) si ha

ess inf
Ω

u ≤ ess inf
∂Ω

u ≤ ess sup
∂Ω

u ≤ ess sup
Ω

u .

Dimostrazione. Se t ∈ R con t > ess sup
Ω

u, si ha u(x) ≤ t per Ln−q.o. x ∈ Ω, ossia

(u(x)− t)+ = 0 per Ln−q.o. x ∈ Ω. In particolare, ne segue (u− t)+ ∈ H1
0 (Ω), per cui

t ≥ ess sup
∂Ω

u. Dall’arbitrarietà di t si deduce che

ess sup
∂Ω

u ≤ ess sup
Ω

u .

In modo simile si prova che

ess inf
Ω

u ≤ ess inf
∂Ω

u .

Sia infine, per assurdo,

ess sup
∂Ω

u < ess inf
∂Ω

u
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e siano

ess sup
∂Ω

u < a < b < ess inf
∂Ω

u .

Risulta allora (u − a)+, (u − b)+ ∈ H1
0 (Ω) per l’Osservazione (3.8). Analogamente, si

ha anche (u − a)−, (u − b)− ∈ H1
0 (Ω), per cui (u − a), (u − b) ∈ H1

0 (Ω). Allora anche

(b− a) ∈ H1
0 (Ω) con b− a > 0, da cui Ln(Ω) < +∞. Dalla Disuguaglianza di Poincaré,

segue che ‖b − a‖2 = 0, il che è possibile solo se Ω = ∅. Risulta un assurdo, da cui la

tesi.

(3.10) Lemma Supponiamo che si abbia

∀f ∈ C∞
c (Ω) : f ≥ 0 =⇒

∫
Ω

(
d f +

n∑
i=1

biDif

)
dLn ≥ 0 .

Se u ∈ H1
0 (Ω) è una sottosoluzione locale dell’equazione Lu = 0, risulta u(x) ≤ 0

Ln−q.o. in Ω.

Dimostrazione. Poniamo t = ess sup
Ω

u e supponiamo per assurdo che risulti t > 0

(eventualmente anche t = +∞). Sia (tk) una successione in [0, t[ crescente a t. Poiché

per ogni f ∈ C∞
c (Ω) con f ≥ 0 si ha

−
∫

Ω

(
n∑

i=1

bitkDif + dtkf

)
dLn ≤ 0 ,

risulta che −tk è una sottosoluzione locale di Lu = 0. Ne segue che u − tk è una

sottosoluzione locale di Lu = 0. Poiché 0 è una sottosoluzione locale di Lu = 0, dal

Teorema (3.3) si deduce che

uk = (u− tk)+ = max {u− tk , 0}

è una sottosoluzione locale di Lu = 0. Poiché 0 ≤ tk < t, tenuto conto del Corolla-

rio (1.2.28) risulta uk ∈ H1
0 (Ω) \ {0}. In particolare, per il Teorema di Sobolev si ha

‖Duk‖2 > 0.

Sia ora (fh) una successione in C∞
c (Ω) convergente ad uk in H1(Ω). Tenuto conto

della Proposizione (3.2), si ha

∫
Ω

 n∑
i,j=1

aijDjukDif
+
h +

n∑
i=1

biukDif
+
h +

n∑
j=1

cjDjukf
+
h + dukf

+
h

 dLn ≤ 0 .
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D’altronde per il Teorema (1.2.29) si ha che anche (f+
h ) è convergente ad uk in H1(Ω).

Passando al limite per h→∞, si ottiene

∫
Ω

 n∑
i,j=1

aijDjukDiuk +
n∑

i=1

biukDiuk +
n∑

j=1

cjDjukuk + du2
k

 dLn ≤ 0 .

In modo simile si prova che∫
Ω

(
d u2

k + 2
n∑

i=1

biukDiuk

)
dLn =

∫
Ω

(
d u2

k +
n∑

i=1

biDi(u2
k)

)
dLn ≥ 0 .

Ne segue

∫
Ω

 n∑
i,j=1

aijDjukDiuk +
n∑

i=1

(ci − bi)ukDiuk

 dLn ≤

≤ −
∫

Ω

(
d u2

k + 2
n∑

i=1

biukDiuk

)
dLn ≤ 0 .

Posto

vk =
uk

‖Duk‖2
,

risulta vk ∈ H1
0 (Ω), ‖Dvk‖2 = 1 e

∫
Ω

 n∑
i,j=1

aijDjvkDivk +
n∑

i=1

(ci − bi)vkDivk

 dLn ≤ 0 .

Inoltre dal Teorema (1.2.14) segue che

Djvk =
1

‖Duk‖2
χu−1(]tk,+∞[)Dju .

Se x ∈ Ω e u(x) < t, si ha Divk(x) = 0 definitivamente per k →∞. Se invece u(x) = t,

si ha Divk(x) = Diu(x) = 0 Ln−q.o. per il Teorema (1.2.13). Risulta quindi

lim
k
Divk(x) = 0 per Ln−q.o. x ∈ Ω .

Inoltre, per il Lemma (1.4.4), a meno di una sottosuccessione si ha che ((ci − bi)vk) è

convergente in L2(Ω) a qualche z. Poiché∣∣∣∣∫
Ω

(ci − bi)vkDivk dLn

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∫

Ω
zDivk dLn

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫
Ω

((ci − bi)vk − z)Divk dLn

∣∣∣∣ ≤
≤

∣∣∣∣∫
Ω
zDivk dLn

∣∣∣∣+ ‖(ci − bi)vk − z‖2‖Divk‖2 ,
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dal Teorema (1.1.2) si deduce che

lim
k

∫
Ω

(
n∑

i=1

(ci − bi)vkDivk

)
dLn = 0 .

Tenuto conto dell’ipotesi di uniforme ellitticità, ne segue

ν = ν lim sup
k

∫
Ω

(
n∑

i=1

|Divk|2
)
dLn ≤ lim sup

k

∫
Ω

 n∑
i,j=1

aijDjvkDivk

 dLn ≤ 0 ,

il che è assurdo.

(3.11) Teorema (Principio del massimo debole I) Supponiamo che si abbia

∀f ∈ C∞
c (Ω) : f ≥ 0 =⇒

∫
Ω

(
d f +

n∑
i=1

biDif

)
dLn ≥ 0 .

Sia u ∈W 1,2
loc (Ω) una sottosoluzione locale dell’equazione Lu = 0.

Allora si ha

ess sup
Ω

u ≤ max
{

ess sup
∂Ω

u , 0
}
.

Dimostrazione. Poniamo

t = max
{

ess sup
∂Ω

u , 0
}
.

Se t = +∞, l’affermazione è evidente. Altrimenti sia (tk) una successione in R stretta-

mente decrescente a t. Tenuto conto dell’Osservazione (3.8), si ha tk > 0 e (u − tk)+ ∈

H1
0 (Ω). Come in precedenza, si verifica che

(u− tk)+ = max {u− tk , 0}

è una sottosoluzione locale di Lu = 0. Dal Lemma (3.10) segue che (u − tk)+(x) ≤ 0

Ln−q.o. in Ω, ossia u(x) ≤ tk Ln−q.o. in Ω.

Poiché

{x ∈ Ω : u(x) > t} =
⋃
k∈N

{x ∈ Ω : u(x) > tk} ,

ne segue la tesi.

(3.12) Teorema (Principio del massimo debole II) Supponiamo che si abbia

∀f ∈ C∞
c (Ω) :

∫
Ω

(
d f +

n∑
i=1

biDif

)
dLn = 0 .
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Sia u ∈W 1,2
loc (Ω) una sottosoluzione locale dell’equazione Lu = 0.

Allora si ha

ess sup
Ω

u = ess sup
∂Ω

u .

Dimostrazione. Si può anzitutto ripercorrere la dimostrazione precedente, avendo posto

t = ess sup
∂Ω

u .

In questo caso, si ha che −tk è una sottosoluzione locale di Lu = 0, indipendentemente

dal segno di tk. Il resto dell’argomento è analogo e consente di provare che

ess sup
Ω

u ≤ ess sup
∂Ω

u .

Ne segue la tesi.

(3.13) Corollario Supponiamo che si abbia

∀f ∈ C∞
c (Ω) : f ≥ 0 =⇒

∫
Ω

(
d f +

n∑
i=1

biDif

)
dLn ≥ 0 .

Sia w ∈ L
2n

n+2 (Ω), sia u ∈W 1,2
loc (Ω) una sottosoluzione locale di Lu = w e sia

M = inf
{
t ∈ [0,+∞] : w(x) ≤ 0 Ln−q.o. in u−1(]t,+∞[)

}
.

Allora si ha

ess sup
Ω

u ≤ max
{

ess sup
∂Ω

u , M

}
.

Dimostrazione. Se

max
{

ess sup
∂Ω

u , M

}
= +∞ ,

l’affermazione è evidente. Altrimenti, sia t ∈ R con

t > max
{

ess sup
∂Ω

u , M

}
.

Risulta anzitutto w(x) ≤ 0 Ln−q.o. in u−1(]t,+∞[). Inoltre, posto v = (u − t)+, si ha

v ∈ H1
0 (Ω), quindi ess sup

∂Ω
v ≤ 0. Come in precedenza, risulta che −t è una sottosoluzione

locale di Lu = 0. Ne segue che u− t è una sottosoluzione locale di Lu = w. Poiché 0 è

una sottosoluzione locale di Lu = 0, dal Teorema (3.3) si deduce che

v = (u− t)+ = max {u− t , 0}
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è una sottosoluzione locale di Lu = χu−1(]t,+∞[)w. Poiché per ogni f ∈ C∞
c (Ω) con f ≥ 0

risulta ∫
Ω
fχu−1(]t,+∞[)w dLn ≤ 0 ,

si ha che v è anche una sottosoluzione locale di Lu = 0. Per il Principio del massimo de-

bole si deduce che ess sup
Ω

v ≤ 0, ossia che ess sup
Ω

u ≤ t. La tesi discende dall’arbitrarietà

di t.

4 Regolarità delle soluzioni deboli

(4.1) Definizione Siano p ∈ [1,∞] e k ≥ 2. Poniamo ricorsivamente

W k,p
loc (Ω) :=

{
u ∈W 1,p

loc (Ω) : D1u, . . . ,Dnu ∈W k−1,p
loc (Ω)

}
.

Se j1, . . . , jk ∈ {1, . . . , n}, per ogni u ∈W k,p
loc (Ω) poniamo anche

Dk
j1···jk

u := Dk−1
j2···jk

(Dj1u) .

Di conseguenza, se α ∈ Nn e |α| ≤ k, risulta definita Dαu ∈ Lp
loc(Ω).

(4.2) Definizione Siano p ∈ [1,∞] e k ≥ 2. Poniamo

W k,p(Ω) :=
{
u ∈W k,p

loc (Ω) : Dαu ∈ Lp(Ω) per ogni α ∈ Nn con |α| ≤ k
}
.

Poniamo anche Hk(Ω) := W k,2(Ω).

(4.3) Definizione Sia u ∈ L1
loc(Rn). Per ogni j = 1, . . . , n e per ogni t ∈ R \ {0}

definiamo Dt
ju ∈ L1

loc(Rn) ponendo

Dt
ju(x) :=

u(x+ tej)− u(x)
t

.

(4.4) Teorema Sia p ∈]1,∞] e sia u ∈ Lp(Rn). Allora sono fatti equivalenti:

(a) u ∈W 1,p(Rn);

(b) per ogni j = 1, . . . , n si ha

sup
t6=0

‖Dt
ju‖p < +∞ .
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Inoltre in tal caso risulta

sup
t6=0

‖Dt
ju‖p = ‖Dju‖p .

Dimostrazione.

(a) =⇒ (b). Consideriamo prima il caso particolare in cui u ∈ C1(Rn) ∩W 1,p(Rn) e

n = 1. Se p <∞, s ∈ R e t > 0, si ha

|u(s+ t)− u(s)| ≤
∫ s+t

s
|u′(τ)| dτ ≤ |t|

p−1
p

(∫ s+t

s
|u′(τ)|p dτ

) 1
p

,

quindi

|u(s+ t)− u(s)|p ≤ |t|p−1

∫ s+t

s
|u′(τ)|p dτ .

Integrando su tutto R in ds ed applicando il Teorema di Fubini-Tonelli, si ottiene∫
|u(s+ t)− u(s)|p ds ≤ |t|p−1

∫ (∫ s+t

s
|u′(τ)|p dτ

)
ds =

= |t|p−1

∫ (∫ τ

τ−t
|u′(τ)|p ds

)
dτ =

= |t|p
∫

|u′(τ)|p dτ .

Si perviene alla stessa conclusione se t < 0, per cui

(4.5) t 6= 0, 1 < p <∞ =⇒ ‖Dt
1u‖p ≤ ‖u′‖p .

Se p = ∞, si ha che u′ è limitata, per cui u è lipschitziana di costante ‖u′‖∞. Ne segue

che la (4.5) è vera anche per p = ∞.

Sia ora u ∈ C1(Rn)∩W 1,p(Rn) con n ≥ 2. Se p <∞, si deduce dal passo precedente

che per ogni j = 1, . . . , n si ha∫
|u(x+ tej)− u(x)|p dxj ≤ |t|p

∫
|Dju(x)|p dxj .

Integrando nelle rimanenti (n− 1) variabili, si ottiene∫
|u(x+ tej)− u(x)|p dx ≤ |t|p

∫
|Dju(x)|p dx ,

quindi

t 6= 0, 1 < p <∞ =⇒ ‖Dt
ju‖p ≤ ‖Dju‖p .

Il caso p = ∞ può essere trattato in modo simile.
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Sia infine u ∈ W 1,p(Rn). Per ogni h ≥ 1 poniamo uh = Rhu. A meno di una

sottosuccessione, risulta uh ∈ C∞(Rn) ∩ Lp(Rn), ‖uh‖p ≤ ‖u‖p ed uh → u Ln−q.o. in

Rn. Inoltre per ogni x ∈ Rn si ha

Djuh(x) = Rh(Dju) .

Pertanto uh ∈ C∞(Rn) ∩W 1,p(Rn) e ‖Djuh‖p ≤ ‖Dju‖p.

Se p <∞, per il passo precedente si ha∫
|uh(x+ tej)− uh(x)|p dx ≤ |t|p

∫
|Djuh(x)|p dx ≤ |t|p

∫
|Dju(x)|p dx .

Dal Lemma di Fatou si deduce che∫
|u(x+ tej)− u(x)|p dx ≤ |t|p

∫
|Dju(x)|p dx ,

per cui

sup
t6=0

‖Dt
ju‖p ≤ ‖Dju‖p < +∞ .

Nel caso p = ∞ si ha per Ln−q.o. x ∈ Rn

|uh(x+ tej)− uh(x)| ≤ |t| ‖Djuh‖∞ ≤ |t| ‖Dju‖∞ .

Passando al limite puntualmente Ln−q.o., si ottiene

|u(x+ tej)− u(x)| ≤ |t| ‖Dju‖∞ per Ln−q.o. x ∈ Rn,

da cui la stessa tesi anche nel caso p = ∞.

(b) =⇒ (a). Sia vj,h = D
1/h
j u. Per l’ipotesi (b) (vj,h) è limitata in Lp(Rn). Per il

Teorema (1.1.1) esistono quindi una sottosuccessione (vj,hk
) e vj ∈ Lp(Rn) tali che

∀f ∈ Lp′(Rn) : lim
k

∫
f(x)vj,hk

(x) dLn(x) =
∫

f(x)vj(x) dLn(x) .

Se f ∈ C∞
c (Rn), si ha allora∫

f(x)vj,hk
(x) dLn(x) = hk

(∫
f

(
x− 1

hk
ej

)
u(x) dLn(x)−

∫
f(x)u(x) dLn(x)

)
=

= −
∫
hk

(
f(x)− f

(
x− 1

hk
ej

))
u(x) dLn(x) .

Passando al limite per k →∞, si ottiene∫
f(x)vj(x) dLn(x) = −

∫
Djf(x)u(x) dLn(x) ,
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per cui u ∈W 1,p(Rn) e Dju = vj . Risulta infine

‖Dju‖p ≤ lim inf
k

‖vj,hk
‖p ≤ sup

t6=0
‖Dt

ju‖p ,

da cui la tesi.

(4.6) Teorema Siano Ω = Rn, aij , bi ∈W 1,∞(Rn), cj , d ∈ L∞(Rn), w ∈ L2(Rn) e sia

u ∈ H1(Rn) una soluzione debole di (1.3).

Allora Dju ∈ H1(Rn), ossia u ∈ H2(Rn).

Dimostrazione. Risulta
n∑

i=1

Di(biu)−
n∑

j=1

cjDju− du ∈ L2(Rn) .

Allora, a meno di sostituire w con

w̃ = w +
n∑

i=1

Di(biu)−
n∑

j=1

cjDju− du ,

possiamo limitarci al caso bi = cj = d = 0.

Siano v ∈ H1(Rn), k = 1, . . . , n e t 6= 0. Posto f(x) = v(x−tek), risulta f ∈ H1(Rn).

Si ha quindi∫ n∑
i,j=1

aij(x)Dju(x)Div(x− tek) dLn(x) =
∫

w(x)v(x− tek) dLn(x) ,

da cui, con un cambiamento di variabile, si ottiene∫ n∑
i,j=1

aij(x+ tek)Dju(x+ tek)Div(x) dLn(x) =
∫

w(x)v(x− tek) dLn(x) .

Ne segue∫ n∑
i,j=1

(aij(x+ tek)Dju(x+ tek)− aij(x)Dju(x))Div(x) dLn(x) =

=
∫

w(x) (v(x− tek)− v(x)) dLn(x) ,

quindi∫ n∑
i,j=1

aij(x+ tek) (Dju(x+ tek)−Dju(x))Div(x) dLn(x) =

=
∫

w(x) (v(x− tek)− v(x)) dLn(x)+

−
∫ n∑

i,j=1

(aij(x+ tek)− aij(x))Dju(x)Div(x) dLn(x) .



66 CAPITOLO 2. EQUAZIONI ELLITTICHE IN FORMA DI DIVERGENZA

Dividendo membro a membro per t, si ottiene∫ n∑
i,j=1

aij(x+ tej)Dt
k(Dju)(x)Div(x) dLn(x) =

= −
∫

w(x)D−t
k v(x) dLn(x)−

∫ n∑
i,j=1

Dt
kaij(x)Dju(x)Div(x) dLn(x) .

Scegliamo v = Dt
ku ed osserviamo che Di(Dt

ku) = Dt
k(Diu). Tenuto conto dell’ipotesi di

uniforme ellitticità, si ha

ν

∫ n∑
i=1

|Dt
k(Diu)(x)|2 dLn(x) ≤

≤
∫ n∑

i,j=1

aij(x+ tej)Dt
k(Dju)(x)Dt

k(Diu)(x)dLn(x) =

= −
∫

w(x)D−t
k (Dt

ku)(x) dLn(x)+

−
∫ n∑

i,j=1

Dt
kaij(x)Dju(x)Dt

k(Diu)(x) dLn(x) .

Tenuto conto del Teorema (4.4), ne segue

ν

n∑
i=1

‖Dt
k(Diu)‖2

2 ≤ ‖w‖2 ‖D−t
k (Dt

ku)‖2 +
n∑

i,j=1

‖Dt
kaij‖∞ ‖Dju‖2 ‖Dt

k(Diu)‖2 ≤

≤ ‖w‖2 ‖Dk(Dt
ku)‖2 +

n∑
i,j=1

‖Dkaij‖∞ ‖Dju‖2 ‖Dt
k(Diu)‖2 =

= ‖w‖2 ‖Dt
k(Dku)‖2 +

n∑
i,j=1

‖Dkaij‖∞ ‖Dju‖2 ‖Dt
k(Diu)‖2 ≤

≤ ‖w‖2

(
n∑

i=1

‖Dt
k(Diu)‖2

2

) 1
2

+

 n∑
i,j=1

‖Dkaij‖2
∞

 1
2

‖Du‖2

(
n∑

i=1

‖Dt
k(Diu)‖2

2

) 1
2

,

quindi

ν

(
n∑

i=1

‖Dt
k(Diu)‖2

2

) 1
2

≤ ‖w‖2 +

 n∑
i,j=1

‖Dkaij‖2
∞

 1
2

‖Du‖2 .

In particolare si ha

∀i, k = 1, . . . , n, ∀t 6= 0 : ν ‖Dt
k(Diu)‖2 ≤ ‖w‖2 +

 n∑
i,j=1

‖Dkaij‖2
∞

 1
2

‖Du‖2 .

Dal Teorema (4.4) si deduce che Diu ∈ H1(Rn), ossia che u ∈ H2(Rn).
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(4.7) Teorema (di regolarità all’interno) Siano aij , bi ∈W 1,∞
loc (Ω), cj , d ∈ L∞loc(Ω),

w ∈ L2
loc(Ω) e sia u ∈ H1

0 (Ω) una soluzione debole di (1.3).

Allora si ha u ∈W 2,2
loc (Ω), aijDju, biu ∈W 1,2

loc (Ω) e

−
n∑

i=1

Di

 n∑
j=1

aijDju+ biu

+
n∑

j=1

cjDju+ du = w Ln−q.o. in Ω.

Dimostrazione. Anche in questo caso è sufficiente trattare il caso bi = cj = d = 0.

Poniamo f = ϑv con v ∈ C∞
c (Rn) e ϑ ∈ C∞

c (Ω). Poiché

Di(ϑv) = ϑDiv + vDiϑ ,

si ha ∫
Ω

n∑
i,j=1

ϑaijDjuDivdLn =
∫

Ω

ϑw − n∑
i,j=1

aijDjuDiϑ

 v dLn ,

quindi

∫
Ω

n∑
i,j=1

aijDj(ϑu)Div dLn =

=
∫

Ω

ϑw − n∑
i,j=1

aijDjuDiϑ

 v dLn +
∫

Ω

n∑
i,j=1

uaijDjϑDiv dLn .

Poiché ϑ ∈ C∞
c (Ω), si ha aijDjϑ ∈W 1,∞(Ω) ed uaijDjϑ ∈W 1,2

0 (Ω). Ne segue

∫
Ω

n∑
i,j=1

aijDj(ϑu)Div dLn =
∫

Ω

ϑw − n∑
i,j=1

aijDjuDiϑ−
n∑

i,j=1

Di (uaijDjϑ)

 v dLn .

Sia ora ψ ∈ C∞
c (Ω) con 0 ≤ ψ ≤ 1 su Ω e ψ = 1 su supt(ϑ). Poniamo

ãij(x) =

{
ν(1− ψ(x))δij + ψ(x)aij(x) se x ∈ Ω ,

νδij se x ∈ Rn \ Ω ,

w̃(x) =


ϑw − n∑

i,j=1

aijDjuDiϑ−
n∑

i,j=1

Di (uaijDjϑ)

 se x ∈ Ω ,

0 se x ∈ Rn \ Ω ,

ũ(x) =

{
ϑu se x ∈ Ω ,

0 se x ∈ Rn \ Ω .
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Allora risulta ãij ∈W 1,∞(Rn), w̃ ∈ L2(Rn) ed ũ ∈ H1(Rn) con

∀v ∈ C∞
c (Rn) :

∫ n∑
i,j=1

ãijDj ũDiv dLn =
∫

w̃v dLn .

Per continuità la relazione è vera per ogni v ∈ H1(Rn). Inoltre gli ãij verificano la

condizione di uniforme ellitticità su tutto Rn. Dal Teorema (4.6) si deduce che Dj ũ ∈

H1(Rn), in particolareDj(ϑu) ∈ H1(Ω). Per l’arbitrarietà di ϑ, ne segueDju ∈W 1,2
loc (Ω),

ossia u ∈W 2,2
loc (Ω).

Pertanto si ha aijDju ∈W 1,2
loc (Ω) e

∀f ∈ C∞
c (Ω) : −

∫
Ω

n∑
i=1

Di

 n∑
j=1

aijDju

 f dLn =
∫

Ω
wf dLn ,

da cui la tesi.

Concludiamo enunciando senza dimostrazione un ulteriore risultato di regolarità.

(4.8) Teorema Supponiamo che Ω sia un aperto limitato con ∂Ω di classe C∞ e che

aij, bi, cj, d e w siano la restrizione ad Ω di funzioni in C∞(Rn). Sia infine u ∈ H1
0 (Ω)

una soluzione debole di (1.3).

Allora u è la restrizione ad Ω di una funzione ũ ∈ C∞(Rn) e si ha
−

n∑
i=1

Di

 n∑
j=1

aijDj ũ+ biũ

+
n∑

j=1

cjDj ũ+ dũ = w in Ω ,

ũ = 0 su ∂Ω .
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