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Capitolo 1

Teoria della misura

1 Spazi di misura

(1.1) Definizione Sia X un insieme. Diciamo che una famiglia M di sottoinsiemi di

X é una o—algebra in X, se le sequenti proprieta sono soddisfatte:
(a) 0 €Mm;
(b) per ogni E € M si ha X \ E € M;
o0
(c) se (Ep) é una successione in M, risulta |J Ep € M.

h=0

Un sottoinsieme E di X si dice 9M—misurabile (o, pit semplicemente, misurabile), se

E e M.

(1.2) Esempio Sia p una misura esterna su un insieme X. Allora la famiglia dei

sottoinsiemi p—misurabili di X ¢ una o—algebra in X.

(1.3) Definizione Uno spazio misurabile é una coppia (X, M), in cui X & un insieme

e M ¢é una o—algebra in X.

(1.4) Teorema Sia (X,9M) uno spazio misurabile. Valgono allora i sequenti fatti:
(a) X € M;
(b) se El,EQ S gﬁ, st ha Fo \ FE € gﬁ;

oo
(¢) se (Ep) € una successione in M, risulta (| Ep € M.
h=0
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Dimostrazione. L’affermazione (a) & evidente. Poiché

Ex\ By =X\ (X \ E2)UEy),

o0

mEh=X\< <X\Eh>>,
h=0

anche la (b) e la (c) seguono facilmente. m

h=0

(1.5) Proposizione Sia {9M;: j € J} una collezione non vuota di o—algebre in un

insieme X. Allora () 9M; é una o—algebra in X.
JjeJ

Dimostrazione. La semplice verifica puo essere svolta per esercizio. m

(1.6) Definizione Sia § una famiglia di sottoinsiemi di un insieme X. Poiché P (X)
e una c—algebra in X, la collezione di tutte le c—algebre in X contenenti § non é vuota.
L’intersezione di tali o—algebre si chiama o—algebra generata da §. Si tratta della piu

piccola o—algebra in X contenente §.

(1.7) Definizione Sia X uno spazio metrico. Denotiamo con B (X) la o—algebra in
X generata dagli aperti di X. Gli elementi di X si chiamano sottoinsiemi boreliani

di X.
Evidentemente ogni aperto ed ogni chiuso di X e un boreliano di X.

(1.8) Definizione Sia (X,9M) uno spazio misurabile. Diciamo che una funzione

w9 — [0,400] é una misura su M, se valgono i sequenti fatti:

(b) se (Ep) € una successione in M costituita da insiemi a due a due disgiunti, si ha

I <[j Eh> ziu(Eh)-

h=0 h=0

(1.9) Definizione Uno spazio di misura (o spazio mensurale) é una terna (X, 9, p),

m cut X € un insieme, M una o—algebra in X e p una misura su IN.
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(1.10) Definizione Sia (X, 9, 1) uno spazio di misura e sia E C X. Diciamo che E
é p—trascurabile, se E € M e u(E) = 0.

(1.11) Definizione Sia (X,9M, u) uno spazio di misura. Diciamo che y é o—finita, se

o0
esiste una successione (Ep) in 9 con p(Erp) < +o0o0 e X = |J Ej,.
h=0

A meno di sostituire F; con Eh = Ey U ---U E}, si puo sempre supporre che (Ej)

sia crescente.

(1.12) Esempio Sia p una misura esterna su un insieme X e sia M una o—algebra
in X costituita da sottoinsiemi pu—misurabili.

Allora psn € una misura.
Il prossimo teorema mostra che ogni misura puo essere ottenuta con tale procedura.
(1.13) Teorema Sia (X, M, 1) uno spazio di misura. Per ogni E C X poniamo
p(E) :=inf{u(G): GeM ECG}.
Valgono allora i sequenti fatti:
(a) p* & una misura esterna su X;
(b) per ogni E € M si ha che E é p*—misurabile e p*(E) = p(E);
(c) u* € o—finita se e solo se p é o—finita;

(d) per ogni E C X esiste G € M tale che E C G e u(G) = p*(E).

Dimostrazione. Osserviamo anzitutto che, se E, F € 9 ed E C F, risulta

w(E) < p(F\ E) + p(E) = p(F).

(d) Sia E C X. Per ogni h > 1 sia G, € M tale che E C Gy, e u(Gp) < pu*(E) + 1/h.
Allora G = Fﬁ G}, ha i requisiti richiesti.

(a) Evidentgrzlente si ha p*(0) =0 e p*(Fy) < p*(E3) ogniqualvolta Ey C Fy C X. Sia
(E}) una successione di sottoinsiemi di X. Per ogni h € N, sia G, € 9t tale che Ej, C G},

e u(Gp) = pw*(Ep). Poniamo

Fy = Go,
F, = Gh\(GoU"~UGh_1) per h > 1.
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Allora (F) ¢ una successione in 9 costituita da insiemi a due a due disgiunti e risulta

D oo o
UEhQ UGh: UFha
h=0 h=0 h=0

quindi

p© (U Eh) < (U Fh) = ZM(Fh) < ZM(Gh) = ZM*(Eh)-
h=0 h=0

h=0 h=0 h=0

(b) Sia E € M. Dato F C X, sia G € M tale che FF C G e pu(G) = p*(F). Allora risulta
GNEeM, FNECGNE, G\EeMm, F\ECG\E,

quindi
p(FNE)+p(F\E) < u(GNE)+u(G\E)=uG) =p*(F).

Ne segue la p*—misurabilita di E.

Ovviamente risulta p*(E) < u(E). D’altronde per ogni G € M con E C G si ha
p(E) < u(G). Ne segue pu(E) < p*(E).
(c) Se p & o—finita, segue dalla (b) che anche p* & o—finita.

Viceversa, sia p* o—finita e sia (E},) una successione di sottoinsiemi p*—misurabili

di X con p*(Ep) < +ooe X = |J Ej. Sia G, € M tale che E, C Gy, e u(Gp) = p*(Ep).
h=0

oo
Allora X = |J Gy, per cui p ¢ o—finita. m
h=0

(1.14) Definizione Sia (X,9M, ) uno spazio di misura. Denotiamo con p* la misura

esterna introdotta nel teorema precedente.

(1.15) Corollario Sia (X, 0, 1) uno spazio di misura. Valgono allora i sequenti fatti:

a) se B, FEy € e 1 € Eo, st ha u(Er) < pu(kE2); se in piu pu(Er) < 400, msulta
Fi,EbeMed B E h E E 1 (B l

(B2 \ Ey) = p(E2) — u(Er);

(b) se (Ep) € una successione in M, si ha

p <U Eh> <> u(Bn);

h=0 h=0
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(c) se (Ep) € una successione crescente in M, si ha

1 (U Eh> = lim (s(Ej)

h=0
(d) se (En) € una successione decrescente in I con
liinu(Eh) < +o0,

st ha

o (ﬂ Eh> = lim ji(Ey,)

h=0

Dimostrazione. Ogni E € 9 & p*—misurabile e p*(E) = p(F). La tesi discende allora

da ben note proprieta delle misure esterne. m

(1.16) Definizione Sia X uno spazio metrico. Una misura boreliana su X ¢é una

misura definita su B (X).

(1.17) Teorema Sia p una misura esterna su uno spazio metrico X. Allora sono fatti

equivalenti:

(a) ogni aperto di X & u—misurabile;

(b) ogni boreliano di X & p—misurabile;

(¢) per ogni coppia E, F di sottoinsiemi non vuoti di X con
inf{d(z,y): € E,ye F} >0

siha W(EUF) = u(E) + u(F).

Dimostrazione.
(a) = (b) Sia M la famiglia dei sottoinsiemi p—misurabili di X. Allora 9t & una
o—algebra in X contenente gli aperti di X. Ne segue B (X) C 9.

(b) = (c) Siano E, F' come nella (c¢) e sia

p=inf{d(z,y): v € E,y € F} .
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Posto
A={re X :d(xz,E)<p},
risulta £ C Aed ANF = (). Essendo aperto, A ¢ py—misurabile. Ne segue
W(EUF) = u((EUF) 0 A) + u((E U F)\ A) = u(E) + u(F).

(¢) = (a) L’affermazione ¢ gia nota. m

(1.18) Corollario Per ogni m > 1 i boreliani di R™ sono H™—misurabili. Pertanto

H%(Rn) e una misura boreliana su R™.

(1.19) Teorema Sia X uno spazio metrico e sia p una misura boreliana su X. Allora
per ogni E € B (X) con pu(E) < 400 e per ogni € > 0 esiste un chiuso C' in X tale che
CCEeuE\C)<e.

Dimostrazione. Sia E € B (X) con p(E) < 400 e sia M la famiglia dei G € B (X) con
la proprieta che per ogni € > 0 esistono un chiuso C' ed un aperto Ain X conC C G C A
eu((A\NC)NE)<e.

Evidentemente () € M. Se G € M ed € > 0, siano C ed A come da definizione di

M. Si verifica facilmente che

X\VACX\GCX\C,

p((X\NCO)\N(XN\NA)NE) =p((A\NC)NE) <e,

per cui X \ G € M. Sia infine (G},) una successione in M. Dato € > 0, esistono una
successione (C}) di chiusi ed una successione (Ay) di aperti in X con C, C G, C Ay e
pw((An \ Cr) N E) < e27h=1 Risulta

(39 (39) )< Emicn

D’altronde
((G) ()

¢ una successione decrescente in B (X) su cui p é finita. Sia k € N tale che

(O] (Ues))oe)



1. SPAZI DI MISURA 11

k 00
Allora C' = |J Cp ed A= |J Ap sono rispettivamente un chiuso ed un aperto in X con
h=0 h=0

CC UG, CAepu((A\C)NE) < e. Pertanto M & una oc—algebra in X.
h=0
Se G & un aperto in X con G # X, sia

1
= : > — .
Ch {xeX d(x,X\G)h+1}

Allora (C}) € una successione crescente di chiusi in X la cui unione ¢ G. Dato ¢ > 0,
esiste h € N tale che pu((G\ Cp) N E) < e. Allora, posto C = Cj, ed A = G, si ha
CCGCAep((A\C)NE) <e. Pertanto G € M.

Dal momento che 9 contiene gli aperti, si ha 9 = B (X). In particolare risulta
E € 9. Pertanto, dato ¢ > 0 e dati C ed A come da definizione, si ha C C E e
WE\C) = u((A\C)NE) << n

(1.20) Definizione Sia Q un aperto in R™. Denotiamo con M () la famiglia delle
misure boreliane su €2 che siano finite sui compatti di Q. Gli elementi di M () si

chiamano anche misure di Radon (positive) su (2.

Come ¢ noto, la misura ET’%(Q) appartiene a M (). Poiché Q ¢ unione numerabile

di compatti, ogni p € M () & o—finita.

(1.21) Teorema Sia Q un aperto in R™ e sia p € M (). Allora per ogni E € B ()

valgono i sequenti fatti:
(a) per ognie > 0 esiste un aperto A in Q tale che E C A e u(A\ E) <¢;
(b) per ogni e > 0 esiste un chiuso C in S tale che C C E e up(E\ C) < ¢;

(c) esistono una successione decrescente (Ay) di aperti in Q2 ed Eg € B () p—trascura-

bile tali che

EUEF:HAM
heN

lim pu(Ap) = u(E);

(d) esistono una successione crescente (Kp) di compatti in Q ed Ey € B () pu—trascu-

rabile tali che

Ez(UKOU%.

heN
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Dimostrazione.
(a) Sia (Dp) una successione esaustiva di compatti in 2. Dato ¢ > 0, per il Teo-

rema (1.19) esiste una successione di chiusi (Cj) in Q con Cp, Cint (Dp) \ E e

p ((int (D) \ Cp) \ E) = pu ((int (Dp) \ E) \ Cp) < e27"71.
Ne segue int (Dp,) N E Cint (Dy) \ Cy, per cui A = Ej (int (Dp) \ Cr) € un aperto in

h=0
tale che E C A. Inoltre risulta

p(A\E) <Y p((int (D) \ Cp) \ E) <
h=0

(b) Sia A un aperto in Q contenente 2\ E tale che u(A\ (2 \ E)) < e. Allora Q\ A e

un chiuso in 2 contenuto in E tale che

P(EN(Q\A) = u(AN(Q\E)) <e

(c) Per ogni h € N sia A un aperto in € contenente E tale che

1

M(Ah\E)<h—_H-

A meno di sostituire Ay, con Ag N --- N Ay, possiamo supporre che la successione (Ap)

sia decrescente. Poniamo

Ey = (ﬂ Ah> \E.

heN

Allora & ovvio che

EUEy= () An
heN
ed inoltre
1
(o) = p (ﬂ(Ah\E)> < (ANE) < g
heN

per cui u(Ep) = 0.
Poiché

w(E) < p(Ap) < p(E) + ek

risulta anche

lim p(An) = p(E).
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(d) Sia (Ap) una successione decrescente di aperti in 2 contenenti 2\ E tale che

(ﬂ Ah) \(Q\E)=[)(A,NE)

heN heN

sia p—trascurabile e sia Cj, = Q '\ Ap. Allora (C},) € una successione crescente di chiusi
in 2 contenuti in F tale che

E\ (U ch) = (AN E)

heN heN

sia pu—trascurabile. Se poniamo

K, =CyNDy,
EozE\<U Kh> :E\(U Ch> :
heN heN

si ha che (K},) € una successione crescente di compatti in 2, Ey € p—trascurabile e

E = (U Kh>UE0,

heN
da cul la tesi. m

(1.22) Corollario Sia Q un aperto in R™ e sia p € M (Q2). Allora per ogni E € B ()
e per ogni e > 0 esiste un aperto A in Q tale che E C A e u(A) < u(F) +«.

Dimostrazione. Sia A un aperto in 2 tale che E C A e u(A\ E) < e. Allora risulta
u(A) = p(E) + p(A\ E) < p(E) +¢,

da cul la tesi. m

(1.23) Corollario Sia Q2 un aperto in R™ e siano A\, u € M (). Supponiamo che si
abbia A\(A) = u(A) per ogni aperto A in ).
Allora risulta N(E) = u(E) per ogni E € B ().
Dimostrazione. Sia E € B (Q) e sia ¢ > 0. Sia A un aperto in  tale che F C A e
wu(A) < u(E) + e. Allora risulta
AE) < A(4) = p(A) < u(B) + <.

Per l'arbitrarieta di €, deve essere A(E) < u(E).

Scambiando A con p, si ottiene la disuguaglianza opposta. m
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2 Funzioni misurabili

Nel corso di questa sezione, (X, 9) denotera uno spazio misurabile.

(2.1) Definizione Sia Y uno spazio metrico. Un’applicazione f : X — Y si dice
M —misurabile (o, piu semplicemente, misurabile), se per ogni aperto A in'Y linsieme

F7H(A) & M—misurabile.

(2.2) Proposizione Siano Y uno spazio metrico e f : X — 'Y un’applicazione. Allora

sono fatti equivalenti:
(a) f & M—misurabile;
(b) per ogni chiuso C in'Y linsieme f~1(C) & IMM—misurabile;

(¢) per ogni boreliano B in'Y linsieme f~1(B) ¢ IM—misurabile.

Dimostrazione.

(a) = (c) Sia
N={ECY: fYE)eMm}.

Si verifica facilmente che 91 ¢ una o—algebra in Y contenente gli aperti di Y. Ne segue
B (V) CN.
(¢) = (b) E sufficiente osservare che ogni chiuso & boreliano.

(b) = (a) Se A ¢ aperto in Y, I'insieme

FHA) =X\ 1Y\ 4)

¢ M—misurabile. m

(2.3) Proposizione Sia f: X — R una funzione. Allora sono fatti equivalenti:
(a) f & M—misurabile;

(b) per ogni c € R linsieme f~1(]c, +o0]) ¢ M—misurabile;

(¢) per ogni c € R linsieme f~([c,+o0]) ¢ M—misurabile;

(d) per ogni ¢ € R linsieme f~1([—o0,c[) ¢ M—misurabile;

(€) per ogni c € R l'insieme f~([—o0,c]) & M—misurabile.
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Dimostrazione.
(b) = (c¢) Si ha

o0

[c, +00] = ﬂ}c—%,%—oo] ,

h=1

per cui

¢ M—misurabile.

(¢) = (d) Si ha

(d) = (e) Si ha
per cui

¢ M—misurabile.

(¢) = (b) Si ha

fﬁl(]g +OO]) =X \ fﬁl([_oov C]) :

(a) = (d) E sufficiente osservare che [—oo, ¢[ & aperto in R.

(d) = (a) Per ogni a,b € R

fﬁl([av bD = fﬁl([_oov bD \ fﬁl([_oova[)

k
¢ M—misurabile. Se P = |J [an, by| € un pluri-intervallo regolare in R, anche
h=0
k
@) = £ (an, bal)
h=0
o0
¢ M—misurabile. Se A & un aperto in R, si ha A = |J P}, dove (P},) ¢ una successione
h=0

crescente di pluri-intervalli regolari. Ne segue che

A = e
h=0
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¢ M —misurabile. Sia infine A un aperto in R. Anzitutto
FH=o0) = (V£ (o0 =0l T (Ho0) = X\ | £ ([~00,h])
h=0 h=0

sono M—misurabili. Inoltre ANR & aperto in R, per cui f~1(4A NR) ¢ M—misurabile.
Allora anche f~1(A) & 9t—misurabile, essendo uguale a f ~}(ANR) eventualmente unito

a f7l(—o0) e fH(+00). m

(2.4) Corollario Sia f: X — R una funzione 9M—misurabile. Allora per ogni a,b € R
gli insiemi f~1(Ja,b]), f~1([a,b]), f~*(a,b]) e f~1([a,b]) sono M—misurabili.

Dimostrazione. Per ogni ¢ € R gli insiemi

fﬁl(]ca +OO])7 fﬁl([cﬂ +OO])7 fﬁl([—OO,CD, fﬁl([_oqc])

sono IM—misurabili, in quanto controimmagini di un aperto o di un chiuso in R. Ne

segue che per ogni a,b € R gli insiemi

sono tutti P —misurabili. m

(2.5) Definizione Siano Yy ed Yy due spazi metrici. Un’applicazione f : Y1 — Yo si

dice boreliana, se & B (Y1) —misurabile.

(2.6) Teorema Siano Y1, Ys due spazi metrici e sia f : Y7 — Yy un’applicazione
continua.

Allora f € boreliana.

Dimostrazione. Per ogni aperto A in Ys, l'insieme f~1(A) & aperto in Y7, quindi bore-

liano. m

(2.7) Teorema Sia f : R" — R una funzione boreliana. Allora f ¢ H™—misurabile

per ogni m > 1.
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Dimostrazione. Per ogni ¢ € R I'insieme f~!(]c, +-00]) & boreliano in R", quindi H™—mi-

surabile per il Corollario (1.18). m

(2.8) Teorema Siano Y1,Ys due spazi metrici, f : X — Y7 un’applicazione M—misu-
rabile e g : Y1 — Yo un’applicazione boreliana.

Allora (go f) e M—misurabile.

Dimostrazione. Se A & aperto in Y, la controimmagine g~!(A) & boreliana in Y;. Dalla
Proposizione (2.2) si deduce che (go f)"1(A) = f~1(g71(A4)) & M—misurabile, per cui
(go f) e M—misurabile. m

(2.9) Teorema Siano Y uno spazio metrico e f : X — Y wun’applicazione costante.

Allora f ¢ M—misurabile.

Dimostrazione. Per ogni aperto A in Y, la controimmagine f~!(A) puo essere solo ) o

X. In ogni caso f~1(A) & M —misurabile. m

(2.10) Definizione Sia (f;) una successione di funzioni da X in R. Definiamo le

funzioni sup f, i%f fn, imsup f, limhinf fn da X in R ponendo per ogni x € X :
h h

<S%pfh> (x) = S%pfh(w),
<i%ffh) (@) = inf fu).

(hmsup fh> (x) = limhsup fn(z),

h

(limhinf fh> () = limhinf fn(x).

(2.11) Teorema Sia (f1,) una successione di funzioni MM—misurabili da X in R.

Allora le funzioni sup f, il%f fn, limsup fj, e limhinf fn sono M—misurabili.
h h

Dimostrazione. Per ogni ¢ € R 'insieme

(sw01) (oo = () 57 (o0l

heN

¢ M—misurabile. Dalla Proposizione (2.3) si deduce che sup f;, &€ 9t—misurabile.
h
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In maniera simile si prova che inf f; & 91—misurabile. Di conseguenza anche le
h

funzioni

hmhmf fn= s%p < ’llr_>l£: f h)

lim sup fp = inf (sup fh>
h E \ h>k

sono M —misurabili. m

(2.12) Corollario Sia (f,) una successione di funzioni M—misurabili da X in R.
Supponiamo che la successione (fr,) converga puntualmente ad una funzione f : X — R.

Allora f e IM—misurabile.

Dimostrazione. Dal momento che f = limhinf fn, si tratta di un caso particolare del

teorema precedente. m

(2.13) Teorema Siano f,g : X — R due funzioni M—misurabili. Allora valgono i

sequenti fatti:
(a) le funzioni max{f,g} e min{f, g} sono M—misurabili;
(b) esiste una funzione M—misurabile s : X — R tale che
s(x) = f(z) + g(x)
in ogni x € X in cui la somma f(x) + g(x) é definita;
(¢) la funzione fg é M—misurabile;
(d) le funzioni f* := max{f,0} e f~ := max{—f,0} sono M—misurabili;

(e) la funzione |f| é M—misurabile.

Dimostrazione.
(a) Se poniamo fo = f e f = g per h > 1, la M —misurabilita di max{f, g} discende dal
Teorema (2.11).

In maniera simile si dimostra che min{f, g} ¢ 9 —misurabile.
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(b) Consideriamo prima il caso f,g: X — R. Se f(z) + g(x) > ¢, ossia f(z) > ¢ — g(z),
esiste ¢ € QQ tale che

flx)>qg>c—g(x).

Pertanto per ogni ¢ € R si ha
(f +9)" (e, +oc]) = | (f7' (g, +oc]) Ng~ (e = g, +o])) -
q€Q

Tenuto conto della numerabilita di Q, ne segue la 9t—misurabilita di (f +g) ! (Je, +o]),
quindi la M —misurabilita di (f + g).

Nel caso generale, poniamo

s(z) = { f(z) +g(x) se f(xz)+ g(x) ¢ definita,

0 altrimenti,

frn = min{max{f, —h}, h},

gn = min{max{g, —h},h}.
Le funzioni fy, gn : X — R sono Mt—misurabili per il Teorema (2.9) e la (a). Per il passo
precedente anche (f, + gn) € M—misurabile. Poiché

Vo € R™ : lim (fa(2) + gn(2)) = s(z),

la M —misurabilita di s discende dal Corollario (2.12).
(¢) Anche qui trattiamo prima il caso f,g: X — R. Anzitutto per ogni ¢ € R si ha

{reXx: f2(x)>c} =
{X se ¢ €] — 00, 0],
{reX: f(z) < —yctU{z e X: f(x)>/c} secel0,+oo

In ogni caso si ottiene un insieme M —misurabile, per cui la funzione f? ¢ 9M—misurabile.
In modo simile si prova che per ogni A € R la funzione \f? & 91—misurabile. Tenuto

conto della (b), & allora M—misurabile anche la funzione

_ 1 2 Lo Ly
fg=5(f+9) +< 2f>+< 29)-
Nel caso generale, definiamo f, e g5, come nel punto precedente. Allora risulta

Vo € X lim (fu(2)gn(2)) = f(z)g(z),
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da cui la 9M—misurabilita di fg.
(d) Si tratta di una conseguenza del Teorema (2.9), della (a) e della (c).
(e) Risulta |f| = fT+ f~. La 9—misurabilita di | f| discende quindi dalla (b) e dalla (d).

[

(2.14) Teorema SianoY uno spazio normato su K di dimensione finita, {e1,... ,em}
una base inY, f: X — Y un’applicazione e fO, ..., f(™) le componenti di f rispetto a
tale base.

Allora sono fatti equivalenti:
(a) f & M—misurabile;
(b) per ogni ¢ € Y' la funzione (po f): X — K é M—misurabile;

(¢) ogni componente fU) : X — K ¢ IM—misurabile.

Dimostrazione.

(a) = (b) Se p : Y — K¢ lineare e continua, po f ¢ MM—misurabile per il Teorema (2.8).
(b) = (c) Poiché e/ € Y', fU) = el o f & 9 —misurabile.

(¢) = (a) Consideriamo prima il caso in cui Y = R™ ed {e1, ..., en} € la base canonica
in R™. Se aM, bW ... al™ b R, siha che

m m

1 H[a(j),b(j)[ — ﬂ(f(j))—l([a(j)’b(j) D
j=1 j=1
¢ M—misurabile. Ne segue che, per ogni pluri-intervallo regolare P C R™, 'insieme
f~H(P) & M—misurabile. Infine, se A & un aperto in R™, si ha A = |J P, dove (P) &

h=0
una successione crescente di pluri-intervalli regolari in R™. Ne segue che

A= e
h=0

e M —misurabile.

Consideriamo ora il caso in cui Y = C™ ed {ey,... ,e,} € la base canonica in C™.
Per il Teorema (2.8) le funzioni Re f), Im ) : X — R sono tutte 9M—misurabili. Se
® : C" — R?" ¢ l'isomorfismo canonico, si deduce dal passo precedente che ® o f &

9 —misurabile. Per il Teorema (2.8) si conclude che f = ® 1o (® o f) & MM —misurabile.
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Nel caso generale, sia ® : Y — K™ l'isomorfismo indotto dalla base {e1,...,en}.
Dai passi precedenti si deduce che ®o f & 9t—misurabile. Per il Teorema (2.8) si conclude

che f = ® 1o (®o f) e M—misurabile. m

(2.15) Corollario Sia f : X — C una funzione. Allora f é M—misurabile se e solo

se Re f ed Im f sono entrambe IM—misurabili.

Dimostrazione. Consideriamo C come spazio vettoriale su R e scegliamo {1,i} come

base in C. La tesi discende allora dal Teorema (2.14). m

(2.16) Corollario SianoY uno spazio normato su K di dimensione finita e A : X — K
e f,g: X =Y delle applicazioni IM—misurabili.
Allora le applicazioni (f + g), Af e ||f]| sono M—misurabili.

Dimostrazione. Consideriamo Y come spazio normato su R. Per ogni funzione R—li-
neare ¢ : Y — R definiamo ¢ : Y — R, pure R—lineare, ponendo ¥ (y) = ¢(iy). Allora

risulta

po(f+g)=¢pof+pog,

po(Af) =ReA)(po f)+ ImA)(Yof),

da cui la 9 —misurabilita di (f +g) e Af.
La funzione || f|| &€ 9 —misurabile, in quanto composizione dell’applicazione 9t—mi-

surabile f con la funzione continua || ||. m

(2.17) Corollario Siano Y uno spazio normato su K di dimensione finita e (fr) una
successione di applicazioni M—misurabili da X in Y. Supponiamo che la successione
(fn) converga puntualmente ad un’applicazione f: X — Y.

Allora f & M—misurabile.

Dimostrazione. Consideriamo Y come spazio normato su R. Per ogni funzione R—lineare

p:Y — Rsiha

Vr e X (po f)(@) = limlpo fi)(x),
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per cui (¢o f) & M—misurabile per il Corollario (2.12). La 9t—misurabilita di f discende
allora dal Teorema (2.14). m

(2.18) Definizione Sia E un sottoinsieme di X. Si chiama funzione caratteristica di

E la funzione xg : X — R definita da

1 sexeF,
xe(z) =

0 sexeX\E.

(2.19) Proposizione Sia E C X. Allora la funzione x g é M—misurabile se e solo se

linsieme E & 9M—misurabile.

Dimostrazione. Se xp ¢ M—misurabile,
E = xg' (10, +oq])

& M —misurabile.
Viceversa, se E ¢ 9t—misurabile e ¢ € R, I'insieme X;;l(]c, +0o0]) pud essere solo X,

E o (. In ogni caso Xgl (Je, +00]) & M—misurabile, per cui xg ¢ M—misurabile. m

(2.20) Definizione Una funzione f : X — R si dice M—semplice (o, quando non c’é
rischio di confusione, semplice), se f é M—misurabile e l'immagine f(X) é un insieme

finito.

(2.21) Teorema Valgono allora i sequenti fatti:

(a) se f,g: X — R sono M—semplici, f + g e fg sono M—semplici;
(b) se f: X — R ¢ costante, f & IM—semplice;

(c) se EC X éM—misurabile, xp & M—semplice;

(d) se f: X — R éM—semplice, esistono to,... ,ty € f(X) ed Ey, ... ,E, € M tali che

k
f= Z thXE), -
h=0
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Dimostrazione. Le proprieta (a), (b) e (c¢) sono evidenti. Per provare la (d), sia f una

funzione M —semplice, sia f(X) = {to,...,tx} e sia

Ep=f"'(t).

Allora Ej, ¢ 9t—misurabile e si ha

k
f = Z thXEh )
h=0

da cui la tesi. m

(2.22) Teorema Sia f : X — [0,4+00] una funzione M—misurabile. Allora esistono

una successione (tp) in [0, +o00[ ed una successione (Ep) in M tali che

Zth = Supfv
h=0
Vee X: f(x) = ZthXEh(a:).
h=0

In particolare,

(350

e una successione crescente di funzioni IM—semplici positive convergente puntualmente
a f.

Dimostrazione. Se sup f = +o00, poniamo t; = 1/(h + 1). Se invece ¢ = sup f < +o0,

— 2—h—1

poniamo tp c. In ogni caso si ha

oo
Zth = Supf7
h=0

VkeN: t, < Z th .
h=k+1

Definiamo ricorsivamente E} ponendo
Ey = {zeX: f(z) =t} ,

h—1
E, = {zeX: f(x)—thXEj(x)zth per h > 1.
§=0
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Ragionando per induzione su h, si verifica facilmente che

h
Vo e X f(z) =) tixg,(
§=0
per cui
Ve e X : f > ZthXEh

Inoltre, dato z € X, non puo esistere kK € Ncon x € Fp e x € Ep, per ogni h > k + 1,

perché ne seguirebbe

k-1
) < ZthXEh + i < ZthXEh Z thXE, (© ZthXEh
h=0 h=k+1

oo
Si possono quindi verificare due possibilita: se z € () E}, & ovvio che
h=0

oo
fl@) <supf=> trxm,(x)
h=0
se invece x &€ Ej, con kj — +o0, risulta

Z thx e, (T) + tr; -

Tenuto conto che ¢x; — 0, anche in questo caso risulta

oo
Z thXEh
h=0

da cul la tesi. m

3 Integrazione

(3.1) Proposizione Siano (X, M, 1) uno spazio di misura e f : X — R una funzione
M —misurabile.

Allora f é p*—misurabile.

Dimostrazione. E una conseguenza della (b) del Teorema (1.13). m
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(3.2) Definizione Sia (X,0M, ) uno spazio di misura. Una funzione f : X — R
si dice p—integrabile (o, pit semplicemente, integrabile), se f é p—misurabile ed uno
almeno degli integrali [ f+dp* e [ f~du* é finito.

Se f e u—integrabile, si pone

[ @) = [ sdui= [ rraw [ 1.

(3.3) Definizione Sia (X,9M, 1) uno spazio di misura. Una funzione f: X — R si
dice p—sommabile (o, pit semplicemente, sommabile), se f é u—integrabile e [ fdu é
finito.

Una funzione f: X — C si dice p—sommabile (o, pit semplicemente, sommabile ),

se Re f ed Im f sono entrambe p—sommabili, nel qual caso si pone

[ @) = [ faui= [®epydui [ ams)de.

Evidentemente f & u—integrabile se e solo se f e p—misurabile e p*—integrabile.

Analogamente, f € y—sommabile se e solo se f & y—misurabile e p*—sommabile.

(3.4) Definizione Sia (X, 9, ) uno spazio di misura e sia E € M. Data una funzione
f: X —=Rof:X —C, sipone

/f ) dpu(z /fdu ~ [ s,

quando 'ultimo integrale e definito.

(3.5) Definizione Siano (X,9, p) uno spazio di misura, E C X e P(x) una frase
aperta.
Diciamo che si ha P(x) p—quasi ovunque (u—q.o.) in E o per pu—quasi ogni

(n—q.0.) z € E, se
{r € E: nonP(x)}
e contenuto in un sottoinsieme u—trascurabile di X .

(3.6) Proposizione Siano (X,0M, 1) uno spazio di misura, E C X e P(x) una frase
aperta.

Allora si ha P(zx) per u—q.o. © € E se e solo se P(x) per u*—q.o. v € E.
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Dimostrazione. Si tratta di un’ovvia conseguenza del Teorema (1.13). m

(3.7) Corollario Siano (X, M, u) uno spazio di misura e f,g : X — R due funzioni
M —misurabili tali che f(x) = g(x) per p—q.o. v € X.

Allora f e p—integrabile se e solo se g & u—integrabile, nel qual caso si ha

/fduz/gdu~

Dimostrazione. Si tratta di combinare la proposizione precedente con ben noti risultati

sulle misure esterne. m

(3.8) Definizione Siano (X,9M, u) uno spazio di misura ed Y uno spazio metrico.
Nell’insieme delle applicazioni IM—misurabili da X in'Y, introduciamo una relazione di

equivalenza, ponendo

f~g < f(x)=g(x) per u—q.0. x € X.
Denotiamo con M (X, ;YY) lo spazio quoziente associato.

La nozione di convergenza pu—q.o. si riformula in modo ovvio in M (X, u;Y). In

M (X, u;R) si riformulano facilmente anche le nozioni di lim sup, lim inf, maggiorante e

minorante essenziale, estremo superiore ed inferiore essenziale ed ordinamento.

(3.9) Definizione Siano (X,9M, 1) uno spazio di misura e 1 < p < oo.

Per p < 00, poniamo

LP(X, i C) = {f e (X, isC) [ 1117 du < oo} ,

LP(X,pu) ={f e LP(X,u;C) : f(x) € R per p—q.0. z € X} .
Per p = oo, poniamo

D0 = {1 € MOE D) esssuplf] < oo
X
L=(X,p) == {f € L(X,;;C) : f(x) € R per p—q.0. z € X} .

(3.10) Teorema Siano (X, M, u) uno spazio di misura e 1 < p < co. Valgono allora

i sequenti fatti:
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(a) lVinclusione naturale LP(X, u; C) — LP(X, u*; C) é un’isometria lineare con immag-

ine chiusa;

(b) sep < oo, linclusione naturale LP(X, u; C) — LP(X, u*; C) & un’isometria lineare e

suriettiva;

(c) se u é o—finita, linclusione naturale LP(X,pu;C) — LP(X,pu*;C) é un’isometria

lineare e suriettiva.

Dimostrazione.

(a) Ovviamente I'inclusione naturale € lineare ed isometrica. Sia (f;) una successione
in LP(X, u;C) convergente a f in LP(X,u*;C). Consideriamo dei rappresentanti, che
denotiamo ancora con f e f. A meno di una sottosuccessione, si ha li}rln fn(z) = f(x)

per u*—q.o. x € X. Poniamo

F = {a; eX: limhinf Re fp(x)| < +o0, limhinf Im fp(x)

< —I—oo} ,
limhinf Re fn(z) + ilimhinf Im fr(x) sex € F,

g(x) =
0 sexe X\ F.

Allora FF € M, g : X — C & M—misurabile e g(z) = f(z) per p*—q.0. = € X. Pertanto
g € LP(X,u;C) e f sta nell'immagine di LP(X, u; C), che & quindi chiusa.

(b) Sia f : X — [0, 400[ una funzione p*—misurabile con [y fP u* < +oo. Sara

f@) = taxs, (@)
h=0

con tp, > 0 ed Ej;, C X p*—misurabile. Risulta p*(E}) < 4o00. Per il Teorema (1.13)
esistono Gp, € M con Ep C Gy, e pu(Gr) = p*(Ep). Ne segue p*(Gy \ Ep) = 0. Allora,

posto
[e.e]
9(@) =" tuxe, (@),
h=0

si ha che g : X — [0,+00] & p—misurabile con g(x) = f(x) per p*—q.0. = € X. Se

poniamo

(o) = { g(z) se g(x) < +oo,
0 se g(z) = 400,

risulta che g : X — [0, +00[ & p—misurabile con §(x) = f(z) per p*—q.0. z € X.
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Sia ora f : X — C una funzione p*—misurabile con [ |f|Pu* < +oco. Siano
91,92, 93,94 : X — [0, +00[ p—misurabili con ¢1(z) = (Re f(2))", g2(z) = (Re f(x))~,
g3(z) = (Im f(2))" e ga(x) = (Im f(z))~ per p*—q.0. x € X. Allora

g=91— g2 +i(g3 — 94)

¢ p—misurabile con g(zx) = f(z) per p*—q.0. = € X. Pertanto 'inclusione naturale
LP(X, u;C) — LP(X, p*; C) & suriettiva.

(¢) Sia (Ej) una successione in M con u(Ep) < +o0 e X = Ej En. Se FEC X e
w*—misurabile, esiste G, € M con EN Ep, C Gy e "=

1(Gr) = (ENEp) < p(Ep) < +00.

[e.e]
Ne segue p*(Gp, \ (F N EyR)) = 0, per cui, posto G = |J Gy, risulta G € M, E C G e
h=0
WG\ E) =0,
A questo punto, ragionando come nella (b), si dimostra che per ogni f : X — C
w*—misurabile esiste g : X — C p—misurabile con g(z) = f(z) per p*—q.0. x € X. Ne

segue la tesi. m

(3.11) Corollario Sia © un aperto in R™ e sia p € M (). Allora C°(Q;C) é denso
in LY(Q, u; C).

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che C2°(;C) non sia denso in L(Q, u; C).
Esiste allora una forma lineare e continua A : L'(£, u4; C) — C non identicamente nulla

tale che
Vfe Cl(C): (A, f) =0,
Dal momento che p & o—finita, esiste u € L>°(€Q, u; C) \ {0} tale che
Ve Cxr(Q;C): /Q fudu=0.
In particolare si ha
Ve Cxr(Q): /Q fReudp = /Q fImudu=0.
Sia K un compatto in

{z € Q: Reu(z) >0},
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sia
1
Ap = {xEQ: d(z,K) < E}

esia fr, € CX(Ap) con 0 < fp(x) <1lsuR"e fr(r) =1su K.
Risulta

/ fnReudu=20.
Q

Passando al limite per h — oo ed utilizzando il Teorema della convergenza dominata, si

ottiene

/ xx Reudu =0,

Q

quindi p(K) = 0. Per la (d) del Teorema (1.21) ne segue che
{z € Q: Reu(x) > 0}

& p—trascurabile.

In modo simile si prova che anche
{r €Q: Reu(z) <0}, {zeQ:Imu(zx)>0}, {reQ:Imu(x)<O0}

sono p—trascurabili. Ne segue u = 0 in L*°(Q, u; C), il che & assurdo. m

Esercizi

1. Sia 91 la famiglia dei sottoinsiemi di R al pitt numerabili o con complementare

al pitt numerabile. Sia inoltre u : 9 — [0, +00] definita da

(E) { il numero degli elementi di £ se E ¢ un insieme finito,
p(E) =

+00 se F & un insieme infinito.

Si dimostri che
(a) 9 & una o—algebra in R e p & una misura su 90;

(b) ogni sottoinsieme di R & p*—misurabile;
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(c) X[0,1] & #*—misurabile e limitata, ma non esiste nessuna g : R — C 91—misurabile
con Xjo,1)(z) = g(v) per p*—q.o. = € R; in particolare, l'inclusione naturale

L>(R, u;C) — L*®(R, u*; C) non ¢ suriettiva;

(d) lapplicazione naturale 7' : L™(R, u; C) — (L'(R, p; C)), ¢ un’isometria lineare non

suriettiva.

4 Distribuzioni di ordine zero

Nel corso di questa sezione, {2 denotera un aperto in R™.

(4.1) Definizione Chiamiamo distribuzione di ordine zero su € ogni forma lineare
T :CX(Q;C) — C soddisfacente la sequente proprieta:

per ogni compatto K C  esiste ¢ € [0,400[ tale che (T, f)| < c|fllc per ogni
feCX(Q;C) nulla fuori da K.

(4.2) Definizione Sia T : CX(Q;C) — C una forma lineare. Diciamo che T ¢
monotona (o positiva), se per ogni f,g € C*(Q) con f < g si ha (T, f) € R, (T,g) € R
e (T, f) <(T,g).

(4.3) Teorema Sia T una forma lineare monotona su C°(Q2;C). Allora T' é una

distribuzione di ordine zero su ().

Dimostrazione. Sia K un compatto in €2 e sia ¢ € C2°(§2) tale che 0 < ¢(z) <1su Qe
P(z) =1su K. Per ogni f € C°(Q;C) nulla fuori da K si ha

—[fllcty <Re f < [ flloct),

—[[flloct <Im f < [ flloct)-

Ne segue

(T Re )] < (T, 9) | flloo

(T T )] < AT )| flloo

quindi

(T O < KT Re £l + (T Im )| < 2(T )| f oo
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da cui la tesi. m

(4.4) Teorema Sia T una distribuzione di ordine zero su Q. Allora esiste una ed una

sola forma lineare monotona |T'| su C°(§2; C) tale che

Vg e C(Q): g2 0 = (|T],9) = sup{[(T, f)| : feCZ(ELC), [f|<g}.

Dimostrazione. Per ogni g € C2°(2) con g > 0 poniamo

(T, 9) := sup{[(T, f)| - f€CZ(ELC), [f]<g}.

Se K ¢ un compatto fuori dal quale g € nulla e ¢ > 0 & conforme alla Definizione (4.1),

si ha per ogni f € C(;C) con |f| < g
(T, A < el flloo < cllglloo -

Pertanto 0 < (|T'], g) < +o0. Inoltre si verifica facilmente che

Vs >0,Yg€Cr(Q):  ¢g>20= (|T|,s9) =s(T|,9),
Yg1,92 € CZ(2) 0<g1 <92 = (|T], 1) <{|T, 92) -

Dimostriamo che |T'| & additiva. Siano g1, g2 € CZ°(£2) con g; > 0.
Per ogni € > 0 esistono fi, fo € C2°(Q;C) tali che |f;| < gj e

(T il = (1T g4) — -
Siano z1, 29 € C tali che |z;| =1 e 2;(T, f;) = [(T}, f;)|. Allora si ha

lz1f1 + zafe| < |fil + |f2] < g1+ g2,

(IT]91) + (T, 92) < KT, f)l + [T, fo)l + 26 = |21(T, f1) + 22(T, f2)| + 2 =

= [T, z1fi + z2fo)| +2e < (|T|, 91 + g2) + 2¢,

da cui (|T|,q1) + (|7, 92) < (|T|, 1 + g2) per Parbitrarieta di .
Sia ora f € C°(Q;C) tale che |f| < g1+ g2, sta ) € C°(Q2) con 0 < YP(z) < 1su
e ¥(z) =1 susupt(f) e sia e > 0. Definiamo f1, fo € C°(Q;C) ponendo

9;(x) f(x)

1(@) = 91(2) + ga(z) + &
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Evidentemente si ha

< () )
il <9 91(33)+92($)+5<¢( )
Ne segue
(A< KT+ Tl +e (7o T <
< (Tl0) + (7] 20 + (71,0

Per I'arbitrarieta di €, si deduce che

|<T7 f>’ < (‘T|7gl> + <|T’792> )

per cui (|T], 91 + g2) < (|T], 91) + ([T, g2)-
Ragionando come nella dimostrazione del Teorema (4.3), si verifica che per ogni

fe () esiste g € C(£2) con g >0 e g > f. Poniamo

(71, f) =T, 9) = (Tl,9 = 1) .

Se § & un’altra funzione con le stesse proprieta, risulta

~

9+@G-N=a+@—-1),
quindi
(ITLg) + (T g = ) =(T]:9) +(T],9 = ) -
Pertanto la definizione ¢ ben posta. Infine, se f € C2°(€; C), poniamo
(T, f) = (7], Re f) +i{|T],Im f) .

Si verifica facilmente che |T'| ¢ una forma lineare monotona su C2°(; C).

L’unicita di |T'] ¢ evidente. m

(4.5) Definizione Sia T' una distribuzione di ordine zero su Q. La forma lineare e

monotona |T| definita dal teorema precedente si chiama variazione totale di T
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(4.6) Teorema Sia € M (). Per ogni f € C°(Q;C) poniamo

.0 = [ sau.
Q
Allora T' & una forma lineare e monotona su CZ°(€2; C).

Dimostrazione. Per il Teorema (2.6), ogni f € C°(2;C) & boreliana. Inoltre si ha

L] < (1 f oo Xsupt(s) -

Essendo p finita sui compatti di €2, la funzione a secondo membro & p—sommabile.
Pertanto ogni f € C°(Q2; C) ¢ p—sommabile. Tenuto conto delle proprieta dell’integrale,

si verifica facilmente che T ¢ lineare e monotona. m

Il Teorema di rappresentazione di Riesz, che ora dimostreremo, stabilisce il viceversa

di quanto abbiamo appena provato.

k
(4.7) Lemma Siano Ay,..., Ay degli aperti in R" e sia K un compatto in |J Ap.

Allora esistono 1y € CX(Ap), ... , Y, € CX(Ay) tali che "
Vee Ap:  0<yp(z) <1,
Ve € K : Zkzwh(:c)zl.
h=0
Dimostrazione. Se esiste j =0,...,k con A; = R", & sufficiente scegliere ¢; € C°(R")

con 0 <v¢; <1suR"e;=1suK eporre Y, =0 per h # j.

Altrimenti sia
r= Ini% {max {d(z,R"\ Az) : 0 < h <k}}.
Te

k _
Poiché K C |J A, risulta r > 0. Sia R > 0 tale che K C B(0, R) e sia
h=0

Kp={x€R": d(z,R"\ Ay) >r} NB(0,R).

k
Allora K}, € un compatto in 4, e K C |J Kp.
h=0

Sia 95, € C°(Ay) tale che 0 < 9y, SE su Ay, e ¥, = 1 su K}, e siano

¢0 = 1907
¢h = (1—190)"-(1—19h_1)’l9h perlghgk.
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Ragionando per induzione, si verifica facilmente che

k
D on=1— (=) (1—=),

per cui vy, ..., hanno i requisiti richiesti. m

(4.8) Teorema Sia T : C(Q;C) — C una forma lineare e monotona. Allora esiste

una ed una sola 1 € M () tale che
(4.9) Vf € CX@C): () = [ fan.

Dimostrazione. Per ogni E C ) poniamo

w(E) := inf {liern (T, fn): fneCX(Q),0< fr < frit, li}ILnfh > XE} )

I) & una misura esterna su €.
Si verifica facilmente che (@) = 0 e che u(E) < u(F) ogniqualvolta E C F C Q. Sia
oo

(E;) una successione di sottoinsiemi di 2 e sia £ = (J E;. Per ogni € > 0 e per ogni
j=0
J € Nsia (fj ) una successione in C°(€2) con 0 < fn < fjnt1, li}an fin = xE; €

li}rln (T, fin) < u(E;) + g2 i1,

Posto

h
gh = Z Tin s
=0

si ha gn, > fjn per h > je 0 < g, < gnt1. Ne segue che per ogni j € N
li >1lim [, > XE,
im gy > im fjn = X, ,
quindi
limgn = X -

Allora si ha

h h h
(T, gn) :ZTf]h§Z<hm<Tf]h>§Z ;) +e277h)
J=0
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quindi
o0
p(E) < im(T, gn) < > wWE
§=0

Per I'arbitrarieta di € ne segue

< Z#(EJ)

per cui p € una misura esterna.
IT) Ogni aperto di €2 & p—misurabile.

Siano E7 ed E5 due sottoinsiemi non vuoti di 2 con
inf{lz—y|l: x€El,y€ Ex}=0>0
e siano

Aj:{xeRﬂ:ﬂ%Eﬁ<g}, cg:{xemn-ﬂ@Eﬁg

19
H,_/

Sia k > 1 tale che ko > 4 e sia

y() = / xe, (W)r(z — y) dL™(y) |

dove (pg) € una successione regolarizzante in C°(R"™). Allora ¢; € C*°(R") e risulta
0 < 9j(xz) < 1suR"” ¢j(x) =0 fuori da A; e ¢j(x) = 1 su Ej. In particolare si ha

P1(z) + ha(z) <1 suR™
Sia (f) una successione in C°(Q2) con 0 < f, < fry1 € li,]gn fn = X(ByuE,)- Allora

siha 0 <4 fr < jfpi1 e li{bn@bjfh > XE;, per cul
p(Er) + p(Es) < li}fln<T, dfn) + Um(T, Yo fn) = 11,{H<T7 (Y1 +2) fn) < 1i}le<T, fn) -

Ne segue
p(Er) + p(E2) < p(Ey U Ey),

per cui ogni aperto di €2 & y—misurabile.

IIT) Se EC Q, ¢ € CX(N) e xg <1, siha u(F) < (T,).
Infatti e sufficiente considerare, nella definizione di u(F), la successione (fy) costante-
mente uguale a .

IV) Si ha H|8(Q) e M (Q)
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Infatti per il passo II) si ha che pjgp3) € una misura boreliana su . Inoltre, se
K C Q & compatto, esiste ¢ € C°(Q2) tale che ¥ > xg. Dal passo III) segue che
w(K) < (T,v) < +o0, per cui p ¢ finita sui compatti di 2.

V) Se K C Q & compatto, ¥ € C(2) e ¥ < xk, si ha (T, ¢) < p(K).

Sia infatti e €]0, 1] e sia (fj,) una successione in C2°(Q2) con 0 < fy, < fry1 e li]rln fn > xk-
Poiché

KQU {zeQ: frlx) >1—¢},
heN

per la compattezza di K esiste h € N tale che
KC{zreQ: fplx) >1—¢},
ossia fp(x) > 1 —e su K. A maggior ragione si ha f, > (1 — &)1, per cui

(1 - 5)<T7 1/}> < h’Iln<T7 fh> :

Ne segue (1 —e)(T,¢) < u(K), quindi (T,9) < u(K) per Parbitrarieta di e.
VI) Vale la (4.9).

Sia anzitutto f € C°(Q), sia K = supt(f) e sia k > 1. Siano M > || f||c ed € = M/k.
Per —k < h <k — 1 poniamo

Epn={zeQ:ech<f(x)<eh+1}NK.

Per il Corollario (1.22) e per la continuita di f, esistono degli aperti Ay, in Q con Ej, C Ay,
w(Ap) < p(Ep) + ¢ e f(x) <e(h+1) su Ap. Per il Lemma (4.7) esistono 9y, € C2°(Ap)

k—1
con 0 <yp(r) <lsuAdpe > ¢Yp(z)=1sukK.
h=—k
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Allora risulta

k-1 k-1
(T.f) = D (Tonf) < D e(h+1)(T, ) =
h=—k h=—k
k-1 b
= > (M Ae(h+ D)) (T,pn) — M D> (T ) <

h=— h=—k

IN

> (M +e(h+1)) plsupt(vn)) — Mu(K) <

IA
=
+

2
>
+

=
=
N

Z

|
<
=
=

IA

IN

> (M +e(h+1)) (u(Er) + =) = Mp(K) =
h=—k
k—1

= Z e(h+1) (,u(Eh) + %) +2eM =
ii;k

= > chu(By) +e(u(K) +&+2M) <
h=—k

k—1
> fdp+e(uK)+e+2M) =
h=—k " En

= /fdu%—%(u(l()—i—%—i—QM) .
Q

IN

Passando al limite per k — oo, si ottiene

<T,f>§/Qfdu-

Potendo scambiare f con —f, ne segue

<T,f>—/Qfdu-

In generale, se f € C°(;C), si ha

@)= (T Ref) +ilTIm f) = [ Refydu+i [ (mp)du= [ fdu.

VII) La misura 4 € unica.
Sia A € M () un’altra misura verificante la (4.9). Sia A un aperto in €2 e sia (K}) una
successione esaustiva di compatti in A. Sia f € C2°(int (Kp41)) tale che 0 < fj,(z) <1

su int (Kp41) e fa(z) = 1 su Kj. Allora (fy,) € una successione di funzioni positive
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in C°(§2) crescente puntualmente a y4. Dal Teorema della convergenza monotona si

deduce che

AA) = lifrln/Q frnd\ = lif£n<T, fn) = liern/Q fndp = u(A).

L’unicita discende allora dal Corollario (1.23). m

(4.10) Teorema Siano p € M(Q) e v € L*®(Q,u;C). Per ogni f € C(Q;C)

poniamo

@)= [ s,
Q
Allora T ¢é una distribuzione di ordine 0 su Q.

Dimostrazione. Evidentemente T ¢ ben definita e lineare. Se K ¢ un compatto in €2 e

f e C(Q;C) ¢ nulla fuori da K, si ha

' / fudu]suuuoo [ 11 < oo o
Q K

da cui la tesi. m
Come ora vedremo, vale anche il viceversa.

(4.11) Teorema Sia T una distribuzione di ordine zero su . Allora esistono una ed

una sola p € M (Q) ed una ed una sola v € L*>(Q, u; C) tali che

lv(z)| =1 per pu—q.o. x € £,

Vi€ CR(Q:C) 1 (T, f) =/Q fudp.

Inoltre risulta
Ve CRO): (T15) = [ Fau,
Q
n(Q) = sup {(T', /)| : f€CZ(%C), [[fllo <1}.

Dimostrazione. Per il Teorema (4.8) esiste u € M (Q) tale che

Vi€ CR(R;0): (T, f) = /Qfdu-
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Data f € C°(Q;C), sia ¥ € C°(Q) con 0 < Y¥(z) < 1suQed(zr)=1susupt(f) e sia

1

gn(@) = 9(@)\[If @2 + 1

Risulta gp € C°(2) e |f] < gn, per cui

(T, )] < (T1, gn) :/Qghdu.

Passando al limite per h — oo ed applicando il Teorema della convergenza dominata, si

ottiene

\(T,fHS/Q\f\du-

Questo significa che T & una forma lineare su CZ°(€;C) continua rispetto alla norma
di LY(Q, 4;C) con ||T|| < 1. Per il Teorema di Hahn-Banach, 7' puo essere estesa ad
una forma lineare e continua T su L*(Q, 4; C) con ||T|| < 1. Essendo p o—finita, esiste

v € L>®(Q, u; C) tale che |v(x)| <1 per u—q.0. x € Qe

Vf e LYQ,5C) : (T, f) =/qudu.

In particolare risulta

Ve OXr(Q;C): <T,f>:/Qdeu.

Sia ora (gp) una successione di funzioni positive in C2°(2) che converge crescendo

a xq. Si ha

[ o= 1.0 =sup{‘/ fvdu' . feCE:0), If) ggh} < [ alvldn.
Q Q Q

quindi

/Qgh(l— lv])du <O0.

Passando al limite per h — oo ed applicando il Teorema della convergenza monotona, si

ottiene

/(1—v\>dﬂgo,
Q

per cui |v(z)| =1 per p—q.o. = € Q.
Supponiamo ora che A € M (2) e ¢ € L*°(2, X\; C) abbiano le stesse proprieta di u
ev. Siage CP(Q) con g > 0. Per ogni f € C(Q;C) con |f| < g siha

|<T,f>|=‘/9f¢dA|§/QIflld)ldAé/diA,
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quindi

(1T, g) s/diA.

D’altronde per il Corollario (3.11) esiste una successione (fp) in C2°(€2; C) convergente
in LY(Q,\;C) a gi. Siae > 0 e sia

: 9fn

= e

~ 2_
Si verifica facilmente che (f;) € una successione in CZ°(€2; C) convergente a Y

T in

LY(Q, X;C) e tale che |f;| < g per ogni h € N. Allora si ha

2
g . z . z
7d/\:hm/ fonvdA=1m (T, fr) <{|T],g).
== | w (T, fo) < (T).g)
Passando al limite per e — 07 ed applicando il Teorema della convergenza monotona, si

ottiene

/ gdx <(Tl,9),
Q
per cui
Vg€ CX@) 920 — [ gdr=(Tlg).
Q
Ragionando come nella dimostrazione del Teorema (4.4), si conclude che
Ve CE0): [ gah= ()= [ gdu,

per cui A = p.
Poiché per ogni f € C°(Q;C) si ha

/vadu=<T,f>=/wadu,

dal Corollario (3.11) segue che ¢ = v in L*>(Q, u; C).
Sia infine (gp,) una successione di funzioni positive in C°(€2) che converge crescendo

a xq. Si ha

/Qghdu = (T gn) = sup {|(T, )| : f € CX(C), || < gn} <
< sup{[(T. /)| : f € C(Q:C), [|fllo < 1} -

Applicando il Teorema della convergenza monotona, si deduce che

p(Q) <sup {[(T, f)] : f € C(LC), [[flloo <17
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D’altronde si ha

sp{|(T 1) f € CE0), [[fllo <1} =
—sw{|[ fucm] £ ECE@O), Il < 1] < ),

da cui la disuguaglianza opposta. =

(4.12) Corollario Sia T € (CX(9;C), || ). Allora esistono una ed una sola
e M(Q) ed una ed una sola v € L>®(, u; C) tali che

lv(z) =1 per u—q.o. x € €2,

Vf e CR@0): (1) = [ fudn.
Q
Inoltre risulta p(2) = ||T)| < 4o0.

Dimostrazione. Evidentemente T' & una distribuzione di ordine zero su 2. La tesi

discende allora dal Teorema (4.11). m

5 Decomposizione di misure

(5.1) Definizione Siano (X,9M) uno spazio misurabile e A, . due misure su M. Dici-

amo che p ¢ assolutamente continua rispetto a A (e scriviamo p < \), se

VE € M: ANE) =0 = u(E) =0.

(5.2) Definizione Siano (X,9M) uno spazio misurabile e A\, u due misure su IMM. Di-
ciamo che p é singolare rispetto a A (e scriviamo p LX), se esiste S € M tale che

A(S) = u(X \ S) = 0.

(5.3) Teorema Siano (X,9M) uno spazio misurabile e A, pi1, p2, i3, g cingque misure
su M. Supponiamo che 1 e ps stano assolutamente continue rispetto a A\, che pa e jiyg
siano singolari rispetto a A e che si abbia py + po = ps + pq.

Allora p11 = p3 € pa = pa.
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Dimostrazione. Siano S, 8" € M tali che
A(S) = pa(X\ ') = A(S") = pa(X\ §") = 0.
Posto S = S"US”, si ha
A(S) = p2(X\ S) = pa(X\ §) =0,
quindi 11(S) = u3(S) = 0. Allora per ogni E € 9 risulta
pi(E) = pi(E\S) = pi(E\S) + p2(E\ S) = ps(E\ S) + pa(E\ S) = ps(E).
D’altronde si ha anche
p2(E) = i (ENS) +p2(ENS) = ps(ENS) + pa(ENS) = pa(E),

da cul la tesi. m

(5.4) Teorema Siano (X,9M) uno spazio misurabile e A, pi due misure o— finite su 9.

Valgono allora i sequenti fatti:

(a) esiste una ed una sola coppia (g, s )) di misure su I tale che = pug\ + fs ),

Ha, X <Ae Hs ) 1 )\;'

(b) esiste una ed una sola ¢ € M(X,\;R) tale che ¢ >0 e

pax(E) = / @ dA
E
per ogni B € 9.

Inoltre si ha

[ tan= [ rear+ [ ran

per ogni f : X — R pu—integrabile e per ogni f : X — C pu—sommabile.

Dimostrazione. Posto v = A + u, si verifica facilmente che v & una misura su 1.

Siano (Ap) e (Bp) due successioni crescenti in M con A\(Ap) < 400, u(By) < +oo e
oo [e.e] o0

X = | A, = | Bp. Allora, posto C, = A, N By, st ha X = |J C e v(Ch) < 400,

h=0 h=0 . h=0
per cui anche v ¢ o—finita.
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Per ogni E € 9 si ha

[ xwdy=v(B) = xEB) +u(E) = [ xpar+ [ xpdu.

/f@:/fﬁ+/f@

per ogni f : X — [0, +o0] M—misurabile, dal momento che f & limite puntuale di una

Ne segue

successione crescente di funzioni 91—semplici positive.

Inoltre per ogni f € L'(X,v) si ha f € LY (X, u) e

‘/fdu'ﬁ/lfldug/umu.
—

¢ una forma lineare e continua su L'(X,v) avente norma minore o uguale ad uno. Es-

Pertanto

sendo v o—finita, esiste u € L°°(X,v) con norma minore o uguale ad uno tale che

Vfe LY (X,v): /fdu:/fudy.

Scegliendo un rappresentante opportuno, possiamo supporre di avere |u(z)| < 1 per ogni
r e X.

Ponendo f = xenc,, dove
E={reX:ux)<0},
si ottiene
0< / XENC), dit = —/ XENC, U~ dv,

da cui v(E N Cy) = 0, quindi v(E) = 0. Ne segue che u(z) = u(z) per v—q.0. z € X.
A meno si sostituire u con u™, possiamo quindi supporre 0 < u(z) < 1 per ogni z € X.

Se f:R™ — [0, +00] & una funzione M —misurabile, sia

fn=min{f, h} xc, -

Poiché f;, € L'(X,v), si ha

/fhd,u:/fhudy:/fhud)\+/fhudu
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ossia

[ = wdn= [ fruar.

Dal Teorema della convergenza monotona si deduce allora che
(5.5) /f(l—u)du:/fud)\.
Poniamo
A={zx e X : u(x) <1}, S={reX:ulx)=1}.
e definiamo due misure p, », ptsx su 9, ponendo
VE €M pan(E) = w(ANE),  pon(E) = u(SNE).

Evidentemente p1 = g\ + ft5,0. Inoltre, scegliendo f = xg nella (5.5), si ottiene la

relazione

0= [ xs(1-wdu= [ xsudr=As)

che, combinata con ps (X \ S) = 0, implica s\ L A

Per ogni E € 9 poniamo ora

h
F=1>_4 ) xe
=0

nella (5.5). Si ottiene

h+1

/XE(l_Uh+1) d,U:/XE ;uj d\.

Sia
pz) =4 1-ul@)
0 sex €5.

sex € A,

Applicando il Teorema della convergenza monotona e ricordando che A(S) = 0, si deduce

che

poaB) = (AN B) = [ xanpdu= [ par.

In particolare, risulta p, ) << A.
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L’unicita della coppia (fgx, fts,x) discende dal Teorema (5.3). Supponiamo d’al-

tronde che ¢ € M (X, \) abbia gli stessi requisiti di ¢. Se

E={zeX: ) <p@)},

si ha

/ sadA:ua,xEmch):/ pax,
ENCy,

ENCy,

quindi

[ e-wa-o.
BNC),

Ne segue A(E N Ch) = 0, quindi A(E) = 0, ossia p(z) < ¢(z) per A—q.o. x € X. In
maniera simile si prova che ¢(x) < p(z) per A—q.o. z € X. Pertanto ¢ = ¢ in M (X, A).
Infine, sia anzitutto f : X — [0, +o0] M —misurabile. Si ha

/XEdN:N(E):/ESDdA‘i'Ms,A(E):/XE(Pd)\“‘/XEdMs,A

per ogni E € 9. Poiché f e limite puntuale di una successione crescente di funzioni

M —semplici, dal Teorema della convergenza monotona si deduce che

[ tan= [ roar+ [ .

Se ora f: X — R & pu—integrabile, si ha

[ ran= [ rreane [ 5t aun.
[ = [ reane [ 5 dun.

per cui fo ¢ A—integrabile, f & u, y—integrabile e

[ tan= [ roar+ [t

Se invece f: X — C ¢ p—sommabile, si ha anzitutto

[1s1au= [ irreans [ ifidne.

per cui fo & A—sommabile e f & ps\—sommabile. Ragionando su (Re f)*, (Re f)™,
(Im f)* ed (Im f)~, si ottiene la tesi. m
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(5.6) Definizione Siano (X,9M) uno spazio misurabile e A\, u due misure o—finite
su M. La coppia (fgx, fts,n) € M (), caratterizzata nel teorema precedente, si chiama
decomposizione di Lebesgue di p rispetto a A. Inoltre piq x st chiama parte assolutamente
continua di p rispetto a A\, mentre jis )\ si chiama parte singolare di u rispetto a A.
Se Q ¢é aperto in R" e pp € M (), poniamo i, = g cn € fls = fls cn.
Infine la ¢ € M(X, ), caratterizzata nel teorecrlna precedente, si chiama derivata di
I

Radon-Nikodym di u rispetto a A e si denota con %

(5.7) Corollario (Teorema di Radon-Nikodym) Siano (X,9) uno spazio misurabile
e A\, i due misure o—finite su M con u < \.

Allora si ha
dp
dy = —d\
[ ran=[ 1%

per ogni f : X — R p—integrabile ed ogni f : X — C p—sommabile.

Dimostrazione. La coppia (u,0) verifica la (a) del Teorema (5.4), per cui pg ) = p e

s, = 0. La tesi discende allora dal Teorema (5.4). m

(5.8) Teorema Sia  un aperto in R™. Per ogni u € L*(Q;C) definiamo una forma

lineare T,, : C2°(2; C) — C e continua rispetto a || || ponendo
V€ CX0): (T fyi= [ fudch,
Allora Uapplicazione
{ur— T}
¢ un’isometria lineare di L*(Q;C) in (C°(Q;C), || |leo) -

Dimostrazione. Evidentemente {u — T,} & ben definita e lineare. Sia u € L*(Q;C).

Se fe C2(C) e [[flloo <1, si ha

<Tu7f>!=‘/ﬂfud£"

< /Q 1l A < s [ lloo < Ilulls -

Risulta quindi || Ty < |Jul|1. Viceversa, sia

flz) =4 lu(@)|
0 se u(xz) =0

se u(x) # 0,
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e sia (f5) una successione in Cg°(€2; C) tale che

I falloo <1, li}rbn fn(x) = f(z) per L"—q.0. x € Q.

’/ fhudﬁn
Q

Passando al limite per h — oo ed applicando il Teorema della convergenza dominata, si

Si ha

<N Tull I falloe < 1Tl -

ottiene

Jully = /Q juldC™ < Tl

da cui la disuguaglianza opposta. =

(5.9) Teorema Sia (Ty) una successione limitata in (C°(;C),|| |loo). Allora es-

istono T € (C(92;C), || |loo)” ed una sottosuccessione (Ty, ) tali che

V[ € CR(C) - i (T, ) = (T, f).
|| < tim inf T3]

Dimostrazione. Sia (T},;) una sottosuccessione tale che
lim ||y, || = liminf |||
J h

Poiché (C2°(2;C), || |loo) © separabile, esiste un’ulteriore sottosuccessione (T}, ) conver-

gente ad un certo 7' rispetto alla topologia debole*. Risulta quindi

VfGCgO(Q,C) : h’£n<Th]kaf>: <T7f>a

Tl < Yo |75, [} = Tim inf [ T,]]

da cui la tesi. m

(5.10) Corollario Sia (up) una successione limitata in L'(Q;C). Allora esistono
u € LYQC), p € M(Q), v € L*®(Q,1;C) ed una sottosuccessione (up,) tali che
wL L Jv(z)| =1 per p—q.o. x € Qe

VfECC(Q;(C):lim/ fuhkdE”:/ fud[,"—l-/ frdu,
ko Jo Q Q
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lully + p(€2) < Tim inf {lup: -

Dimostrazione. Per il Teorema (5.8), risulta che (T3, ) ¢ una successione limitata in
(C(£;C), ]| |lso)’- Combinando il teorema precedente col Teorema (5.8), si deduce che

esistono T' € (C°(Q;C), || |ls)’ ed una sottosuccessione (up, ) tali che
VfeCxr(C): lilgn / fup, dC™ = (T, f),
Q

I < liminf fJus s

Per il Corollario (4.12) esistono A € M (2) e v € L*°(Q, \;C) tali che A(R2) = ||T ,
lv(z)| =1 per A—q.0. z € Qe

Vf e CX(Q;C) : <T,f>=/ﬂfydA.

Scegliendo opportunamente un rappresentante di v, possiamo supporre |v(z)| = 1 per
dA

ogni x € (). Poniamo u = wl/ e i = As. Allora, tenuto conto del Teorema (5.4),

risulta

d\ ..
lully + (@) = / N GEm 4 A (9) = MQ) = |T] < liminf [lug]s
Q d[’n h

VfEC’é’O(Q;(C):/ﬂfudﬁ”—i—/ﬂfl/du:/ﬂdeAz(T,f}zli]?l/quhkdﬁn.

Sia infine f € C.(Q2;C) e sia ¢ = sup ||up|[1. Per ogni g € C°(£2; C) risulta
h

‘/quhkdﬁn—/gfudﬁn—/ﬂfudu‘g

S‘/Qg%kdﬁn—/ﬂgudﬁn—/ggvdﬂ'ﬂf—glloo (lang [l + llull + () <

<

| gumac~ [ guacr~ [ gvdu‘+26||f—gHoo-
Q Q Q
Dato € > 0, sia g € C°(€2; C) tale che 2¢||f — gljoo < £/2. Sia poi k € N tale che

: /guhkdﬁn—/gudﬁn—/gydu‘<i.
Q Q0 Q 2

Vk >k : /fuhkdﬁn—/fudﬁ"—/fydu’<6,
Q Q Q

da cui la tesi. m

|

vk >

Allora si ha
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6 Punti di Lebesgue

Nel corso di questa sezione, 2 denotera un aperto di R™.

(6.1) Definizione Sia f € L} (Q;C) e sia € Q. Diciamo che z é un punto di

loc

Lebesgue per f, se esiste £ € C tale che

. 1 niey
(6.2) i, s /B 1O~ acie) =0,

L’insieme dei punti x € Q di Lebesgue per f si chiama insieme di Lebesgue di f.

Osserviamo che si ha

(o J©4©) 1 |fogar U — 07| _
LB (z,1)) LB (z,7)) -
Sy £(6) = L)
= B

Pertanto la (6.2) implica

. 1 niey —

In particolare, se x & un punto di Lebesgue per f, il numero complesso ¢ che compare

nella (6.2) & univocamente determinato. Da ora in poi verra denotato col simbolo f(z).

1
loc

Osserviamo anche che, se f € L (Q) e z & un punto di Lebesgue per f, si ha f(z) € R.

(6.3) Proposizione Sia f € C(Q2;C). Allora ogni punto x € 2 é di Lebesgue per f e
si ha f(z) = f(2).

Dimostrazione. Dati z € Q ed € > 0, sia § > 0 tale che |f(£) — f(z)| < € ogniqualvolta
¢ € B(x,0). Allora, se r €]0,4[, risulta

1 n 1 n _
ST /B O = @40 < s /B e =,

da cul la tesi. m

(6.4) Lemma Sia u € M (Q). Allora la funzione Dy : Q — [0, +00] definita da

Dyulx) = inf (Sup{% rz€B(§r)CQ0<r< 2—h}>

e boreliana.
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Dimostrazione. Sia

on(x) :sup{% cx eB(&r) CQ, 0<7“<2_h} .
SeceR, x€Qedy(x) >c esiste B(,r) CQconzeB(r),0<r<27e
u(B (7))
cBEn)

Ne segue 05 (y) > ¢ per ogni y € B (&, ), per cui 5;1(]6, +0o0]) & aperto, quindi boreliano.

Pertanto &;, & boreliana e quindi anche Dy & boreliana. m

(6.5) Lemma Sia p € M (Q) e sia A€ B (Q) tale che u(A) = 0.
Allora si ha

iy A (@)

BT g Lh—q.o. z € A
20+ L0(B (2, 1) per £7—=q.0. ¥ €

Dimostrazione. Poiché

B
Vz € Q : limsup #(B (z,7))

P B () M)

¢ sufficiente dimostrare che Du(x) = 0 per L"—q.0. = € A.
Procediamo per assurdo, supponendo che {ac € A: Du(x) > 0}, che ¢ boreliano per

il lemma precedente, non sia L™ —trascurabile. Allora esiste € > 0 tale che
{ze€A: Du(z) > ¢}

non sia L"—trascurabile. Sia K un compatto contenuto in {x € A: Du(x) > z-:} con
LK) > 0.
Posto K, = {z € R" : d(z,K) < 27"} risulta che (K},) & una successione decres-

oo
cente di compatti con K = [ Kj. Ne segue
h=1

lim p(Kp) = p(K) =0.
Sia h € N tale che
w(Kp) < elL™(K)3™".

Per ogni z € K esistono € = £(z) € Qer =r(z) €]0,27" [ taliche z € B((,r) C Qe

pB(Er))
LB (7))

> €.
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Per la compattezza di K, sara

U 5@7 7‘1

A meno di un riordinamento, si puo supporre che vy > --- > r,,. Facciamo una selezione
delle B (&;,7;) nel seguente modo: poniamo (&;,,7;,) = (£1,71) e chiamiamo 4y il minimo
Jj tale che B (&,,7;,) NB(&,7;) = 0 (se un tale j non esiste, la selezione ¢ gia finita).

Successivamente chiamiamo ¢3 il minimo j tale che
(B (&5 7iy) UB (&iy,13,)) N B (&5, 75) = 0
e cosi via. Otteniamo una famiglia disgiunta
{B(&,,m,): 1 <5<k}

tale che, se j & {i1,...,ix}, si abbia B (&,,7,) NB (&, 7;) # 0 per qualche is < j, quindi

con r;, > rj. Ne segue che

k
B(&,mi) € | B(&,.3rm,) .

Kcl/
i=1 s=1
Allora si ha
k k
eLME) < ) eL"(B(&,,3r:,) =3" ) eL"(B(&,, 1)) <
s=1 s=1
k
< 3" (B (&,,ri,)) =3"p (UB (&ias7is) ) <
s=1
< 3 u(Ky) < 3°eL(K)3 T = eL(K),

da cui l'assurdo. m
Possiamo ora dimostrare il principale risultato di questa sezione.

(6.6) Teorema Sia f € L} (% C). Allora si ha

1 n _ n
Tlﬂ%ﬁ 2B (z.7) /B(m Y |f(§) — f(x)[dL™(§) =0 per L"—q.0. z € €,
lim __ / f&)dL" (&) = f(x) per L"—q.0. x € Q.
r—0t En( (CC,’F)) B(z,r)

In particolare, il complementare in  dell’insieme di Lebesgue di f ¢ L™ —trascurabile

e si ha f(z) = f(z) per L"—q.0. x € Q.
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Dimostrazione. Trattiamo anzitutto il caso in cui f € a valori reali.

E sufficiente provare che

: 1 ney — n_
Jim B (@,r) /B(M) (&) — f(@)[dL™(§) =0 per L7—q.0. x € (.

Per questo scegliamo un rappresentante boreliano di f, che denotiamo ancora con f, e

dimostriamo anzitutto che

1

im — — f(z))TdLr(€) = er L"—q.0. x .
I B o, FO @) AL =0 per £q0 a0

Per ogni ¢ € Q definiamo f4 : B (©2) — [0, +00] ponendo
n(B) = [ (1) - 0" dL(©).
E

Si verifica facilmente che ji; € M (Q) e, posto A; = {x € Q: f(x) < ¢}, siha pe(A,) = 0.

Per il lemma precedente, esiste un sottoinsieme L£"—trascurabile F, di A, tale che

- lim 1 _ N\t n —
Vo € Ag\ By : TL0+ (E”(B (z,7)) /B(ac,r) (f(§) —q)TdcC (5)) 0.

Sia E = |J E,. Evidentemente E & L"—trascurabile. Per ogni x € Q\ E e per ogni
q€Q
e > 0 esiste ¢ € Q tale che f(z) < ¢ < f(x) +¢. Allora z € A, \ E, e si ha

1 e
FEET) o, (O~ I0) dL©
o i

1 A\ oapm 1 N drm
S EEE oy VO O Ty, SO O <

<m /B( )(f(f)—Q)erﬁn(f)‘i'ff'

Pertanto per ogni x € Q \ E e per ogni € > 0 si ha

(f(&) = fl@)TdLm(§) <e.

lim sup

= .
r—0t £n(B (ZL‘,’I“)) B(z,r)

Per I'arbitrarieta di €, si deduce che

im ; — ()T n —
I i my h, FO S e =0,
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In maniera simile si dimostra che

. 1 — apnleN n
Jim (B (@) /B(M) (f(€) = f(x))” dL"(§) =0 per L"—q.0. x € Q,

da cui la tesi.
Se f & a valori complessi, ¢ sufficiente applicare il ragionamento precedente alle

funzioni Re f ed Im f ed osservare che

1£(€) = f(x)] < [Re f(§) — Re f(x)] + [Im f(£) — Im f(x)].

La dimostrazione ¢ quindi completa. m

(6.7) Corollario Sia E un sottoinsieme L™ —misurabile di R". Allora si ha

i B @0\ B)
r—0t+ LB (x,r))

=0 per L"—q.0. z € FE,

lim LB (z,r)NE)

=0 L"—q.0. R"\ E.
A T 2B () per L% —q.o. v € R™\

Dimostrazione. Si applichi il teorema precedente alle funzioni caratteristiche di R™ \ F

edi F.m

(6.8) Corollario Siano f € L} (R™%C) e (pn) una successione regolarizzante in
CX(R™).
Allora si ha

f(x)

li;bIl Rnf(z)

in tutti i punti x € R™ di Lebesgue per f.

In particolare, si ha

li]rln Ruf(z) = f(z) per L'—q.0. x € R™.

Dimostrazione. Sia x € R™ un punto di Lebesgue per f e sia ¢ € R tale che pp(z) < ch™.
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Risulta

‘ (/ F@)pn(z —y) dﬁ”@)) — f(=@)

IA
T
—
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=
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D
3
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S
I

da cui la tesi. m

(6.9) Corollario Sia f € L®(R™C). Allora Ryf € C®(R™;C) N Cy(R™;C),
IRESflloo < || fllLee € si ha

li}{n Rnf(z) = f(z) per L'—q.0. x € R™.
Dimostrazione. Poiché per ogni x € R" risulta

[Rnf ()] < esssup |f] < | fllze,

B(z,1/h)
si ha Ry f € Cp(R™;C) e |Rpflloo < | f]1oe-

La convergenza L"—q.o. discende dal Corollario (6.8). m

Proviamo ora una versione del Teorema fondamentale del calcolo integrale adattata

all’integrale di Lebesgue.
(6.10) Corollario Data f € L(Ja,b]), definiamo F : [a,b] — R ponendo
F(:z):/zfdﬁl.
Allora, se x €]a,b| é un punto di Lebei’gue per f, si ha che F ¢é derivabile in © e

F'(x) = f(z). In particolare, F ¢ derivabile £L'—q.0. in]a,b] e F'(z) = f(x) per L'—q.0.
x €la, bl.

Dimostrazione. Sia x €]a,b[ un punto di Lebesgue di f. Dato r > 0 si ha

Hetn) =80 g = |2 [ rwaco - )| =
- 2| [0 -fenacio) <
< 1 [0 - fwiaco <
< 2L [T - Fwlacw.

r—r
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Pertanto

i F@+1) = F@)

r—0t r

= f(x).

In maniera simile si puo trattare la derivabilita da sinistra, da cui la tesi. m

(6.11) Teorema Sia € M (). Allora valgono i sequenti fatti:

(a) siha
dp 1
w € Lloc(Q) )
(b) risulta
(6.12) m LB@n)

per L"—q.o. x € Q);

(c) se x € Q & un punto di Lebesgue di dd% in cui vale la (6.12), si ha

o p(BR) _ dp
im gy ~ acn ™

ogniqualvolta (Ey) € una successione in B (Q) verificante L™(Ey) > 0,

lifrln d(z,Ep) =0, li}an diam (Ej) =0,

. (d(m, Eh) + diam (Eh))n
lim su < 400.
W C7(Ey)

dp

e Se K & un compatto in €2, si ha

Dimostrazione. Poniamo ¢ =

/ P dL" = 1o (K) < p(K) < +00,
K

per cui p € L} ().

loc

Sia ora S € B () tale che L™(S) =0 e us(©2\ S) =0. Per il Lemma (6.5) si ha
=0 per L"—q.0. z € Q\ S,
quindi

=0 per L"—q.0. x € Q.
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Consideriamo infine una successione (F}) conforme alla (c¢). Posto
dp = d([E, Eh) + diam (Eh) )

risulta Ej, C B (z,2d},), quindi

s o) < |y [l w0 —ot)| + L <
1 ~ n MS(Eh)
< amy J, 19© - @@ + g <
1 - " B
< T ( [SNCCEE ORI <x,2dh>>> -

h ( 1
Lr(Ep) \ L™(B (x,2d))

e fa(B (2)
/B@,zdw PO = Sl L)+ <x,2dh>>>'

Passando al limite per h — oo, si ottiene la (c¢). m

= 2"L"(B(z,1))

Esercizi

1. Sia f € L} (€;C). Si dimostri che I'insieme dei punti di Lebesgue per f ¢

loc

boreliano e che la funzione ¢ : 2 — C definita da

f(z) sez &un punto di Lebesgue per f,
() =

0 altrimenti

¢ boreliana.

(Suggerimento: si adatti la dimostrazione del Teorema (7.15)).

2. Sia f € L} (©2;C) e sia 2 un punto di Lebesgue per f. Si dimostri che per ogni

loc

successione (E}) in B () soddisfacente L™(E}) > 0,

li}an d(z,Ep) =0, li}rln diam (Ep) =0,

. (d(z, Ey) + diam (ER))"™
lim su
Sup L (Ep)

< +00,

si ha

1

i gy [, 17O - F@lere =0
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e quindi

1
lim

m gy, ©9E1© = @),

7 Limiti approssimati

(7.1) Definizione Siano x € R" ed E C R". Diciamo che x é approssimativamente
interno ad F, se

e £MB @)\ E)

S e B @)

Denotiamo con E, linsieme dei punti approssimativamente interni ad FE.

Evidentemente si ha int (F) C E,. Non & invece vero, in generale, che F, C E.

Infine, se £ C F C R", risulta F, C F,.

(7.2) Teorema Per ogni E C R™ l’insieme E, ¢é boreliano, mentre l'insieme E, \ E é

L"—trascurabile.

Dimostrazione. Per ognir >0 e ¢,z € R" si ha
LB (&) \E) = LB (2,r) \ E)] < L"B (&) \ B (2,7)) + L"(B (z,7) \ B(&,7)).
Ne segue che la funzione
{o — LB (z,r) \ E)}

¢ continua. Pertanto, per ogni ,7 > 0, I'insieme

{x err: ZB@NE) E}

LB (z,r))

¢ chiuso in R™. Allora per ogni €, > 0 anche 'insieme

v LB@NE) A [ e, £B@n\E)
{‘””GR Loy LB (1)) ég} OQ@{ R B ) 35}

e chiuso in R™. Ne segue che

LMB(x,r)\ E)

E* - T € Rn . Sup S €
EQ) (5L>Jo { o<r<s LB (x,7))
e€Q 6€Q
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¢ boreliano.

Sia ora Ep, = EU(R™\ B(0,h + 1)). Si verifica facilmente che

ENE= ] (En).\Ey) .

heN

E quindi sufficiente dimostrare che (E), \ Ej, & £L"—trascurabile per ogni h € N. Pos-
siamo pertanto limitarci al caso in cui R™ \ E & limitato. Sia G € B (R") tale che
R"\ECGe LMR"\ E)=L"(G). Posto F =R"\ G, per ogni x € R" e per ogni r > 0
risulta
L'B(z,r)\ E)+ L'(R"\ (FUB(z,7))) = L'R"\E)=L"(R"\F)=
= L"B(z,r)\ F)+
+LM(R™"\ (FUB(z,71))).

Poiché £"(R™\ E) < 400, deve essere
LUB (2z,r)\ E) = LB (z,r) \ F).

Ne segue F, = Fi.
D’altronde dal Corollario (6.7) segue che

lim LB (xz,r)NF)

= "—q.o. R™\ F.
r—0+t LB (z,7)) 0 per L=q0. & € R™\

Risulta quindi £" (Fi \ F') = 0, da cui, a maggior ragione, L™ (E,\ E) =0.m

(7.3) Definizione Per ogni E C R"™ poniamo

0,E :=R"\ (E,U(R"\ E),) .

Evidentemente 0, F & un boreliano con 0,F C OF.

(7.4) Corollario Sia E CR™. Allora sono fatti equivalenti:
(a) E ¢ L"—misurabile;

(b) OLE & L™—trascurabile;

(c) (E\ Ey) é L"—trascurabile;

(d) (E'\ E,) e L"—misurabile.
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Dimostrazione.
(a) = (b) Dal Corollario (6.7) segue che (E\ E,) e (R"\ E)\ (R"\ E),) sono en-

trambi £"—trascurabili. E allora sufficiente osservare che

0. C (E\E,)U((R"\ E)\ (R"\ E),) .
(b) = (c) Risulta

E\E, COEU(R"\E),\ (R"\ E)) .

La tesi discende allora dal Teorema (7.2).
(¢) = (d) Ovvio.
(d) = (a) Poiché

E=(E.U(E\E))\(EN\E),

la (a) discende dal Teorema (7.2). m

(7.5) Definizione SianoY uno spazio metrico, f € YR /L™, x € R® el € Y. Diciamo
che ¢ ¢ limite approssimato di f in x, se per ogni intorno V di ¢ in'Y si ha che x ¢

approssimativamente interno a f~1(V).

Si verifica facilmente che tale nozione ¢ effettivamente indipendente dalla scelta del
rappresentante f.

Evidentemente, se £ & limite di f in z, allora ¢ & anche limite approssimato di f
in x.
(7.6) Proposizione (Unicita del limite approssimato) Siano Y uno spazio met-
rico, f € YR"/L" x € R™ e £,4' € Y. Supponiamo che £ e £ siano entrambi limiti

approssimati di f in x.

Allora si ha £ = ',
Dimostrazione. Supponiamo, per assurdo, che si abbia £ # ¢'. Siano V e V' due intorni
rispettivamente di £ e ¢/ con V NV’ = (. Poiché f~1(V)n f~1(V') =0, si ha

LB (z,r) < LB (z,7) \ FTHV) + LB (z,r) \ fTHV),

quindi

| = fim £ B@)

— = K
r—0t LB (z,7)) — 0,
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il che & assurdo. m

Se f ammette limite approssimato £ in x, poniamo

aplim f(§) :=¢.

o

(7.7) Definizione Siano Y wuno spazio metrico, f : R™ — Y un’applicazione e x € R™.

Diciamo che f é approssimativamente continua in x, se

aplim f(£) = f(z).

§—w

(7.8) Teorema Sia f € L} (R";C) e sia x € R™ un punto di Lebesque di f.

loc
Allora

aplim f(€) = f().

E—w

Dimostrazione. Per ogni € > 0 si ha

1 n
BT o, 1O~ @) 2

Ne segue

oL (B @\ (B(f().2))) L

r—0t+ En(B ($, 7”))

per cui z & approssimativamente interno a f ! (B (f(x), 5))

Tenendo conto che ogni intorno di f(z) contiene un disco del tipo B ( f (:E),E), si

ottiene la tesi. m

(7.9) Teorema Sia f € LY (R™;C) e sia x € R™ un punto in cui f ammette limite

loc

approssimato.
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Allora x & di Lebesque per f e

f(x) = aplim f(£).

E—a

Dimostrazione. Sia ¢ = aplim f(§) e sia ro > 0 tale che B (x,79) C Q. Per ognie >0 e

E—a

per ogni r €]0,r] si ha

1 n _
(B (z.1) /B(x’r) | £(§) —£1dL™(§) =

L7(B (z.1)) — (| dcr
LB (z,7)) /{SEB(x,r):|f(5)—€<a} (&) — L (e)+

1

LB (z,7)) — ) dct
LB (e, r) /{EEB(x,r):f(€)£|>g} 1£(8) = 4acm(o) <

L (B(z,r)\ [T (B (L))
<e+ esssup|f|+|€> — .
<—B($,m) LB (z,7))

Ne segue

. 1 n
imsup s /B M@ g e,

da cui la tesi, per l'arbitrarieta di . m

(7.10) Esempio Sia f: R — R definita da

fz) =

n

1 1 1

n per———3<x<—,n22,

n n
0 altrimenti.

Allora f € LY(R) e si ha

aplim f(§) =0,

§—0

anche se 0 non € un punto di Lebesgue per f.

Dimostrazione. Per ogni € €]0,2] e r €]0,1/2] si ha

=1 *  dx
LY =rr\fH (] —ee]) z};n_S/T 1
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1 1
dove =7 <1 < 7-. Ne segue

£10 =m0 - ) < 5 < g

per cui aplim f(£) = 0.
-0
Si verifica facilmente che f € L!(R). Se 0 fosse un punto di Lebesgue per f, sarebbe
necessariamente f(0) = 0. Ma risulta
T & 400
1 dx
7ldct > - [
/_T n;:ﬂ n? .a?

1 1
dove i <r< Yo Ne segue

T 1 r
act > — >
/;T‘f‘ —kr—,r_i_l?

per cui 0 non puo essere un punto di Lebesgue. m

(7.11) Teorema Sia f € RR" /L™, Allora f ¢ L —misurabile se e solo se f ¢ approssi-

mativamente continua in L™—quasi ogni x € R™.

Dimostrazione. Supponiamo che f sia £L”—misurabile. Per il Teorema di Lusin, per ogni

h € N esiste una funzione continua g, : R™ — R tale che L"(R"\ C}) < 1/(h + 1), dove
Ch=A{z eR": f(z) = gn(x)} .

Evidentemente C}, ¢ L™ —misurabile. Esiste quindi S, C C}, con L"(S},) =0 e

"B
Ve € Cp \ Sp: lim £(B (1) \ Ch)

S B )

Allora il complementare di U Ch \ U Sy € LM —trascurabile. Sia x € U Ch \ U Sh,

heN heN heN heN
e sia V un intorno di f(z) in R. Sia k € N tale che € Cj. Poiché f ristretta a

Cy & continua, si ha B(z,7) N C, C f~Y(V) definitivamente per r — 0. Ne segue
B(z,7)\ f~1(V) C B (x,r) \ Ck, quindi

LB )\ V)
r—0t En(B (l’, T‘))

Pertanto f € approssimativamente continua in x.

=0.

Supponiamo viceversa che f sia approssimativamente continua in £"—quasi ogni
x € R". Sia S C R"™ con L"(S) = 0 tale che f & approssimativamente continua in ogni

z € R"\ S. Se A =|c,+0o0] con c € R, risulta

FHANS S (FHA),,
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quindi £" (f~1(A)\ (f~(4)),) = 0. Dal Corollario (7.4) si deduce che f~(A) &

L™ —misurabile, per cui f & L™”—misurabile. m

(7.12) Definizione Siano E C R"™ e x € R™. Diciamo che u € R™ ¢é un versore

normale esterno ad E in x, se |u| =1 e

Lr{EeB(z,r)NE: (§—x)-u>0})

m, £°(B (z,7)) =0
i LEEB@I\ B =) u<op)
0¥ LB (z,r)) '

(7.13) Proposizione Siano E CR", x € R" ed uj,us due versori normali esterni ad
E in x.

Allora x € 0, F ed u; = us.

Dimostrazione. A meno di una traslazione, possiamo supporre x = 0. Poiché
BO,r)NEC{¢eBO,r)NE: -u >0tU{£eB(0,r): £-up <0},

si ha

i sup £ (B 0:7) 1 )

1
<.
roo+ LM(B(0,r) T2

Tenuto conto che
L"(B(0,7) < L"(B(0,7)NE)+L"(B(0,r)\ E),

ne segue

L' BO,)\E) 1
ol = B 0. =2’

per cui 0 ¢ E,. In modo simile si prova che 0 ¢ (R™\ E),, per cui 0 € 0, E.

L’insieme
Ar={£€B(0,r): {-u1 <0 <E-uz}

¢ aperto in R™. Se per assurdo u; # usg, si ha Ay # 0, perché us — uy € As, quindi

L"(As) > 0. D’altronde

A, C{€eB0,r)NE: - us>0tU{€eB0,r)\E: & -u <0},
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per cui
LAy
| — 7 __=0.
S B )
Inoltre si ha
L"(A,) L(Ag)

B @) B2

da cui una contraddizione. m

(7.14) Definizione Sia E C R". Per ogni x € R" denotiamo con vg(z) il versore
normale esterno ad E in x, se esiste, altrimenti poniamo vg(x) = 0. L’applicazione

vE : R®™ = R"™ cosi definita si chiama normale esterna ad E.

(7.15) Teorema Sia E C R™. Allora la normale esterna vg : R™ — R"™ é un’applica-

zione boreliana e limitata.

Dimostrazione. Ovviamente vg & limitata. Sia F' 'insieme dei punti € R™ in cui esiste
il versore normale esterno. Per ogni u,v € R™ con u,v # 0 poniamo

_L"({€eBO,1): (£-u)(-v) <0})
LB (0,1))

w(u,v)

Dal Teorema della convergenza dominata si deduce facilmente che w : (R™\ {0})?2 — R
¢ continua con w(u,u) = 0.
Inoltre per ogni r > 0 e z,u,v € R"™ con u,v # 0 si ha

Lr({£eB(x,r): ((—2) w)(({—2)-v)<0})
LB (z,7))

_Lr{EeB@1): (=) -uw)((—x) v) <0})
LB (z,1))

= w(u,v).
Sia C un chiuso in R" e sia D un sottoinsieme numerabile e denso in
{ueC: |ul=1}.

Osserviamo che x € F'N 1/51(0) se e solo se per ogni € > 0 esiste u € D tale che

Lr{€eB@x,r)NE: (§—x) -u>0})

iy LB ar) ="
imenp £ UEE B \Es (=) u<oh) _

r—0+t Lr (B (l’, ’I“))
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Infatti, se x € F e vg(x) € C, dato € > 0 esiste u € D con w(u,vg(z)) < e. Ne segue

) Lr{€eB(x,r)NE: (§—z) -u>0})
o (B (x.7)) =

. Lr{&eB(z,r)NE: (£—2x) ve(x)>0})
= o (B (1) ’

 L({EeB(an): (E— ) vp(r) <0< (E—1) u})
1 sup C7(B (z.1))

<w(u,vg(zr)) <e.

In modo simile si prova che

. Lr{EeB(z,r)\E: ({§—x) -u<0})
g (B (z,7)) e

Viceversa, sia x € R" e sia (uj) una successione in D con

. Lr({EeB(x,r)NE: (§—x) - up > 0}) 1
lim sup £7(B (z,7)) Shl

lim su Lr({§eBx,n)\E: (§—z) u,<0}) < 1
r—>0+p En(B ($,7")) Sha

A meno di una sottosuccessione, (up) € convergente ad u € C con |u| =1 . Risulta

. Lr{&eB(x,r)NE: (§—x) -u>0})
i £7(B (z7)) -

. Lr({&eB(x,r)NE: (£—2x) up>0})
= (B (2.1))

Lr({EeB(z,r): (§—x) up, <0< ({—x) u}) 1

li <
i lizgp LB (z,r)) “h+1 +w(un, u)
e, analogamente,
: L' ({€eBx,r)\E: (£-x) u<0}) 1
1 < .
o (B (z.1)) < g telun )

Passando al limite per h — oo, si deduce che z € F e vg(z) =u € C.

Risulta allora

Fﬂl/El(C):ﬂ U U m Ce,u,ru

e>0 ueD >0 0<r<d
e€eQ 6€Q
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dove

Lr{EeB(x,r)NE: (§—x) -u>0}) <
LB (z,7)) -

Lr{EeB(z,r)\E: ({§—x) -u<0}) <€}.
LB (z,7)) -

Poiché ogni C. ,,, & chiuso in R™, si ha che F' Nv;'(C) & boreliano in R™.

Ceuyr = {x cR": €,

In particolare, F' & boreliano. Inoltre v;'(C) & uguale a F Ny (C) eventualmente

unito con R™\ F, per cui v;'(C) & boreliano. Ne segue che vz : R® — R™ & boreliana. m

(7.16) Teorema Siano Q ed U due aperti in R™, g : U — R un’applicazione di classe
C! tale che

QNU={¢eU: g(¢) <0}

e sia x € UN O tale che Vg(x) # 0.
Allora g(x) =0 e

¢ il versore normale esterno ad ) in x.

Dimostrazione. Tenuto conto della continuita di g, € ovvio che g(z) =0. Siaw : U — R

tale che w(z) =0e

VEeU: g(§) = Vy(x) - (§ —2) +[§ — z|w(E).

Sia (r7,) una successione in |0, +o0o| decrescente a 0 e sia

NG
= p{\v9<x>\'563(’”}'

Evidentemente anche (ep) € decrescente a 0. Se £ € B (x,r,) N, si ha

Vy(z) - (€ —2) +[§ — zlw(§) <0,

da cui

(§—x) <eplé —x.

Ne segue

e (feeBErne: o g >0})
L™ (B (z,73)) a
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L ({eeB@m):0<(€—a) o5 <enle—al})
- L (B (z,m1)) B

rn ({5 €EB(z,1): 0< (¢ —u)- \§§§3| <enl€ _x‘})
£ (B (1)) |

Poiché

({g EB(21): 0<(E—a)- gigi;' < €h|§—x|}>

costituisce una successione decrescente di sottoinsiemi L£™—misurabili di misura finita
con intersezione vuota, si ha
h}anE" <{§€B(x,1) 1 0< ({—m)-% <5h]§—m]}> =0.
In modo simile si prova che
cr({eeB@n\0: (-2 g4 <o}) .

lim =

r—0+ L (B (x,7)) ’

da cui la tesi. m

(7.17) Definizione Sia E C R™. Diciamo che E é un sottoinsieme di perimetro finito,
se H" 1 (0LE) < +o00.
(7.18) Teorema Se E CR"™ ha perimetro finito, allora E & L™—misurabile.

Dimostrazione. Si ha L™(0.F) = 0, per cui la tesi discende dal Corollario (7.4). m

(7.19) Teorema (della divergenza) Siano E C R" di perimetro finito, f € CL(R")
e g€ CL{R™Y;R").
Allora si ha

/Vf(ﬂﬁ)-g(ﬂf) dL"(z) = f(s) (9(8)~VE(8))dH”1(8)—/ () div g(z) dL™(x) .
E E

0« E

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione. m



Capitolo 2

Funzioni di una variabile reale

1 Funzioni crescenti

(1.1) Definizione Sia I un intervallo in R. Una funzione f : I — R si dice crescente,

S€E

Ve,yel:x<y = f(x) < f(y).

(1.2) Teorema Sia f : [a,b] — R una funzione crescente. Allora f é boreliana ed

esiste una ed una sola p € M (Ja,b]) tale che

b
Vg € C°(la,b[;C) : —/ g'fdct —/ gdp.
a la,b[

Valgono inoltre i sequenti fatti:

(a) per ogni a, B € [a,b] con a < B risulta

f(B) = f(e) = pl]e, B])

e si ha l'uguaglianza se f é continua da destra in o e da sinistra in [3;

(b) Uinsieme dei punti di discontinuita in ]a,b] di f é al piu numerabile e coincide con
Uinsieme {x €la,b[: p({z}) > 0};
d
(¢) f ¢ derivabile L'—q.0. in]a,b], f' € L*(Ja,b], L) e f' = d—llfl;

(d) si ha
b
/ Fdct < F(b) — fla).

68



1. FUNZIONI CRESCENTI 69

Dimostrazione. Per ogni ¢ € R I'insieme f~!(]e, +00]) puo essere solo della forma ]d, b],
[d,b] o ), in ogni caso boreliano. Inoltre per ogni h > 1 I'insieme dei punti = €]a, b[ tali

che

S

lim_ f(€) ~ Jim_ () >

§—at

contiene al pitt h(f(b) — f(a)) elementi. Ne segue che 'insieme dei punti di discontinuita

di f & unione numerabile di insiemi finiti, quindi al piu numerabile.

{g»—»—/ab g’fdﬁl}

¢ una forma lineare su C2°(Ja,b[;C). Sia g € C°(Ja,b]) con g > 0 e sia g = 0 fuori da

l, 8] Cla, b|. Risulta
[ (o (e 1) o) s@ a2 @) =

(= [ (v 3@+ [ swrwace) =

_h j o() <f(:z:) _y (m %)) dc (z) > 0.

Evidentemente

Passando al limite per h — oo, si deduce che
b
Vg C2(ab): 920 = — [ gfdct >0,
a
quindi
b b
V91,92 € C(Ja, b)) : g1 < g2 = —/ gi'fact < —/ g2’ fact.

a

Per il Teorema (1.4.8) esiste una ed una sola p € M (Ja, b]) tale che

b
Vg € C°(la,b[;C) : —/ g’fdﬁlz/ gdu.
a la,b[

Siano ora a < o < f < b con f continua da destra in « e da sinistra in . Sia (pp)

una successione regolarizzante in C°(R) e sia g, € C°(]a, b]) definita da

@)= [ (o (6= a=3) o (6= 54 7)) '),
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Allora (gp,) € una successione di funzioni positive in C2°(]a, b[) che converge crescendo a

Xa,b[- Per il Teorema della convergenza monotona si ha
b
iim [ g da = (i 9
h a
D’altronde per ogni € > 0 esiste 6 > 0 tale che
a<zr<a+d = f(z)— fla)<e.

Allora per h > 2/6 si ha

[ oo (s -a=1) sy ac'e) - sta)| =

Ne segue

i | " <:c —a- %) f@)dCt(x) = f(a).

Ragionando in maniera simile su [, si prova che

b
lim —/ gn'fdct =

—tim | [ e (a-6+3) fwac - [ e (¢ -0 ) swactw)] =

= f(B) = (o),

da cui u(la, B]) = f(B) — f(a).

In generale, se a < a < # < b, esistono una successione (ay,) decrescente ad o ed

una successione (3;,) crescente a (3 con f continua in ay, e (5. Risulta allora

F(B) = fla) = lim (f(Bn) = flan)) = lim u(lan, Gu]) = u(le G))-

Inoltre, dato x €la, b, esistono una successione (ay,) crescente a x ed una successione

(Br) decrescente a = con f continua in «ay e ;. Questa volta ne segue

lim () ~ lim £(6) =lim (F(8h) — fln)) = lim pllon h) = p({x)).

E—axt
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d
Sia ¢ = d—ﬁ'ul, sia y15 la parte singolare di u rispetto a £! e sia z €]a, b tale che f

sia continua in z, z sia un punto di Lebesgue per ¢ e

lim ps(Jz — 1z +7[)

M Lz i)

Sappiamo gia che £!—quasi ogni punto di ]a, b[ ha queste proprieta. Dimostriamo che in
un tale x la funzione f & derivabile e che f'(x) = @¢(x). Per ogni £ €]a, b[\{z} esistono
una successione (ay,) crescente a £ ed una successione ([35,) decrescente a & con f continua

in ap e fBy. Ragionando come in precedenza, si deduce che

V¢ €la,bf: § <w = p(l€,x]) < fz) = f(§) < p(l€ =),

V¢ €la,bl: § > 2 = p([z,€]) < £(§) — flx) < p(lz,€]).

Sia ora (xp,) una qualunque successione convergente a  con x, # x. Dal Teorema (1.6.11)

si deduce che

Lo Fn) = (@)

m = p(x),

per cui f & derivabile in z e f'(x) = ¢(x). In particolare, f & derivabile £!—q.o0. in ]a, b]
e f'(r) = ¢(z) L'~q.0. in ]a, b|.

Infine si ha

b b
£(0) - f(a) > plla, b)) = / o dL 1 py(jab]) > / et

per cui, in particolare, f € L'(Ja,b[,£!). m

2 Funzioni a variazione limitata

(2.1) Definizione Siano I un intervallo in R, f: 1 — R una funzione ed a,b € I con

a <b. Poniamo

Diciamo che V2(f) € [0,+0oc] ¢ la variazione di f da a ab. Diciamo che f ¢ a variazione

limitata, se

sup{ch’(f): a,beI,aSb} < +00.
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(2.2) Proposizione Sia I un intervallo in R. Valgono allora i sequenti fatti:

(a) se f,g: I — R sono due funzioni e s € R, si ha

Vo(f+9) SVI + Vg, Vilsf)=1sIVa(f)

per ogni a,b € I con a < b (si intende che 0 - (+00) = 0); in particolare, l'insieme

delle funzioni da I in R a variazione limitata é un sottospazio vettoriale di RY;
(b) se f:1— R ¢ una funzione, si ha
Vo) = Vi (f) + V2(f)
ogniqualvolta a,b,c € I ed a < ¢ < b;

(c) se f:a,b] — R é una funzione crescente, f é a variazione limitata e si ha

Dimostrazione.

(a) Sea=x9<---<xp=">,siha

k K
Z (@) + 9(zn) = flen-1) —glen-1)l < Y |fl@n) = fl@n1)| +
st h=1

A
X!
=
+

X!

da cui V2(f + g) < V2(f) + V2(g). Inoltre si ha
k k
s fwn) = s fan-1)| =1s] Y |f(xn) = flan)l,
h=1 h=1

quindi V(s f) = [s| V().
(b) Siano a < VE(f) e B< VE(f) esianoa=20<---<ap=cec=y< - <ym =0
tali che

k m
Z f@p_1)| > a, Z | f(yn) = f(Yn-1)| > 5.
h=1 n=1

Allora si ha

k m
atB<Y [flan) = flan)l+ Y 1f ) = Flun-1) < V2(S),
h=1 n=1
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quindi VE(f) + V2(f) < V2(f) per arbitrarieta di « e S.

D’altronde, se a =29 <--- <z =bexj_1 <c<uwj,siha

-1

.

73

k
> f(an) = flan-)| < [f(@n) = f(@n-a)| + |f(c) = fzj-1)] +
h=1

1

T

k
Hf @) = fOl+ D f@n) = flan-)] <

h=j+1
SAGEIHTE
quindi V' (f) < Vi (f) + V2 (f)-
(¢c)Sea=uxz9<---<uxp=>b, risulta
k
S (fn) = flan-1)) = f(b) - f(a),
h=1

da cui la tesi. m

(2.3) Teorema Sia f : [a,b] — R a variazione limitata e siano f1, fa :

definite da
fie) = 5 VEH 4 T@) . hla) =3 (VI ~ f(@)
Allora f1 e fa sono crescenti e si ha per ogni x € [a, b

f(@) = fi(x) = falz),  VE(f) = file) + fa(z) .

Dimostrazione. Se a <z <y <b, si ha

V&) =Va (N + fly) = f2)) =
(VZ(f) = 1fy) = f(@)]) = 0.

fily) = filz) =

>

N~ DN

[a,b] — R

In maniera simile si prova che anche f5 ¢ crescente. Evidentemente f(z) = fi(z) — fa(x)

e Vi(f) = filz) + fa(z). m

(2.4) Lemma Siano I un intervallo in R con int (I) # 0, f : I — R una funzione e

zel.
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Allora si ha

lim inf (&) = f=) = liminf (&) = f(m) ,
£ —x mo—(wz)  €—n
n<z<{,n<g
e JEO =@ O~ )
{—x §—x (1,€)—(z,) §—n
n<z<E,n<é
Dimostrazione. Si verifica facilmente che
bing 1O =@ 1€ = )
{—x 5 - (U’ﬁ)*(ﬂwﬁ) 5 -n
n<z<{,n<g

D’altronde, se n < z < &, si ha

O S0) _ €= 1)~ @) , o =nf@)~f)
£—n E-n -z §-n x-n
Ne segue
ﬂ@—fm>>mm{ﬂ@—f@>fm»—ﬂm}
£-n = -z -z
ogniqualvolta n < x < € ed n < &, per cui
b FO =L@ RO~ fa)
&) —(ze)  &—=1 §- §—x
n<w<E,n<g

L’uguaglianza riguardante il massimo limite si dimostra in modo simile. m

(2.5) Teorema Sia f : [a,b] — R una funzione a variazione limitata. Valgono allora

1 sequenti fatti:

(a) le funzioni f e {x — V'(f)} hanno gli stessi punti di continuita da sinistra e da

destra in |a,b];
(b) Uinsieme dei punti di discontinuita di f é al pit numerabile;
(¢) f ¢ derivabile L'—q.0. in]a,b], f' € L*(Ja, b, L) e

[f'(@)] = (Ve (f)) per L'=q.0. z €]a,b],

b
/\ﬁMﬂfnﬁuw



2. FUNZIONI A VARIAZIONE LIMITATA 75

Dimostrazione. Poiché |f(y) — f(x)] < VI (f) — VE(f) per a < z < y < b, & evidente
che la continuita da destra o da sinistra di {z —— V.*(f)} implica la corrispondente
continuita di f. Viceversa, supponiamo ad esempio che f sia continua da sinistra in
x €la,b]. Per ogni a < VF(f) esistono a = xg < --- < xp, = x tali che

k

Z |f(zn) — f(zp-1)| > .

h=1
Possiamo supporre ;1 < ). Allora si ha
k—1
a < lm (Z [Fn) = flan-1)| + £(6) — f(xk_1>|) <
h=1

< lim Vf(f) < VE(f) s

-z
quindi 613;1_ Vi (f) = V2(f) per Varbitrarieta di o Poiché Vi (f) = V2(f) — V2(£), la
continuita da destra puo essere trattata in maniera simile.
Combinando il Teorema (2.3) col Teorema (1.2), si deduce che I'insieme dei punti di
discontinuita di f & al pitt numerabile, f & derivabile £!'—q.o. in]a, b e f' € L*(Ja,b[, £).
Poiché |f(y) — f(x)] < V& (f) — VE(f) per a < x <y < b, & evidente che

[f'(@)] < (VE () per L1=q.0. x €la,b[.

D’altronde, per il Lemma (2.4), l'insieme degli x €]a,b[ in cui |f'(z)| < (VF(f)) &

a

contenuto in |J E}, dove E}, & 'insieme degli = €]a, b[ tali che
h>1

&) = fel _ Vel =Va(f) L
h

t—s t—s
ogniqualvoltaa§s<t§bex—%<5§x§t<x+%. Per ogni h > 1 e per ogni

e>0,siano a = xg < --- < xp = b tali che (x; —x;_1) <1/he

k
> () = i)l > Vel(f) —«
j=1
esia J = {j: E,N[zj_1,z;] # 0}. Allora risulta

LYEL) < > (wj—aja) <h Y (Va7 (f) = Va" ' (f) = 1f(5) = fla0)]) <

jeJ Jje€J

= Va7 () = If () = flaj-0)l) =

IA
>
-
—~
!
=
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quindi £!(E}) = 0 per I'arbitrarieta di . Ne segue

[f'(@)] = (V& () per L1=q.0. x €la,b[.

Infine, dal Teorema (1.2) si deduce che

[ 191421 < v

a

e la dimostrazione ¢ completa. m

3 Funzioni assolutamente continue

(3.1) Definizione Siano I un intervallo in R e f : I — R una funzione. Diciamo che

f ¢é assolutamente continua, se per ogni € > 0 esiste § > 0 tale che

k
> 1F(yn) = flan)| <e
h=1

ogniqualvolta xp,yp, € I, 1 <y1 < <z < yi €

Evidentemente ogni funzione assolutamente continua € uniformemente continua.

(3.2) Proposizione Sia f : I — R una funzione lipschitziana. Allora f é assoluta-

mente continua.

Dimostrazione. Sia f lipschitziana di costante c¢. Dato € > 0, sia cd < e. Allora si ha

k
Z (yn) — f(zn))

h—:Eh <cd<e,

IIM?

da cui la tesi. m

(3.3) Teorema Sia f : [a,b] — R una funzione assolutamente continua. Allora f é a

variazione limitata e {x —— VF(f)} é assolutamente continua.
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Dimostrazione. Sia § > 0 tale che

ogniqualvolta a <z <y; <--- <=z

h—
Sia n > 1 tale che
n

<desiaa=1x9 < - < xp = b Possiamo supporre che
. . b—a
1 punti a +m

(0 < m < n) appartengano alla suddivisione {zo,

,xp} e che
corrispondano agli indici hg, , h,,. Allora si ha

hm+l

b_
Z (l‘h—l‘h_l): a<5,

n
h=hm+1

per cui

Ne segue

k
2 1ftew) = fan-) 5> Z [F(@n) = flan-1)| <n,
per cui V(f) < n.

Sia ora € > 0 e sia § > 0 relativo ad £/2, conformemente all’assoluta continuita di
f-Sea<lz <y <---<ap<yp<be

k
> (yn — xn)
h=1

siano xp = t(h)

- < t( ) = = yp, tali che

Np
e
Do) = ) > V) - o
j=1
Allora si ha
c k  np N N k c
5> 2 D ) )l > Y v - 5
h=1 j=1 h=1
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ossia

k
Y (V) = Vir(f) <e,

h=1

da cui la tesi. m

(3.4) Teorema Sia f : [a,b] — R una funzione. Allora sono fatti equivalenti:
(a) f ¢ assolutamente continua;

(b) f ¢ continua in a e b, a variazione limitata e p < L, dove p ¢ la misura associata

a{x+— VZF(f)} dal Teorema (1.2);

(c) f ¢ derivabile L'—q.0. in ]a, b, f' € L*(Ja,b], L) e

va € [a,0]: f(z) = fla)+ [ fdL';

a

(d) esiste o € L*(Ja,b[, L") tale che
Voelat]: fo) = f@+ [ pdct
(e) f € a variazione limitata e

b
[ 1r1aet =vi.
a
Dimostrazione.
(a) = (b) Per la proposizione precedente, f ¢ a variazione limitata.

Sia E un boreliano £!—trascurabile in ]a, b[. Per il Teorema (1.1.21) esistono una

successione crescente di compatti (K,,) ed un boreliano Ej p—trascurabile tali che

E= (U Kn>UE0.

neN

Per provare che 1 < £, & quindi sufficiente verificare che u(K,,) = 0. Per la proposizione
precedente, {x —— V(f)} & assolutamente continua. Sia & > 0 e sia 6 > 0 conforme
alla definizione di assoluta continuita. Poiché L£(K,) = 0, esiste un aperto A in ]a,b|

tale che K,, C A e L'(A) < 4. Per la compattezza di K,, possiamo supporre che

A=
h

JZh, ynl

k
=1
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conag <z <y < - <axp <yp <b. Allora si ha

M;r

Yn — xh 7
h:l

quindi

k
(K, = wlan,ynl) =D (VI () = Vir(f) <e.

h=1 h=1
Ne segue p(K;,) = 0 per 'arbitrarieta di .
(b)) = (c) Essendo a variazione limitata, la funzione f & derivabile £!—q.o. in ]a,b[ e

f € LY(Ja,b[,L£'). Siano

fi(z) = % Ve +f@),  falz) =5 V() = flx) .

Se p1 e pg sono le misure associate a f1 e fo dal Teorema (1.2), si ha

b b
Vg € C=(Ja,b;C) : — / (@) VE(f)dehz) = - / g (fi+ fo) dLt =

= / gdﬂl-i-/ gdps .
la,b[ la,b[

Essendo unica la misura associata a {x —— V'(f)}, deve essere
VE €% (Ja,b) : n(E) + pua(E) = u(E).

In particolare, u1 < L, us < L' e f1 e fo sono continue su [a, b].

Combinando il Teorema (1.2) col Teorema di Radon-Nikodym, si deduce che

f(@) = fi(@) = faz) = fi(a )‘HH — fa(a) — (]
= fi(a) /fl L' — fa(a /f2 act = /fdﬁl

(¢) = (d) E sufficiente porre ¢ = f’.
(d) = (e) Per il Corollario (1.6.10), f & derivabile £!—q.o0. in Ja,b[ e f'(z) = ¢(z) per
L'—q.0.  €]a,b[. Sea=12¢9<--- <z =b, si ha

k k Th k Th b
S ) — Fan ) =Y / fact <y / ] det = / L,
h=1 h=1 Th—1 h=1 Y Th—-1 a

b
bf)g/ |f'ldLt < 400
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La disuguaglianza opposta € contenuta nel Teorema (2.5).

(e) = (a) Sea <x <y <b,siha

* / 1 4 / 1 b / 1 _y=z Yy b
AL+ [ 1ffae” + | 1Lt = VE(f) + V() + V) (f)

Yy
per cui

Yy
/ AL = V(f)

T

Sea<m <y1 < - <ap<ypr<bed

risulta che E & boreliano e

k k
ST fn) — fa) <3 v = [ 1fdct.
h=1

E
E quindi sufficiente dimostrare che per ogni € > 0 esiste d > 0 tale che

/ If'|dct < e
E

per ogni boreliano E in ]a,b[ con £}(E) < 6. Per assurdo, supponiamo che esistano

£ > 0 ed una successione (E},) di boreliani in ]a, b[ con L1(E},) <277 e

/ |f|dLt > e
E},

Posto

Fy, = U Ey,
h>k

si ha che (F) € una successione decrescente di boreliani con
LYFy) < 270 / |f'|dz > €.
Fi
Dal Teorema della convergenza dominata si deduce che
b b
i [ 10! = [ 1 modet <o,
k a a k

il che & assurdo. m
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