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Capitolo 1

Analisi complessa

1 Alcuni risultati preliminari

(1.1) Definizione Si chiama serie di potenze in C ogni espressione formale

> ar(z —a)f

k=0

dove (ck) € una successione in C ed a € C.

Si chiama raggio di convergenza della serie il numero reale esteso
-1
(lim sup v/ |ck\)
k
con le convenzioni 071 = 400 e (—i—oo)_1 =0.

(1.2) Teorema Sia

Z k(2 — a)k
k=0

una serie di potenze in C e sia R € [0,400] il suo raggio di convergenza.

Allora per ogni z € C con |z — a| < R la serie

> or(z—a)f
k=0

¢ assolutamente convergente in C, mentre per ogni z € C con |z — a| > R tale serie non
e convergente.
Inoltre, per ogni r €]0, R, la corrispondente serie in (C’ (B (a,T); C) l ||OO) é to-

talmente convergente.
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Dimostrazione. Se z € C e |z —a| > R, si ha
limksup {lew(z —a)k| > 1,
per cui risulta cx(z — a)* > 1 per infiniti k. Allora non puo essere
h}gn cr(z—a) =0

e la serie

> or(z—a)f
k=0

non puo quindi convergere in C.

Sia ora r €]0, R[. Risulta

sup{|ck(z —a)¥|: z e B(a,r)} = |ep|r® .

Poiché
limsup {/|cx|rk < 1,
k
la serie
o0
> lelr®
k=0

& convergente in R per il criterio della radice. Ne segue la convergenza totale della serie

> en(z—a)
k=0

su B (a,r).
In particolare, per ogni z € C con |z — a| < R la serie in questione ¢ assolutamente

convergente in C. m

(1.3) Teorema Sia

Z (2 — a)k
k=0

una serie di potenze in C con raggio di convergenza R €]0,+00], sia

A={z€C: |z—a| <R}
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e sia f: A— C la funzione definita da

2) =) cp(z—a)f
k=0

Valgono allora i sequenti fatti:

(a) la serie di potenze
o0
Z kE+ 1)ckiq( z—a)k
k=0

ha lo stesso raggio di convergenza R;

(b) la funzione f é differenziabile (in senso complesso) e si ha
Ve A: fl(z chkz—a Zk—l—lckﬂz—a)k
k=0
(c) sea & di accumulazione per {z € A: f(z) =0}, risulta c;, =0 per ogni k > 0.

Dimostrazione.
(a) Si ha

k41

limsup v/ (k + 1)|cg+1| = limsup ( "Vk+1 k*{/|ck+1|> " = limsup /|cxl.
k k k

(b) Definiamo g : A — C ponendo

VzeA:g Zkz+1ck+1z—a)k
k=0

Siano z € A, [z —a|] <r < Rew € C\ {0} con |z —a|+ |w| < r. Per ogni k > 0,
I'applicazione
[0,1] — C
s (z 4+ sw—a)f ! —s(k+1)(z — a)fw

soddisfa le ipotesi della disuguaglianza di Lagrange. Sia s; €]0, 1] tale che
(z+w—a)*" —(z—a) - (k+1)(z— a)kw‘ <
< (k+1)|w] ‘(z 451w —a)f — (2 — a)*| .
Riapplicando la disuguaglianza di Lagrange a

[0,51] = C

o (z+ow—a)
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si ottiene sg €]0, s1] tale che

‘(Z +s1w—a)’ = (z - a)k‘ < klw| ‘(2’ + sqw — a)k_l‘ < kjw|rk=L,

Ne segue

n+1 n+1 n

Z ck(z+w—a)k—z cr(z—a)’ =Y (k+1)ep1(z — a)w| =

k=0 k=0 k=0

n n n
= ch+1(2+w—@k+1 ch-H (z—a)ftt - Z Ve (z — a)fw| <
k=0 k=0 k=0
< |wl? Z (k4 1)|cppq P

k=0

Passando al limite per n — oo e dividendo per |w|, si ottiene

‘f(erw) — /()

< k(k+1 k=
” _lez (k +1)|cpq|r

k=0

—g(2)

Passando infine al limite per w — 0, si deduce che f & derivabile in z e che f'(z) = g(2).

(c) Ragioniamo per assurdo e denotiamo con m il minimo intero k tale che ¢, # 0. Si

ha per ogni z € A

dove ¢ : A — C ¢ definita da

o0
D=3 eminle - )
k=0
Allora ¢ e continua ed a ¢ di accumulazione anche per
{z€A: p(z) =0} .

Ne segue p(a) = 0, ossia ¢, = 0, il che & assurdo. m

(1.4) Teorema Siano a € C, r >0 ed n: [0,27] — C una funzione continua. Defini-

amo una funzione f: C\ 0B (a,r) — C ponendo

Y (0
0= S
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dove y(t) = a + re®, e poniamo anche
2
n(t)
Vk e Z: ck:/ ———dt.
o (v(t) —a)kt!

Allora si ha

Vz € B(a,r): chz—a
k=0
Vze C\B(a,r): f Zc k(z—a)”

Dimostrazione. Per ogni z € B (a,r) da |z — a|] < |y(t) — al si deduce che

O () 1 o) = z—a \
At -z v(t)—al_g‘v(t)—akzo(v<t>—a> N
Y(t) —a
_ = n(t) Y.
= 2 Gm-a Y

D’altronde per ogni n > 0 si ha

n
Z a)F+1 (2 —a)

k:O

f| < Dol <|z - a|>"f
oor r
k=0
Dal Teorema della convergenza dominata si deduce che

f(z):/:ﬂ n(t) dt:i</027r# >z—a chz—a

v(t) — 2 —

Se invece z € C\ B (a,r), da |z — a| > |y(t) — a| si deduce che

nt) o) 1) () —a\*
y(t)—z z—alify(t)—a_ z—akzzo< z—a) B

_ _Zn k 1( a)—k'

Tenuto conto che per ognin >1

1( a)ik

dal Teorema della convergenza dominata si deduce che

flz) = /0% %dt = —i (/Ozﬂ n(t)(y(t) — a)kldt> (z—a)F =

k=1
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da cui la tesi. m

Il risultato che ora proveremo ¢ ben noto nell’ipotesi che w sia di classe C''. Come

vedremo, esso continua a valere anche se w ¢ soltanto differenziabile.
(1.5) Teorema Siano A un aperto in uno spazio normato X su K di dimensione finita
ed w: A — X' una 1—forma differenziabile. Supponiamo che si abbia

Ve e A, Vo,w € X : (dw(z)v,w) = (dw(x)w,v).

Allora w & chiusa, ossia localmente esatta.

Dimostrazione. Sia xg € A e sia r > 0 tale che B (xg,7) C A. Definiamo f : B (zg,7) —

K ponendo

1
f(x)—/o (w(zo + s(x — xg)), x — o) ds .

Siano z € B (zg,7),v € X et € R con z +tv € B (zg,r). Vogliamo anzitutto dimostrare
che

1
flz+tv) — f(x) :t/o (w(z + stv),v) ds.

Questo equivale a provare che

(1.6) /w—m

dove 7 : [0,3] — B (x,7) & la curva triangolare definita da
zo + s(x — x0) 0<s<1,
v(s)=<¢ z+(s—1)tv 1<s<2,
o+ (B3—s)(x+tv—zp) 2<s<3.

Consideriamo il triangolo
T = {Ao7(0) + A1v(1) + A27(2) : Aoy A1, A2 > 0, Adg + A1+ A2 < 1}

Utilizzando i punti medi zo + 5 (z — z0),  + 3tv e 2o + 3 (2 +tv — x), & possibile definire

quattro curve triangolari 11, 12,713,714 : [0,3] — B (29, r) tali che

ot

4
= Jj

7j=1

diam (1;([0,3])) = %diam (+([0,3])) = %diam (T) .
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Per almeno un j si deve avere

Denotiamo con 7y una tale 1; e poniamo
Tr = {A071(0) + A1y1(1) + A2 (2) = Ao, Aty A2 >0, Ao+ Ar + A2 < 1}

Procedendo ricorsivamente, ¢ possibile costruire una successione () di curve triangolari
ed una successione (T},) di compatti tali che

/w‘zélh /w
Yh v

1 ([0,3]) € Th,

i

diam (T},) = 2~ "diam (T') ,

Thy1 €T CT.

Poiché {T'\ T}, : h > 1} & una famiglia di aperti nel compatto T e nessuna sottofamiglia

finita ricopre T, si ha

T# | JT\Th).
h=1

o0
Esiste quindi Z € (] Tj. Fissato un qualunque € > 0, sia h > 1 tale che
h=1
VE €T : [lw(§) —w(@) — dw(Z)(§ — 2)|| < el — 7| .
Tenuto conto dell’ipotesi su w, si verifica facilmente che

{er )9 + ja@e 0 - @w@io |

¢ una primitiva della 1—forma

{& = w(@) + dw(T)(€) — dw(Z)(T)} -

3
/O (Wmn(s)) — (@) — d(®)(ya(s) — F),7p(s)) ds| <

Th

IN

3
/0 Jw((s)) — (@) — du(@) (n(s) — DIl [1h(s)]| ds <

IN

3
e / In(s) — & i (s)|| ds < 3¢ (diam (T1))? .
0
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Pertanto si ha

/w’ < 3e 4" (diam (T3,))* = 3¢ (diam (T))?
v

e la (1.6) discende dall’arbitrarieta di e.
Poiché

1 t
f(x+tv)—f(gc):t/0 <w(:c+stv),v>ds:/0<w(:1:+7'v),v)d7-,

dal Teorema fondamentale del calcolo integrale si deduce che f € derivabile in senso reale
in z rispetto a v e fg(x)(v) = (w(zx),v). Per il Teorema del differenziale totale f ¢ dif-
ferenziabile in senso reale in = e dg f(z) = w(x). Essendo 'applicazione {v — (w(x),v)}

K—lineare, si conclude che f ¢ differenziabile in z e df (z) = w(z). m

(1.7) Teorema Siano A un aperto in uno spazio normato X su K di dimensione finita,
w:A— X' una 1—forma continua e xg € A. Supponiamo che w sia chiusa su A\ {xo}.

Allora w & chiusa su tutto A.

Dimostrazione. Evidentemente si tratta di dimostrare che xy ammette un intorno su cui
w € esatta.

Sia r > 0 tale che B (zg,7) C A esia f: B(zg,r) — K definita da

1
f(:v):/o (w(zo + s(x — x0)),x — o) ds .

Dati x € B (zg,r) e v € X, anche questa volta si tratta di dimostrare che

1
flz+1tv) — f(x) :t/o (w(z + stv),v) ds,

ossia che

/w:O7
.

dove 7 : [0,3] — B (xp,r) & la curva triangolare tale che
¥(0) = zo, y(1) =z, ¥(2) =z + tv

definita nella dimostrazione precedente.
Se x = x¢, la proprieta ¢ ovvia. Altrimenti, per ¢ sufficientemente piccolo, si ha

x +tv € B(xg,7) N B (z,p), dove p = ||z — xg]|.
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Sia 7y, : [0,3] — B (zg,7) N B (x, p) la curva triangolare tale che
1
Yh(0) = xo + E(:C —x0), (1) =2, m(2) =z +tv.
Essendo B (zg,7) N B (x, p) un aperto stellato su cui w € chiusa, si ha

/ w=20.
Yh

Passando al limite per h — oo e tenendo conto della continuita di w, si ottiene

/w:().
.

A questo punto si puo procedere come nella dimostrazione del teorema precedente. m

2 Funzioni analitiche di una variabile complessa

(2.1) Definizione Sia Q2 un aperto in C. Una funzione f : Q — C si dice analitica
(in senso complesso), se per ogni a € § esistono r > 0 con B (a,r) C Q ed una serie di

potenze

> er(z —a)f
k=0

in C con raggio di convergenza R > r tali che

Vz e Bl(a,r): f(z) = ch(z —a).
k=0

(2.2) Teorema Siano Q un aperto in C e f: Q — C una funzione analitica.
Allora f ¢ indefinitamente derivabile (in senso complesso) e &) ¢ analitica per ogni

k> 0. Inoltre, se B(a,r) CQ e
Vz € B(a,r): f(z) = ch(z— a),
k=0

si ha

Vk>0: ck:%f(k)(a).
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Dimostrazione. Se B (a,r) C Qe
oo
Vz € B(a,r): chz—a
k=0
e evidente che ¢y = f(a). Inoltre f & derivabile in B (a,r) e

o
Vz € B(a,r): Z Deprr(z —a)k.
k=0

Per D'arbitrarieta di B (a,r), si ha che f & derivabile in Q e ' : Q — C & analitica.
Procedendo per induzione, si deduce che f & indefinitamente derivabile, ogni derivata

¢ analitica e

VzeB(a,r): fP(z Z (k+1)---(k+ h)cpn(z — a).
k=0

Ne segue f(")(a) = hlc,. m

(2.3) Definizione Siano Q un aperto in C e f : Q — C una funzione analitica. Per

ogni a € Q la serie di potenze
o0
1 k
— —a
>t )
k=0
st chiama sviluppo in serie di Taylor di f relativo al punto a.

(2.4) Teorema Siano 2 un aperto connesso in C e f: Q — C una funzione analitica.

Allora sono fatti equivalenti:
(a) {z€Q: f(z) =0} ha almeno un punto di accumulazione in €;
(b) esiste a € Q tale che f*)(a) =0 per ogni k > 0;
(¢) f(z) =0 per ogni z € Q.
Dimostrazione.

(a) = (b) Sia a € Q un punto di accumulazione per {z € Q: f(z) =0} esia B (a,r) C
Q2 tale che

VzeB(a,r): f i

k=0

f a)(z —a)k.

zl -

Dal Teorema (1.3) si deduce che f*)(a) = 0 per ogni k > 0.
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(b) = (c) Sia
C:{ZGQ: Ff®(z) =0 perognikZO}.

Evidentemente C' ¢ chiuso in €2 e non vuoto perché a € C. Sia zg € C e sia B (z9,7) C §2

tale che
V2 € B (20,7) : f(2) = i L0 0V (2 — 20)F

k
Poiché f = 0 su B(z,7), si ha B(zp,7) C C. Pertanto C & aperto in 2, da cui C' = Q.

(¢) = (a) Ovvio. m

(2.5) Corollario Siano Q un aperto connesso in C e f,g : @ — C due funzioni
analitiche tali che fg sia identicamente nulla.

Allora una almeno delle due funzioni é identicamente nulla.
Dimostrazione. Supponiamo che g non sia identicamente nulla. Se a € ) e tale che
g(a) # 0, risulta g(z) # 0 in B(a,r) con r > 0. Ne segue f = 0 su B(a,r), per cui f ¢

identicamente nulla per il Teorema (2.4). m

(2.6) Corollario Siano Q un aperto connesso in C, f: Q — C una funzione analitica
non identicamente nulla ed a €  con f(a) = 0.

Allora esiste uno ed un solo intero m > 1 tale che

im L) e\ o1

z—a (z —a)™

Dimostrazione. Sia B (a,r) C () tale che

Vz € B(a,r): f(2) = ch(z—a)k.

k=0
Per il Teorema (2.4) i ¢, non possono essere tutti nulli. Sia m il minimo intero k tale
che ¢, # 0. Si ha m > 1 perché ¢g = f(a) = 0.
Risulta

Vz e Bl(a,r): f(2) =(z—a)"¢(2),
dove

Vz € B(a,r): p(z) = Z Cman(z —a)k.
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Essendo ¢ continua in a, si ha

da cui la tesi. m

3 Funzioni olomorfe di una variabile complessa

(3.1) Definizione Sia Q un aperto in C e sia z € Q. Diciamo che una funzione
f:Q — C ¢olomorfa in z, se f é differenziabile (in senso complesso) in z.

Diciamo che f é olomorfa, se f é olomorfa in ogni z € ().

(3.2) Teorema Siano 2 un aperto in C, z € Q e f,g: Q — C due funzioni olomorfe
m 2.

Allora le funzioni f + g e fg sono olomorfe in z e si ha

(f+9)(2)=f(2) +4'(2),

(f9)'(2) = ['(2)g(2) + f(2)g' ().
Inoltre, se g(z) # 0, anche f/g é olomorfa in z e si ha

I PR - F2 ()
(5) (=) = WOR

Dimostrazione. La semplice verifica puo essere svolta per esercizio. m

(3.3) Teorema Siano Q e A due apertiinC, z€ Qe f:Q—-Ceg:A— C due
funzioni con f(Q2) C A. Supponiamo che f sia olomorfa in z e che g sia olomorfa in
f(2).

Allora la funzione go f € olomorfa in z e si ha
(g0 f)(2) =g (f()f'(2).

Dimostrazione. La semplice verifica puo essere svolta per esercizio. m
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(3.4) Definizione Siano 2 un aperto in C e F, f : Q@ — C due funzioni. Diciamo che

F ¢ una primitiva di f, se F' é olomorfa e F' = f.

Nel seguito denoteremo con dz la forma lineare su C definita da
Vw e C: (dz,w) =w.
Naturalmente dz puo anche essere pensata come una 1—forma costante
dz:C— C
tale che
V¢, w e C: (dz((),w) =w.

Se Q e un apertoin Ce f :  — C e una funzione, si usa denotare con f(z) dz la 1—forma

fdz:Q — C' tale che

V¢ eQ,Vwe C: ((fdz)((),w) = f(Qw.

Se f: Q — C & una funzione continua e v : [o, 8] — Q & una curva di classe C'! a tratti,

si ha quindi
6
2)dz = "(t) dt .
A £(2) / Fr ) (8) dt

(3.5) Proposizione Siano Q2 un aperto in C e F, f : Q@ — C due funzioni. Allora F ¢é

una primitiva della funzione f se e solo se F' é una primitiva della 1—forma f dz.

Dimostrazione. Sia F' una primitiva di f. Per ogni ( € Q e w € C si ha

(dF(C),w) = F'(Qw = f(Qw = ((f d2)(¢), w),

per cui F' & una primitiva di f dz.

Supponiamo ora che F' sia una primitiva di f dz. Allora per ogni ( € Q2 si ha

F'(¢) = (dF(¢),1) = {(f d2)(¢), 1) = £(0)

per cui F' ¢ una primitiva di f. =
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(3.6) Teorema (di Cauchy) Siano Q un aperto in C e f : Q@ — C una funzione
olomorfa.

Allora la 1—forma f dz é chiusa.
Dimostrazione. Evidentemente la 1—forma w = f dz & differenziabile. Inoltre per ogni

(eQev,weCsiha

(dw(Q)v, w) = ((df (Q)v)dz,w) = f'(QJvw = (dw(Q)w, v).

La tesi discende allora dal Teorema (1.5). m

(3.7) Corollario Siano Q un aperto in C e f: Q — C una funzione olomorfa.
Allora per ogni zy € Q) esistono un intorno aperto U di zg in Q ed una funzione

F : U — C olomorfa tale che F' = f in U.

Dimostrazione. Si tratta di combinare la Proposizione (3.5) col Teorema di Cauchy. m

(3.8) Corollario Sia Q un aperto connesso e 1—aciclico in C e sia f : Q@ — C una
funzione olomorfa.
Allora esiste una funzione F : Q — C olomorfa tale che F' = f. Inoltre ogni altra

primitiva di f differisce da F per una costante.

Dimostrazione. Si tratta di combinare la Proposizione (3.5) col Teorema di Cauchy. m

(3.9) Corollario Siano Q un aperto in C, f: Q — C una funzione olomorfa e 1,72 :

[, B] — Q due curve chiuse omotope.

Allora si ha
f(z)dz = f(z)dz.
/ﬂ (z)dz [m (z)dz

Dimostrazione. Si tratta di una conseguenza del Teorema di Cauchy. m

(3.10) Definizione Sianoa € C e~ : [a,5] — C\ {a} una curva. Poniamo

1 1
Ind(*y,a)::% z—adz'
g
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Il numero complesso Ind (y,a) si chiama indice di 7y rispetto ad a.

(3.11) Proposizione Sia v : [a, 3] — C una curva. Valgono allora i sequenti fatti:

(a) la funzione
C\ (e, 8]) = C
a — Ind (v, a)

é continua e tende a zero all’infinito;

(b) se é chiusa, si ha Ind (,a) € Z per ogni a € C\ v([ev, 5]).

Dimostrazione.

(a) Sia (ap) una successione convergente ad a in C \ v([e, 3]) e sia
(o]
Q=C\ <U{ah}u{a}> :
h=0
Sia @ = tg < --- < ty = [ una suddivisione di [a, 5] tale che y([t;—1,t;]) sia
contenuto in un aperto convesso in {2 e sia 1 la poligonale associata alla suddivisione.

Allora si ha per definizione

1 Bt
/ Z:/ UAG .
N Z—ap o Nt)—an

szadz:Lﬁn(z;<?adt,

per cui dal Teorema della convergenza dominata si deduce che

1 1
lim/ dz:/ dz .
h )y z—ap yZ—a

Se invece (ap) € una successione tale che

lim |ap| = 400,
h
si deduce sempre dal Teorema della convergenza dominata che

1
lim/ dz=0.
h v Z T G

(b) Fissato a € C\ v([a, A]), scegliamo i come in precedenza. La funzione

(1) = exp (/:%df)
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¢ di classe C! a tratti su [o, 3] e

ossia

Ne segue che la funzione

& costante, per cui

Vt € o, f] : =

Poiché n(a) = n(fF), si deduce che

@(ﬁ)ZeXp(/()éﬁTl(Z/)(%dT) =eXp<[yZiadz>:1,

da cui Ind (y,a) € Z. m

(3.12) Proposizione Sianoa € C,r>0 e~ :[0,2r] — C la curva chiusa definita da
Y(t) = a+ ret.
Allora si ha

1 se¢e€B(a,r),

Ind(’y,{):{ 0 se¢eC\B(a,r).

Dimostrazione. Si ha

1 T jre't
md(a) =57 ), Tei

dt=1.

Essendo B (a,r) connesso, dal Teorema dei valori intermedi si deduce che Ind (v,() =1

per ogni ¢ € B(a,r).

Essendo anche C \ B (a,r) connesso, si deve avere Ind(vy,{) = 0 per ogni ( €

C\B(a,r). m

(3.13) Teorema (Formula di Cauchy) Siano Q un aperto in C, f : Q — C una

funzione olomorfa, 7y : [, B] — Q una curva chiusa e contrattile in Q e ¢ € Q\ v([a, G]).
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Allora si ha

Dimostrazione. Definiamo una funzione g : 2 — C ponendo

-1 .
. a9
70) se 5=

Evidentemente g ¢ continua su Q ed olomorfa su 2\ {(}, per cui la 1—forma gdz ¢
continua su € e chiusa su Q \ {(} per il Teorema di Cauchy. Per il Teorema (1.7) la

1—forma g dz & chiusa su tutto €2, per cui

[z [L10 4,
v Y

Ne segue

Immomw-lfﬂow:i/f@w,
Y Y

T 2mi

da cul la tesi. m

(3.14) Teorema Siano Q un aperto in C e f: Q — C una funzione continua.

Allora sono fatti equivalenti:
(a) la funzione f ¢ analitica;

(b) la funzione f ¢é olomorfa;

(c) per ognia € Q, r >0 con B(a,r) CQ e per ogni ¢ € B(a,r) si ha

fo =1 [ 15,

©2mi vZ—C

Y

dove y(t) = a+re't, 0 <t < 2.

Dimostrazione.
(a) = (b) Si tratta del Teorema (2.2).
(b) = (c) Lapplicazione H : [0, 27] x [0,1] — Q definita da

H(t,s) = a+ (1 — s)re’
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& una omotopia fra v ed una curva costante, per cui v € contrattile in 2. Combinando
la Formula di Cauchy con la Proposizione (3.12), si ottiene la (c).

(¢) = (a) Per ogni a € Q sia r > 0 tale che B (a,r) C Q e sia y(t) = a + re’’. Poiché

2T /
weBn: [0 =5 [ T Dar

si ha per il Teorema (1.4)

V¢ eB(a,r): f(Q) =D al(C—a),
k=0
dove
I I N (C100)R4 )
%= omi /0 (1) - ayp1 @

(3.15) Corollario Siano Q un aperto in C, f : Q — C wuna funzione olomorfa,
B(a,r) CQe(t)=a+ret con0 <t <2m.
Allora per ogni ¢ € B (a,r) e per ogni k > 0 si ha

G0 =5 [ A

T o L (2= QR

%|f(k)(a)| < r_kmax{|f(z)\ : 2 € 0B (a,m)} .

Dimostrazione. Sia ¢ € B(a,r) e sia n(t) = ¢ + (r — [¢ — a|)e®. Combinando il Teo-

rema (3.14) con il Teorema (1.4), si deduce che

T e
2m'/o n(t) — o1 ¥ =
1 e

o y (2= QR

%f(k)(é) = o =

D’altronde le curve chiuse 7,7 : [0,27] — Q \ {¢} sono omotope, essendo una possibile

omotopia
H(t,s) = a+ s(C —a) + (r — sIC — al)e".

Poiché la funzione
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e olomorfa in Q \ {(}, si deduce dal Corollario (3.9) che

1 f(2) ds — 1 f(2) d

2mi ), (2 — Q)FH - L= QR z-

In particolare si ha

1w 1 fE)
ol IfP ) < o /Y (2 — a)+1 d’z' <
1 27 t
< %/0 W(jtﬁ
< rPmax{|f(2)]: 2 € 9B(a,r)},

da cui la tesi. m

(3.16) Teorema (di Liouville) Sia f : C — C una funzione olomorfa e limitata.

Allora f é costante.
Dimostrazione. A meno di sostituire f(z) con f(z)— f(0), si puo supporre che f(0) = 0.

Per ogni k£ > 1 e per ogni > 0 si ha

SO < rFsup{I5(:)] s 2 € C)

Ne segue f*)(0) = 0 per ogni k > 0 e la tesi discende dal Teorema (2.4). =

(3.17) Corollario (Teorema fondamentale dell’algebra) Sia P un polinomio non
costante a coefficienti in C.

Allora esiste zg € C tale che P(zp) = 0.

Dimostrazione. Avendo P almeno grado uno, si ha

lim |P(z)| = 4o00.

Z—00

Se P non si annullasse mai, 1/P sarebbe una funzione olomorfa, non costante e limitata

su tutto C, il che ¢ impossibile per il Teorema di Liouville. m

(3.18) Teorema Siano Q un aperto in C e f : Q — C una funzione olomorfa.
Allora f ¢ indefinitamente derivabile (in senso complesso) e &) ¢ olomorfa per

ogni k > 0.
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Dimostrazione. Si tratta di combinare il Teorema (3.14) con il Teorema (2.2). m

(3.19) Teorema (di Morera) Siano  un aperto in C e f : Q@ — C una funzione tale
che la 1—forma f dz sia chiusa.

Allora f é olomorfa.

Dimostrazione. Si tratta di una conseguenza del Teorema (3.18). m

(3.20) Teorema Siano 2 un aperto in C e fr, : Q@ — C una successione di funzioni
olomorfe uniformemente convergente sui compatti di Q0 ad una funzione f : Q — C.
Allora f ¢é olomorfa e per ogni k > 0 la successione (f,(Lk)) e uniformemente conver-

gente sui compatti di Q a f*).

Dimostrazione. Se B (a,r) C Q, ¢ € B(a,r) e v(t) = a+re’, si ha per il Teorema (3.14)

)
T A (@)
iy am-c

Passando al limite per h — oo, si ottiene

L TR @)
TO=5 )y w-¢ @

e, sempre dal Teorema (3.14), si deduce che f & olomorfa.

D’altronde per il Corollario (3.15) si ha

21 _
RP©Q =190 = % 0 fh((z((?)) g;ii?”m <

< K2R max {|fa(2) — f(2)| - 2z € 9B (a,r)}

fn(Q) =

per ogni ¢ € B(a,r/2).

Ne segue

tim £ (¢) = 7P(Q)

(k))

uniformemente per ¢ € B (a,r/2). Pertanto la successione (f,"’) converge a %) uni-

formemente sui compatti di 2. m

(3.21) Teorema (di inversione locale) Siano Q un aperto in C, f : Q — C una

funzione olomorfa e zo € Q con f'(zo) # 0.
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Allora esiste un intorno aperto U di 29 in S tale che f(U) ¢é aperto, fii ¢ iniettiva
e f~1: f(U) — C ¢ olomorfa.
Inoltre per ogni z € U si ha

Dimostrazione. L’applicazione lineare

C—C
w — df (zo)w

& evidentemente biiettiva. Considerando C come spazio normato su R ed applicando il
Teorema di inversione locale, si deduce che esiste un intorno aperto U di zg in {2 tale
che f(U) ¢ aperto, fiy & iniettiva e f~1: f(U) — C & di classe C! in senso reale.

Inoltre si ha per ogni z € U e w € C

" o ey = L
(dr ™) (f(2))(w) = df ()~ (w) 7o)
Ne segue che (drf~1)(f(2)) & C—lineare, per cui f~! & olomorfa e
—1y/ 2)) = 1
YU = 75

4 Studio delle singolarita isolate

(4.1) Definizione Si chiama serie di potenze in C con esponenti in Z ogni espressione

formale
+00
Z cr(z —a)¥,
k=—o00
dove {c,: k€ Z} CC eda € C.
(4.2) Teorema Sia
+oo

Z cx(z —a)k

k=—o00
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una serie di potenze con esponenti in 7 e S$iano

Ry = limsup {/|c_g|,

k——+o0

-1
Ry = <lim sup +/ \ck\> .

k—+o00

Allora per ogni p1,p2 con R1 < p1 < pa < Ry le serie
—+00
S eslz—a)t,
k=1

+oo
Z cr(z —a)k

k=0

convergono totalmente su {z € C: p1 < |z —a| < pa}.
Se invece |z — a| < Ry oppure |z — a| > Ra, una delle due serie in questione non é

convergente.

Dimostrazione. Il comportamento della serie

+oo
Z cr(z —a)k
k=0

¢ ben noto.

Osserviamo che 1/R; ¢ il raggio di convergenza della serie di potenze

E c,kwk .

k=1

Ne segue che per |z —a| > p1 > Ry la serie

—+00
Z cp(z—a)™"
k=1

converge totalmente, mentre per |z — a| < R; tale serie non converge. m

(4.3) Teorema Siano a € C, 0 < p; < pa < +o0, sia Q={z€ C: p; < |z—a| < p2}
e sia f: Q) — C una funzione continua.

Allora sono fatti equivalenti:
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(a) esiste {cy : k € Z} C C tale che

+oo
VzeQ: f(z)= Z cr(z —a)k;
k=—o00

(b) la funzione f é olomorfa;

(c) sepr <71 <|C—al <ry<pa, siha

RO S (C
£(Q) . L

- 2mi v Z—C 2mi ), 2 —(

dove vj(t) = a + rje“ con 0 <t <27.
Inoltre, se valgono tali fatti, i cj, sono univocamente determinati dalla formula

1 f(2)
Ck—%/ymdz,

dove v : o, B] — Q € una qualunque curva chiusa tale che Ind (v,a) = 1.

Dimostrazione.

(a) = (b) La funzione

+oo
{z — ch(z - a)k}
k=0

¢ olomorfa su {z € C: |z —a| < Ry}, mentre la funzione

¢ olomorfa su {w € C: |w| < 1/R1}. Ne segue che la funzione

f(z) = iock(z—a)k++fc_k (zia>k

k=0 k=1

¢ olomorfa su Q.

Inoltre per ogni h € Z si ha

+oo
(2 f(;)>h+1 = D al-af =
k=—0oc0

cn 00 +00 1 k
= a +Zch+1+k(z_a)k+zch+l—k (Z_a> :
k=0 k=2

y —
Si verifica facilmente che la funzione

{wf%ma)’cf%ﬁ( . >k}

k=1 k=1
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¢ una primitiva su 2 della funzione

+oo 400 1 k
2= Y enpik(z— @) + cnpak (Z_a> :
k=0 k=2
Pertanto, se 7 : [, 3] — & una qualunque curva chiusa con Ind (vy,a) = 1, si ha

1 f(2) 1 Ch
- Ry} z = — dZ = Cp .
2mi ) (2 —a)t 2mi )y 2 —a

(b) = (c) Consideriamo la curva chiusa 7 : [0,47 + 2] — Q \ {¢} definita da

( _ .
a—Ciarge’t se 0 <t <2m,
¢ — a
a—’C_ |(r2+(t—27r)(r1—r2)) se2n <t<2m+1,
—a
n(t) = C—a
a— rpetdmti=t) se2r+1<t<4wr+1,
¢ —a
(—a
a—ﬁ(rl—i—(t—élw—l)(rg—rl)) sedr+1<t<d4m+2.
—a

Essendo 7 contrattile in €2, dalla Formula di Cauchy si deduce che

Imd(n,{)f({)—L ﬁdz:i ﬁdz L/ /(z) dz.

2mi Jyz—C 21 Jy, 2 —( 2mi z—C

D’altronde si ha

1 1 1 1
Ind = — ——dz — — dz=1.
nd (n, ¢) 2mi /72 z—C T o /W1 z2—C :

(¢) = (b) Siano p1 < r1 <12 < p2 e sia v;(t) = a+ rje“, 0 <t < 27. Poniamo

, 1 f(2)
szodk:%[mmdz,

1 f(2)
V< —-1:dp=— ———d
k /Y z

2mi )., (z—a)k+l

Dal Teorema (1.4) si deduce che, per ogni ¢ € C con 1 < |( — a|] < 72, si ha

1 f(z)

2711 Jyy 2 —C

+oo
dz=> dp(¢—a)F,
k=0

1 ) N —k
%/%:Cdz—;d—k(ga) )
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da cui

+oo
FO =D de(¢—a).

k=—o00
In particolare, f & olomorfasu {z € C: r; < |z — a| < ra}, quindi su  per 'arbitrarieta
di r1,7T92.

(¢) = (a) Fissiamo p €]p1, p2[ e definiamo 7 : [0, 27] — €2 ponendo
n(t) =a+pet.

Sia poi
VkEZ:ck:L/(Ldz

mi J, (z —a)ktt

Dato ¢ € Q, siano p1 < 71 < [( —a] < 712 < p2 e sia yj(t) = a +rjet, 0 < t < 2.

Evidentemente
H(t,s) =a+[(1—s)r; +sple?

€ una omotopia fra y; ed . In modo simile si prova che 7 e 9 sono omotope. Essendo

f olomorfa, dal Corollario (3.9) segue che

. f(2) _ 1 f(z) _ 1 f(z)
VkGZCk—%émdz—fm[ylmdz—z—m[mmdz

Dal Teorema (1.4) si deduce che

L[ e, b
Q—M/wz——Cdz_,;ock@_a) )

1 O IR~ —k
%AIZ_CdZ——;ck(C—a) ,

da cui
+oo
FO =Y ald—a)f.
k=—o00
]

(4.4) Definizione Siano 2 un aperto in C, f : Q — C una funzione olomorfa ed
a € C\ Q. Diciamo che a é una singolarita isolata per f, se QU {a} ¢é aperto in C.

Piu precisamente, diciamo che il punto a é per la funzione f
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— una singolarita eliminabile, se esiste una funzione olomorfa F : QU{a} — C tale che
Fo=f;

— una singolarita polare, se la singolarita non é eliminabile, ma esiste k > 1 tale che la
funzione {z — (z — a)*f(2)} abbia in a una singolarita eliminabile; in tal caso si

chiama ordine del polo il minimo intero k con tale proprieta;

— una singolarita essenziale, se la singolarita non é né eliminabile né polare.

(4.5) Proposizione Sia a una singolarita isolata per una funzione olomorfa f : Q@ — C.

Allora esiste una ed una sola serie di potenze con esponenti in 7

+oo
Z k(2 — a)k
k=—oc0
tale che
+oo
f)= ) clz—a)f
k=—o00

ogniqualvolta 0 < |z —a| < p e B(a,p) C QU {a}.

Dimostrazione. Sia
p=sup{r>0:B(a,r) CQU{a}}

esia A ={2€C:0<|z—a|l<p}. Allora si ha A C Q e la tesi discende dal Teo-

rema (4.3). m

(4.6) Definizione Sia a una singolarita isolata per una funzione olomorfa f : Q — C.
La serie di potenze con esponenti in 7 caratterizzata nella proposizione precedente si

chiama sviluppo in serie di Laurent di f relativo al punto a.

(4.7) Teorema Sia a una singolarita isolata per una funzione olomorfa f : ) — C e
sta

+oo

Z k(2 — a)k

k=—oc0
lo sviluppo di Laurent di f relativo al punto a.

Allora sono fatti equivalenti:
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(a) la funzione f ha nel punto a una singolarita eliminabile;
(b) si ha

limsup |f(z)| < +o0;

zZ—a

(¢) si ha c, =0 per ogni k < —1.

Dimostrazione.

(a) = (b) Ovvio.

(b) = (c) Sia p > 0 con B(a,p) € QU {a}, sia r €]0,p[ e sia y(t) = a + re con
0<t< 27,

Per il Teorema (4.3) si ha

da cui
2 /
ol < sw{lfG) s e B\ @) o [ i<

< swp{|f(2)]: z € Blap)\{a} | r*.

Passando al limite per r — 0T, si ottiene ¢, = 0 per ogni k < —1.

(¢) = (a) La funzione

+00
{z — ch(z - a)k}

k=0
¢ evidentemente olomorfa in un intorno di a. Pertanto e sufficiente porre

F(z):{ f(z) sezeQ,

co sez=a.

(4.8) Teorema Sia a una singolarita isolata per una funzione olomorfa f: Q — C e
sta

+oo

Z k(2 — a)k

k=—oc0
lo sviluppo di Laurent di f relativo al punto a.

Allora sono fatti equivalenti:
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(a) la funzione f ha nel punto a una singolarita polare;
(b) si ha
lim | £(2)] = +oo:
(¢) si ha cp # 0 per un numero finito e non nullo di k < —1.

Dimostrazione.
(a) = (c) Sia h > 1 tale che (z — a)"f(z) abbia in a una singolarita eliminabile. Se
B (a, p) € QU{a}, si deduce dal Teorema (4.7) che

+oo
¥z e Ba,p)\{a}: (z—a)"f(z) = > di(z —a)*,
k=0
per cui

+oo
vz €B(a.p)\{a}: f(z) = D dnin(z—a)’.

k=—h
Pertanto si ha ¢y = 0 per k < —h — 1. D’altronde per il Teorema (4.7) si deve avere
¢ # 0 per qualche k < —1.
(¢) = (b) SiaB(a,p) CQU{a} e sia

—+00

VzeBap)\{a}: f(z)= 3 enlz—a)t

k=—m

con c_,, # 0. Essendo la funzione

+oo
{z — ch,m(z - a)k}
k=0

continua su B (a, p), si ha

lim (2 = 0)" /() = -,

quindi

lim | £(2)] = lim 12 =9" /)]

lim lim |z— a|m = +00.

(b) = (a) Per il Teorema (4.7), a non puo essere una singolarita eliminabile per f.

Sia B (a,p) C QU {a} con f(z) # 0 per ogni z € B(a, p) \ {a}. Allora la funzione 1/f &
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olomorfa su B (a, p) \ {a} e presenta in a una singolarita eliminabile per il Teorema (4.7).

Per il Corollario (2.6) esiste m > 1 tale che

. 1
G <O

da cui

lim(z —a)"f(2) € C.

z—a

Per il Teorema (4.7), (z — a)™ f(2) ha una singolarita eliminabile in a. m

(4.9) Teorema Sia a una singolarita isolata per una funzione olomorfa f : ) — C e
sta

+oo

Z ck(z — a)k

k=—o00

lo sviluppo di Laurent di f relativo al punto a.

Allora sono fatti equivalenti:
(a) la funzione f ha nel punto a una singolarita essenziale;
(b) per ogni r >0 con B(a,r) CQU{a} Uinsieme f (B (a,r)\{a}) é denso in C;

(¢) si ha cp #0 per infiniti k < —1.

Dimostrazione. Tenuto conto dei Teoremi (4.7) e (4.8), ¢ sufficiente dimostrare che le

tre eventualita

limsup |f(z)| < 400,

z—a

lim |f(2)| = +o0,
z—a

B(a,r) CQU{a} = f(B(a,r)\{a}) denso in C

si escludono a vicenda ed esauriscono tutti i casi possibili.
Evidentemente le tre condizioni sono a due a due incompatibili. Supponiamo che

non sia verificata la terza, per cui esistono B (a,r) C QU {a}, w € C e p > 0 tali che

f(B(a,r)\{a}) "B (w,p) = 0.
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Questo significa che
vzeBla)\ {a}b: |f(z) —w| > p,

ossia

1

Vz € B(a,r)\ {a}: mg

1
P

Per il Teorema (4.7) la funzione ha una singolarita eliminabile in a, per cui esiste
w

una funzione olomorfa G : B (a,r) — C tale che

Vz € B(a,r)\ {a} : G(Z):m’

ossia

Vz € B(a,r)\ {a}: f(z):w—i—G(Z).

A questo punto si avra

limsup |f(z)] < +o0

zZ—a

se G(a) #0 e
lin [£()] = +o0

se G(a) =0.m

(4.10) Corollario Sia Q un aperto connesso in C e siano f,g : Q@ — C due funzioni
olomorfe con g non identicamente nulla.

Allora ogni punto di {z € Q: g(z) =0} é una singolarita isolata non essenziale di
flg-

Dimostrazione. Sia a € Q con g(a) = 0. Per il Teorema (2.4) esiste p > 0 tale che
g(z) # 0 per ogni z € B(a, p) \ {a}, per cui a & una singolarita isolata per f/g.
Inoltre per il Corollario (2.6) esiste m > 1 tale che
- 9(2)
lim ———— € C\ {0},
lim 2 e € (0)

per cui
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f(2)

Per il Teorema (4.7) la funzione (z — a)mﬁ ha una singolarita eliminabile in a e quindi
g(z

f/g non puo avere una singolarita essenziale in a. m

(4.11) Definizione Sia a una singolarita isolata per una funzione olomorfa f : Q@ — C

e sia

lo sviluppo di Laurent di f relativo al punto a.

Poniamo
Res(f,a) :=c_1.
Il numero complesso Res (f,a) si chiama residuo della funzione f nel punto a.

(4.12) Teorema (dei residui) Siano Q un aperto in C, S C Q un insieme finito,

f:Q\S — C una funzione olomorfa e v : [a, B] — Q una curva chiusa e contrattile con

Ve, ) NS = 0.
Allora
/ f(z)dz = 2mi ZRes (f,a)Ind (v,a) .
7 a€sS

Dimostrazione. Sia S = {a1,... ,ap} e sia

+oo

Z cix(z —aj)k

k=—oc0

lo sviluppo di Laurent di f relativo al punto a;.
La funzione f; : C\ {a;} — C definita da

“+00

[i(2) = cjw(z—ay)*

k=2

¢ olomorfa ed ammette come primitiva
+oo Cip
‘77 -1 —k}
Fe) ==Y 92 ),
k=1

D’altra parte i punti di S sono singolarita eliminabili per la funzione olomorfa g : Q\ .S —

C definita da

h h
9(2) = F(2) = S Res(fra;) —— ~ D fi(2).
j=1 7 =1
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Combinando il Teorema di Cauchy col fatto che ogni f; ammette primitiva, si deduce

che

0 = Ag(z)dz:
h

_ [Yf(z)dz—jzh;Res(f,aj)[YZ_laj dz—Z/fj(z)dz:

j=1 Y

h
= / f(Z) dz — 271 ZRGS (f, aj) Ind (’Y; a]) 3
2l

Jj=1

da cui la tesi. m

(4.13) Teorema Sia a una singolarita polare di ordine m per una funzione olomorfa
f:Q—-C.
Allora si ha

Res (f,a) = ﬁ lim D" (2 — )" (2) -

Dimostrazione. Sia G : QU {a} — C una funzione olomorfa tale che
VzeQ: G(z)=(z—a)"f(z)

e sia

“+o0

Z cr(z —a)k

k=—00
lo sviluppo di Laurent di f relativo al punto a.

Se B (a,p) € QU {a}, risulta

+0o0 “+o0o
Vz € B(a,p)\{a}: G(z) = Z Chom(z —a)F = ch,m(z —a)*.
k=—o0 k=0
Pertanto
_ 1 m—1 _ . m—1 _
c.1 = m— 1)1 D™ G(a) = (m = 1)1 ;E%D G(z) =

- ﬁ lim D™ ((z — a)" £(2)) ,

da cui la tesi.m
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5 La proprieta della media per funzioni olomorfe

(5.1) Teorema (della media) Siano Q un aperto in C, f : Q@ — C una funzione
olomorfa e B (a,r) C €.
Allora si ha

1

2m )
f(a):%/o f(a+re) dt.

Dimostrazione. Posto v(t) = a + re®, si ha per la Formula di Cauchy

fla) =

da cui la tesi. m

(5.2) Teorema (del massimo modulo) Siano Q un aperto connessoinCe f:Q — C
una funzione olomorfa non costante.
Allora | f| non ha massimi locali in 2. Se poi f non si annulla mai in Q, |f| non

ha nemmeno minimi locali in €.

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che |f| ammetta un massimo locale in a € Q.
Sia w € C tale che |[w| =1 e wf(a) =|f(a)]. Allora la funzione g = wf & olomorfa non
costante e |g| ammette un massimo locale in a con |g(a)| = g(a).

Sia g(a) > |g(z)| per ogni z € B (a, p) e sia r €]0, p[. Per il Teorema della media si
ha

1 27 )
g(a) = 5 /0 g (a+ret) dt,

da cui, prendendo la parte reale membro a membro,

e ‘
(9(a) —Reg (a+re™)) dt=0.

2 J
Poiché
gla) > Reg (a + re“) ,

si ha

Vz € B(a,p) : Reg(z) = g(a),
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quindi
VzeB(a,p): Img(z) =0.

Pertanto g & costante su B (a, p). Dal Teorema (2.4) si deduce che g & costante su tutto
Q: assurdo.
Se poi f non si annulla mai, si puo applicare il ragionamento precedente alla funzione

olomorfa 1/f, deducendo che |f| non ammette minimi locali in Q. m

(5.3) Teorema (dell’applicazione aperta) Siano  un aperto connesso in C e f :
Q — C una funzione olomorfa non costante.

Allora f ¢é aperta.

Dimostrazione. Sia A un aperto in €2 e sia a € A. Per il Teorema (2.4) esiste r > 0 tale

che B(a,r) C Ae f(z) — f(a) # 0 per ogni z € B(a,r) \ {a}. Sia
e % min {|f(2) — f(a)|: = € OB (a,1)} .
Per ogni w € B(f(a),¢) si ha

[z —al =r = |f(2) —w| = |f(2) = f(a)| = [f(a) —w[ =€,

f(a) —w| <e,

per cui il minimo di |f — w| sul compatto B (a,r) deve essere assunto in B (a,r). Per
il Teorema del massimo modulo, questo & possibile solo se f — w si annulla in B (a,r),

ossia se w € f(B(a,r)). Pertanto si ha

B(f(a),e) € f(B(a,7)) € f(A)

e I'insieme f(A) ¢ aperto in C. m

6 Funzioni armoniche di due variabili reali

Nel corso di questa sezione identificheremo nella maniera consueta C con R?. Denoteremo

inoltre con € un aperto in R2.
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(6.1) Definizione Una funzione u : 0 — R si dice armonica, se u ¢ di classe C? e

Au =0 in Q.

(6.2) Teorema Siano u : @ — R una funzione di classe C* ed w : Q@ — (R?) la

1—forma di classe C' definita da

Allora valgono i sequenti fatti:
(a) la funzione u € armonica se e solo se la 1—forma w é chiusa;

(b) la funzione u é la parte reale di una funzione olomorfa se e solo se la 1—forma w é

esatta;

(¢) la funzione u é armonica se e solo se u é localmente la parte reale di una funzione

olomorfa;

(d) mell’ipotesi che Q sia 1—aciclico, la funzione u é armonica se e solo se u ¢é la parte

reale di una funzione olomorfa.

Dimostrazione.

(a) La 1—forma w e chiusa se e solo se
o (ow\_ 0 (ou
oy oy) Ox \Ox

(b) Siau = Re f con f: Q — C olomorfa e sia v = Im f. Per le condizioni di Cauchy-

che equivale a Au = 0.

Riemann si ha

ov ou ov B ou

dr 8y’ 9y oz’
il che significa che v :  — R & una primitiva di w.
Viceversa, sia v : 0 — R una primitiva di w e sia f = u + iv. Allora f & olomorfa,
perché sono verificate le condizioni di Cauchy-Riemann, ed v = Re f.

Le proprieta (c) e (d) discendono dalle (a) e (b). m

(6.3) Osservazione Se f ¢ una funzione olomorfa, anche la funzione Im f é armonica,

dal momento che Im f = Re (—if) e —if & olomorfa.
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(6.4) Corollario Sia u:Q — R una funzione armonica. Allora u € C*®(Q).

Dimostrazione. Per il Teorema (6.2) si ha localmente u = Re f con f olomorfa. In

particolare f e di classe C'™° in senso reale, per cui anche u € di classe C*°. m

(6.5) Proposizione Sia Q connesso e siano f,g: Q — C due funzioni olomorfe con
Re f = Reg.
Allora la funzione Im f — Im g & costante.

Dimostrazione. La funzione f—g e olomorfa, per cui dalle condizioni di Cauchy-Riemann

si deduce che

5 m(f = g)) = = 5L (Re(f = ) =0,

5y (= 9) = 5 (Re(f = g)) =0.

Ne segue che la funzione Im (f — g) : 2 — R & costante. m

(6.6) Definizione Siano €2 connesso ed u: Q2 — R una funzione armonica.
Diciamo che una funzione armonica v : 0 — R é coniugata di u, se la funzione

u + v e olomorfa.

Per la proposizione precedente, la funzione v, se esiste, € univocamente determinata

a meno di una costante additiva.

(6.7) Teorema Sia Q2 connesso e sia u : 2 — R una funzione armonica non costante.

Allora per ogni aperto non vuoto A C Q la restrizione uj4 non & costante.

Dimostrazione. Sia c € R e sia
A ={a € Q: ueé costantemente uguale a ¢ in un aperto contenente a} .

Evidentemente A ¢ aperto in Q e, per ipotesi, A # . Sia b € 2 un punto aderente a
A e sia r > 0 tale che B (b,7) C Q. Per il Teorema (6.2) esiste una funzione olomorfa
f:B(b,r) — C tale che Re f = u. Siaa € ANB(b,r) e sia p > 0 tale che u(z) = ¢ per
ogni z € B(a,p). Per la proposizione (6.5) f & costante su B (b,r) N B (a, p), quindi su
tutto B (b, r) per il Teorema (2.4). Ne segue che u ¢ costantemente ¢ su B (b, ), per cui

A & chiuso in Q.
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Essendo € connesso, si deduce che A = (), ossia u non pud assumere costantemente

il valore ¢ su nessun aperto non vuoto. m

(6.8) Teorema (della media) Siano u : Q — R una funzione armonica e B (a,r) C Q.

Allora si ha
1 27 )
u(a) = — / u(a + re't)dt.
27T 0

Dimostrazione. Sia p > r tale che B (a, p) C Q. Per il Teorema (6.2) esiste una funzione
olomorfa f : B(a,p) — C tale che Re f = u. Per il Teorema della media relativo alle
funzioni olomorfe, si ha

1 2w

f(a) fla+reh)dt,

:% ;

quindi la tesi, prendendo la parte reale membro a membro. m

(6.9) Teorema (Principio del massimo debole) Siano Q connesso ed u : Q@ — R
una funzione armonica non costante.

Allora v non ammette né massimi né minimsi locali in €.

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che u ammetta un massimo locale in a € €.
Sia p > 0 tale che u(a) > u(z) per ogni z € B(a, p). Per il Teorema della media si ha
per ogni r €]0, p|

da cui
e ,
— (u(a) —u(a+re')) dt=0.
2 0

Ne segue che u ¢ costante su B (a, p), quindi su tutto Q per il Teorema (6.7): assurdo.

Il ragionamento per il minimo locale ¢ simile. m

(6.10) Definizione Diciamo che una funzione continua u : @ — R soddifa la proprieta
della media, se per ogni B (a,r) C Q si ha

1 2 )
u(a) = Py /0 u(a + re®)dt.
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Come vedremo, le funzioni continue che verificano la proprieta della media sono
esattamente le funzioni armoniche. Per giungere a questo risultato, il primo passo e

rappresentato da una proprieta intermedia che ora proviamo.

(6.11) Lemma Siano 2 connesso ed u : Q@ — R una funzione continua non costante
soddisfacente la proprieta della media.

Allora u non ammette né massimi né minimi assoluti in ).

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che a € €2 sia un punto di massimo assoluto

per u e poniamo
A={z€Q: u(z) =ula)} .

Evidentemente A & chiusoin Q eda € A. Sebe A eB(b,p) C Q, si ha per ogni r €]0, p[
1 27 "
o (u(b) —u(b+re')) dt =0,

da cui u(z) = u(b) = u(a) per ogni z € B(b,p). Pertanto A & anche aperto in 2. Ne

segue A = €, il che & assurdo.

Il ragionamento per il minimo & simile. m

(6.12) Teorema (Principio del massimo forte) Siano Q) connesso e limitato in R?
ed u: Q — R una funzione continua soddisfacente la proprieta della media in .

Valgono allora i sequenti fatti:
(a) seu <0 sudQ, sihau(z) <0 per ogni z € Q oppure u = 0 su tutto Q;
(b) seu =0 sudR, si hau=0 su .
Dimostrazione. Sia u < 0 su 09 e sia z € Q con u(z) > 0. Allora esiste in {2 un punto
di massimo assoluto per la funzione u. Dal Lemma (6.11) si deduce che u ¢ costante su
Q, per cui u =0 su Q.

In particolare, v < 0 su 99 implica u < 0 su €. Ragionando su u e —u, si ottiene

la proprieta (b). m

(6.13) Definizione Si chiama nucleo di Poisson la funzione

P:9B(0,1) xB(0,1) > R
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definita da

1—[¢?

(6.14) Proposizione Per ogni r € [0,1] sia ¥, : R — R la funzione continua e
periodica di periodo 2w definita da

1

P (t) = 5 P(e7®,r).

Valgono allora i sequenti fatti:

(a) siha
z+C
Vz € 9B(0,1), (€ B(0,1): P(z,¢) =Re p
Vz1,20 € 0B (0,1), ¢ € B(0,1) : P(z1292,() = P(zl,z_QC);
(b) st ha p(t) >0, f Ur( =1le

Vo >0: lm ¢,(t) =0

r—1-

uniformemente per t € [0,2m — J].

Dimostrazione. Si ha

2HC_(EHOE-0 _1-|¢f? | ¢
P S P N PN PR

da cui, prendendo la parte reale membro a membro,

z+C

Rez—(

= P(z,().
D’altronde

1— ¢ 1P —

P(2122,() = 22— P oy — o2 = P(z1, 22() -

Evidentemente v,.(t) > 0. Inoltre, posto v(t) = e con 0 < t < 27, si ha

27 2 2w —it
1 _ 1 e 4r
t)ydt = P(e™ r)dt = — Re / : dt =
0 ¥r(t) o (7, r) dt o o e d—r
1 ] t 1
- —Re/ et g o Re/iz,dz—
27 0 1—reit 5 (I —=r2)iz

1 1
= —Re <2m'—,> =1.
2T 1



44 CAPITOLO 1. ANALISI COMPLESSA

Infine, se t € [d,2m — ¢], si ha

11—
t = _— =
¥r(t) 27 e~ — r|?
1 1—r? 1 1—r?
2 1412 —2rcost — 21 14172 —2rcosd’
per cui

lim 4, (t) = 0
r—1-—

uniformemente per t € [§, 27 — J]. m

(6.15) Teorema Sia g : 0B (0,1) — R wuna funzione continua. Allora esiste una ed

una sola v € C(B(0,1)) N C%(B(0,1)) tale che
Au=0 inB(0,1),
{u:g su 0B (0,1).
Inoltre per ogni ¢ € B(0,1) si ha

1
o

27T . .
u(©) /0 g(e)P(e, ) dt = Re [(C),

dove f:B(0,1) — C ¢ la funzione olomorfa definita da

1 27 ) it
Q)= 50 [ oGz an

T o

Dimostrazione. Definiamo u : B (0,1) — R ponendo

1 2 ) )
w(() = 7 /0 g(e™)P(e",¢)dt se ¢ €B(0,1),
9(¢) se ( € 9B (0,1).

Proviamo anzitutto che u & continua su B (0,1). Posto ( = re*® con r € [0,1], si ha
1 2w ) 1 2w

u(re) = /) g(e’t)P(eit,reis)dt:% ;

2m ) 27 .
= [ oteuts = dt= [ e 0y
0 0

g(e® P77 ) dt =

Essendo la funzione {¢+— g(e")} uniformemente continua, dalla Proposizione (6.14) si

deduce che

111}1_ u(re’®) = g(e')
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uniformemente per s € R. In particolare, se () € una successione convergente a 1 e

(sp) € convergente a s, si ha
u(rne’™) = g(e®*)] < [u(rne™) — g(e™)| + lg(e’™") = g(e™)],

da cui segue che u € continua su B (0, 1).
Per la Proposizione (6.14) si ha, per ogni ¢ € B(0,1), u(¢) = Re f(¢). Poiché
1 2 " i 2T t
= — ") — dt — e")— dt
0= [ oz & [Tl ,
si deduce dai Teoremi (1.4) e (3.14) che f & olomorfa. Pertanto u ¢ armonica in B (0, 1).
Infine, se v € C(B(0,1)) N C?(B(0,1)) & tale che
Av=0 inB(0,1),
v=g su0dB(0,1),
si ha che v — u verifica la proprieta della media in B (0,1) e v —u = 0 su 9B (0, 1). Per

il Principio del massimo forte, u = v su B(0,1). m

(6.16) Corollario Siano a € R?, p > 0 e g : 0B (a,p) — R una funzione continua.
Allora esiste una ed una sola v € C(B (a,p)) N C?(B (a,p)) tale che

Au=0 inB(a,p),
u=g sudB(a,p).

Inoltre per ogni ¢ € B(a,p) si ha

p° —[¢ —al?

mdtzfief((),

1 2 :
uQ) =5 [ gla+pet)
T Jo
dove f : B (a,p) — C ¢ la funzione olomorfa definita da

peit+<'_a

1 2T :
f(C)=%/O g(a+pet)p€n_<+adt-

Dimostrazione. Definiamo g : 9B (0,1) — R ponendo g(z) = g(a + pz). Si verifica
facilmente che u risolve il problema dato se e solo se 4 : B(0,1) — R definita da
(z) = u(a + pz) risolve

A =0 inB(0,1),

u=g¢g sudB(0,1).

Pertanto il problema dato ammette una ed una sola soluzione per il Teorema (6.15).
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Inoltre per ogni ¢ € B (a, p) si ha

_ 27 ) 2 2
w0 = (50) = o [Tatas ety E T = e p(0).

p 2m |a + pett — (|2
con
1 21 it peit+<'_a
= P75 T,
f(<) 2%/0 g(a+ pe )pen_CJra
| ]

(6.17) Teorema Sia u: 2 — R una funzione continua soddisfacente la proprieta della
media.

Allora u é armonica.
Dimostrazione. Sia B (a, p) C Q e sia v € C(B (a, p)) N C?(B (a, p)) tale che

Av=0 inB(a,p),
v=wu sudB(a,p).

La funzione v — u soddisfa la proprieta della media in B (a,p) e si ha v — u = 0 su
0B (a, p). Per il Principio del massimo forte si ha v = u su B (a, p). In particolare, u &

armonica in B (a, p), quindi su tutto €, per larbitrarieta di B (a, p). m

(6.18) Teorema Sia up : @ — R una successione di funzioni armoniche convergente
uniformemente sui compatti ad una funzione u : Q — R.
Allora w & armonica e per ogni j,k > 0 si ha

oItk b oitky,
lim — = .
h 0xidyk Oz Oyk

uniformemente sui compatti di ).

Dimostrazione. Evidentemente u ¢ continua. Inoltre, se B (a,r) C €, si ha

1

up(a) = 7

2
/ up(a + re) dt,
0

da cui, passando al limite per h — oo, si ottiene

1

2
u(a) = Py /0 u(a + re) dt .
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Per il Teorema (6.17) u & armonica. Inoltre, se definiamo le funzioni olomorfe f, f :
B (a,r) — C ponendo

1 2 " Teit+(—a
- e _Fe—ay,
1n(©) 27r/0 unla+re )Te”—C—i-a ’

1 2m ; it_i_g_
f(C):—/O U(G‘H"et)%

dt
o ’

si ha
1' p—
im Ih=1f

uniformemente sui compatti di B (a, ). In particolare, tenuto conto del Teorema (3.20),

si ha
l. ! — !
1]?1 Ih=1r

uniformemente su B (a,r/2). Poiché per il Corollario (6.16) up = Re f, ed u = Re f, ne
segue
. oup,  Ou . oup,  Ou
im— = — im— = —
h Or Oz’ h Oy Oy’
uniformemente su B (a,7/2), quindi sui compatti di 2.
Qup,  dup

Dal momento che le funzioni %%, gy Sono armoniche, la tesi si ottiene procedendo

per induzione su j, k. m

(6.19) Teorema (Disuguaglianza di Harnack) Siano a € R%, R > 0 ed u :
B (a, R) — R una funzione armonica positiva.

Allora per ogni v €]0, R] si ha

max{u(C)zCeW}é@”

)2 < mln{u(C) : (€ B(a,r)} .

Dimostrazione. Se 0 <r < p< Re (€ B(a,r),siha

_ e — 2 | 2 B
p_r _p ¢ alép Kt a\2§p+\< a!§p+r.
ptr = p+lC—al T latpet —CF T p—|C—al T p—r

Dal Corollario (6.16) e dal Teorema della media si deduce che

P () <ulQ) < P u(a)
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quindi
max {u(©): ¢ B} < 50w = (250) £ uiay <
2
< (ZIL:) min{u(g‘): ¢ € B(a,r)} .

Passando al limite per p — R™, si ottiene la tesi. m

(6.20) Teorema Siano € connesso in R?, uj, : Q@ — R una successione crescente di
funzioni armoniche ed u : Q —] — oo, +00] il limite puntuale della successione (up).

Allora vale uno dei fatti sequenti:
(a) u(z) = +oo per ogni z € ;

(b) u(z) < 400 per ogni z € Q, u € armonica ed (up) converge ad u uniformemente sui

compatti di €.

Dimostrazione. A meno di sostituire uy con up — ug, si pud supporre uy > 0.
Sia A={z€Q: u(z) <+oo}. Sea € AeB(a,R) C Q, si ha per la disuguaglianza
di Harnack

sup {up(¢): ¢ € B(a,R/2)} < 9inf{uy(¢): ¢ € B(a,R/2)} < up(a),

per cui B (a, R/2) C A e I'insieme A & aperto in €.
Se invece a € 2\ A e B(a,R) CQ, si ha

inf {un(C) : C € B (a, R/2)} > % sup {un(C) : ¢ € B(a, R/2)} > %uh(a),

per cui B (a, R/2) N A = () e I'insieme A & anche chiuso in Q.
Se A = 0, si ottiene la (a) della tesi. Se invece A = €, si ha u(z) < 400 per ogni

z € Q. Inoltre, se B (a, R) C ©, risulta come in precedenza
V¢ € B (a, R/2) : |u(Q) — un(Q)] < 9lur(a) —un(a)l,
quindi
sup {[u() = un(0)] : ¢ € Bla, B/2) | < 9fu(a) - un(a) .

Ne segue che (up) converge ad w uniformemente su B (a, R/2) ed u ¢ continua su
B (a,R/2). Per larbitrarieta di B(a,R), u ¢ continua su Q ed (up) converge ad u

uniformemente sui compatti di 2.
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Per il Teorema (6.18) u ¢ armonica. m
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Capitolo 2

Trasformata di Fourier

1 La trasformata in L!

Sia 1 < p < oo. Per ogni f € LP(R™; C) poniamo

Hpr:—< %/\f \%:)

Evidentemente || ||, ¢ una norma su LP(R"; C) equivalente a quella canonica. Non c’e

invece motivo di modificare la norma canonica || ||oo-

Per ogni f € LP(R™;C) ed ogni y € R™ definiamo 7, (f) € LP(R"; C) ponendo

Ty (f) (z) == f(z —y).
Si verifica facimente che || 7, (f) [l, = || f]lp-

(1.1) Definizione Per ogni f € L'(R™;C) poniamo

[0 et

n
2

o [ 19 explig o) e

Diciamo che f ¢ la trasformata di Fourier di f, mentre f é Pantitrasformata di Fourier
di f.

(1.2) Definizione Denotiamo con Co(R™;C) linsieme delle funzioni f : R" — C
continue ed infinitesime all’infinito.

Si verifica facilmente che Cy(R™; C) € un sottospazio vettoriale chiuso di Cp(R™;C)

munito della norma || ||oo. Di conseguenza, (Co(R™;C), || ||«) ¢ uno spazio di Banach

su C.

50
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(1.3) Lemma Sial <p < 400 esia f € LP(R™;C). Allora lapplicazione {y — T, (f)}

é uniformemente continua da R™ in LP(R™;C).

Dimostrazione. Sia € > 0 e sia g € C.(R™;C) tale che ||g — f]|, < ¢/3. Allora per ogni

y € R" si ha
I1T,9) ~ T ()l = 173 (0~ P)llp = llg — Flp < &
Sia K un compatto in R™ tale che g(z) = 0 fuori da K e sia
Ki={zeR": d(z,K)<1}.

Essendo g uniformemente continua, esiste 6 €]0, 1] tale che

(2m)% ¢

Ve, g € R |21 — 2o <6 = |g(x1) — g(m2)| < T
3£n(K1)P

Allora, se y1,y2 € R™ e |y; — y2| < 4, risulta

170 (@)~ Ty )y = (Q;) / |g<xy1>g(xy2>|wm);=
1 .

: (<2”>3 /K ‘9(2)‘9<Z—<y2—yl>>\pdz)p <

|3

€
3 b
quindi

17y (F) =Ty (D) Iy < N1T00 (F) = T (9) [lp +
17y (9) = Zys (9) llp + 175 (9) = Ty () [l <&

da cui la tesi. m

(1.4) Teorema Per ogni f € L'(R";C) si ha f, f € Co(R™;C). Inoltre le applicazioni
F,F : L'(R"; C) — Co(R™; C) sono lineari e continue. Infine, per ogni f € L*(R™;C) si
ha f(x) = f(=).
Dimostrazione. Sia f € L'(R™";C). Se (&,) ¢ una successione convergente a & in R™, si
deduce facilmente dal Teorema della convergenza dominata che f (&n) — f (£). Pertanto
f : R™ — C ¢ continua.

Inoltre risulta

1
(2m)

IF(NHE] <

[NIB]

/ F@)dz = £l
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per cui f : R" — C & anche limitata e

IF (oo < 1£111-

Si verifica facilmente che I'applicazione F : L'(R™;C) — Cp(R";C) & lineare, quindi
anche continua.

Poiché exp(im) = —1, per ogni &€ € R” con £ £ 0 si ha

FO = gz [0 eo(ie-a)explin da =

/f exp (—z§ < — §(—) €@z — zf(”)w(")> dr =

= _(271)% /f(x(l) 5(1)7 @ (”)> exp(—i§ - x) dx

In modo analogo si dimostra che, per ogni & € R” con £) £ 0 si ha

FO =G | (e 000 4 E a0 ) exp(-i ) da
)2

M\S

e (&) € una successione in R™ con [£,| — 400, a meno di una sottosuccessione esiste

j=1..., ncon|§ )]—>+oo Posto
yh:<0,...,0,%,0,...,0>,
h
risulta
A 11
flen = 5 Gz | V@) =T () () explie -
da cui
1
)| < 5 1F =T (D -

Poiché y;, — 0, dal Lemma (1.3) si deduce che f(¢,) — 0, per cui

lim f(¢) =

£—o0

Le proprieta di F si dimostrano in modo simile. Infine, & evidente che f(z) = f(—z).

(1.5) Proposizione Valgono i sequenti fatti:
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(a) se f € Cy(R™C) e g € LY(R™C), allora la funzione {y — f(x —y)g(y)} ¢ somma-
bile per ogni x € R™ e la funzione f x g: R™ — C definita da

(F9)@) = e [ 5

e continua e limitata; inoltre risulta

1 * glloo < 1 fllcllgllr;

(b) se f,g € LY(R™;C), allora la funzione {y — f(x —y)g(y)} & sommabile per q.o.
x € R" e, posto

(29)@) = e [ 5oy
risulta f x g € L*(R"™;C); inoltre si ha

1 glle < 111 llglls-

Dimostrazione.

(a) Evidentemente {y — f(x —y)g(y)} ¢ misurabile e risulta

1@ =y)gW)] < [flloclg(y)]-

Ne segue che {y — f(x —y)g(y)} & sommabile e che

7 +9)@) < g [ 1@ =y < 1flclgh
da cui

1 * glloo < I fllocllgll -

Inoltre, se (zp,) € una successione convergente a z in R", si deduce facilmente dal Teorema
della convergenza dominata che (f * g)(zp) — (f * g)(x). Pertanto f % g & continua.

(b) Essendo {(z,y) — f(x — y)g(y)} misurabile, dal Teorema di Fubini-Tonelli si deduce

/!fx— y)ld(z,y) = /[/f(:c—y”dx}g(y)’dy:
/ [/ i/ (Wf] l9()ldy = 2m)" £ gl

che



54 CAPITOLO 2. TRASFORMATA DI FOURIER

Ne segue che la funzione {(z,y) — f(z —y)g(y)} & sommabile su R" x R™. Sempre dal

Teorema di Fubini-Tonelli si deduce che {y — f(z —y)g(y)} & sommabile per ogni q.o.

z € R", che
{w ~ [ 16— dy}

¢ sommabile e che

[16co@lar = o [| [ sta =t e <
= (2;)’5 /U’fm_ ‘dy] =
= Gop [ G ewldtey) = @0 Illelh-

Pertanto f * g € L'(R%; C) e

1+ gl < WA lallgll -

(1.6) Definizione Siano g € L}(R™;C) e f € Cy(R™;C) oppure f € L*(R*;C). La
funzione f x g definita dalla proposizione precedente si chiama prodotto di convoluzione

di f eg.

(1.7) Teorema Siano f,g € L'(R*,C), a € R" e A\ # 0. Valgono allora i sequenti
fatti:

(a) se g(z) = f(x+a) per q.o. x € R™, risulta §(¢) = f(&) exp(if - a) per ogni & € R™;
(b) se g(x) = f(z)explia-z) per q.o. & € R, risulta §(€) = f(& — a) per ogni & € R™;
(c) F(f*g)=F(f)F(9);

(d) se g(z) = f(z/N\) per q.o. x € R™, risulta §(&) = [A|" F(AE) per ogni & € R™;

(e) se f(x1,...,zn) = fi(z1) - fulzn) con fi,...,fn € LY(R;C), risulta f(g) =
Fi(&) - ful&) per ogni & € R™;

(f) risulta

[ @@ s = [ f@a@ e, [ f@ge)do = [ f@) ds
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Dimostrazione.

(a) Risulta

ae) = /fx+a ) exp(—it - z) da
- /f exp(—i€ - (y — a)) dy

M\:

|
e

M

— / f(y) exp(—i€ - y) exp(i§ - a) dy

M\:

= eXp(i§~ /f exp(—i€ - y) dy = exp(i& - a) f(£).

n
2

(b) Risulta

(z) exp(ia - x)exp(—i - x) dx =

n
2

- /f exp(~i(¢ — a) @) dw = f(€~ a).
(c) Dal Teorema di Fubini-Tonelli si deduce che la funzione

{(z,y) = f(x —y)g(y) exp(—i€ - x)}

¢ sommabile su R™ x R™. Sempre per il Teorema di Fubini-Tonelli e per la (a), ne segue

[ et esni i s

o [ |[ o= expiie o as] sty ay -
= n /f ) exp(—i€ - y) g(y) dy =

che

F(f=9)&) =

= /g(y) exp(—i€ - y) dy =

(d) Risulta
9&) = —/f(m/)\) exp(—i€ - x) dx =
= o [ ) expl-ig - Ow)dy =

= 2 [ 1) exp(-i008) - dy = " F9).
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(e) Risulta

)+ fulan) exp(—i&iay) - -

/f(w) exp(—if - x)dx =

[NJB]

(27)
exp(—i&nxy) dx =

= o= [ hile) exp(igia) oy -
\/% /fn(xn) exp(—i&pay) dx, =

= fl(gl) o fn(fn) :

(f) Risulta

[ iwtaas - /Uf exp(—iz ) d g(0) ds =

- / 3) () dy.

La seconda uguaglianza si dimostra in modo simile. m

(1.8) Teorema Sia f € C1(R";C) tale che f,D,f € L*(R™;C) per ogni j =1,... ,n.
Allora per ogni j =1,... ,n e € R™ si ha F(D;f)(§) = i&F(f)(E).

Dimostrazione. Sia ¢ € C°(R"™) tale che ¥ = 1 su B(0,1), ¥ = 0 su R”\ B(0,2) e
0 <9 <1 suR" Poiché la funzione

(o D(a/h) exp(—i€ - 2))
appartiene a C(R"; C), dalla Formula di Gauss-Green si deduce che
/Df Iz /h) exp(—it - z) da /f I /h) i¢; exp(—it - z) da +
——/fm (D;9) (/1) exp(—it - x) da =
- @/f (@ /h) exp(—i€ - x) dz +
—E/fac (D;9)(x/h) exp(—it - z) do
Poiché

Ve R": li}rln??(:v/h) =1,
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1D; f(x) 9(x/h) exp(—i§ - )| < [[J]|o |Dj f ()|
dal Teorema della convergenza dominata si deduce che
hm/D f(z)9(z/h) exp(—i& - x dm—/D f(z) exp(—i - z) dx

In modo simile si deduce che
Y(z/h) exp(—i& - x da:—/f exp(—i§ - x) dx

iim [ f(a)

lim © / £(2) (D;9) (/) exp(—i€ - )

o =it [ e xpl i )

Ne segue

/D f(x) exp(—i€ -
ossia F(D; f)(§) = i§F(f)(E).
(1.9) Teorema Sia f € L'(R™;C) tale che la funzione {x — |x|f(x)} appartenga a

T) = —iT;

n si haDjfzg, dove g(z) = —iz; f(x)
), si ha che ¢(&,-) & sommabile

L'(R™; C).
Allora f € CYR"™;C) e per ogni j = 1
Se poniamo ¢(&,z) = f(x) exp(—if -
) & di classe C! per ogni x € R™ e risulta
z)| < Ja|[f ()]

Dimostrazione
90('7 x

per ogni & € R”
| — iz f(z) exp(

’ng(ﬂ(f, .CC)| =
Dal Teorema di derivazione sotto il segno di integrale si deduce che f ¢ di classe C!
che
. 1 ) . .
D;f(§) = —= [ (—izj) f(z) exp(—i§ - z) dx = §(§)
(2)>

(1.10) Teorema Sia o € C con Rea > 0, sia B € C con 2 = a e Re3 > 0 e sia

f(z) = exp (—5 [zf?).
= 07" exp (—55 [€%).

Allora si ha f(€)
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Dimostrazione. Anzitutto osserviamo che

(/gm«w%¢g2 - (/wﬂ—ﬁﬁM)(/%M-fﬁ@)z
:l/wm—ﬁ—y%ﬂ@MZZTw(A%mmWw%mﬁdQZ

“+oo
= T / 20exp(—0°)do=m.
0
Ne segue
/exp(—ac2) dr = /7.

Siano ora 3 € C con Re3 > 0, Re (3?) > 0 e v € R. Risulta

lexp [~ (B2 +7)?]| = exp (—Re (5%)2” — 2Re ()2 —~?) ,

2(8x + y)zexp [~ (Bz +7)?]| = 2/(Bz + 7)x|exp (~Re (6%)2? — 2Re (B)yz — 7?) .

Dal Teorema di derivazione sotto il segno di integrale si deduce che la funzione
{ﬁwﬁ/wﬂ4m+wﬂM—¢ﬁ
¢ olomorfa sull’aperto connesso
{3€C:Ref>0,Re (3% >0} .
Inoltre per ogni 8 € R con B > 0 risulta
3 /exp [—(ﬂx—i—’y)ﬂ dx — /m = /exp (—yz) dy — /m=0.

Si tratta quindi di una funzione olomorfa il cui insieme degli zeri ammette punti di

accumulazione. Ne segue che la funzione € identicamente nulla, ossia

ﬁ/ww4m+wﬂm:ﬁi

Sia ora 3 € C con Re3 > 0, Re (8%) > 0. In modo simile si prova che la funzione

%Hﬁ/wﬂ4m+wﬂw—w§

¢ olomorfa su C. Inoltre, per il passo precedente, essa si annulla per ogni v € R. Ne

segue che

/exp [—(ﬁx + 7)2] dx = g
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per ogni 8 € C con Re3 >0, Re (%) >0e e C.
Siano ora o € C con Rea > 0e 3 € Ccon 2 = a e Ref > 0. Per ogni £ € R

risulta

/exp (—% x2> exp(—iéx)dx = /exp <—% 2? —ifx | de =

I
—
oD
i

o
|
N
Sl
8
_|_
Q o~
S I~
[\
N———
[\
| I—
oD
>
o
/T\
[\
-G
N—
QL
8
|

- on( ) fon]- (i) -

ossia

R 2
FO =5 e (-5 ) =07 ew (-5, €)

Infine per ogni z € R™ si ha

exp (—% |x|2) = exp (—%m%) -+ exp (—% l‘i) .

Dal Teorema (1.7) si deduce che
FO =5 e (5o @) e (<5 ) =5 e (5o leP)

da cul la tesi. m

(1.11) Lemma Siano f,g € L*(R™; C). Allora risulta F(fF(g)) = F(f) * g.

Dimostrazione. Si ha

FIF@)x) = / F(€)3(€) explia - €) dé =

MI:

© [ o eXp(—iﬁ-y)dy] expliz - €) d =
Uf explilz —y £)d§] 9(y) dy =
- /f s—y = (F(f) * 9)(a),

MIS

da cui la tesi. m
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(1.12) Lemma Sia 1 < p < 400, sia o(z) = exp (—3 |2[?) e sia op(z) = h"o(hz).
Allora per ogni f € LP(R™;C) si ha

lim(gy+ f) = f  in LP(R™C).

Dimostrazione. Per i Teoremi (1.7) e (1.10), si ha

L [ o de=0n0) = a00) = 1.

(2m)%
D’altronde, per ogni x € R", risulta
0= N@ = Gz [ piwa= gty [ e —2aede.

Pertanto, se 1 < p < 400, si ha

(o0 * @)~ F@)] = 2o
< %/\fw—z 2)lon(z) dz =

IA
~—~
[\
3
S—
0|3
(i,
=
8
|
I
S—
|
kh
~—
&
=
)
>
VS
I
S—
QU
I\
N————
k1
-y
)
>
X
QU
0
N————
"d|._;
I

B <(271)’5>p_1/”7( £ = flIbon(z)dz =
- ( : >p1/”7<> 2 hmo(hz) dz =

- (% )pl/ufy A

Tenuto conto del Lemma (1.3), per ogni y € R™ si ha

tim | Ty (£) = fll, =0,
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17 (5) = £l etw) < (1T (Do + 1£11n) 0w) = 27 1715 0(w).

Dal Teorema della convergenza dominata segue che

iim [ 17, ()~ £1 elu) dy =0.

da cul la tesi. m

(1.13) Teorema (di inversione) Sia f € L'(R™;C) con fe LY(R";C). Allora si ha
F(F(f)(x) = f(z) per g.o. x € R™.

Dimostrazione. Sia 9(x) = exp (—3 |z|?) e sia ¥),(z) = 9(z/h). Poiché 95(—z) = U(2),
dai Teoremi (1.7) e (1.10) si deduce che

Inoltre per il Lemma (1.11) risulta
F@nf)=n*f.
Evidentemente si ha

e €R™ : Lim0(6)f(6) = f(€).

vE €R™: [0() ()] < If(O)]-
Dal Teorema della convergenza dominata si deduce che
h]?mhfzf in L'(R™;C).
Per il Teorema (1.4) ne segue
1i}£n Fnf) = F(f) uniformemente su R",

in particolare

li}rbn FOnf) = F(f) puntualmente in R" .

D’altro canto, per il Lemma (1.12) si ha

li;bnﬁh xf=f in L'R™C),
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quindi, a meno di una sottosuccessione,
li}rln Inxf=1Ff puntualmente qg.o. in R™.

Risulta quindi f"(f) =fqo. inR". =

(1.14) Corollario Le applicazioni F,F : L'(R™; C) — Cy(R™;C) sono iniettive.

Dimostrazione. Sia f € LY(R"™C) con F(f) = 0. In particolare risulta F(f) €
LY(R™; C), per cui f = F(F(f)) =0 q.o. in R".

In modo simile si prova che F ¢ iniettiva. m

(1.15) Esempio Sia f = x[_1,1]- Allora si ha

2 siné
I s

f& = 5
— se&=0.
T
In particolare, poiché
[12] e e,

risulta f ¢ L'(R";C).
Dimostrazione. Per ogni £ # 0 si ha

o = =/ " expliéx) dr = ——L (exp(—i€) — exp(ic)) =
V2r Joq i&N/2m

\ﬁ exp(i€) — exp(—i€) 2 siné
: .

2i& T £

Il caso £ = 0 ¢ immediato. m

(1.16) Esempio Sia f € L'(R) definita da f(x) = exp(—|z|). Allora si ha

A 2 1
vﬁeR:f(£)=\E€2+1'

Dimostrazione. La semplice verifica puo essere svolta per esercizio. m
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(1.17) Esempio Sia f € L'(R3) definita da

foy - SR

BE]

Allora si ha
A 2 1
T

Dimostrazione. Sia € € R\ {0} e sia U : R?> — R? una trasformazione ortogonale tale

che U¢ = (0,0, |¢]). Operando il cambiamento di variabile z = U'y, si ottiene

e L [l
fo = o / L exp(—ie - (U ) dy

1 exp(—lyl) . , _
= (%)%/ o p(—i(U§) - y) dy

_ 1 exp(—|y|) (i
- <27r>3/ 1y] p(—il€lys) dy .

Col successivo cambiamento di variabile

y1 = osin @ cos v

Yo = osin psin ¥ 0>0,0<p<m0<?Y<2m,
Y3 = 0cosp
si passa a
. 1 T T exp(—p . .
& = 3 ZW/ / —)exp(—%l&lgcosso)Q2sm<pds0d9:
(2m)2 0 0 0

1 /*OO/“ . . .
= — exp(—o — il{|ocos p) i|¢|osinp dp do =
N ( €] €

1 oo , ,
= ave | (epletiklo —ex(—o o) do =
1

1 1
o ilEVen (1—z'|s\ - 1+z’\5|> a

B 1 2i|¢| _\/? 1
T odleVer LR VafeRr+1

Essendo f continua, la formula vale anche per £ = 0. m
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2 La trasformata in S

(2.1) Definizione Si chiama multi-indice ogni elemento o di N™. Si pone

n
|| := Z a;.
j=1

Il numero |a| si chiama lunghezza del multi-indice c.

(2.2) Definizione Siano A un aperto in R", 1 <k < oo e f: A — R una funzione di
classe CF.

Per ogni x € A e per ogni « € N" con || < k poniamo

N olel ¢
Df(z) := m(x) selal >1,

D%f(x) := f(x) se lal =0.
Per ogni z € C™ poniamo anche

2% = (21)" - (2p) .

(2.3) Definizione Denotiamo con S(R™) l'insieme delle funzioni f € C*°(R";C) tali
che per ogni o, B € N" si abbia che la funzione {x — xo‘Dﬁf(x)} e limitata su R™.
Diciamo che una successione (fy) converge a f in S(R™), se per ogni o, f € N™ si

ha

li}an 22D fy(z) = x*DP f(x) uniformemente per x € R™.

Si verifica facilmente che S(R™) ¢ un sottospazio vettoriale di Cy(R™;C) e che
C(R™; C) C S(R™). Inoltre esiste una metrica su S(R™) che ha per successioni conver-

genti esattamente le successioni convergenti nel senso appena definito.
(2.4) Esempio Sia f(z) = exp (=% |z|*) con a € C e Rea > 0. Allora f € S(R™).
(2.5) Proposizione Risulta S(R") C LY(R*;C). Inoltre, per ogni f € S(R™) ed

o, B € N si ha che le funzioni {x — anﬁf(x)}, {x — D¢ [xﬁf(x)]} appartengono a
S(R™).

Dimostrazione. La seconda affermazione puo essere dimostrata per esercizio. Quanto

alla prima, per ogni f € S(R") e j = 1,...,n, si ha che le funzioni f e {:1; — x?f(:c)}
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appartengono a S(R™). Ne segue che anche la funzione {z +— (1 + |z|?) f(x)} appartiene
a S(R™). Iterando il ragionamento, si deduce che la funzione {z — (1+ |z*)"f(z)}

appartiene a S(R™), in particolare & limitata su R™. Esiste quindi M > 0 tale che
Vo e R": (14 [22)"|f(2)] < M,

da cui

Ji@las < [ Ao < 4oc.

Pertanto f € sommabile su R". m

(2.6) Teorema Per ogni f € S(R") si ha f, f € S(R™). Inoltre le applicazioni F, F :
S(R") — S(R™) sono lineari e biiettive con F = F~L. Infine, se (fy) & una successione

convergente a f in S(R™), risulta fo—fefn—fin S(R™).

Dimostrazione. Per ogni a, 8 € N” si ha
(i€)* D7 f(€) = 3(¢).

dove g(z) = D [(—iz)? f(z)]. Pertanto la funzione {£ — £°‘Dﬁf(§)} ¢ limitata. Ne
segue che f € S(R™). In modo simile si prova che f € S(R™).

In particolare, dal Teorema (1.13) segue che F(F(f)) = f per ogni f € S(R").
Poiché f(z) = f(—z), si deduce facilmente che F(F(f)) = f per ogni f € S(R").
Pertanto F, F sono biiettive con F = F—1.

Infine, se (f,) & convergente a f in S(R™), si ha che (D* [(—iz)” f,(x)]) converge a
D® [(—iz)? f(z)] uniformemente su R™. Inoltre esiste M > 0 tale che

M

D [(—in) f(@)]| < TR

Dal Teorema della convergenza dominata si deduce che (D®[(—iz)? f,(z)]) converge
a (D*[(—iz)? f(z)]) in L'(R™;C). Ne segue che (EDP f,(€)) converge a £*DPf(£)
uniformemente su R™. Pertanto (f,) converge a f in S(R™).

In modo simile si prova che (f,) converge a f in S(R"). m

(2.7) Teorema Per ogni f,g € S(R™) si ha fg,f *xg € S(R™). Inoltre F(fg) =
F(f) = F(g).
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Dimostrazione. Si verifica facilmente che fg € S(R™). Ne segue che
F(fxg9) =F()F(g) € SR"),

quindi f * g € S(R™), perché F & biiettiva da S(R™) in S(R") ed iniettiva su L'(R"; C).
Naturalmente si ha F(fg) = F(f) * F(g). Tenendo presente che f(z) = f(—x), si
verifica facilmente che F(fg) = F(f) * F(g). m

3 La trasformata in &’

(3.1) Definizione Denotiamo con S8'(R™) Uinsieme delle forme lineari ¢ : S(R™) — C
tali che (o, fr) — (o, f) ogniqualvolta fr, — f in S(R™). Gli elementi di S’'(R™) si

chiamano distribuzioni temperate.
Si verifica facilmente che S'(R™) ha una naturale struttura di spazio vettoriale su C.

(3.2) Definizione Denotiamo con Lg; (R™) linsieme delle uw € M (R™; C) per cui esiste

b o)

Si verifica facilmente che Lg; (R™) € un sottospazio vettoriale di M (R";C).

m € N tale che

appartenga a L'(R";C).

(3.3) Teorema Valgono i sequenti fatti:
(a) per ognip € [1,00] si ha LP(R™;C) C Lg; (R™);
(b) ogni funzione polinomiale appartiene a Lg; (R™);

(¢) per ogni w € Lg; (R™) si ha che la formula

1

Ve SR : (Ty, f) = (27?)%

/ f(@)u(z) do

definisce un elemento T,, di S8'(R™); inoltre lapplicazione {u — T,} é lineare ed

ineettiva.



3. LA TRASFORMATA IN S’ 67

Dimostrazione.

(a) Dato p €]1, 00|, sia m € N tale che 2mp’ > n. Allora la funzione

{mH(Hllwlz)m}

appartiene a L (R"; C). Dalla disuguaglianza di Hélder si deduce che
u(z)

T

{ (1+ [a]?)m }

Nel caso p = 1 basta osservare che
tem

—_
(1+ [z]2)m

(b) Se P ha grado k, sia m € N tale che 2m — d > n. Allora la funzione

U )

appartiene a L!'(R";C).
appartiene a L (R"; C).

appartiene a L!'(R";C).
(¢) Sia

u(@) = (1+|z*)™v()
con m € Newv € LYR";C). Per ogni f € S(R") si ha che la funzione

{z— 1+ [2)"f(z)}

e limitata. Ne segue che T}, : S(R™) — C & ben definita ed & chiaramente lineare. Inoltre,
se fr — f in S(R™), si ha che (1+ |z|*)™f, — (1+|z|?)™f uniformemente su R™. Dalla
disuguaglianza di Holder si deduce che (T, fr) — (Ty, f), per cui T,, € §'(R™).

Si verifica facilmente che I’applicazione {u +— T} } & lineare da Ly (R™) in S’(R™).

Se T, = 0, risulta
VfeSR): /f(:c)u(x) de = /f(x)(l + |z*)™v(z) dz = 0.

f(z)

Per Ognl f c S(Rn) Si ha Che {fE — W

} appartiene a S(R™). Ne segue

/f(y)v(y) dy = / % (1+[y*)™o(y)dy = 0.
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In particolare, per ogni z € R si puo scegliere f(y) = on(x — y) = h"o(h(x — y)), dove
o(z) = exp (—1 |z[?). Risulta quindi g, * v = 0. D’altronde dal Lemma (1.12) si deduce
che g, * v — v in L'(R%; C). Ne segue v = 0, quindi v = 0. Pertanto I’applicazione

{u— T,} ¢ iniettiva. m

(3.4) Proposizione Sia xg € R™. Allora la formula
Vf e SMR™): (0ag, f) = f(20)

definisce un elemento 65, di S'(R™).

Dimostrazione. Chiaramente d,, € ben definita e lineare. E anche ovvio che f;, — f in

S(R™) implica fp(z0) — f(z0). m

(3.5) Definizione L’elemento §,, di S'(R™) si chiama delta di Dirac relativa al punto

xg. In particolare, si pone § := dy.

(3.6) Definizione Per ogni ¢ € S'(R") e j = 1,...,n definiamo Djo € S'(R")

ponendo
Vi€ SR"): (Djp, f) = —(¢, Dj[).

Diciamo che Djp ¢ la derivata parziale j—esima di ¢ nel senso delle distribuzioni.

Pit in generale, se a € N, la derivata D%y puo essere definita ricorsivamente.
(3.7) Proposizione Se u e CYR"C) con u, Dju € Ly (R™), si ha
D;Ty, =Tpju -
Dimostrazione. Per ogni f € S(R™), dalla formula di Gauss-Green si deduce che

(22)% /f(x)D]u(x) dr = <TD]'U7 f> '

o | Pastontaas -

Ne segue la tesi. m

(3.8) Definizione Per ogni funzione polinomiale P : R™ — C ed ogni ¢ € S'(R"),
definiamo Pp € S'(R™) ponendo

VfeSRY): (Pe, f) = (g, Pf).
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(3.9) Proposizione Se P : R" — C ¢ una funzione polinomiale ed u € Ly (R™),

risulta Pu € Lg; (R") e

PT, =Tp,.

Dimostrazione. Se P ha grado k, la funzione

U e )

¢ evidentemente limitata. Se m € N ¢ tale che la funzione

e e
T ——
(1+ |z*)m

appartenga a L!(R™; C), risulta che anche la funzione
P(z)u(z)

{”0 T @ )R

appartiene a L!(R"; C). Pertanto Pu € Lg; (R™).
Per ogni f € S(R") si ha

(T ) = T PP = e [ S@P@E dr = (T ).

da cui la tesi. m

(3.10) Definizione Per ogni ¢ € S'(R™) definiamo ¢, € S'(R™) ponendo

Ve SRY): (@, f) = (e [f),

Ve SRY): (@, f) = (o, [).

Poniamo anche F(p) := ¢ e F(p) = @.
Diciamo che ¢ é la trasformata di Fourier di ¢, mentre ¢ é 'antitrasformata di

Fourier di ¢,

Osserviamo che, per il Teorema (2.6), se f, — f in S(R™), allora si ha (@, f5) —
(@, ). Pertanto risulta effettivamente ¢ € S’(R™). Analogo ragionamento vale per .

Inoltre le applicazioni F, F : &'(R") — S’(R™) sono chiaramente lineari.

(3.11) Proposizione Se u € L'(R";C), allora risulta
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Dimostrazione. Tenuto conto del Teorema (1.7), per ogni f € S(R") si ha

1
(2m)2

1
(271')%

(F(T). f) = (T, f) = / Feyu(z) e = / f(@)a(x) dz = (Ts, f)

La dimostrazione per F & analoga. m

(3.12) Proposizione Siano u,v € Lg; (R™). Allora si ha F(Ty,) =T, se e solo se
Vf e S(R") : /f(a:)u(a:) dr = /f(x)v(:c) dz .

Dimostrazione. Per ogni f € S(R™) si ha

da cui la tesi. m
Nel seguito identificheremo u con Ty, e scriveremo semplicemente @ = v.
(3.18) Teorema Sia p € S'(R"), sia j =1,...,n e sia P(x) = ix;. Allora valgono i
sequenti fatti:
(a) F(Djp) = PF(p);
(b) DjF(p) = —F(Pyp).
Dimostrazione.
(a) Per il Teorema (1.9), per ogni f € S(R™) si ha

(F(Dje), f) = (Djp, F(f)) = ={e, D;F(f)) =
(0, F(Pf)) = (F(e), Pf) = =(PF(¢), f)-

(b) Per il Teorema (1.8), risulta in modo analogo

(DjF(p), ) = —(Flp),Dif) = (o, F(Djf)) =
= —(p, PF(f) = =(Po, F(f)) = =(F(Pe), f),

da cul la tesi. m

(3.14) Teorema Le applicazioni F,F : S'(R") — S'(R™) sono biiettive e F = F~L.
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Dimostrazione. Per il Teorema (2.6), per ogni f € S(R™) si ha

(F(F (@), f) = (F(e), F(f)) = (o, F(F()) = (e, ).

In modo simile si prova che F(F(y)) = ¢, da cui la tesi. m

(3.15) Teorema Siano u,v : R3\ {0} — R definite da

1 2 1
m €2

Allora u,v € Lg; (R™) e st ha u = v.

Dimostrazione. Anzitutto si ha

1 1

1 3
A0 T =P A e < & ')

per cui u,v € Lg; (R™).
Sia p > 0. Combinando I’Esempio (1.17) col Teorema (1.7), si deduce che la funzione

{x o eXP(—u\x!)}
plzl
viene trasformata nella funzione

1 /2 1
{gHﬁ\/;lf\Q—ﬂﬂ}'

Pertanto per ogni f € S(R") si ha

exp(— ulwl \/7
/ ] /m?w?f

Poiché

passando al limite per 4 — 07 ed applicando il Teorema della convergenza dominata, si

Vf € SR : /%f(w)dx:\/g/#f(w)dx

ottiene
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da cui la tesi. m
(3.16) Teorema Sia o € C\ {0} con Rea >0, sia 3€ C con 32 =a eReB >0 e

sia f(z) = exp (=5 |z]?).
Allora st ha f(f) = (37" exp (—% |£\2).
Il caso Rear > 0 & stato gia trattato nel Teorema (1.10). Nel caso

Dimostrazione.
Re a = 0, osserviamo anzitutto che le funzioni
a2
= exp (—5 || )

{em e (-5o2) )

appartengono a L>®(R";C) C L; (R™), per cui 'affermazione ha senso nell’ambito della

trasformata di Fourier in S'(R™).

Sia B, = B+ + esia a = (7. Per i Teoremi (1.10) e (1.7), per ogni f € S(R™) si ha
P o n 1
[ i@yexn (=5 1oP) do = 5" [ se)exn (<5 lof ) do.
h

<1,

1
exp (= o o)
an

Poiché
e}
o (221 €1
2
si puo passare al limite per h — oo applicando il Teorema della convergenza dominata

Ne segue
Vfe SR : /f(ac) exp (—% \x!2> dx = /f(a:)ﬁ_" exp <—% ]w\z) dr ,

da cui la tesi. m

1

(3.17) Teorema Sia a € R" e sia p = 0,. Allora $(§) = exp(—ia - §).
(2m)?

Dimostrazione. Per ogni f € S(R™) si ha
@) = () = Fla) = —— [ f(a)exp(—ia-z)da,

da cui la tesi. m
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4 La trasformata in L2

(4.1) Lemma Per ogni f € L'(R"; C) N L2(R™; C) si ha f € L2(R"™C) e

/\f(w)Pdm = / \f (@) d .

Dimostrazione. Consideriamo prima il caso in cui f, F(f) €

) € L'(R™C).

LY(R"
Tenuto conto del Teorema di inversione e che anche F(f) € L* (]R” C), risulta

FEM@) = — /f ) exp(—it - z) dé =

Per il Teorema (1.7) ne segue

/lf (@)]?dz = /]—' dx_/f (¢) dz =
- /f@ﬁ@sz/uuwdn

Consideriamo ora il caso generale. Sia o(z) = exp (—3 |z|?) e sia o5 (z) = h"o(hx).
Abbiamo gia osservato che F(gp)(&) = 0({/h). Inoltre, adattando la dimostrazione del

Lemma (1.12), si prova che
(4.2) Vf e L*(R™;C) : li}{n(gh xf)=1r in L2(R*;C).

In particolare, se f € L'(R";C) N L?(R";C), si ha anzitutto g, * f € L'(R%C) e
Flon * f) = Fon)F(f) € L'(R";C). Dal passo precedente segue che

[1Fe@FO@E de= [ Vo s @)l do.
D’altronde per la (4.2) risulta
i [ (o0 )P do = [ 7@ do.
Infine & chiaro che go(x/h) < o(x/(h+1)) e
Vo e R™: liirlng(:c/h) =1.

Dal Teorema della convergenza monotona si deduce che

hm/|.7: on)( |2dm—/|f (z)|* dz .
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Ne segue la tesi. m
(4.3) Teorema Per ogni u € L*(R";C) esiste una ed una sola v € L?>(R™; C) tale che

F(T,) =Ty, ossia
Vf € SR : / F@)u(z) do = / F@)o(a) dz

/yu(x)\2dx:/u(x)\2dx.

e Uapplicazione {u +— v} & lineare ed iniettiva.

Inoltre risulta

Dimostrazione. Poniamo uj, = xg(o,n)u- Si deduce allora dal Teorema della convergenza

dominata che
li}rln up = 1u in L2(R";C).

In particolare (up) ¢ di Cauchy in L?(R™;C). D’altronde u;, € L'(R™;C) N L?*(R"; C).
Dal Lemma (4.1) si deduce che

[ linta) = u(@)dz = [ un(a) = us(a) e

per cui anche () ¢ di Cauchy in L2(R";C). Sia v il suo limite. Passando al limite per

Jlan@)Pde = [ (o) do.
/!v(x)|2d:v:/u(x)\2d:v.

Inoltre per ogni f € S(R™) si ha

[ f@yun@rdo = [ fa)iniz)da

Per la Disuguaglianza di Holder si puo passare al limite per h — oo, ottenendo

[ F@pta)ds = [ sy

Dal momento che le applicazioni F : 8'(R") — S'(R™) e {u +— T, } sono entrambe

h — oo in

si ottiene

lineari ed iniettive, € chiaro che v ¢ univocamente determinata e che 'applicazione

{u — v} & lineare ed iniettiva. m
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(4.4) Definizione Per ogni u € L*(R™;C) denotiamo con @ o F(u) l'elemento di
L*(R™;C) definito dal Teorema (4.3). Diciamo che @ ¢ la trasformata di Fourier o di

Fourier-Plancherel di u.

(4.5) Teorema L’applicazione F : L>(R™;C) — L%(R";C) ¢ lineare, continua e biiet-

tiva. Inoltre per ogni u,v € L*(R";C) si ha

(46) i@ o= [ juta) e,

(4.7) / i(x)o(z) do = / w(z)v(z) de,

u(§) = (2;)% li}an/B(Oﬁ) u(z) exp(—i - x) dx in L2(R";C),
u(x) = L = lim/ (&) exp(i€ - x) d€ in L?(R%;C) .
(2m)z kI

Dimostrazione. Adattando le dimostrazioni del Lemma (4.1) e del Teorema (4.3), si
deduce facilmente che, per ogni u € L*(R™; C), si ha F(T;,) = T, con v € L>(R";C). Ne
segue che F : L?(R"; C) — L?(R™; C) & anche suriettiva.

/ya(x)\2dx:/|u(x)y2dx

¢ contenuta nel Lemma (4.1). Poiché in qualunque spazio di Hilbert su C si ha

L’uguaglianza

(uv) = 5 (lu+ol® = llu = vl*) + 5 (lu+ ol = fu—ivl?) ,

=

risulta automaticamente

/ i(w)o(@) do = / w(z)o(@) dz .

In particolare F € un’isometria, quindi continua.

Poiché

li;bn XB(0,n)U = U in L?(R™; C)
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con Xp(o,h)% € L'(R™; C), dalla continuita di F si deduce che

1
(2m)%

u(§) = lim/ u(z) exp(—i - z) dx in L2(R*;C).
h JB(0,h)

L’ultima formula si dimostra in modo analogo. m

Le formule (4.6) e (4.7) si chiamano identita di Parseval.



Capitolo 3

Equazioni differenziali alle
derivate parziali

1 L’equazione di Poisson

Sia > 0 e sia w : R?® — C una funzione data. Si consideri il problema di trovare

u: R3 — C tale che
(1.1) —Vu(x) + pPu(z) = w(z),

dove
3
2 _ 2
Vu(z) = Z D3 pu(z).
j=1

La (1.1) si chiama equazione di Poisson.

(1.2) Teorema Sia pu > 0. Allora per ogniw € S(R?) esiste una ed una solau € S(R?)
che soddisfi la (1.1). Inoltre risulta

u(z) :/ww(y) dy .

dr|z — y|

Dimostrazione. Sia u € S (Rg) una soluzione della (1.1). Applicando la trasformata di

Fourier membro a membro, si ottiene
(1% + 1*)a(€) = w(),

ossia
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Dall’iniettivita della trasformata di Fourier si deduce che la (1.1) ammette al pitt una
soluzione in § (]R3).

Viceversa, se poniamo

1
€17 +

si verifica facilmente che v € S(R?). Posto u = ¥, risulta che u € S(R?) e risolve la (1.1).

v(§) = w(E),

Dall’Esempio (1.17) segue che ——— ¢ la trasformata di Fourier di

€17 + n?

\/zexm—mx) |
2 ||
ulw) = (27)2 V[_/emn;fz_y)(wdy_

/ww@)d%

|z — y|

Pertanto risulta

da cui la tesi. m

La dimostrazione del teorema precedente suggerisce delle interpretazioni general-

izzate dell’equazione di Poisson.
(1.3) Definizione Sia u > 0. Per ogni w € L*(R3;C), definiamo u € L*(R3;C)
ponendo

1
€] + p?

IS
I
S«

v(§) = w(E),

Diciamo che u ¢ la soluzione generalizzata in L*(R3;C) della (1.1).

Osserviamo che in effetti si ha
~V%u 4 pPu = w
nel senso di S’ (R3).

(1.4) Definizione Per ogni w € L'(R3;C) N L?(R3;C), definiamo u € Cy(R3;C)
ponendo
1

v(§) = |£‘2 w(g), u

Diciamo che u ¢ la soluzione generalizzata in Co(R3;C) dell’equazione

Il
S

—Vu(z) = w(z).
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Osserviamo che da w € L'(R3;C) N L?(R3;C) segue @ € Cy(R3;C) N L3(R3;C).
1
Risulta allora e w(¢) € LY(R?; C), quindi u € Cy(R?;C).
Inoltre si ha

u(w) = [ o w)dy.

dr|z — y|

—Vu=w

nel senso di S’ (R3).

2 L’equazione di Schrodinger

Sia > 0 e sia V : R3 x R — R una funzione data. Si consideri il problema di trovare

le funzioni u : R3 x R — C tali che
(2.1) iDyu(z,t) = —puV2u(x,t) + V(z, t)u(z,t),

dove

Z D% Zj

La (2.1) si chiama equazione di Schrédinger. Noi ci limiteremo a considerare il caso

vV =0.

(2.2) Teorema Per ogni up € S(R?) esiste una ed una sola u € C*(R* x R;C) tale
che
iDyu(z,t) = —uViu(z,t)  V(z,t) € R xR,

u(-,t) € S(R?) VteR,

(2.3) )
sup [ |u(z,t)|*dx < +o0,
teR

u(z,0) = up(z) Vr € R3.

Inoltre per ogni t € R si ha

/\u(m,t)]zdx:/\uo(a:)lzdaz

e per ogni (z,t) € R® x R con t > 0 risulta

u(a:,w:—ﬁ)g (F5+75) [oe (4 b= o) wlw)an.
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Dimostrazione. Siau € C*°(R? x R; C) una funzione soddisfacente la (2.3). Supponiamo

inoltre che esista w € L*(R3) tale che
(2.4) u(z, )] + | Dru(z, )] < w(z)

per q.o. € R? ed ogni t € R. Allora, definita v : R3 x R — C attraverso

1 )
v(,t) = (27r)% /u(x,t) exp(—i - x)dx,

si verifica facilmente che {t — v(¢&,t)} & di classe C'!' per ogni & € R3 e soddisfa
iDp(&,) = plglv(&, 1) V(E1) eRP xR,

(2.5) v(-,t) € S(R?) VteR,
v(&,0) = to(§) VEER®.

A sua volta, la (2.5) implica che

(2.6) V(E, 1) € RY X R v(&, 1) = exp (—pilg[2t) i (€)

In effetti, si puo dimostrare che la (2.6) vale, anche se la (2.4) ¢ sostituita dalla condizione

sup/|u(w,t)\2d:c < 400.
teR

Dall’iniettivita della trasformata di Fourier si deduce che il problema (2.3) ammette al
pil una soluzione.

Viceversa, se poniamo
(€, t) €R® x Rt v(€,t) = exp (—pil¢]*t) o (€),

si verifica facilmente che v € C™°(R3 x R; C), soddisfa la (2.5) e risulta |v(¢,t)| = | (€)],

per cui

veeR: [l ol ds= [ lan()P d.

Se si definisce u : R? x R — C ponendo

u(ar t) = —— / v(E.t) exp(i€ - ) de |

(2m)2
risulta che u € C°(R3 x R;C) e soddisfa la (2.3). Per I'identita di Parseval, si ha pilt

precisamente

VteR: /|u(:r3,t)]2dm:/|u0(az)\2dm.
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Di conseguenza esiste una ed una sola u € C*®°(R? x R;C) che soddisfi la (2.3)

Osserviamo infine che, per ogni ¢t > 0, si ha
1 [ 1 ( 1 ﬂ 2
2uit | 2pt \V2 V2 '
Per il Teorema (3.16), la funzione

{&— exp (—pil¢*t)}

¢ la trasformata di Fourier rispetto alla variabile z della funzione

e [ (G 32)] oo ()}
Ne segue che

u(a,t) = 13 [L (7—£>]3/exp<——l —y|2> o(y) dy =

(2m)
G fl s
- (mluf)% ( 2> /exp <4ut _y|2) o)

per cui la dimostrazione ¢ completa. m

o G ) )

8(mut)?

¢ spesso chiamata il propagatore libero.
La dimostrazione del teorema precedente suggerisce un’interpretazione generalizzata

La funzione

dell’equazione di Schrédinger.
(2.7) Definizione Per ogni ug € L*(R3;C), definiamo i, : R — L?(R3; C) ponendo

[0(1)](€) = exp (—pil€[*t) o (€) .

u(t) = F(o(t)).-
[a(t)](x) ¢é la soluzione generalizzata del problema
t) inR3 xR,

su R?.

Allora diciamo che u(x,t) :=
iDyu(z,t) = —puVu(z,
U({L‘, 0) = Uo(SL’)

Osserviamo che evidentemente u(z,0) = ug(x) per q.o. x € R?

ViteR: /|u(:c,t)]2dx:/|u0(x)\2d$.
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3 L’equazione di Klein-Gordon

Siano ¢ > 0, m > 0 e w : R? x R — C. Si consideri il problema di trovare le funzioni

u:R? x R — C tali che
(3.1) Diu(z,t) — AV2iu(z, t) + m*u(zr,t) = w(z,t).

La (3.1) si chiama equazione di Klein-Gordon.

(3.2) Teorema Per ogni ug,u1 € S(R?) esiste una ed una sola u € C*°(R® x R;C)
tale che

DZu(w,t) — AV2u(z,t) + m2u(x,t) =0 V(z,t) € R3 x R,
(3.3) u(-,t) € S(R*) , Dyu(-t) € S(R?) VteR,

u(z,0) = ug(z), Diu(x,0)=ui(zx) Vz € R3.

Inoltre per ognit € R si ha
/ (|Deu(z,t)|* + 2| Vau(z, t)[* + m?|u(z,t)|?) dz =
— [ (m@P + EVus()? + mluo(a)P) do.

Se poi ug, u1 sono a valori reali, allora anche u é a valori reali.

Dimostrazione. Sia u € C*°(R? x R; C) una funzione soddisfacente la (3.3). Supponiamo

inoltre che esista w € L*(R3) tale che
(3-4) [u(z, )| + [Dyu(z, t)] + [ Dipu(z, )] < w(z)

per q.o. x € R ed ogni ¢t € R. Allora, definita v : R3 x R — C attraverso

v(&,t) = /u(m,t) exp(—i - x)dzx,

(2m)3
si verifica facilmente che {t — v(&,t)} & di classe C? per ogni & € R3 e soddisfa
Diu(€,t) + (PE[* +mP)v(&,t) =0 V(1) € RP xR,
(3.5) v(-,t) € S(R¥) , Du(-,t) € S(R?) VteR,
v(€,0) =a0(§), Dw(0)=u(f) VEER?.

A sua volta, la (3.5) implica che

(3.6) ¥(&.1) € RY X R: v(&,t) = cos (1/@PEP +m?) do(€) +

sin (t\/02|§\2+m2) )
NG e
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In effetti, si pud dimostrare che la (3.6) vale, anche senza supporre la (3.4).
Dall’iniettivita della trasformata di Fourier si deduce che il problema (3.3) ammette
al pitt una soluzione. Osserviamo anche che risulta v € C®(R? x R;C). Se m > 0, &

evidente. In generale, definiamo due funzioni olomorfe ¢, : C — C ponendo

00 k S k
i _ k z . _ k z
k=0 k=0
Allora risulta
VzeC: ¢(2?) =cosz, 2h(2%) =sinz,

per cui
(€, 1) = @ (B (Pl +m?)) a0 (€) + to (([]* +m?)) @ (€).

Pertanto si ha v € C*°(R3 x R;C) in ogni caso.

Viceversa, se poniamo
V(E ) ERD X R: u(6,t) = (B(IER +m?) 0(€) + 1 (B(IEP +m?) i (€).
si ha che v € C%(R? x R; C), soddisfa la (3.5) e risulta
WteR: [ (Dl 0 + (PP +m)ole, ) dé =
= [ (i@ + (6P +mdlan(©)?) de.
Se si definisce u : R? x R — C ponendo

u(x,t) =

L / o(E.t) expli€ - ) de |

(2m)}
risulta che u € C°(R3 x R;C) e soddisfa la (3.3). Inoltre, dalla identita di Parseval,

segue che per ogni ¢t € R si ha
/ (IDyu(z, ) + A Vau(z, ) + m?|u(z, 1)) do =
:/(|u1($)|2+02|Vu0(33)2+m2|u0(:n)|2) dz

Infine, se ug,u; sono a valori reali, si verifica facilmente che anche Re u risolve (3.3). Per

I'unicita deve essere u = Rewu, ossia u € a valori reali. m

La dimostrazione del teorema precedente suggerisce un’interpretazione generaliz-

zata dell’equazione di Klein-Gordon.
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. ernizione er ognt upg, U1 € N efintamo u,v : — ; 0-
(3 7) Definizi P g J ’ LQ(R37C)7 d.ﬁ ' ~7~ R LQ(R?):(C) p

nendo
[B(1)](€) = w (£2(*€]* +m?)) 4o (&) + tv (£2(*|E]* +m?)) @ (€),
() = F((1)
Allora diciamo che u(x,t) := [a(t)](x) é la soluzione generalizzata del problema

DZu(z,t) — 2V2u(z,t) + m*u(x,t) =0 inR3 xR,
u(z,0) = ugp(z), Diu(x,0)=ui(zx) su R3.

(3.8) Teorema (Disuguaglianza dell’energia) Sia w € C®(R? x R;R), sia u €
C>™(R? x R;R) una soluzione dell’equazione di Klein-Gordon e siano o € R3, T,r > 0.

Allora si ha

/ (\Dtu(x,T)|2 + A\ Vou(z, T))? + m2]u(x,T)\2) dzx <
B(zo,r)

< / (1D, 0)[2 + A |V gl 0) + mu(x, 0)[2) dr +
B(zo,r+cT)

+2// w(z,t)Dyu(z, t) dedt ,
A
dove

A={(2,t) e R**]0,T[: |[x —mo| <7 +c(T—1)} .

In particolare, se W, U sono nelle stesse condizioni, W = w su A e & = u, Dyt = Dyu su

B (zo,r + cT') x {0}, si ha u =wu su B (xg,r) x {T}.

Dimostrazione. Sia
I'={(z,t) e R®*)]0,T[: |z — x| =7+ c(T —t)}

e sia v = (v, 14) il versore normale esterno a A. Dalla Formula di Gauss-Green si deduce

che
// wDudrdt = // (ththu - 02V§thu + m2thu) dxdt =
A A
= // (ththu +AVu - (DsVu) + m2thu) dxdt +
A

- / EDyu(Vau - vp) dH3 (1),
r
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ossia

// Dy (|Dyul?® + 2| Vul® + m?|ul?) dedt = 2/ A Dyu(Vau - vy) dH? (x,t) +
A

r
+2 // wDyu dxdt .
A

Applicando una seconda volta la Formula di Gauss-Green, si ottiene
// D, (]Dtu]2 + 2| Vul? + m2|u]2) dxdt =
A
= / (IDyul® + | Vul® + m?|ul®) vz, t) dH? (2, t) =
oA
::/ (|Dyu(z, T2 + |V u(z, T)2 + m?|u(z, T)?) dz +
B(zo,r)
- (| Dyulz, 0)|2 + 2| Vu(z,0)|? + m?|u(z, 0)]2) dx +
B(zo,r+cT)
+l/(M%Mﬁjﬂ2+caVﬂKx¢N2+nﬂWCuﬂF)w@gﬂdH%xj)
r
Osservando che vy(x,t) = c|vy(z,t)] su T, si deduce che
l/ (1Dsu(e. T) + AV aule, T)? + m?lu(z, T)?) da +
B(zo,r)
_/ (1D, 0) + |V gulx, 0)2 + mfu(z, 0)%) dx =
B(zo,r+cT)
=~ [ | (Dt + (T sutw, O + (e, 0)7) e, t) +
ril
—2¢? Dyu(z, 1) (Vpu(z, t) - va(z, t))] dH3(x,t) + 2// w(z,t)Dyu(z,t) dedt <
A

<l

—clvg(z,t)| (|Dtu(x,t)]2 + 02|qu(:v,t)\2)] dH3(z,t) +

(|1Dyu(z,t)|? + 2| Vau(z, t)|* + m?u(z, t)|?) w(z, t) +

+2//Aw(x,t)Dtu(x,t) dxdt =
= —/Fm2|u(aj,t)\21/t(ac,t) dH3(:c,t)+2//Aw(:1:,t)Dtu(x,t) dxdt <
gz/AwmﬁDm@ﬁ¢ML

Consideriamo ora anche w, @i. Evidentemente la funzione @ — u risolve I’equazione di
Klein-Gordon con secondo membro @ — w, che € nullo su A. Inoltre si ha Di(a—u) = 0,
Vae(t—u) =0, a—u=0suB(zg,r+ cI') x {0}. Dalla Disuguaglianza dell’energia, si

deduce che @ —u =0 su B (zg,r)m
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(3.9) Teorema Siano ug,u; € C®°(R3R). Allora esiste una ed una sola u € C*°(R3 x

R;R) tale che

DZu(z,t) — AV2u(z,t) + m*u(x,t) =0 inR3 xR,
u(x,0) =ug(z), Diu(x,0)=ui(zx) su R3.

Inoltre, dati xo € R3, T,r > 0, si ha che i valori di u su B (xg,r) x {T'} dipendono solo

dai valori di ug,uy su B (xg,r + cT).

Dimostrazione. Dato un aperto limitato € in R? x R, sia R > 0 tale che
QC{(z,t) eR*xR: |2| < R—clt|} .

Sia ¥ € C2°(R?) tale che ¥(z) = 1 se |z| < R. Poiché Jug,Ju; € S(R?), esiste una ed
una sola soluzione uy di (3.3) con tali dati iniziali. Poniamo per definizione u = uy su 2.
Per la Disuguaglianza dell’energia, i valori di uy su € dipendono soltanto dai valori di
Yug, Juy su B (0, R). Pertanto la definizione di u ¢ indipendente da 9. Si verifica allora

facilmente che u ha i requisiti richiesti. m

(3.10) Teorema Sia w € C®(R3 x R;R) e siano ug,u; € C°(R3R). Allora esiste
una ed una sola u € C®°(R3? x R;R) tale che

Diu(z,t) — *V2u(z,t) + m?u(z, t) = w(z,t) in R3 xR,
u(z,0) = up(z), Diu(x,0)=u;(x) su R3.

Inoltre, dati xo € R3, T,r > 0, si ha che i valori di u su B (xqg,r) x {T} dipendono solo

dai valori di ug,u1 su B (xg,7 4+ ¢T') e dai valori di w su

{(z,1) € R3x]0,T[: |& — xo| < r+cT—1t)} .

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione. m

(3.11) Corollario Siano ug,u; € C*(R;R). Allora esiste una ed una solauw € C*(Rx
R;R) tale che

DZu(z,t) — D2 u(z,t) = 0 inR xR,

u(x,0) =ug(z), Diu(x,0)=wui(zr) sulR.
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Inoltre per ogni (z,t) € R x [0, +o00[ si ha
1 1 T+ct
u(x,t) = —uo(x +ct) + zup(x — ct) + — / ui(y) dy .
2 2 2% ).,

Dimostrazione. Supponiamo inizialmente ug,u; € S(R). Allora sappiamo che, se poni-

amo
v(& t) = (271)% /u(a:,t) exp(—ilx) dx ,
risulta
vet) = cosfetg)in(e) + 0 an(e) -

— 5 explict)in(€) + 5 exp(—icte)in€) + Ty g).

Per I’'esempio (1.15), si ha che
sin(ct§)
c§

¢ la trasformata di Fourier di

\/g % X[-1,1] (x/(ct)) = \/g % X[—ct,ct] (CL‘) :

Pertanto

¢ la trasformata di Fourier di

1f1/ @—pumdy =~ [ w)d
Ve [ Nraa@—vubdy =g | wy)dy.

D’altronde exp(zicté)up(§) e la trasformata di Fourier di ug(z £ ct). Ne segue

1 1 1 x+ct
u(z,t) = iuo(x+ct)+§uo(x—ct)+% / ) u1(y) dy .
Xr—C

Tenuto conto della costruzione messa in atto nella dimostrazione del Teorema (3.9), si

ha che la formula vale anche nel caso generale. m



Capitolo 4

Operatori notevoli in ?

1 L’operatore di moltiplicazione

(1.1) Definizione Sia a € M(R";C). Definiamo un operatore M, in L*(R™;C) po-

nendo

D(M,) = {u € L*(R";C) : au € L*(R™;C)} ,

Mou = au.
Diciamo che M, ¢ l'operatore di moltiplicazione associato ad a.

(1.2) Teorema L’operatore M, é normale ed ha per aggiunto [’operatore di moltipli-

cazione M- associato ad a.
a

In particolare, se a € a valori reali, ’operatore M, é autoaggiunto.

Dimostrazione. Sia u € L?(R";C) e sia
Uh = UX{z€R": |a(z)|<h} -
Allora up, € D(M,) e per q.o. x € R" risulta
limon () = u(@),  Ju(r) — un()] < Ju(z)].

Dal Teorema della convergenza dominata si deduce che uj, — u in L?(R™;C), per cui
D(M,) & denso in L?(R";C).

Sia ora (uj) una successione in D(M,) convergente in L?(R™;C) ad u con (auy)
convergente a w in L2(R"; C). Sia (uy,) una sottosuccessione convergente ad u puntual-

mente q.o. e sia (up, ) una ulteriore sottosuccessione tale che (aup, ) sia convergente a
°j J

88
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w puntualmente q.o. Allora risulta au = w q.o. in R". Ne segue u € D(M,) e Myu = w,
per cui il grafico di M, é chiuso.

Sia v € D(M}). Risulta quindi

Yu € D(M,) : /au;dx = /uM;v dx

ossia
Yu € D(M,) : /u(gv — M;v) dx =0.
Scegliendo
u = (g’U - M&kv) X{z€R": |a(z)|<h} »
si ottiene

2
X{eeRn: |a()|<n} 42 = 0,

/ )Ev — M;v

da cui M}v = av q.o. in {z € R" : |a(x)| < h}, quindi M}v = av q.o. in R™. In

particolare, risulta av € L2 (R™; C). Viceversa, & facile verificare che, se av € L2 (R™; C),
allorav € D(M}) e Miv = av. Pertanto 'aggiunto di M, & I'operatore di moltiplicazione

associato ad a.

Dal momento che aau = aau, € ovvio che My M, = M,M}, per cui M, € normale. m

(1.3) Teorema Sia a(x) = ;. Allora loperatore di moltiplicazione M, é autoaggiunto

con o(M,) = 0c(M,y) =R, 0,(M,) = 0,(M,) = 0.

Dimostrazione. Essendo a una funzione a valori reali, M, ¢ autoaggiunto. Ne segue
o(M,) CR e o,.(M,) = 0.

Se A € R, u € D(M,) ed au = Au, si ha (z; —A)u(z) =0 q.o. in R”, quindi u(z) =0
q.o. in R™. Pertanto o,(M,) = 0.

Inoltre per ogni A € R esiste w € L?(R™;C) tale che (z; — A\)~lw(z) ¢ L*(R™;C).
Ne segue che M, — AId non ¢ suriettivo, per cui R C o(M,). m
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2 L’operatore di derivazione

(2.1) Definizione Sia j=1,...,n e sia
D(D;) = {u € L*(R";C) : Dju € L*(R%;C)} ,

dove Dju ¢ la deriwata di u nel senso di S'(R™). Allora D; puo essere visto in modo
naturale come un operatore in L*(R";C).

Poniamo anche

H'(R™C) := {ue L*(R"C): Djue L*(R";C) Vj=1,...,n}.

(2.2) Teorema L’operatore D; é normale ed ha per aggiunto —D;. Inoltre risulta
D(D;) = {u € L*(R™;C) : &u(€) € L*(R™;C)} .
Dimostrazione. Poniamo a(§) = i&; e consideriamo 'operatore M, di moltiplicazione

associato ad a. Si intende quindi che

D(M,) = {veL*R%C): igu(¢) € L*(R%;C)} =
= {ve L*R™C): &u(€) € L* (R C)} .

Poiché i = —1, si ha che M, & normale ed ha per aggiunto —M,.
Poiché F : L?(R™; C) — L?*(R™; C) ¢ lineare, biiettiva e conserva il prodotto scalare,
& ovvio che I'operatore F 1 M, F con dominio F~(D(M,)) & normale ed ha per aggiunto

—F~'M,F. Per le proprieta della trasformata di Fourier, risulta

FUD(M,) = {ueL*R"C): &u(¢) € L*(R™C)} =
= {ue L*(R"C): Djue L*(R"C)},

F'My,Fu = Dju,

da cui la tesi. m

(2.3) Teorema L’operatore 1 D; ¢ autoaggiunto con

1 1 1 1
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Dimostrazione. Poiché
1 -1
= D;=F "M,F,

con a(§) = &, la tesi discende dal Teorema (1.3). m

3 L’operatore di Laplace

(3.1) Definizione Poniamo

H*(R™";C):= {ue H'(R"C): Djue H'(R";C) Vi=1,...,n}.

(3.2) Definizione Sia
D(V?) = {ue L*R";C): V’ue L*(R"C)},

dove V2 ¢ il laplaciano di u nel senso di S'(R™). Allora V? puo essere visto in modo

naturale come un operatore in L?(R™; C).

(3.3) Teorema L operatore V? ¢ autoaggiunto. Inoltre risulta

D(V?) = {u € L*(R™C) : [¢[*a(€) € L*(R";C)} = H*(R™;C),

o(V?) = 0.(V?) =] —0,0],  0,(V?) =0,(V?)=0.

Dimostrazione. Poniamo a(¢) = —|¢|? e consideriamo I'operatore M, di moltiplicazione

associato ad a. Si intende quindi che
D(M,) = {U € LQ(R";(C) : |§]2v(§) € L2(]R”;(C)} .

Poiché a ¢ a valori reali, si ha che M, ¢ autoaggiunto. Allora l'operatore F~'M,F
con dominio F~1(D(M,)) & autoaggiunto. Per le proprieta della trasformata di Fourier,

risulta

FHDM,)) = {ueL*R%C): [¢a) e L*(RC)} =
= {ue L*(R%;C): Viue L*(R%;C)},
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F M, Fu=Vu.

Se u € H?(R™;C), si ha D]zku € L?(R™;C) per ogni j,k = 1,... ,n, quindi V?u €
L*(R"™;C). Risulta quindi H2(R";C) C D(V?). Viceversa, sia u € D(V?). Poiché
&1 < 51+ €%, st ha &a(€) € LHR™C), quindi v € H'(R";C). Inoltre risulta
& F(Dju)(€) = i&p&;a(), quindi &F(Dju)(€) € L*(R™;C), da cui Dju € HY(R™;C).
Pertanto D(V?) C H?(R"; C).

La dimostrazione dell’'ultima affermazione ¢ una semplice variante di quella del

Teorema (1.3). m
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