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Capitolo 1

Teoria della misura

1 Spazi di misura

(1.1) Definizione Sia X un insieme. Diciamo che una famiglia O di sottoinsiemi di X

¢ una o—algebra in X, se le sequenti proprieta sono soddisfatte:
(a) 0 € M;
(b) per ogni E € M si ha X \ E € M;
(c) se (Ep) € una successione in M, risulta Ej E, € M.
h=0

Un sottoinsieme E di X si dice 9M—misurabile (o, pit semplicemente, misurabile), se

EeMm.

(1.2) Definizione Sia X un insieme. Diciamo che una funzione p : B (X) — [0, +o0]

¢ una misura esterna su X, se valgono i sequenti fatti:

(b) se ECF CX, siha

(c) se (Ey) € una successione in P (X), si ha
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(1.3) Definizione Sia p una misura esterna su un insieme X. Un sottoinsieme E di X

st dice p-misurabile, se per ogni F' C X si ha

W(F) = p(F OV E) + p(F \ E).

(1.4) Teorema Sia j una misura esterna su un insieme X. Allora la famiglia dei

sottoinsiems p—misurabili di X e una o—algebra in X.

(1.5) Definizione Uno spazio misurabile ¢ una coppia (X,IM), in cui X é un insieme

e M e una o—algebra in X.

(1.6) Proposizione Sia (X,9M) uno spazio misurabile. Valgono allora i sequenti fatti:
(a) X € M;

(b) se (Ey) € una successione in M, risulta (| E, € M;
h=0

(¢) se {En: 0 < h <k} éuna famiglia finita con E, € M per ogni h =0,...,k, si ha

k k
UEem, (N E.em;
h=0 h=0

(d) se By, Ey € M, si ha By \ E; € M.

Dimostrazione. L’affermazione (a) segue dal fatto che X = X \ (). Inoltre, se (E},) ¢ una

successione in 9N, risulta

N =X\ (G(X\Eh>> |

h=0
da cui la (b).
Ponendo Ej, = () per ogni h > k + 1, si ottiene

k )
U Eh = U Eh7
h=0 h=0

mentre, ponendo Ej = X per ogni h > k + 1, si ottiene
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Ne segue la (c).
Infine si ha

Ey\ By =X\ ((X\ E2)UE),

da cui la (d). m

(1.7) Proposizione Sia {9, : j € J} una collezione non vuota di o—algebre in un

insieme X. Allora () 9, é una o—algebra in X.
jes

Dimostrazione. La semplice verifica puo essere svolta per esercizio. m

(1.8) Definizione Sia § una famiglia di sottoinsiemi di un insieme X. Poiché B (X)
¢ una c—algebra in X, la collezione di tutte le c—algebre in X contenenti § non € vuota.
L’intersezione di tali o—algebre si chiama o—algebra generata da §. Si tratta della piu

piccola o—algebra in X contenente §.

(1.9) Definizione Sia X uno spazio metrico. Denotiamo con B (X) la o—algebra in X

generata dagli aperti di X. Gli elementi di X si chiamano sottoinsiemi boreliani di X.
Evidentemente ogni aperto ed ogni chiuso in X ¢ un boreliano in X.

(1.10) Definizione Sia (X,9M) uno spazio misurabile. Diciamo che una funzione

w9 — [0, +00| € una misura su M, se valgono i sequenti fatti:

Combinando la (a) e la (b), si deduce che, per ogni famiglia finita

{Ej : 0 < h <k} CIM costituita da insiemi a due a due disgiunti, si ha

I (U Eh) = (k).

h=0
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(1.11) Definizione Uno spazio di misura (o spazio mensurale) é una terna (X, MM, u),

i cut X e un insieme, IM una o—algebra in X e p una misura su IN.

(1.12) Proposizione Sia (X, 0, 1) uno spazio di misura. Valgono allora i seguenti

fatti:
(a) se By, Ey € M ed By C Ey, si ha p(Ey) < p(Es); se in pin pu(Ey) < +oo, risulta

w(Ea \ By) = p(Ey) — p(Ey);

(b) se (Ey) é una successione in M, si ha

iz (U Eh> <D ulEn);

h=0

(c) se (Ey) € una successione crescente in M, si ha

I (hL_JO Eh) = lim p(Ep) ;

(d) se (En) € una successione decrescente in I con
st ha

I (}DO Eh) = lim p(Ep) .

Dimostrazione. (a) La proprieta discende dalla formula

p(EL) + p(Ea \ Er) = p(Es) .

(b) Se si pone
AO = EO )

Vh21 Ah:Eh\(E()U"'UEh,l),
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si ha che gli Aj, sono MM—misurabili ed a due a due disgiunti con

Ua=UE.
h=0 h=0
Ap C By

Ne segue
I (U Eh) =1 (U Ah) = (A <> u(E).
(¢) Se si pone
Ay = Ey,
Vh>1: Ap=E,\ Ep_1,

si ha che gli Aj sono MM —misurabili ed a due a due disgiunti con

U Ap = U Ey,
h=0 h=0

k

B = p(An).

h=0

Ne segue

I (U Eh) =p (U Ah) = (A
= h,ﬁn (Z M(Ah)> = liin,u(Ek) :

(d) Sia k € N tale che u(Ey) < +o0o. Se si pone A, = Ej \ Ej, si ha
I (hL—JOAh) = lim p(Ap) .

D’altronde risulta

Vth‘ Eh:Ek\Ah,

() En = Ex \ (UAh) :
h=0 h=0
Ne segue

() 01)-

h=0
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= p(Ey) = lim p(Ap) = lim p(En) ,

da cui la tesi. m

(1.13) Definizione Sia (X, M, i) uno spazio di misura e sia E C X. Diciamo che E ¢é
pu—trascurabile, se £ € M e u(E) = 0.

(1.14) Definizione Sia (X,9M, 1) uno spazio di misura. Diciamo che p ¢ o—finita, se

esiste una successione (Ep) in M con pw(E,) < 400 e X = |J Ep.
h=0

A meno di sostituire E, con Ej = EyU -+ U E}, si puo sempre supporre che (Ejy)
sia crescente. A meno di sostituire Ej; con EO = EO, Eh = Eh \ Eh,l per h > 1, si puo

sempre supporre che gli Ej;, siano a due a due disgiunti.

(1.15) Esempio Sia p una misura esterna su un insieme X e sia M una o—algebra
i X costituita da sottoinsiemi p—misurabili.

Allora jusn € una misura.
Il prossimo teorema mostra che ogni misura puo essere ottenuta con tale procedura.
(1.16) Teorema Sia (X,IM, u) uno spazio di misura. Per ogni E C X poniamo
p*(E) :=inf{u(G): GeM, ECG}.
Valgono allora i sequenti fatti:
(a) p* € una misura esterna su X ;
(b) per ogni E € M si ha che E é pu*—misurabile e p*(E) = pu(E);
(¢) p* éo—finita se e solo se p € o—finita;
(d) per ogni E C X esiste G € M tale che E C G e u(G) = pu*(E).
Dimostrazione.
(d) Sia E C X. Per ogni h > 1 sia G, € M tale che E C Gp, e u(Gy) < p*(E) + 1/h.

Allora risulta

ﬁGheim, EC ﬁGh,

h=1 h=1
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quindi

w(B) < p (ﬂ Gh) < u(Gh) < p(B) + %

h=1

per ogni h > 1, per cui G = (| G}, ha i requisiti richiesti.

h=1
(a) Evidentemente si ha p*(0) = 0 e p*(E;) < p*(E;) ogniqualvolta F; C Ey C X. Sia
(Ep) una successione di sottoinsiemi di X. Per ogni h € N, sia G, € 9 tale che E;, C G,

e u(Gy) = p*(Ey). Tenuto conto che

GGhema GEthGha
h=0 h=0

h=0
ne segue
I (U Eh) <u (U Gh) <> wGh) =D (Ey).
h=0 h=0 h=0 h=0

(b) Sia E € M. Dato F' C X, sia G € M tale che F C G e pu(G) = p*(F). Allora risulta
GREeM, FNECGNE, G\EeM, F\ECG\E,

quindi

W FENE)+p (F\E) < u(GNE)+ G\ E) =pu(G) =p(F).

Ne segue la p*—misurabilita di E.

Ovviamente risulta p*(E) < p(E). D’altronde per ogni G € M con E C G si ha
u(E) < u(G). Ne segue pu(E) < p*(E).
(c) Se p & o—finita, segue dalla (b) che anche p* ¢ o—finita.

Viceversa, sia p* o—finita e sia (Fj) una successione di sottoinsiemi p*—misurabili

di X con p*(Ep) < 400 e X = |J Ej. Sia Gy, € M tale che E, C G, e u(Gp) = p*(Ep).
h=0

Allora X = |J G, per cui p ¢ o—finita. m
h=0

(1.17) Definizione Sia (X,9M, 1) uno spazio di misura. Denotiamo con p* la misura

esterna introdotta nel teorema precedente.

(1.18) Definizione Sia X uno spazio metrico. Una misura boreliana su X é una misura

definita su B (X).
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(1.19) Teorema Sia pu una misura esterna su uno spazio metrico X . Allora sono fatti

equivalentu:

(a) ogni aperto di X é pu—misurabile;

(b) ogni boreliano di X é u—misurabile;

(c) per ogni coppia E, F di sottoinsiemi non vuoti di X con
inf{d(z,y): z€ E,y € F} >0

siha n(EUF) = pu(E)+ u(F).
Dimostrazione.
(a) = (b) Sia M la famiglia dei sottoinsiemi g—misurabili di X. Allora 9t ¢ una

o—algebra in X contenente gli aperti di X. Ne segue B (X) C 9.

(b) = (c¢) Siano E, F' come nella (c) e sia
o=inf{d(z,y): x € E,y€ F} .

Posto
A={reX:dxF) <o},

risulta F C Aed ANF = (. Essendo aperto, A ¢ u—misurabile. Ne segue
(B U F) = u((EUF) N A) + u((EUF)\ A) = u(E) + p(F).

(¢) = (a) Per la (b) della Definizione (1.1), ¢ sufficiente dimostrare che ogni chiuso &

p—misurabile. Dato un chiuso non vuoto C'in X, basta provare che
p(F) 2 p(F0C) + p(F\ C)

per ogni F' C X con p(F) < +o0.

Poniamo per ogni A > 1
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Poiché
. 1 1
Hlf{d(l',y) s x €Sy y€E Sh+2} > h——|—1 — h——|—2 >0,
si ha
Vh =1 pu(Sh) + p(She2) = p(Sh U Sh2) -
Ne segue
k k
> ul(San) = o <U S%) < u(F),
h=1 h=1
k k
ZM(Szh—1) = U <U SZh—l) < u(F),
h=1 h=1
quindi
2k
h=1
da cui si deduce che .
Zu(Sh) < 400
h=1

Essendo C' chiuso, si ha

r¢g C<—d(z,C)>0,

quindi

VE>1: F\C—AkU<USh> :

h=k

Pertanto risulta

u(E\C) < p(Ar) + ) u(Sh) -

Tenuto conto che

1
inf {d(z,y) : xEFﬂC,yEAk}ZE>O,

ne segue

w(F) Z p(FNC)UAL) = u(FNC)+ p(Ay) 2

> w(FNC)+u(F\C) = pu(Sh).

Passando al limite per £ — +o00, si ottiene

u(F) 2 p(FNC) + p(F\C),
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da cui la g—misurabilita di C. m

(1.20) Corollario Per ogni m > 1 i boreliani di R™ sono H™—misurabili. Pertanto

H%(Rn) e una misura boreliana su R™.

(1.21) Teorema Sia X uno spazio metrico e sia p una misura boreliana su X. Allora
per ogni E € B (X) con u(E) < 400 e per ogni € > 0 esiste un chiuso C' in X tale che
CCFEepnFE\C)<e.

Dimostrazione. Sia E € B (X) con u(E) < 400 e sia M la famiglia dei G € B (X) con
la proprieta che per ogni € > 0 esistono un chiuso C' ed un aperto Ain X conC C G C A
ep((A\NC)NE)<e.

Evidentemente () € 9. Se G € M ed € > 0, siano C ed A come da definizione di 9.
Allora X \ A ¢ un chiuso e X \ C' ¢ un aperto con

X\VACX\GCX\C,

p(XNO)N(XNA))NE) = p((A\NC)NE) <e,

per cul X \ G € 9. Sia infine (Gj) una successione in M. Dato € > 0, esistono una
successione (Cy,) di chiusi ed una successione (Ay) di aperti in X con C, C G, C A, e

w((Ap\ Cp) N E) < 2771 Poiché

((gAh> ' (,Q)Ch>> nEc G(Ah\ch)ﬂE,

M((([’jAh) \ ([j c)> mE> < S (AN B) <<

D’altronde
(D)1 (Ue))oe)

¢ una successione decrescente in B (X)), su cui p ¢ finita, avente per intersezione

((G2)1(9e))e)

risulta
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(@) ) )

[0.9]
Allora C'= |J C, ed A = |J A, sono rispettivamente un chiuso ed un aperto in X con
h=0 h=0

Sia k£ € N tale che

CC U GrpCAepu((A\C)NE) <e. Pertanto M & una oc—algebra in X.
Se G ¢ un aperto in X con G # X, sia

1
= : > —
Ch, {xeX d(z, X\ G) 3 1}

Allora (C}) € una successione crescente di chiusi in X la cui unione ¢ G, per cui
((G\ Cp) N E) ¢ una successione decrescente di boreliani, su cui p ¢ finita, avente in-
tersezione vuota. Dato & > 0, esiste h € N tale che u((G\ Cy) N E) < e. Allora, posto
C=Cred A=G,sihaCCGC Aepu((A\C)NE) <e. Pertanto G € M.

Dal momento che 9t contiene gli aperti, si ha 9t = B (X). In particolare risulta
E € 9. Pertanto, dato ¢ > 0 e dati C' ed A come da definizione, si ha C C E e
pEN\C) =p((A\NC)NE) <e.m

(1.22) Definizione Sia Q un aperto in R™. Denotiamo con M (Q) la famiglia delle mi-
sure boreliane su Q) che siano finite sui compatti di Q). Gli elementi di M () si chiamano

anche misure di Radon (positive) su €.

Come e noto, la misura ETL%(Q) appartiene a M (2). Poiché Q2 & unione numerabile di

compatti, ogni u € M () ¢ o—finita.

(1.23) Teorema Sia Q un aperto in R" e sia p € M (). Allora per ogni E € B ()
valgono 1 sequenti fatti:

(a) per ogni e > 0 esiste un aperto A in S tale che E C A e uy(A\ E) <e¢

(b) per ogni e > 0 esiste un chiuso C in Q) tale che C C E e up(E\ C) < ¢

(c) esistono una successione decrescente (Ay,) di apertiin Q2 ed Ey € B (2) p—trascurabile
talt che

EUEy= ()4,
heN
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limp(An) = p(E);

(d) esistono una successione crescente (Kj) di compatti in ) ed Ey € B (Q) p—trascura-

bile tali che

= (UKh> UE,.

heN

Dimostrazione.
(a) Sia (Dy) una successione esaustiva di compatti in Q2. Dato € > 0, per il Teorema (1.21)

esiste una successione di chiusi (Cy) in © con Cp, Cint (Dy,) \ E e

p((int (Dp) \ Ch) \ E) = p ((int (Dp) \ B) \ Cp) < e27"71.

oo

Ne segue int (D) N E C int (Dy) \ Cy, per cui A = | (int (D) \ Ch) € un aperto in €
h=0
tale che ¥ C A. Inoltre risulta

PA\E) < p((int (Dy) \ Cy) \ E) <

(b) Sia A un aperto in €2 contenente Q \ E tale che u(A\ (2\ £)) <e. Allora 2\ A ¢ un

chiuso in €2 contenuto in F tale che

p(EN (Q\A)) = p(A\ (Q\ E)) <e

(¢) Per ogni h € N sia Ay, un aperto in €2 contenente E tale che

1

M(Ah\E)<h—+1~

A meno di sostituire A, con AgN---N A, possiamo supporre che la successione (A;) sia

Ey = (ﬂAh> \ E.

EUE,= ﬂ Ay,
heN

decrescente. Poniamo
Allora € ovvio che

ed inoltre
1(Eo) = p <ﬂ(Ah\E)> < u(An\ E) < %H,

heN
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per cui u(Ep) = 0.
Poiché
1

p(E) < u(An) < p(E) + il

risulta anche
lim p(Ap) = p(E).

(d) Sia (Aj) una successione decrescente di aperti in €2 contenenti Q2 \ E tale che

(ﬂAh>\<Q\E>=ﬂ<AmE>

heN heN

sia p—trascurabile e sia Cj, = Q \ A,. Allora (Cj,) ¢ una successione crescente di chiusi

in € contenuti in E tale che

E\ (Uch) =[(A,NE)

heN heN

sia p—trascurabile. Se poniamo

Ky = Cy,N Dy,
Eo=E\ (UKh> :E\(U@) :

si ha che (K}) ¢ una successione crescente di compatti in €2, Ey ¢ u—trascurabile e

E = (UKh> UE,,

heN

da cui la tesi. m

(1.24) Corollario Sia 2 un aperto in R" e sia p € M (2). Allora per ogni E € B ()
e per ogni € > 0 esiste un aperto A in Q) tale che E C A e u(A) < u(E) + €.

Dimostrazione. Sia A un aperto in € tale che £ C A e u(A\ E) < e. Allora risulta
1(A) = p(E) + A\ E) < p(E) + ¢,

da cui la tesi. m
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(1.25) Corollario Sia Q un aperto in R™ e siano A\, u € M (). Supponiamo che si
abbia A(A) = p(A) per ogni aperto A in SQ.

Allora risulta \(FE) = u(E) per ogni E € B (Q).
Dimostrazione. Sia E € B () e sia ¢ > 0. Sia A un aperto in  tale che £ C A e

u(A) < p(E) + €. Allora risulta

AE) < MA) = pu(A) < u(E) +e.

Per l'arbitrarieta di e, deve essere \(E) < u(E).

Scambiando A\ con p, si ottiene la disuguaglianza opposta. m

2 Funzioni misurabili

Nel corso di questa sezione, (X, ) denotera uno spazio misurabile.

(2.1) Definizione Sia Y wuno spazio metrico. Un’applicazione f : X — Y si dice
M —misurabile (o, pit semplicemente, misurabile), se per ogni aperto A in'Y ['insieme

FYHA) ¢ M—misurabile.

(2.2) Proposizione Siano Y uno spazio metrico e f : X — Y un’applicazione. Allora
sono fatti equivalenti:

(a) f e M—misurabile;

(b) per ogni chiuso C in'Y linsieme f~1(C) é 9M—misurabile;

(¢) per ogni boreliano B in'Y linsieme f~(B) ¢ M—misurabile.

Dimostrazione.

(a) = (c¢) Sia
N={ECY: f{(E)eM}.

Si verifica facilmente che 91 € una o—algebra in Y contenente gli aperti di Y. Ne segue

B (Y) C 9.
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(¢) = (b) E sufficiente osservare che ogni chiuso & boreliano.

(b)) = (a) Se A & aperto in Y, 'insieme

FTHA) =X\ [T\ A)

e M —misurabile. m

(2.3) Proposizione Sia f: X — R una funzione. Allora sono fatti equivalenti:

(a) f & M—misurabile;

(b) per ogni ¢ € R linsieme f~'(Jc, +00]) & M—misurabile;
(c) per ogni ¢ € R Uinsieme f~'([c, +00]) & M—misurabile;
(d) per ogni c € R linsieme f~([—o0,c[) & M—misurabile;

(e) per ogni c € R linsieme f~1([—o0,c]) ¢ M—misurabile.
Dimostrazione.
(b) = (¢) Si ha

per cui

¢ M —misurabile.

(¢) = (d) Si ha

(d) = (e) Si ha

per cui

¢ M —misurabile.

19



20 CAPITOLO 1. TEORIA DELLA MISURA

(¢) = (b) Si ha
(e, +o0]) = X\ fH([~o0,])..

(a) = (d) B sufficiente osservare che [—oo, ¢[ & aperto in R.

(d) = (a) Per ogni a,b € R

f ([ab]) = f7H([=00,0) \ f([—00,al)

k
e M—misurabile. Se P = | [ap, by € un pluri-intervallo regolare in R, anche
h=0

k

£ Py = £ (ansbaD)

h=0

oo

¢ M—misurabile. Se A ¢ un aperto in R, si ha A = (J P, dove (P,) ¢ una successione
h=0

crescente di pluri-intervalli regolari. Ne segue che

Ay =Ure

& M—misurabile. Sia infine A un aperto in R. Anzitutto

fH(=o0) = () f ([0, =D, f7'(Ho0) = X\ (J f!([~00, h])

sono M—misurabili. Inoltre A NR ¢ aperto in R, per cui f~'(ANR) ¢ PM—misurabile.

Allora anche f~!(A) & M—misurabile, essendo uguale a f~'(ANR) eventualmente unito

a fl(—c0)e f(+00). m

(2.4) Corollario Sia f: X — R una funzione MM—misurabile. Allora per ogni a,b € R
gli insiemi f~'(Ja,b]), f~'([a,b]), f~*(Ja,b]) e f~'([a,b]) sono M—misurabili.

Dimostrazione. Per ogni ¢ € R gli insiemi

fH e +ocl),  f7H(le,+od]),  fH([=o0el), (=00, )
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sono JM—misurabili, in quanto controimmagini di un aperto o di un chiuso in R. Ne segue

che per ogni a,b € R gli insiemi

f(ab) = f(Ja,+o0]) N fH([—00,0]),
(e b)) = f7([a,+o0]) N fH([—00,0]),
(e b)) = f(Ja,+o0]) N fH([—00,0]),
f7H(ab) = f(la, +o0]) N f7H([—o00, b))

sono tutti PMt—misurabili. m

(2.5) Definizione Siano Yy ed Yy due spazi metrici. Un’applicazione f Y, — Ys si dice

boreliana, se ¢ B (Y1) —misurabile.

(2.6) Teorema Siano Yy, Y, due spazi metrici e sia f : Y7 — Yo un’applicazione
continua.

Allora f e boreliana.

Dimostrazione. Per ogni aperto A in Y3, 'insieme f~1(A) ¢ aperto in Y1, quindi boreliano.

(2.7) Teorema Sia f: R" — R una funzione boreliana. Allora f & H™—misurabile per

ogni m > 1.

Dimostrazione. Per ogni ¢ € R l'insieme f~!(]c, +00]) & boreliano in R", quindi H™—mi-

surabile per il Corollario (1.20). m

(2.8) Teorema Siano Y1, Y, due spazi metrici, f : X — Y] un’applicazione M—misura-
bile e g : Y1 — Yo un’applicazione boreliana.

Allora (g o f) é M—misurabile.

Dimostrazione. Se A ¢ aperto in Y, la controimmagine g~!(A) & boreliana in Y;. Dalla
Proposizione (2.2) si deduce che (g o f)71(A) = f~1(g7*(A4)) ¢ M—misurabile, per cui
(go f) & M—misurabile. m
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(2.9) Teorema Siano Y wuno spazio metrico e f : X — Y un’applicazione costante.

Allora € M—misurabile.

Dimostrazione. Per ogni aperto A in Y, la controimmagine f~'(A) pud essere solo () o

X. In ogni caso f1(A) ¢ 9M—misurabile. m

(2.10) Definizione Sia (f),) una successione di funzioni da X in R. Definiamo le

funzioni sup fp, ir&f fn, imsup fy, limhinf fn da X in R ponendo per ogni x € X :
h h

(sup ) (@) += sup fuo).
(i%f fh> (2) = inf fa(2),
<limhsup fh> (x) = limhsup fn(x),
<limhinf fh> (x) = limhinf fn(x).

(2.11) Teorema Sia (fy) una successione di funzioni IM—misurabili da X in R.

Allora le funzioni sup fj, il}llf fn, limsup fj, e limhinf fn sono IM—misurabili.
h h

Dimostrazione. Per ogni ¢ € R 'insieme

(S%p fh> B ([=o0,el) = () £ "([=o0, d])

heN

¢ M—misurabile. Dalla Proposizione (2.3) si deduce che sup fj, & 9t—misurabile.
h
In maniera simile si prova che i%f frn € 9M—misurabile. Di conseguenza anche le

funzioni

hIIlhlIlf fn = sip (}lg€ f h)

limsup f;, = ir}if (SUP f h)

h >k

sono M—misurabili. m
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(2.12) Corollario Sia (f,) una successione di funzioni M—misurabili da X in R.

Supponiamo che la successione (fy,) converga puntualmente ad una funzione f : X — R.

Allora f & M—misurabile.

Dimostrazione. Dal momento che f = limhinf fn, si tratta di un caso particolare del

teorema precedente. m

(2.13) Teorema Siano f,g : X — R due funzioni M—misurabili. Allora valgono i

sequenti fatti:
(a) le funzioni max{f,g} e min{f, g} sono M—misurabili;

(b) esiste una funzione M—misurabile s : X — R tale che

s(z) = f(x) +g(x)
in ogni x € X in cui la somma f(x) + g(x) é definita;
(¢) la funzione fg é M—misurabile;
(d) le funzioni f* :=max{f,0} e f~ := max{—f,0} sono M—misurabili;

(€) la funzione |f| é M—misurabile.

Dimostrazione.
(a) Se poniamo fo = f e f, = g per h > 1, la M —misurabilita di max{f, g} discende dal
Teorema (2.11).
In maniera simile si dimostra che min{ f, g} ¢ 9t—misurabile.
(b) Consideriamo prima il caso f,g: X — R. Se f(z) + g(x) > ¢, ossia f(z) > ¢ — g(z),
esiste ¢ € QQ tale che
f(z)>q>c—g(z).

Pertanto per ogni ¢ € R si ha

(f +9) (e, +00)) = | (£ (g, +oc]) N g~ (e — g, +o)])) -

q€Q
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Tenuto conto della numerabilita di Q, ne segue la MM —misurabilita di (f + g)~*(]c, +00]),
quindi la Mt—misurabilita di (f + g).
Nel caso generale, poniamo

{ flz)+g(x) se f(x)+ g(x) e definita,

s(z) =
0 altrimenti,

fn = min{max{f, —h}, h},
gn = min{max{g, —h},h}.

Le funzioni f5, g : X — R sono M—misurabili per il Teorema (2.9) e la (a). Per il passo

precedente anche (f; + g) € 9t—misurabile. Poiché
Ve e R": li}an (fu(z) + gn(x)) = s(z),

la 9t—misurabilita di s discende dal Corollario (2.12).
(¢) Anche qui trattiamo prima il caso f,¢: X — R. Anzitutto per ogni ¢ € R si ha

{reX: [fz)>c}=
X se ¢ €] — 00,0,
a {reX: f(x) < —vc}U{x e X: f(x) > /c} secel0,+].
In ogni caso si ottiene un insieme 9 —misurabile, per cui la funzione f? & 9 —misurabile.

In modo simile si prova che per ogni A € R la funzione \f? & 9 —misurabile. Tenuto

conto della (b), ¢ allora M—misurabile anche la funzione

_ 1 2 Lo 1,
Nel caso generale, definiamo fj, e g, come nel punto precedente. Allora risulta

Vo e X lim (fa(2)gn(r)) = f(x)g(2),

da cui la 9—misurabilita di fg.
(d) Si tratta di una conseguenza del Teorema (2.9), della (a) e della (c).
(e) Risulta |f| = fT+ f~. La 9M—misurabilita di | f| discende quindi dalla (b) e dalla (d).
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(2.14) Teorema Siano Y uno spazio normato su K di dimensione finita, {ey,...,emn}
una base in Y, f: X =Y un’applicazione e fO, ..., f™) le componenti di f rispetto a
tale base.

Allora sono fatti equivalenti:
(a) f & M—misurabile;
(b) per ogni p € Y' la funzione (po f): X — K é M—misurabile;

(¢) ogni componente f9) . X — K ¢ M—misurabile.

Dimostrazione.

(a) = (b) Se ¢ : Y — K ¢ lineare e continua, po f & MM—misurabile per il Teorema (2.8).
(b) = (c) Poiché e/ € Y, fU) = ¢7 o f & MM —misurabile.

(¢) = (a) Consideriamo prima il caso in cui Y = R™ ed {ey, ..., e} ¢ la base canonica

in R™. Se a®,bM . a™ p™ € R, siha che

ot <ﬁ[a(j),b(j)[> — ﬁ(f(j))‘l([a(j),b(j)[)

j=1 j=1
e M—misurabile. Ne segue che, per ogni pluri-intervallo regolare P C R™, l'insieme
f7Y(P) ¢ M—misurabile. Infine, se A ¢ un aperto in R™, si ha A = |J B, dove (P,) ¢

h=0
una successione crescente di pluri-intervalli regolari in R™. Ne segue ch

A =Urm
h=0

e M —misurabile.
Consideriamo ora il caso in cui Y = C™ ed {ey,...,e,} & la base canonica in C™.
Per il Teorema (2.8) le funzioni Re f&),Im ) : X — R sono tutte 9M—misurabili. Se
d . C* — R ¢ I'isomorfismo canonico, si deduce dal passo precedente che ® o f &
9—misurabile. Per il Teorema (2.8) si conclude che f = ® o (® o f) ¢ M—misurabile.
Nel caso generale, sia ® : Y — K™ I'isomorfismo indotto dalla base {ey, ..., e,}. Dai
passi precedenti si deduce che ® o f & 9t—misurabile. Per il Teorema (2.8) si conclude

che f =& 1o (Po f) ¢ M—misurabile. m
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(2.15) Corollario Sia f: X — C una funzione. Allora f ¢ 9M—misurabile se e solo se

Re f ed Im f sono entrambe 9IM—misurabili.

Dimostrazione. Consideriamo C come spazio vettoriale su R e scegliamo {1,7} come base

in C. La tesi discende allora dal Teorema (2.14). m

(2.16) Corollario SianoY uno spazio normato su K di dimensione finita e A : X — K
e f,g: X =Y delle applicaziont M—misurabili.
Allora le applicazioni (f + g), Af e || f]| sono M—misurabili.

Dimostrazione. Consideriamo Y come spazio normato su R. Per ogni funzione R—lineare

¢ :Y — R definiamo 9 : Y — R, pure R—lineare, ponendo ¥ (y) = ¢(iy). Allora risulta
po(f+g)=vpof+voy,

po(Af)=(ReA)(po f)+ ImA) (Yo f),
da cui la 9M—misurabilita di (f + g) e Af.

La funzione || f|| &€ 9t—misurabile, in quanto composizione dell’applicazione 9t—mi-

surabile f con la funzione continua || ||. m

(2.17) Corollario Siano Y uno spazio normato su K di dimensione finita e (f,) una
successione di applicazioni M—misurabili da X in'Y . Supponiamo che la successione (f,)

converga puntualmente ad un’applicazione f : X —'Y.

Allora f e M—misurabile.

Dimostrazione. Consideriamo Y come spazio normato su R. Per ogni funzione R—lineare
p:Y — Rsiha

Va € X (po f)(x) = lim(po f)(x),
per cui (po f) & M—misurabile per il Corollario (2.12). La 9t—misurabilita di f discende
allora dal Teorema (2.14). m
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(2.18) Definizione Sia E un sottoinsieme di X. Si chiama funzione caratteristica di

E la funzione xg : X — R definita da

XE(r) =

1 sexeFE,
0 sexe X \E.

(2.19) Proposizione Sia E C X. Allora la funzione xg é M—misurabile se e solo se

linsieme E ¢ Ot—misurabile.

Dimostrazione. Se xg € 9M—misurabile,
E= X;Jl(]oﬁ +00])

e M —misurabile.
Viceversa, se E ¢ MM—misurabile e ¢ € R, I'insieme y3'(]c, +0c]) puo essere solo X,

E o . In ogni caso x3'(Jc, +00]) & M—misurabile, per cui yz & M—misurabile. m

(2.20) Definizione Una funzione f : X — R si dice M—semplice (o, quando non c’é
rischio di confusione, semplice), se f é IM—misurabile e l'immagine f(X) é un insieme

finito.

(2.21) Teorema Valgono allora i sequenti fatti:

(a) se f,g: X — R sono M—semplici, f+ g e fg sono M—semplici;
(b) se f: X — R é costante, f & M—semplice;

(c) se E C X e M—misurabile, xp & M—semplice;

(d) se f: X — R e M—semplice, esistono ty,...,t; € f(X) ed Ey, ..., Ex € M tali che
k
f= ZthXEh :
h=0

Dimostrazione. Le proprieta (a), (b) e (¢) sono evidenti. Per provare la (d), sia f una

funzione M—semplice, sia f(X) = {to,...,tx} e sia

En = f(tn).
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Allora Ej, ¢ 9t—misurabile e si ha

k
f - ZthXEh )
h=0

da cui la tesi. m

(2.22) Teorema Sia f : X — [0,+00] una funzione M—misurabile. Allora esistono

una successione (tp) in [0,+o00[ ed una successione (Ey) in MM tali che

Zth = Supf?
h=0

VeeX: f(x) = > taxg, (@)
h=0

<hi:0 thXEh)

e una successione crescente di funzioni IM—semplici positive convergente puntualmente
a f.

Dimostrazione. Se sup f = 400, poniamo t, = 1/(h + 1). Se invece ¢ = sup f < 400,

In particolare,

poniamo ¢, = 27"~!c. In ogni caso si ha

Zth = SU.pf,
h=0

VEEN:t < Yt

h=k+1

Definiamo ricorsivamente Ej ponendo
B = reX: o)z n},

E, = {xEX flx ZtJXE >th} per h > 1.

Ragionando per induzione su h, si verifica facilmente che

Mw

Ve e X : f ]XE

7=0
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per cui

Vo€ X f(x) > taxm,(x)
h=0

Inoltre, dato x € X, non puo esistere k € N con x € E e x € Ej, per ogni h > k + 1,

perché ne seguirebbe

k—1

) < ZthXEh it < ZthXEh + Z thxs, (x Ztthh

= h=k+1

o0
Si possono quindi verificare due possibilita: se x € (| Ej, € ovvio che
h=0

fx) <sup f = taxe,(x)

h=0
se invece x € Ej, con k; — +o0, risulta
kj—1
f(.?f) < Z thXEh(x) + kaj
h=0

Tenuto conto che t, — 0, anche in questo caso risulta

Z thXE, (x
h=0

da cui la tesi. m

3 Integrazione

(3.1) Proposizione Siano (X,9M, 1) uno spazio di misura e f : X — R una funzione
M —misurabile.

Allora f é pu*—misurabile.

Dimostrazione. E una conseguenza della (b) del Teorema (1.16). m
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(3.2) Definizione Sia (X,0M, ;1) uno spazio di misura. Una funzione f : X — R si dice
pu—integrabile (o, piu semplicemente, integrabile), se f e M—misurabile ed uno almeno
degli integrali [ f*du* e [ f~du* ¢ finito.

Se f e u—integrabile, si pone

/f ) dp( /fdu—/ﬁdu /fdu

(3.3) Definizione Sia (X, 9, u) uno spazio di misura. Una funzione f : X — R si dice
p—sommabile (o, pi semplicemente, sommabile), se f é u—integrabile e [ fdu ¢ finito.
Una funzione f : X — C si dice p—sommabile (o, pit semplicemente, sommabile ),

se Re f ed Im f sono entrambe pu—sommabili, nel qual caso si pone

[ r@adut) = [ saui= [®esydu+i [ ampda.

Evidentemente f ¢ p—integrabile se e solo se f ¢ 9t—misurabile e p*—integrabile.

Analogamente, f ¢ py—sommabile se e solo se f ¢ 9l—misurabile e p*—sommabile.

(3.4) Definizione Sia (X, 0, 1) uno spazio di misura e sia E € M. Dala una funzione
f:X—=Rof:X —C, sipone

/f ) dpu(a /fw—/kmwu

quando ['ultimo integrale ¢ definito.

(3.5) Definizione Siano (X, u) uno spazio di misura, E C X e P(z) una frase
aperta.
Diciamo che si ha P(x) p—quasi ovunque (p—q.0.) in E o per u—quasi ogni (1—q.0.)
reFE, se
{r € E: nonP(x)}

e contenuto in un sottoinsieme pu—trascurabile di X.
(3.6) Proposizione Siano (X,9M, u) uno spazio di misura, E C X e P(x) una frase

aperta.

Allora si ha P(x) per p—q.o. x € E se e solo se P(x) per up*—q.o0. x € E.
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Dimostrazione. Si tratta di un’ovvia conseguenza del Teorema (1.16). m

(3.7) Corollario Siano (X,M, i) uno spazio di misura e f,g : X — R due funzioni
M —misurabili tali che f(z) = g(x) per p—q.0. v € X.

Allora f e u—integrabile se e solo se g e p—integrabile, nel qual caso si ha

/fduz/gdu'

Dimostrazione. Si tratta di combinare la proposizione precedente con ben noti risultati

sulle misure esterne. m

(3.8) Definizione Siano (X,9M, u) uno spazio di misura ed Y uno spazio metrico.
Nellinsieme delle applicazioni IM—misurabili da X in Y, introduciamo una relazione

di equivalenza, ponendo

f~g <= f(z)=g(x) per p—q.0. v € X.
Denotiamo con M (X, p;Y') lo spazio quoziente associato.

La nozione di convergenza pi—q.o. si riformula in modo ovvio in M (X, p;Y). In

M (X, p; R) si riformulano facilmente anche le nozioni di limsup, liminf, maggiorante e

minorante essenziale, estremo superiore ed inferiore essenziale ed ordinamento.

(3.9) Definizione Siano (X, 9, ) uno spazio di misura e 1 < p < oo.

Per p < o0, poniamo
(X, ;€)= {f € M(XuC)s [ 17 du< oo} |
LP(X,p)={fe l”(X,u;C): f(x) € R per u—q.0. z € X} .
Per p = 00, poniamo
L¥(X, ;€)== {f € M(X,1;C) : eSS;uplfl < OO} :
L>®(X,p) :={f € L=(X,;C) : f(z) € R per p—q.0. v € X} .

(3.10) Teorema Siano (X,9M, 1) uno spazio di misura e 1 < p < oo. Valgono allora i

sequenti fatti:
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(a) Uinclusione naturale LP(X, u; C) — LP(X, pu*; C) é un’isometria lineare con immagine

chiusa;

(b) se p < o0, linclusione naturale LP(X, u; C) — LP(X, u*; C) & un’isometria lineare e

suriettiva;

(¢) se p & o—finita, linclusione naturale LP(X,u;C) — LP(X,pu*;C) & un’isometria

lineare e suriettiva.

Dimostrazione.

(a) Ovviamente l'inclusione naturale ¢ lineare ed isometrica. Sia (fy,) una successione
in LP(X, pu;C) convergente a f in LP(X, pu*;C). Consideriamo dei rappresentanti, che
denotiamo ancora con f; e f. A meno di una sottosuccessione, si ha li}fn frn(z) = f(x) per

pw—q.o. x € X. Poniamo

F = {xeX:

limhinf Re fh(x)‘ < 00,

limhinf Im fh(x)‘ < +oo} ,
liminf Re fj,(z) + i liminf Im fy(x) sex € F,
g(z) = " "
0 sex e X\ F.
Allora F € M, g : X — C ¢ M—misurabile e g(x) = f(z) per p*—q.0o. x € X. Pertanto
g€ LP(X,1;C) e f sta nell'immagine di LP(X, u; C), che ¢ quindi chiusa.

(b) Sia f : X — [0, 400[ una funzione p*—misurabile con [, f?du* < +o0o. Sara

f(x) = taxs, (@)

con t, > 0 ed E;, C X p*—misurabile. Risulta p*(E),) < 4o00. Per il Teorema (1.16)
esistono G, € M con E, C Gy, e u(Gy) = p*(Ep). Ne segue p*(Gy, \ E) = 0. Allora,

posto
9(x) =Y trxa,(x),
h=0

si ha che g : X — [0,4+00] & p—misurabile con g(x) = f(z) per p*—q.0. = € X. Se

poniamo
(@) g(x) se g(x) < o0,
r) =
0 se g(x) = 400,
risulta che g : X — [0, 4+00[ & p—misurabile con g(x) = f(x) per p*—q.o. z € X.
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Sia ora f : X — C una funzione p*—misurabile con [, |f[Pdu* < +oo0. Siano
91,92,93, 91 : X — [0, 400 p—misurabili con ¢g;(x) = (Re f(x))", ga(x) = (Re f(x))7,
g3(z) = (Im f(2))" e gs(z) = (Im f(z))~ per p*—q.0. z € X. Allora

g=91— g2 +i(gs— ga)
¢ p—misurabile con g(x) = f(z) per p*—q.0. = € X. Pertanto 'inclusione naturale
LP(X, u;C) — LP(X, u*; C) & suriettiva.
(c¢) Sia (Ej) una successione in M con u(Ep) < 400 e X = |J E,. Se B C X &
h=0
w*—misurabile, esiste G, € M con EN E, C G, e

1(Gr) = p*(EN Ep) < p(Ep) < +o0.

Ne segue p*(G \ (E N Ep)) = 0, per cui, posto G = |J G, risulta G € M, E C G e
h=0
W(G\ E) =0,
A questo punto, ragionando come nella (b), si dimostra che per ogni f : X — C
" —misurabile esiste g : X — C p—misurabile con g(z) = f(z) per p*—q.0. z € X. Ne

segue la tesi. m

Esercizi

1. Sia 901 la famiglia dei sottoinsiemi di R al piti numerabili o con complementare al
pitt numerabile. Sia inoltre p : M — [0, +oo] definita da
il numero degli elementi di £ se E ¢ un insieme finito,
u(E) = L
+00 se E e un insieme infinito.

Si dimostri che
(a) 9 ¢ una o—algebra in R e p ¢ una misura su 9;
(b) ogni sottoinsieme di R & p*—misurabile;

(¢) X1 € p*—misurabile e limitata, ma non esiste nessuna g : R — C 9—misurabile
con xpq(z) = g(x) per p*—q.o. = € R; in particolare, l'inclusione naturale

L>®(R, ;C) — L*(R, u*; C) non & suriettiva,
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(d) l'applicazione naturale T : L=(R, u; C) — (L'(R,u;C))’ & un’isometria lineare non

suriettiva.

4 Duale degli spazi di Lebesgue

(4.1) Definizione Uno spazio normato X su K si dice uniformemente convesso, se per
ogni € > 0 esiste § > 0 tale che per ogni z,y € X con ||z]| <1, |ly|| <1 el =] >1-14

si abbia ||z —y|| < e.

(4.2) Teorema Sia X uno spazio di Hilbert su K. Allora X é uniformemente convesso.

Dimostrazione. Per 'identita del parallelogramma, per ogni z,y € X con |z|]| < 1 e

Tr+y 2
5 )

lyll < 1 risulta

lz = yll* = 2ll2[* + 2[lyll* — lz + y* < 4 =[]z +y[I* =4 (1 -

Dato € > 0, sia 0 > 0 tale che
1-6<t<1 = 4(1-1*) <&’

Se
r+y

H>1—(5,

ne segue ||z —y|| <c. m

(4.3) Teorema Sia X uno spazio di Banach su K uniformemente convesso e sia C' un
convesso chiuso e non vuoto in X.

Allora per ogni z € X esiste uno ed un solo x € C tale che ||z — z|| = d(z, C).

Dimostrazione. Se z € C, l'affermazione ¢ evidente e si ha x = z. Altrimenti risulta

d(z,C) > 0. Sia allora (z5) una successione in C' tale che

1
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e sia

1 1
Rh’k = max {d(Z,C) + h—Hv d(Z, C) + k——f—l} .

Essendo C' convesso, per ogni h, k € N risulta

Z—XIh Z—T
1 d(Z,C) < 1 _ Th + g _ Ry Ry 1, :
Ry hok 2 2
Z — Tp Z — Tk
<1, 1.
Ry bk
Dato € > 0, sia 0 > 0 associato a
€
d(z,C) +1

conformemente alla definizione di uniforme convessita. Sia inoltre 4 € N tale che

— d(z,C)

Vh e N : h>h — ———>1-9.
d(z,C)—i—h%l

Allora per ogni h, k > h risulta

z—xp + Z—Tp
Ry k Ry i

5 > ! d(z,C)>1-9,

Ry 1

da cui

1 Z—Tp Z— Xk € 1
—— ok — 2l = -

< < €.
Rh,k Rh,k Rh,k d(Z, C) + 1~ Rh,k

Ne segue ||zx — xp|| < &, per cui la successione (zj) ¢ di Cauchy in X

Essendo X completo, (z) € convergente ad un certo x in X e si ha € C, perché C
¢ chiuso in X. Passando al limite per h — oo nella (4.4), si deduce che ||z —z| < d(z, C).
Poiché x € C, deve essere ||z — z|| = d(z, C).
Se anche & € C soddisfa ||z — z|| = d(z,C), poniamo
x se h e pari,
T =
T se h e dispari.

Allora (xp,) ¢ una successione in C' soddisfacente la (4.4). Dal ragionamento precedente
segue che (z5,) & di Cauchy, il che & possibile solo se & = x. Pertanto & unico il punto

x € C tale che ||z —z|| =d(2,C). m
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(4.5) Teorema Siano (X, M, u) uno spazio di misura e 1 < p < co. Allora LP(X, u; C)
¢ uno spazio di Banach su C uniformemente convesso, mentre LP(X, u;R) € uno spazio

di Banach su R uniformemente convesso.

Dimostrazione. Per semplicita trattiamo soltanto il caso reale. Sia ¢ : R — R definita
da ¢(s) = |s[P. Si verifica facilmente che ¢ ¢ di classe C* con ¢/(s) = p|s[P~2s (si conviene
che 0P=2 .0 = 0). In particolare, ¢ & strettamente crescente, per cui ¢ ¢ strettamente
convessa. Nel caso p > 2, si ha inoltre che ¢ ¢ di classe C? e ¢"(s) = p(p — 1)|s[P72

Osserviamo che, per ogni p €]1, +o0], esiste C' > 0 tale che, per ogni s,t € R, si abbia

1 1 P
4.6)  |s—tP<C(=|sp+=p— |22 sep>2,
2 2 2
2 (1 1 ¢l
I R (ST s DI
Risulta infatti
r+1" 1 1
Vr #1: < =|rfP+ =
r# 2 2 I+ 3
per la stretta convessita di ¢. Se p > 2, ne segue che
_ 1P
C :=sup 5 I | < 400,

p
1 g [P+ 5 — [
dal momento che il quoziente in questione ammette limite finito sia per r — £oo che per

r — 1. Risulta quindi

1 1 r+1/7
R: -1 < T ‘
Vr e |r \_C(2|r|+2 5 )
Se s,t € R et # 0, ne segue
1 1 s/t) + 1"
(/) 1P <0 (3 1P+ 5 - | BAELY
2 2 2
da cui, moltiplicando per |¢|? membro a membro,
1 1 s+tl?
el = .
s—tt <o (Gl gl - 5]

Per continuita la disuguaglianza & vera anche per ¢t = 0, per cui la (4.6) & provata.

Nel caso p < 2, risulta invece

_1)2
C :=sup (r—1)

22y 1 r1|P < Foo,
A (1) (sl = |5H)
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dal momento che il quoziente in questione ammette limite finito sia per r — £oo che per
r — 1. A questo punto la dimostrazione della (4.7) & analoga al caso p > 2.

Siano ora f,g € LP(X,;R) con || f]l, < 1elgll, <1. Sep>2, perla (4.6) si ha
p p
) <C (1— H@ ) .
P 2 1

C(1—(1—4)P) <ev

1 1 f+g
17 -glp<c (5 111 + 5 ol — | 252

Dato € > 0, & sufficiente scegliere ¢ €]0, 1] tale che

per soddisfare la condizione richiesta.
Se invece p < 2, combinando la (4.7), elevata membro a membro alla p/2; con la

disuguaglianza di Holder, si ottiene

, oy (1 1 +g|"\®
I =alp <0t [Qrplo)® (104 5l -5 ) au <

, = 1 1 f+gl” :
<ct(fam+wryan) " ([ (Gur+glor- ]— ) i) -

ok zr (1 1 f+g
=C= (|If15+ lgllp) (5 A1 + 5 lgll7 — ’ )

N
<t (1—H—f+g ) .
2 p
Dato € > 0, ¢ sufficiente scegliere 0 €]0, 1] tale che
C2272" (1—(1—6P)F <&

per soddisfare la condizione richiesta. m

(4.8) Proposizione Siano (X, M, 1) uno spazio di misura, 1 < p < oo e

N LP(X, ;R) — R

~ [1rpan.

la funzione definita da
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Allora N ¢ differenziabile e risulta

N’(f)gzp/lfl””fgdu'

Dimostrazione. Osserviamo che, per ogni p €]1,+o0[, esiste C' > 0 tale che, per ogni

s,t € R, si abbia
(4.9) Ht + 5P — [t]P —p]t|p_2ts| <C (|t|p_1 + \s|p_1) |s] .
Risulta infatti

[1+7rP—1—pr
C :=sup -
20 | (L+[rP=t)r

< +00,

dal momento che il quoziente in questione ammette limite finito sia per » — £o0o che per

r — 0. Risulta quindi
VreR: L+rP—1—pr|<C (147" |r].
Se s,t € R et # 0, ne segue
11+ (s/O)FF =1 =p(s/t)] < C (L+[(s/0)1"") |(s/1)],
da cui, moltiplicando per |¢|’ membro a membro,
[t + s — [t — pltP~2ts| < C ([P~ + [s|P~") [s] -

Per continuita la disuguaglianza & vera anche per ¢t = 0, per cui la (4.9) & provata.
Sia ora f € LP(X,u;R). Dal momento che |f[P~2f € LP(X,u;R), segue dalla

disuguaglianza di Holder che I'applicazione

{g'—>p/|f|”‘2fgdu}

¢ lineare e continua su LP(X, u; R). Per ogni g € LP(X, u; R), definiamo w(g) € M (X, u; R)
ponendo
/() + g(@)I” = |f(@)|" = plf (@) P2 f (x)g(x)

w(g)(z) = |9()| s gle) 0,
0 se g(x) =0.
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Dalla (4.9) segue che

w(g)@) < C(If@P + gl ) 7T < C2T (@) + [g(@)]") |
per cui w(g) € L' (X, u; R).
Per ogni g € LP(X, w; R) \ {0}, risulta allora

N +49) pIUP?md% ’/Wf+mp—VP pvw%md‘
T o,

e oz,

Sia (gs) una successione infinitesima in LP(X, u;R). Data una qualunque sottosucces-
sione (gp, ), esistono una ulteriore sottosuccessione <9hkj) tendende a 0 p—q.o. in X e
w € LP(X, u; R) tale che |ghkj (z)] < w(x) per p—q.o. x € X. Allora per p—q.o. x € X si
ha

lim w(gn,, )(z) =0,
P 1 1
wlan,)@)| < 02 (IF@P +lgng, (@) < C2T ()P +ul@))
Dal teorema della convergenza dominata si deduce che

=0,

pl

tim (g,

per cui
timJe(gn)l, = 0.
Ne segue

lim [lw(g)]|,, =0,

g—>

da cui la tesi. m

(4.10) Proposizione Siano (X, M, ) uno spazio di misura e 1 < p < oco. Allora, per
ogni w € LP (X, 11;K), la funzione
LP(X, ;K) — K
f = [ fudp

¢ una forma lineare e continua su LP(X, u; K) avente norma minore o uguale a ||ul|, .
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Dimostrazione. Se f € LP(X, 11;K) e u € L” (X, u; K), per la disuguaglianza di Holder si
ha fu e LY X, 1;K) e
[ ] < gl < 171, -

Ne segue la tesi. m

(4.11) Definizione Siano (X,0M, 1) uno spazio di misura e 1 < p < oco. Per ogni
ue L” (X, u; K), denotiamo con T, la forma lineare e continua definita nella proposizione

precedente.

4.12) Proposizione Siano (X, 9, u) uno spazio di misura e 1 < p < oo. Allora
14

l’applicazione
(X, 1K) — (LP(X, 1K)

U — T,

¢ lineare e continua e soddisfa || T, < ||ully per ogniu € LY (X, i; K).

Dimostrazione. Dal momento che ’espressione

[ fudu

¢ lineare anche in wu, ¢ chiaro che l'applicazione {u — T,} ¢ lineare. Gia sappiamo che

| Tl < ||u|ly, per cui risulta anche continua. m

(4.13) Teorema Sia (X, M, ) uno spazio di misura. Valgono allora i sequenti fatti:

(a) se 1 <p< oo, Uapplicazione {u +— T,} é un’isometria lineare e biiettiva dallo spazio

LY (X, 1K) in (LP(X, 1 K))';
(b) se p é o—finita, tale applicazione e un’isometria lineare e biiettiva anche per p = 1.

Dimostrazione. Per la proposizione precedente, ¢ sufficiente dimostrare che {u +— T,} ¢
suriettiva e soddisfa ||ul|,y < ||T,|| per ogni u € L” (X, 11; K).

(a) Data u € L¥(X,;K), sia f = |u[""2u (si conviene che 0¥ 2.0 = 0). Risulta
f17 = lu”’, per cui f € LP(X, i, K) e || f]l, = [[ull? . Ne segue

lully = /fudu = (Tu, £) < ITl I llp = NTull el ™
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da cui [Jull,; < ||T.]-

Dimostriamo ora che {u — T,} ¢ suriettiva. Consideriamo anzitutto il caso reale.
Sia ¢ @ LP(X, u;R) — R lineare e continua. Se ¢ = 0, risulta ¢ = T, con u = 0. Se
invece ¢ # 0, si ha che

C={geLl’(X,:R): {p,9) =1}
¢ un convesso chiuso e non vuoto in LP(X, u;R). Sia g; € C tale che
lg1[l, = d(0,C).
Definiamo ¥ : LP(X, u;R) — LP(X, u; R) ponendo
V(g) =9 {e,9) =D
Si verifica facilmente che U e differenziabile con
V(g)f=f—=(of)on-
Inoltre risulta ¥(g) € C per ogni g € LP(X, u; R), per cui
Vg e LP(X, s R) = ([ W (g} = lloally < 1% (g)II7-
Dalla Proposizione (4.8) segue che
Ve LP(X, mR) . N'(¥(g1))(¥'(91)f) =0,
ossia, tenuto conto che ¥(gy) = ¢y,
VeUXuR): 1ol (- (e f) g) du=0.

Ne segue
/ 9" g1 f du = (o, f) ol

con ||g1|, # 0, dal momento che g; € C. Allora risulta
VeDXuR): [ fudi= (o)
con

p—2 ,
u= Lg”—};ql €L’ <X7N7R>7
||91||p
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ossia ¢ = T,,.
Nel caso complesso, sia ¢ : LP(X, u; C) — C lineare e continua. Allora si verifica

facilmente che
{f—=Relp, )}, {f—=Im{p )}

sono due forme lineari e continue in senso reale su LP(X, u; R). Per il passo precedente,

esistono u,v € LV (X, u; R) tali che

Vfe (X, ;R): Re<90,f>=/fudu, Im<90,f>:/fvdu-

Allora per ogni f,g € LP(X, u; R) risulta

(o, f +ig) = Re(p, f) +ilm (o, f) +i[Re(p,g) +ilm (o, g)] =

:/fudu—i—i/fvdll—i-il/gUdﬂ‘f‘i/gvdﬂ} =
:/(f—i—z'g)(u—{—iv)du.

Ne segue

Vie XX, ;C): (o f) =(p,Ref+ilmf) =
:/(Ref+ilmf)(u+iv)d,u:/f(u—kiv)du.

Pertanto ¢ = T},44, con u + v € L (X, ju; C).

(b) Sia (E}) una successione in 9 con pu(Ey) < 400 e X = |J Ej. Possiamo inoltre
h=0
supporre che gli Fj, siano a due a due disgiunti. Definiamo ¢ € L*(X, u; R) ponendo
1

W (zx) = sex € L.
(h+ 1)v/1+ u(Br)

Se ¢ : L'(X, u; K) — K & una forma lineare e continua, allora

{f = (e, 0f)}

¢ una forma lineare e continua su L*(X, y; K). Sia v € L*(X, u; K) tale che
Ve DX K (p0f)= [ foda
e sia u € M(X, u; K) definita da u = v/9. Risulta quindi

Vf e XK (if) = [Ofud
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Sia M > ||¢]| e sia
Ap={z € E,: |u(z)] > M} .

Allora f = xa, [Wu|~tu € LA(X, 1K) e risulta

M p(An) < /

A |ul dp = /ﬁfudu = (&, ) <Ml 101 < Nleoll u(An)

da cui p(Ap) = 0. Poiché

{reX: |u(x)|>M}:UAh,

heN

ne segue che M & un maggiorante essenziale per |u|, per cui u€ L>(X, u; K) e ||ul|o < M.
Per larbitrarieta di M, risulta allora ||u]|s < [|¢]|-
Sia ora f € L'(X, u; K) e sia

frn = min{max{f, —h}, h}.

Poiché

xg;, 07" fo € L*(X, 1:K),
risulta

<<P7XEjfh> :/XEjfhud,u7
quindi

(4.14) <so, (2}; m) fh> -/ (fg m) fuwd.

D’altra parte per p—q.o. x € X si ha

li}rln (Z XE, ($)> fu(z) = f(x),

‘f(z) - (Z , <m>> )

Dal teorema della convergenza dominata si deduce che

< [f(2)]-

h
lim (;XEJ-) fo=1r i LY(X,K).
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Passando al limite nella (4.14) per h — oo, si ottiene

.5)= [ fudn,

ossia ¢ = T,,. Pertanto I'applicazione {u +— T} ¢ suriettiva.

Data in generale u € L (X, u; K), risulta

Vfe L*(X, 1K) : <Tu,19f>:/19fud,u.

Ragionando come in precedenza, si deduce che ||ulloo < ||T3]. =

(4.15) Corollario Sia 2 un aperto in R™ e sia up € M (Q). Allora C*(§2;C) ¢é denso
in L'(Q, u; C).

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che C2°(2;C) non sia denso in L'(£2, u; C).
Esiste allora una forma lineare e continua A : L'(€, u; C) — C non identicamente nulla
tale che

VieCx(;C): (A f)=0.

Dal momento che p ¢ o—finita, esiste u € L> (€, u; C) \ {0} tale che

Vf € C2(Q;C) : / Fudp=0.
Q

In particolare si ha

VfECfO(Q):/QfReud;L:/QfImud,uzo.

Sia K un compatto in
{r € Q: Reu(z) >0},
sia
1
Ay = {:1:6(2: d(z,K) < E}
esia f € C°(Ap) con 0 < fr(x) <1suR"e fr(x) =1su K.
Risulta

/ fnReudu=0.
Q
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Passando al limite per h — oo ed utilizzando il Teorema della convergenza dominata, si

ottiene
/ Xk Reudu =0,
Q
quindi p(K) = 0. Per la (d) del Teorema (1.23) ne segue che

{z € Q: Reu(z) > 0}

¢ p—trascurabile.

In modo simile si prova che anche
{r €Q: Reu(z) <0}, {reQ:Imu(z)>0}, {reQ:Imu(z)<O0}

sono pu—trascurabili. Ne segue u = 0 in L®(, u; C), il che ¢ assurdo. m

(4.16) Teorema Sia E un sottoinsieme L"-misurabile di R" e sia 1 < p < oo. Al-
lora, per ogni successione limitata (uy) in LP(E;K), esistono u € LP(E;K) ed una

sottosuccessione (up,) tali che
Vf e LV (E;K) : lim/fuhk dﬁ”:/fud/:”,
ko JE E
fully < lim n [

Dimostrazione. Dal momento che 1 < p/ < oo, si ha che L (E;K) ¢ separabile. Allora,
per ogni successione () limitata in (Lp'(E;K))/, esistono ¢ € (LPI(E;K))/ ed una

sottosuccessione (¢, ) tali che

Vf € (B K) : lim(pn,, f) = (v, f),
lipll < Tim inf fjion |

La tesi segue dal fatto che p = (p')" e che
, !
T:IP(E;K) — (Lp (E;K))

¢ biiettiva e conserva la norma. m
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(4.17) Teorema Sia Q2 un aperto non vuoto in R"™. Allora applicazione lineare

LK) — (L(%K))

u > T,

non € suriettiva.

Dimostrazione. Sia B (zq,r) C Q e sia d,, : C°(Q2;K) — K la forma lineare definita da

(0o, f) = f(x0) -

Dal momento che
[(0z> F)] = | f ()| < [ floo s

la forma € continua rispetto a || ||co-

Per il Teorema di Hahn-Banach, esiste T': L>(£2; K) — K lineare e continua tale che
Ve CRQK) (T f) = (Gus f) = (o).
Supponiamo per assurdo che esista v € L'(2; K) tale che
Ve L*(K) : /qud/J" = (T, f).
In particolare, ne segue
vfeCr@K): [ fude” = fa).

Sia ¢ € C*(B(0,r)) tale che 0 < ¢(x) < 1 su R™ e ¥(0) = 1. Poniamo poi
frn(x) = Y(h(x — x0)). Allora risulta f, € C°(Q2), quindi

/thu dﬁn = fh(xo) = 1 .

D’altronde dal Teorema della convergenza dominata segue che

hJa

da cui un assurdo. =
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5 Distribuzioni di ordine zero

Nel corso di questa sezione, ) denotera un aperto in R".

(5.1) Definizione Chiamiamo distribuzione di ordine zero su €2 ogni forma lineare
T :C*(Q;C) — C soddisfacente la sequente proprieta:

per ogni compatto K C § esiste ¢ € [0,+00] tale che (T, f)| < c||fllw per ogni
f € Cx(Q;C) nulla fuori da K.

(5.2) Definizione Sia T : C°(Q);C) — C una forma lineare. Diciamo che T' ¢é positiva
(o monotona), se per ogni f € C*(2) con f >0 si ha (T, f) e R e (T, f) > 0.

(5.3) Teorema Sia T una forma lineare e positiva su C°(2;C).  Valgono allora i

sequenti fatti:
(a) per ogni f,g € C=(S) con f < g si ha (T, f) € R, (T,g) € R e (T, f) < (T,g);

(b) T é una distribuzione di ordine zero su Q.

Dimostrazione.
(a) Data f € C*(Q), sia K un compatto in 2 con f = 0 fuori da K e sia ¢ € C°(Q)
tale che 0 < ¢(z) < 1suQev(r)=1su K. Allora

[fllee 20, [fllct = f =0,
F=1fllet = Ifllctp = £) -

Ne segue
(T, ) = (T, [[fllc ) = (T, | flloc¥ = f) €R.
Se poi anche g € C°(2) e si ha f < g, ne segue g — f > 0, quindi
<Tvg> - <T7f> = <Tvg_f> > 07

da cui (T, f) < (T,g).
(b) Sia K un compatto in §2 e sia ¢p € C2°(Q2) tale che 0 < ¢(z) < 1su e P(x) =1su
K. Per ogni f € C°(Q;C) nulla fuori da K si ha

~fllat < Re f < £l
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—[[fllocty <TIm f <[ flloot) -
Ne segue

(T, Re )] < (T, ) fll
(T Im )] < (T o) fllw

quindi

(T, )1 < [T Re £ + (T T ) < 2(T, )| fll oo

da cui la tesi. m

(5.4) Teorema Sia T una distribuzione di ordine zero su . Allora esiste una ed una

sola forma lineare e positiva |T| su C°(§2; C) tale che

Vge C(Q): g2 0 = (|T],g) =sup{[(T’ /)| : [ eC(LC), |f| <g}.

Dimostrazione. Per ogni g € C2°(£2) con g > 0 poniamo

(T, 9) == sup{[(T\ )| : | € CZ(XC), [fI < g}

Se K ¢ un compatto fuori dal quale g ¢ nulla e ¢ > 0 ¢ conforme alla Definizione (5.1), si

ha per ogni f € C*(Q;C) con |f| < g
(T )] < el flloo < cllglloo
Pertanto 0 < (|T|, g) < +o0. Inoltre si verifica facilmente che
Vs20,Vge C(Q): g=0= (T],s9) = (T, 9).

Dimostriamo che |T'| & additiva. Siano g;, g, € C2°(€2) con g; > 0.
Per ogni € > 0 esistono fi, fo € C(Q;C) tali che |f;| < g; e

(T )l = (T, g) — €
Siano z, zo € C tali che |z;| =1 e z;(T, f;) = [(T, f;)|. Allora si ha

|21 f1 + 22 fo| < |fil + 1 fol < 91+ 92,
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(IT], 91) +(|T],92) < KT, f)l + KT, fa)| + 2e = |21(T, f1) + 22(T, fa)| + 2¢ =
= [T, 21f1 + 22 fo)| +2e <A|T|, 91 + g2) + 2¢,

da cui (|T'],g1) + {(|T|, g2) < (|T|, 91 + g2) per 'arbitrarieta di €.
Sia ora f € C(Q;C) tale che |f| < g1 + g2, sia 1) € C(Q2) con 0 < P(x) < 1su
e ¥(x) =1 susupt(f) e sia e > 0. Definiamo f1, fo € C(€; C) ponendo
G@)f@)
g(x) +g2(x) + €

fi(z) =
Evidentemente si ha

f(x)
g1(x) + gox) + ¢

|f(z)]
g1(z) + go(x) + ¢

/o)
il e (7L )|
() ) + {171 g2) + (T, ).

f(x) = fi(z) + folz) + €

1fil < g5, < (z).

Ne segue

(T’ /)

IN

IN

Per I'arbitrarieta di €, si deduce che

(T O < AT], 91) + (T, 92)

per cui (|T], g1 + g2) < (|T], g1) + (T, 92)-

Ragionando come nella dimostrazione del Teorema (5.3), si verifica che per ogni

f e () esiste g € C°(2) con g > 0e g > f. Poniamo

(T ) =AITl.9) = (|T],9 = )

Se g e un’altra funzione con le stesse proprieta, risulta

A

g+@G—-fl=g+@—1),

quindi

<’T’79> + <|T’7§] - f> = <‘T‘>§7> + <’T‘,g - f>
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Pertanto la definizione & ben posta. Infine, se f € C°(Q; C), poniamo
(7], f) = {|T|.Re f) + (||, Im f) .

Si verifica facilmente che |T'| ¢ una forma lineare e positiva su C°(€2; C).

L’unicita di |T| & evidente. m

(5.5) Definizione Sia T una distribuzione di ordine zero su Q. La forma lineare e

positiva |T| definita dal teorema precedente si chiama variazione totale di T
(5.6) Teorema Sia u € M (). Per ogni f € C°(2; C) poniamo

@.)= [ fan.
Q0
Allora T' é una forma lineare e positiva su C(€; C).

Dimostrazione. Per il Teorema (2.6), ogni f € C°(€2;C) ¢ boreliana. Inoltre si ha

1< 1 oo Xsuptcr) -

Essendo p finita sui compatti di €2, la funzione a secondo membro ¢ pg—sommabile. Per-
tanto ogni f € C°(Q;C) & u—sommabile. Tenuto conto delle proprieta dell’integrale, si

verifica facilmente che T ¢ lineare e positiva. m

Il Teorema di rappresentazione di Riesz, che ora dimostreremo, stabilisce il viceversa

di quanto abbiamo appena provato.

k
(5.7) Lemma Siano Ay, ..., Ag degli aperti in R™ e sia K un compatto in |J Ap.

Allora esistono 1y € C°(Ay), ..., € CP(Ay) tali che "
Vo € Ay, - 0 <p(z) <1,
Ve e K : iwh(x)zl.
h=0
Dimostrazione. Se esiste j = 0,...,k con A; = R", & sufficiente scegliere ¢); € C°(R")

con 0 <9, <1lsuR"ey;=1suK eporre ¢, =0 per h # j.
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Altrimenti sia

r= rréifr(l{max{d(m,R”\Ah) :0<h<k}}.

k _
Poiché K C |J Ap, risulta r > 0. Sia R > 0 tale che K C B (0, R) e sia
h=0

Kp={xeR": d(z,R"\ A,) >r} NB(0,R).

k
Allora K € un compatto in A, e K C |J K.
h=0
Sia ¥, € C(Ay,) tale che 0 < ¥, < 1su A, e ¥, =1 su K, e siano

¢0 = 1907
wh = (1_190)"'(1_79h71)79h perlghgk

Ragionando per induzione, si verifica facilmente che

Dotn=1=(1=dg) (1),

per cui vy, ..., ¥ hanno i requisiti richiesti. m

(5.8) Teorema Sia T : C°(Q;C) — C una forma lineare e positiva. Allora esiste una

ed una sola pr € M () tale che
5.9 VfeCRC): (1) = [ i
Dimostrazione. Per ogni ' C () poniamo
p(E) := inf {h}lln (T, fn) : fn € CZ(Q), 0 firo < frga,s h}}lfh > XE} :
I) 1 € una misura esterna su Q.

Si verifica facilmente che u(f) = 0 e che u(E) < u(F) ogniqualvolta E C F C Q. Sia

(E;) una successione di sottoinsiemi di 2 e sia £ = (J E;. Per ogni ¢ > 0 e per ogni
=0

J € Nsia (f; ) una successione in C2°(2) con 0 < f; < fjni1, li}rln fin > X, €

lim (T, f;) < pu(E)) + 279
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Posto
h
g =Y fin,
j=0
si ha g, > fin per h > je 0 < g, < gnt1. Ne segue che per ogni j € N
h;ILn gn = lifILn fin = XE;

quindi

Allora si ha

h h h
(T, gn) :Z (T, fin) < Z(hmTf]h> Z +62]1)
7=0

quindi

Per l'arbitrarieta di € ne segue

per cui p € una misura esterna.
IT) Ogni aperto di 2 & p—misurabile.

Siano F; ed FE, due sottoinsiemi non vuoti di {2 con
inf{lz—yl:z€E,ye E}=0>0
e siano
Aj:{xG]R :d(x7Ej)<§}, C'j:{xER :d(x,Ej)SZ}.
Sia k > 1 tale che ko > 4 e sia
00 = [ e, Were ~ )L (w),

dove (gx) € una successione regolarizzante in C°(R"). Allora ¢; € C*°(R") e risulta
0 < ¢;(z) < 1suR" ¢Y(zr) = 0 fuori da A; e ¥;(z) = 1 su E;. In particolare si ha
1 (z) + Po(z) < 1 suR™
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Sia (fs) una successione in C°(2) con 0 < fi, < fri1 € li}an Jrn = X(BiUEy)- Allora si

ha 0 < fp < ¥jfpir e lim Vi fn > XE;, per cui

Ne segue

1(Er) + p(Es) < p(Ey U Es),

per cui ogni aperto di {2 & u—misurabile.

II) Se B C Q, ¢ € CX(Q) e yg < ¥, si ha u(E) < (T, ).
Infatti e sufficiente considerare, nella definizione di p(F), la successione ( fj,) costantemente
uguale a 1.

IV) Si ha g € M ().
Infatti per il passo II) si ha che pg@) € una misura boreliana su €2. Inoltre, se
K C Q ¢ compatto, esiste 1p € C°(2) tale che ¥ > xg. Dal passo III) segue che
w(K) < (T,9) < +o0, per cui u ¢ finita sui compatti di 2.

V) Se K C Q ¢ compatto, ¢ € CX(Q) e ¥ < xk, si ha (T, ) < u(K).
Sia infatti € €]0, 1] e sia (f;) una successione in C°(€2) con 0 < f, < fri1 e li}ILn fn > Xk

Poiché
KcC|J{zeq: filz)>1-¢},

heN

per la compattezza di K esiste h € N tale che
KC{xeQ: fulr) >1—¢},
ossia fp(z) > 1 —esu K. A maggior ragione si ha f, > (1 — &)1, per cui
(1= )T 0) < (T £).

Ne segue (1 —e)(T', ) < p(K), quindi (T, ¢) < u(K) per larbitrarieta di .

VI) Vale la (5.9).
Sia anzitutto f € C(Q), sia K = supt(f) e sia k > 1. Siano M > ||f|l« ed € = M/k.
Per —k < h < k — 1 poniamo

Eyn={ze€Q:eh< f(z)<eh+1D}NK.
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Per il Corollario (1.24) e per la continuita di f, esistono degli aperti A, in  con E;, C Ay,
(A) < u(E) + 7 e f(z) <e(h+1) su Ay Peril Lemma (5.7) esistono 1, € C°(Ap)
k-1
con 0 < ¢Yp(x) <1lsuApe > Yp(z)=1suK.
h=—k

Allora risulta

(T, f) = ZT@M Z (h+ )T, ) =

k—1
h==k h——k:
> (M +e(h+ 1)) p(supt(vn)) — Mpu(K) <
S (M +e(h+ 1)) p(An) — Mu(K) <
i (M +e(h+1)) <,U(Eh) + %) — Mu(K) =
- h;kg(h +1) (M(Eh) + %) +2eM =
B i ehp(Ep) + e (u(K) +e+2M) <
k—1
> fdu+€(u(K)+a+2M) -
h=—k

= /fd,LL+—(( )+%+2M).

Passando al limite per kK — oo, si ottiene

IN

IN

IN

IN

@< [ sdu,
Q
Potendo scambiare f con —f, ne segue
@.5)= [ fan.
Q
In generale, se f € C°(92;C), si ha

<T,f>=<T,Ref>+i<T,Imf>Z/Q(Ref)duﬂfﬂ(lmf)duzfgfdu-
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VII) La misura u ¢ unica.
Sia A € M () un’altra misura verificante la (5.9). Sia A un aperto in Q) e sia (K}) una
successione esaustiva di compatti in A. Sia f;, € C°(int (Kj41)) tale che 0 < fi(x) < 1su
int (Kp41) e fn(x) =1 su Kp,. Allora (fy,) € una successione di funzioni positive in C2°(£2)

crescente puntualmente a y 4. Dal Teorema della convergenza monotona si deduce che

NA) =t [ o) =tn(Tf) =t [ = ).

L’unicita discende allora dal Corollario (1.25). m

(5.10) Teorema Siano € M (Q2) ev € L>(Q, u; C). Per ogni f € C(82;C) poniamo

x5 = [ i

Allora T ¢ una distribuzione di ordine 0 su . Inoltre risulta

Vi€ CR(QC) : (7], f) = /Qf V] du,

/Q!V!duzsup{KT,fH fe QT [flle <1} -

Dimostrazione. Evidentemente T € ben definita e lineare. Se K & un compatto in §2 e

f e C2(2;C) ¢ nulla fuori da K, si ha

(T, f)l =

/ fudu]suuuoo [ 151 < (e K)o
Q K

per cui T' & una distribuzione di ordine 0 su 2.

Sia ora g € C°(Q2) con g > 0. Per ogni f € C(Q;C) con |f| < g, risulta
= [ rvan] < [ ivlans [ apan
0 Q 0

QHWSLgMW-
D’altronde per il Corollario (4.15) esiste una successione (f;) in C2°(€2; C) convergente in

LY, u;C) agv. Siak > 1 e sia

da cui

] gfn

fh=—F—=.
\/‘fh|2+%
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~ 925

Si verifica facilmente che (fy,) € una successione in C2°(2; C) convergente a —————
VPP + %

in L' (€2, y1; C) e tale che | f4| < g per ogni h € N. Dal Teorema della convergenza dominata

segue che

g’ v|? : 2 : =
/ du=tim [ Fovdu=1im (T f) < (T).9).
Q hJa h

1
\/92|V|2+E

Passando al limite per k& — +oo ed applicando il Teorema della convergenza monotona,

si ottiene
[ olvldn < qz1.9).
Q
per cui
<|T|>9>=/ glv|du  per ogni g € C*(Q) con g > 0.
Q
Ragionando come nella dimostrazione del Teorema (5.4), si conclude che

VF € CRC): (T) A = [ Flvld.

Sia infine (gp,) una successione di funzioni positive in C2°(€2) che converge crescendo

a xq. Si ha

/Qghwdu = (Tlgn) =sup {(T. )| : f € C=(C), |f] < gn} <
< s {|(T. )] f€CXRC), [fllw <1} .

Applicando il Teorema della convergenza monotona, si deduce che

[ Wl < sup (7.0 £ € CRRC) 1w < 1)
D’altronde si ha
sup{|[(T, /)| -  feCZ(%C), [flle <1} =
—sw{| [ fvauls recz@enile <) < [ wan,

da cui la disuguaglianza opposta. m

Come ora vedremo, ogni distribuzione di ordine zero € rappresentabile in questo

modo.
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(5.11) Teorema Sia T una distribuzione di ordine zero su Q. Allora esistono una ed

una sola p € M () ed una ed una sola v € L>®(Q, u; C) tali che
lv(z)| =1 per u—q.o. x € €,
VfECTC): (Tf) = [ uan.
Dimostrazione. Per il Teorema (5.8) esiste p € M (2) tale che

Vi€ C(Q:C) : (T, f) =/ﬂfdu.

Data f € C(Q;C), sia ¥ € C°(2) con 0 < ¥(z) < 1suQed(zr)=1susupt(f) e sia

u(x) = 9() I F @R + 7

Risulta g, € C(Q) e | f| < g, per cui

(T, )] < <|T|7gh>=/ﬂghdu.

Passando al limite per h — oo ed applicando il Teorema della convergenza dominata, si

ottiene
T f fldu.

Questo significa che T' ¢ una forma lineare su C°(§2;C) continua rispetto alla norma
di L'(Q,u;C) con ||T|| < 1. Per il Teorema di Hahn-Banach, T' puo essere estesa ad
una forma lineare e continua 7' su L(2, u;C) con ||T]| < 1. Essendo p o—finita, esiste

v e L>®(Q, u; C) tale che |v(x)] <1 per p—q.0. x € Qe

Ve L9 uC): (T, f) = /vadu-
In particolare risulta

V€ CTC): (Tf) = [ fvin.
quindi

Ve CR@C) : (|T). f) = /Qf|V| s

per il Teorema (5.10).
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Sia ora (gp) una successione di funzioni positive in C2°(2) che converge crescendo a

/ghdu=<lT\,gh>=/ghIV|dﬂ,
Q Q

[t =whdu=o.

Passando al limite per h — oo ed applicando il Teorema della convergenza monotona, si

Ja-whan=o.

per cui |v(z)| =1 per p—q.o. x € Q.

quindi
ottiene

Supponiamo ora che A € M () e yp € L>®(Q2, A\; C) abbiano le stesse proprieta di u

e v. Tenuto conto del Teorema (5.10), si ha

Ve CF(Q:C) /Qfdu=/9f!v!du=<!Tr,f>=/Qf\wrdAzfﬂfdA.

Dal Teorema (5.8) segue che p = .
Poiché per ogni f € C°(£2;C) si ha

| svan=ir.n = [ soan,
Q 0
dal Corollario (4.15) segue che
vf e L'(9, 1 C) /Q Fvdp = /Q fody,

quindi che ¢ = v in L>®(Q, u;C). m

(5.12) Corollario Sia T € (C*(;C),|| |lo)’- Allora esistono una ed una sola
e M(Q) ed una ed una sola v € L>®(Q, u; C) tali che

lv(z)] =1 per u—q.o. x € €,

Vf € C(Q:C) <T,f):/gfudu.

Inoltre risulta p(2) = ||T|| < +oo.
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Dimostrazione. Evidentemente T' ¢ una distribuzione di ordine zero su §). La tesi discende

allora dal Teorema (5.11). m

(5.13) Teorema Sia (up,vy) una successione, con pu, € M (Q) e vy, € M (82, up; C), tale
che

sup/ lvp| dup, < +00.
h JQ

Allora esistono pp € M (), v € L>®(Q, 1; C) e una sottosuccessione (pup,, v, ) tali
che

lv(z)] =1 per u—q.o. x € €,

¥ € Cui 0 tim [ o dun, = [ vdn.
ko Jo Q

M(Q):/\V\dugliminf/]Vh|duh.
Q h Q

Dimostrazione. Per ogni f € C.(£2;C) si ha

[ 15l < ( / |uh|duh) 1l

Si puo quindi definire 7}, € (C=°(£2;C), || [|ls)" ponendo

Ve Cr(C): <Th,f>:/ﬂfl/hd,uh.

/quhduh < (/ |uh\duh) £l

15| S/Q Vnl dpn,

Dal momento che

(Th, f)| =

risulta

per cui (T},) & una successione limitata in (C>(;C), || [l)"-
Essendo (C=(Q;C),| ||) separabile, esistono T € (C=®(Q;C),] ||o) ed una

sottosuccessione (7}, ) tali che
Vi€ CRQ;C) - i (Thy, ) = (T, f).

1T < Yim inf [ 75|
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Siano u € M (Q) e v € L>®(Q, u; C) associate a T', conformemente al Corollario (5.12).

Ne segue

vf € CR(0) tim [ o dun, = [ fvd,
Q Q

/ lv| dp = p(2) = ||T|| < liminf ||7|| < liminf / |n| dpg, -
Q h h Q

Sia infine f € C.(Q;C) e sia

¢ = sup / |val dpn -
h Q

/fl/hkd:uhk_/fyd,u‘g
Q Q

/(f—g)’/hkdﬂhk /gvhkduhk—/gvdu‘Jr /(g—f)l/du‘s
Q Q Q Q

[ amaimn = [ avad 15 =l ([ bl don, + [ ) <
Q Q Q Q

/gvhkd/zhk—/gvdu‘+20||f—g|loo.
Q Q

Dato € > 0, sia g € C(2; C) tale che 2¢||f — g|ls < /2. Sia poi k € N tale che

— £
ki /gvhkduhk—/gvdu‘<§-
Q Q

/fuhkduhk—/fudu‘@,
Q Q

Per ogni g € C°(€2; C) risulta

< +

<

<

vk

Vv

Allora si ha

<
w
AV
|

da cui la tesi. m

6 Decomposizione di misure

(6.1) Definizione Siano (X,9M) uno spazio misurabile e \, p due misure su M. Diciamo

che p ¢é assolutamente continua rispetto a A (e scriviamo p < ), se

VEEM: MNE)=0 = u(E)=0.
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(6.2) Definizione Siano (X,9) uno spazio misurabile e A\, u due misure su M. Di-

ciamo che p é singolare rispetto a X (e scriviamo p LX), se esiste S € M tale che

A(S) = (X \ S) = 0.

(6.3) Teorema Siano (X, M) uno spazio misurabile e A, jiq, fia, i3, fba CINGUE MiSure Su
M. Supponiamo che py e uz siano assolutamente continue rispetto a A, che o € jiq Siano
singolari rispetto a \ e che si abbia py + po = pg + fiy-

Allora 1y = pg € pio = ig.

Dimostrazione. Siano S', 5" € M tali che
A(S") = p2(X\ S') = A(S") = pa(X'\ S") = 0.
Posto S = §' U S”. si ha
A(S) = p2(X\ ) = pa(X \ S) =0,
quindi p1(S) = u3(S) = 0. Allora per ogni E € 9 risulta
p(E) = p(EN\S) = m(E\S) + pa(E\ S) = ps(E\ S) + pa(E\ 5) = ps(E).
D’altronde si ha anche
pa(E) = p(ENS) + pa(ENS) = ps(ENS) 4+ pa(ENS) = pa(E),

da cui la tesi. m

(6.4) Teorema Siano (X,0M) uno spazio misurabile e A\, i due misure o— finite su 9.

Valgono allora i sequenti fatti:

(a) esiste una ed una sola coppia (fiax, fts,) di misure su I tale che p = g + s,

Paxr K A€ pign L A;
(b) esiste una ed una sola p € M(X,\;R) tale che ¢ >0 e

fa(E) = / p dA
E

per ogni EJ € IN.
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Inoltre si ha

[ ran=[ rears [ rans

per ogni f : X — R u—integrabile e per ogni f : X — C p—sommabile.

Dimostrazione. Posto v = X + pu, si verifica facilmente che v ¢ una misura su 9.

Siano (Ap) e (Bp) due successioni crescenti in M con A(Ap) < 400, u(By) < 400 e

o0 o0 [e.9]

X = U A, = U By Allora, posto C, = A, N By, st ha X = |J Cy e v(C}) < 400, per
h=0 h=0 h=0
cui anche v ¢ o—finita.

Per ogni E/ € M si ha

/XEdV:V(E):)\(E)—i-,LL(E):/XEd)\—i—/XEd,u.

/f@:/fw+/f@

per ogni f : X — [0,+o00] M—misurabile, dal momento che f & limite puntuale di una

Ne segue

successione crescente di funzioni 9—semplici positive.

Inoltre per ogni f € LY (X,v) siha f € L'(X,pu) e

[ sl < [11ans [ in1ar.
-

¢ una forma lineare e continua su L'(X, v) avente norma minore o uguale ad uno. Essendo

Pertanto

v o—finita, esiste u € L>°(X, v) con norma minore o uguale ad uno tale che

Vie LNX,v): /fdu:/fudu.

Scegliendo un rappresentante opportuno, possiamo supporre di avere |u(z)| < 1 per ogni
r e X.

Ponendo f = xgn¢,, dove
E={zeX: ulx) <0},

si ottiene

0 S / XEOC;L d,u: _/ XEﬂChui dV?
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da cui v(E N Cy) =0, quindi ¥(E) = 0. Ne segue che u(z) = u*(z) per v—q.0. z € X.
A meno si sostituire u con u™, possiamo quindi supporre 0 < u(z) < 1 per ogni z € X.

Se f: X — [0,400] & una funzione 9M—misurabile, sia

fh :mln{f7h} Xcy, -

Poiché f;, € L'(X,v), si ha

/fhdu:/fhudy:/fhud)\Jr/fhudu
/fh(l—u)dp,:/fhudA.

Dal Teorema della convergenza monotona si deduce allora che

ossia

(6.5) /f(l —u)dp = / Fudh.
Poniamo
A={re X :ux) <1}, S={reX:ulx)=1}.
e definiamo due misure fi,, its,x su 9, ponendo
VE€M: pap(E) =p(ANE),  pa(E)=p(SNE).
Evidentemente p1 = pi, 3+ 2. Inoltre, scegliendo f = x g nella (6.5), si ottiene la relazione
0= [ xst=w)dn = [ xsuar=(s)

che, combinata con s (X \ S) = 0, implica us, L A

Per ogni EZ € 9 poniamo ora

= (%)

Jj=0

nella (6.5). Si ottiene

/XE (1 —u") du:/xE (hz:i uj> dX.
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Sia
u(z)
p(r) = ¢ 1-ul@)
0 sex € 5.

sex € A,

Applicando il Teorema della convergenza monotona e ricordando che A(S) = 0, si deduce

che
tan(E) = p(AN E) = / Varus i — / odh.
E

In particolare, risulta g, << A.
L’unicita della coppia (fia x, fs.) discende dal Teorema (6.3). Supponiamo d’altronde

che 1» € M (X, \) abbia gli stessi requisiti di . Se

E={reX: ) <)},

si ha

/ gpd)\:ua)\(EﬁCh):/ vd\,
ENCy

ENCy

quindi

[ e-war-o.
ENCH
Ne segue A(E N Cp) = 0, quindi A(E) = 0, ossia ¢(z) < ¥(z) per A—q.o. = € X. In

maniera simile si prova che 1(z) < p(z) per A—q.o. x € X. Pertanto ¢ = ¢ in M (X, \).
Infine, sia anzitutto f : X — [0, +00] M —misurabile. Si ha

/XEd,u:,u(E):/ godAJrus,A(E):/xEsodAJr/xEdus,A
F

per ogni K € M. Poiché f e limite puntuale di una successione crescente di funzioni

M —semplici, dal Teorema della convergenza monotona si deduce che

[ rau= [ sears [ sana

Se ora f : X — R ¢ pu—integrabile, si ha

[rran= [ rroans [ 1 dua,
[ran= [ 1 ears [ 1 dua,
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per cui fo ¢ A—integrabile, f ¢ us—integrabile e

[rau= [ sears [ sana

Se invece f : X — C ¢ p—sommabile, si ha anzitutto

[ 1= [1r1axs [ 1n1dus.

per cui fi ¢ A—sommabile e f & us)—sommabile. Ragionando su (Re f)*, (Re f)~,
(Im f)* ed (Im f)~, si ottiene la tesi. m

(6.6) Definizione Siano (X,9M) uno spazio misurabile e A\, p due misure o— finite su 9.
La coppia (fiax, fs)), caratterizzata nel teorema precedente, si chiama decomposizione di
Lebesgue di p rispetto a A. Inoltre p, st chiama parte assolutamente continua di p
rispetto a A\, mentre s x si chiama parte singolare di p rispetto a A.
Se X ¢ boreliano in R™, M =B (X) e A = L", poniamo fig, := flarcn € fbs = fbson-
Infine la ¢ € M(X,\), caratterizzata nel teorema precedente, si chiama derivata di

d
Radon-Nikodym di p rispetto a A e si denota con %

(6.7) Corollario (Teorema di Radon-Nikodym) Siano (X,9) uno spazio misurabile e
A, i due misure o—finite su M con p <K .

Allora si ha
dp
du = —dA
[ran=[ 1%

per ogni f : X — R p—integrabile ed ogni f : X — C u—sommabile.

Dimostrazione. La coppia (u,0) verifica la (a) del Teorema (6.4), per cui p, ) = i e

sy = 0. La tesi discende allora dal Teorema (6.4). m

(6.8) Teorema Sia Q un aperto in R". Per ogni u € Li, .(Q;C) definiamo una forma
lineare T,, : C°(€2; C) — C ponendo

Ve C®(QC): (T, f) ::/qudm.
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Allora T,, & una distribuzione di ordine zero su §) e lapplicazione {u — T,} é lineare

e 1muettiva.

Dimostrazione. Se K e un compatto in €2, si ha

dLm dLcr dL” .
[ ruact|< [ s(/K ul )ufu

per ogni f € C°(Q;C) nulla fuori da K. Pertanto 7;, ¢ una distribuzione di ordine zero

su €.

Evidentemente I’applicazione {u — T,} ¢ lineare. Se T;, = 0, risulta
Ve Cr(Q;C): / fudl" =0,
Q

da cui w=01in L} (Q;C). Pertanto 'applicazione {u + T, } ¢ iniettiva. m

(6.9) Teorema Sia T una distribuzione di ordine zero su un aperto 0 di R™ e siano
e M(Q) eve L>*(Q,u;C) come nel Teorema (5.11).

Allora sono fatti equivalenti:

(a) sihaT =T, conue L}, (Q;C);

loc

(b) si ha p < L™

Dimostrazione.
(a) = (b) Scelto un rappresentante per u, che denotiamo ancora con u, definiamo una

funzione boreliana v : {2 — C ponendo

u(z)
o) = ()] se u(zx) #0,

1 se u(x) =0,

e it € M () ponendo
VE € B (Q): u(E) = / | L
E
d

A

Allora risulta |(z)| = 1 per ogni z € Q e i1 < L™ con d_LM” = |u|. Ne segue

/g lu| dL™ = / g dju per ogni g : Q — C fi-sommabile ,
Q Q
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in particolare

<T,f>:/qudﬁnz/gfﬁ|u|d£":/gfﬁdﬂ per ogni f € C°(2;C).

Risulta quindi it = g e ¥ = v p-q.o. in €2, da cui p < L".
(b) = (a) Per ogni f € C°(2;C) si ha

(T, f) = /fudu /fudgndﬁn /qudL”,

d
avendo posto u = v % Per ogni compatto K in € risulta

/|u|d£” /—’udL”—MK)<+oo,

per cui u € L, .(Q;C). m

(6.10) Teorema Sia Q un aperto in R™. Allora, per ogni v € L'(Q;C), risulta
T, € (C=(C), || |ls)" € Uapplicazione

L'(2C) — (C2(0))

U —> T,
e un’isometria lineare.

Dimostrazione. Sia u € L'(Q;C). Se f € C(:C) e ||f]loo <1, si ha

\<Tu,f>\=‘/ﬂfud£"

< /Q [flTuldl® < lully ([ flleo < llully-

Risulta quindi 7, € (C2(2C). || [lw)" e [| Tl < [Julls. Viceversa, sia

u(z)
fa) = Tu@)] se u(x) # 0,
0 se u(z) =0

e sia (f5) una successione in C2°(Q; C) tale che

[fallo <1, lim fu(z) = f(z) per L"—q.0. x € .

/ fh wdLl"
Q

Si ha
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Passando al limite per A — oo ed applicando il Teorema della convergenza dominata, si

ottiene
Julli = [ Julde” < T
Q

da cui la disuguaglianza opposta. m

(6.11) Teorema Sia Q un aperto in R"™ e sia (up) una successione limitata in L*(£2; C).
Allora esistono u € L*(;C), p € M (Q), v € L™(Q, 1;C) ed una sottosuccessione (up,)
tali che p L L™, |v(x)| =1 per p—q.o. € Qe

Ve C(QC): lim/ fuhkd,C":/ fud£"+/ frdu,
ko Ja Q Q
Full + () < liminf lull, -

Dimostrazione. Per il Teorema (5.13), esistono A € M (), v € L>®(Q,\;C) e una

sottosuccessione (uy, ) tali che

lv(z)| =1 per A—q.o. x € Q,
VfeC.(C): lim/ fup, dC" :/ frdi,
ko Ja Q

)\(Q)—/\V\d)\gliminf/|uh|d£”.
Q h Q

Scegliendo opportunamente un rappresentante di v, possiamo supporre |v(z)| = 1 per

ogni z € Q. Poniamo u = ——v e u = A;. Allora, tenuto conto del Teorema (6.4), risulta

acr

dA
lully + () = / ——dL" + Xs(2) = AN(Q) < liminf |Ju||;,
QO dLr h

VfECC(Q;(C):/fud£"+/fl/d,u:/fud)\:lim/fuhkdﬁn,
0 Q 0 ko Ja

da cui la tesi. m
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7 Punti di Lebesgue

Nel corso di questa sezione, €2 denotera un aperto di R".

(7.1) Definizione Sia f € L (;C) e sia x € Q. Diciamo che ¢ un punto di

loc

Lebesgue per f, se esiste £ € C tale che

1

(7.2 B ) o, 1O L7 =0

Linsieme dei punti x € Q) di Lebesque per f si chiama insieme di Lebesgue di f.

Osserviamo che si ha

(zwem L., 7© i) 1| =

1 n
ST |, (O -0 <

1 n
< B @) /B(w) | £(§) — €[ dL™(§).

Pertanto la (7.2) implica

: 1 n(g) —
15 BB oy 7O =

In particolare, se x € un punto di Lebesgue per f, il numero complesso ¢ che compare

nella (7.2) & univocamente determinato. Da ora in poi verra denotato col simbolo f(z).

1
loc

Osserviamo anche che, se f € L; .(2) e x & un punto di Lebesgue per f, si ha f(m) e R.

(7.3) Proposizione Sia f € C(Q;C). Allora ogni punto x € Q0 é di Lebesque per [ e si
ha f(z) = f(z).

Dimostrazione. Dati x € Q ed € > 0, sia 6 > 0 tale che |f(£) — f(z)| < € ogniqualvolta
¢ € B(xz,d). Allora, se r €]0, d], risulta

- " - edL"(§) =¢

da cui la tesi. m
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(7.4) Lemma Sia u € M (Q). Allora la funzione Dy : Q — [0, +0c] definita da
Du(z) = }Lrellg (sup{% creBEr)CQ0<r< 2_h}>

¢ boreliana.

Dimostrazione. Sia

5h($):sup{%: :UGB(f,r)QQ,O<r<2_h} :

SeceR,z€0Qedp(x) >c esiste B(,7) CQconxeB(£r),0<r<2he

HBET))
BEn)

Ne segue &;,(y) > ¢ per ogni y € B (£,7), per cui 8, ' (Je, +00]) & aperto, quindi boreliano.

Pertanto &), ¢ boreliana e quindi anche Dy ¢ boreliana. m

(7.5) Lemma Sia € M (Q) e sia A € B (Q) tale che u(A) = 0.

Allora si ha
i A8 (7))

ary oA m =0 per L —(Q.0. T € A.

Dimostrazione. Poiché

. 1(B (2, 7))
Vz € Q: limsup ————2-
T—)O*p ‘Cn(B (iC, ’l“))

IN

Dp(z),

¢ sufficiente dimostrare che Dy(x) = 0 per L"—q.0. = € A.
Procediamo per assurdo, supponendo che {az € A: Du(z) > 0}, che ¢ boreliano per

il lemma precedente, non sia L"—trascurabile. Allora esiste € > 0 tale che
{zre€A: Du(z) > e}

non sia L"—trascurabile. Sia K un compatto contenuto in {x € A: Du(x) > 5} con
LK) > 0.
Posto Kj, = {z € R" : d(z, K) < 27"}, risulta che (K},) ¢ una successione decrescente

di compatti con K = (| Kj. Ne segue
h=1

lim pu(Ky) = pu(K) = 0.
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Sia h € N tale che
w(Ky) < el™(K)3™.

Per ogni z € K esistono £ =&(z) € Qer =r(x) €)0,27" [ taliche z € B({,7) C Qe

pB(Er))
Lr(B (7))

> €.

Per la compattezza di K, sara
Kc|JB(&r) .
i=1

A meno di un riordinamento, si puo supporre che r; > --- > r,,. Facciamo una selezione
delle B (&, r;) nel seguente modo: poniamo (&;,,7;,) = (&1,71) e chiamiamo 75 il minimo
j tale che B(&,,7i,) N B(&,r;) = 0 (se un tale j non esiste, la selezione ¢ gia finita).

Successivamente chiamiamo ¢3 il minimo j tale che
(B (&17”1) UB (5i27ri2)) nB (5]’773) =0

e cosl via. Otteniamo una famiglia disgiunta

tale che, se j & {i1,... i}, si abbia B (&,,7;,) NB(&;,7;) # 0 per qualche is < j, quindi

con 15, > r;. Ne segue che

K - O B(fz,rl) - U B(é’isagris) :
=1

s=1

Allora si ha

k k
eL™(K) < Y eL’(B(&,,3r:,)) =3" Y eL"(B(&, 1)) <
s=1 . s=1 .
< 3" B (&,ri)) =3"p (UB(&S>T¢5)> <
s=1 s=1

< 3" u(KyR) < 3"eLMK)3T =eLMK),

da cui 'assurdo. =

Possiamo ora dimostrare il principale risultato di questa sezione.
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(7.6) Teorema Sia f € L, .(;C). Allora si ha

loc

: 1 nie) — n_
Jim, 2B (2.1) /B(W) [F(&) = f(x)|dL™(§) =0 per L"—q.0. x € L,

. 1 n _ n__
rlir& LB (2.1 /B(M) f(&)dem (&) = f(xz) per L"—q.0. x € Q.

In particolare, il complementare in € dell’insieme di Lebesque di f ¢ L™ —trascurabile
e si ha f(x) = f(x) per L"—q.0. z € Q.

Dimostrazione. Trattiamo anzitutto il caso in cui f ¢ a valori reali.

N

E sufficiente provare che

. 1 niey n_
Tliré{r m /B(m) |f(&) — f(x)|dL" (&) =0 per L"—q.0. x € Q.

Per questo scegliamo un rappresentante boreliano di f, che denotiamo ancora con f, e

dimostriamo anzitutto che

. 1 niey — n_
Hm B @) /B(m) (f(§) = f(z))"dL™(€) =0 per L"—q.0. x € Q.

Per ogni ¢ € Q definiamo p, : B (2) — [0, +00] ponendo

mlE) = [ (7€) =) e (o).
Si verifica facilmente che p, € M (€2) e, posto A, = {z € Q: f(z) < ¢}, si ha p,(4,) = 0.
Per il lemma precedente, esiste un sottoinsieme L"—trascurabile E, di A, tale che

‘ 1
e a\E: i (Gsiy

Sia E = |J E,. Evidentemente E ¢ L™ —trascurabile. Per ogni z € 2\ E e per ogni ¢ > 0
q€Q
esiste ¢ € Q tale che f(z) < ¢ < f(z) +¢. Allorax € A, \ E, e si ha

/B(x,r) (&) -a" dﬁ"(&)) =0.

—1 + n .

LB (z,7)) /B(:c,r) (f(§) = f(x))"dL™(§) =

—1 n
ool R LR

; _ A\t n 1 . T + n
< EEE) o, (O 07O+ e [ @ s) e <
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< m /B( (O 0y aen(e) +e.

Pertanto per ogni z € Q \ F e per ogni € > 0 si ha

) 1
lim sup

maw ey o U6~ S e <.

Per I'arbitrarieta di e, si deduce che

. 1 e
e il UG RO

In maniera simile si dimostra che

, 1 e n
Tlgg 2B (w.7) /B(W) (f(€) = f(z))”dL™(€) =0 per L'—q.0. x € €,

da cui la tesi.

Se f e a valori complessi, e sufficiente applicare il ragionamento precedente alle

funzioni Re f ed Im f ed osservare che

1£(§) = f(@)] < [Re f(&) — Re f(x)] + [Im f(§) — Im f(x)].

La dimostrazione ¢ quindi completa. m

(7.7) Corollario Sia E un sottoinsieme L"—misurabile di R™. Allora si ha

LB\ )
r—ot LB (x,7r))

=0 per L'—q.0. x € F,

lim LB (z,r)NE)
r—o0t LB (z,7))

=0 per L"—q.0. x € R"\ E.

Dimostrazione. Si applichi il teorema precedente alle funzioni caratteristiche di R" \ E e

di F.m

(7.8) Corollario Siano f € L} (R";C) e (on) una successione regolarizzante in
C>(R™).
Allora si ha
lim R f(x) = fiz)
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in tutti © puntt x € R™ di Lebesque per f.

In particolare, st ha

li}rln Rnf(xz) = f(zr) per L'—q.0. x € R™

Dimostrazione. Sia x € R™ un punto di Lebesgue per f e sia ¢ € R tale che g (z) < ch™.
Risulta

' ([ twate-nacw) - fo)

da cui la tesi. m

(7.9) Corollario Sia f € L*(R™C). Allora R,f € C*(R"C) N Cy(R™C),
IR Sflloo < |Ifllz= € si ha

lifrln Rnf(x) = f(z) per L"—q.0. z € R™

Dimostrazione. Poiché per ogni x € R” risulta

[Ruf(x)] < esssup [f] <[ flze,

B(x,1/h)

si ha Rhf € Cb(Rn,C) € HRthoo < ||f||L°°

La convergenza L£"—q.o. discende dal Corollario (7.8). m

Proviamo ora una versione del Teorema fondamentale del calcolo integrale adattata

all’integrale di Lebesgue.

(7.10) Corollario Data f € L'(Ja,b|), definiamo F : [a,b] — R ponendo

F(a:):/;fd/;l.
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Allora, se x €la,b] é un punto di Lebesque per f, si ha che F ¢é derivabile in x e
F'(x) = f(z). In particolare, F ¢ derwabile £L'—q.0. in]a,b] e F'(z) = f(z) per L'—q.o.
x €la,b.

Dimostrazione. Sia x €la,b| un punto di Lebesgue di f. Dato r > 0 si ha

F($+TZ—F($) _f(g;)‘ = %/+ F)dLi(t) — f(z)| =
- 3|/ T - f<x>>d£1<t>\ <
T+r ~
< %/ f(t) = f2)]dL(t) <
< oL [0 e
Pertanto
lim Flatr) - Flz) = f(@ :

r—0t r

In maniera simile si puo trattare la derivabilita da sinistra, da cui la tesi. m

(7.11) Teorema Sia u € M (Q). Allora valgono i sequenti fatti:

(a) si ha
dp 1
dLr € Lloc(Q>’
(b) risulta
(7.12) i 2BEn)

per L"—q.0. x € Q;

d
(c) sex € Q éun punto di Lebesgque di i cui vale la (7.12), si ha

acrn

(B dp
i ey ~ ac ™)

ogniqualvolta (Ey) € una successione in B (2) verificante L"(E}) > 0,
li}ILn d(xz,Ep) =0, lifrln diam (E,) =0,

) (d(z, Ey) + diam (Ej))™
lim su < 400.
P Lr(Ep)
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dp
dcr

/ pdL" = pa(K) < p(K) < +oo,
K

Se K e un compatto in €2, si ha

Dimostrazione. Poniamo ¢ =

per cui p € L} ().
Sia ora S € B (2) tale che L"(S) =0 e pus(2\ S) = 0. Per il Lemma (7.5) si ha

pa(B .1 o
r1i>0+£"(( ) =0 per L"—q.0. x € Q\ S,

quindi
HS(B (:E,?”)) .
rl—>I(I)l+ Lr(B(x,r)) 0

Consideriamo infine una successione (Ej) conforme alla (¢). Posto

per L"—q.0. x € ().

dh = d(ZE, Eh) + diam (Eh) s

risulta Fj, C B(x,2d},), quindi

’U(Eh) b, 1 n ~ ,us(Eh)
‘E"(Eh) - (z)‘ = LBy /Eh PO AL = 2l0)| + g,y <
< iy L PO - SN + g <
< a0 =2l © + (B (n.20)) -

Y,

= 2'L'(B(2,1))5

; ( I
L En) \ LB (v, 25)

~ n /’LS(B (I’ 2dh>)
/ 6l =Bl + H 2dh>>) |

Passando al limite per h — oo, si ottiene la (c). m

Esercizi

1. Sia f € L}, .(92; C). Sidimostri che I'insieme dei punti di Lebesgue per f ¢ boreliano

e che la funzione ¢ : 2 — C definita da

loc

p(z) =

f(z) se z &un punto di Lebesgue per f,
0 altrimenti
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¢ boreliana.

(Suggerimento: si adatti la dimostrazione del Teorema (8.15)).

2. Sia f € L} .(92;C) e sia x un punto di Lebesgue per f. Si dimostri che per ogni

loc

successione (Ej) in B () soddisfacente L"(E},) > 0,
li}gn d(xz,Ep) =0, lillin diam (Ep) =0,

(d(z, Ep,) + diam (Ep))"

limhsup 00N < +00,
si ha

. 1 r n _

i gy L 1O - F@lace =o
e quindi

o we)_ o
i gy, FO40€) = ).

8 Limiti approssimati

(8.1) Definizione Siano x € R" ed E C R™. Diciamo che x ¢é approssimativamente

interno ad E, se
- L"B(z, 1)\ E)
rli>%1+ LB (z,1))

Denotiamo con E, l'insieme dei punti approssimativamente interni ad E.

=0.

Evidentemente si ha int (E) C E.. Non & invece vero, in generale, che F, C F.

Infine, se £ C F' C R"”, risulta F, C F,.

(8.2) Teorema Per ogni E C R" l'insieme E, é boreliano, mentre l'insieme E, \ E ¢é

L"—trascurabile.

Dimostrazione. Per ognir > 0e &, x € R" si ha
[£*(B (&, )\ E) = L"(B (z,r) \ E)| < L"(B(&,r) \ B(z,7)) + L*(B(z,7) \ B(£, 7))

Ne segue che la funzione

{z — L"(B(z,r)\ E)}
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¢ continua. Pertanto, per ogni €, > 0, I'insieme

. LB (x.r)\ E)
{“R' (B (z.7)) Sg}

e chiuso in R™. Allora per ogni €,6 > 0 anche I'insieme

v LBEIVE) ) o, LB (w,7)\ B)
frems o S 56}—099{906“ Swa <)

e chiuso in R™. Ne segue che

LB (z,r)\ E) }
E*:|| reR": sup <eg
>0 5L>Jo { ocrs LB (z,7))
e€Q 5eQ

¢ boreliano.

Sia ora B, = FU (R"\ B(0,h + 1)). Si verifica facilmente che

ENE=]J (Ey,\E) .

heN
E quindi sufficiente dimostrare che (Ej), \ Ej, & £L"—trascurabile per ogni h € N. Possiamo
pertanto limitarci al caso in cui R" \ E ¢ limitato. Sia G € B (R") tale che R*\ E C G e
LM"(R™\ E) = L"(G). Posto F'=R"\ G, per ogni € R" e per ogni r > 0 risulta

LB (z,r)\ E) + L"(R"\ (EUB(z,7))) = L'(R*\E)=L"R"\F) =

= L'B(z,r)\ F)+
+L"(R"\ (FUB (z,1))).

Poiché L"(R" \ E) < +00, deve essere

LB (z,r)\ E)=L"B(z,r)\ F).

Ne segue E, = F,.
D’altronde dal Corollario (7.7) segue che

lim LB (z,r)NF)

=0 Lr'—q.0. z € R"\ F.
ot Ln(B (z,7)) por L7=q.0. w € R\

Risulta quindi £" (F, \ F') = 0, da cui, a maggior ragione, L" (E, \ F) =0.m
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(8.3) Definizione Per ogni E C R"™ poniamo

0.E :=R"\ (E,U(R"\ E),) .

Evidentemente 0,F ¢ un boreliano con 0,F C OF.

(8.4) Corollario Sia E C R"™. Allora sono fatti equivalenti:
(a) E & L"—misurabile;

(b) O.E é L™—trascurabile;

(¢) (E'\ E,) é L"—trascurabile;

(d) (E\ E.) ¢ L"—misurabile.

Dimostrazione.
(a) = (b) Dal Corollario (7.7) segue che (E'\ E,) e (R"\ E) \ (R"\ E),) sono entrambi

L7 —trascurabili. E allora sufficiente osservare che

O.EC(E\E)U(R"\E)\(R"\ E),) .
(b) = (c) Risulta

E\E.CO.EU(R"\E),\ (R"\E))
La tesi discende allora dal Teorema (8.2).
(¢) = (d) Ovvio.
(d) = (a) Poiché

E=(E.U(E\E))\ (EN\E),

la (a) discende dal Teorema (8.2). m

(8.5) Definizione Siano Y uno spazio metrico, f € Y®" /L, x € R® e € Y. Diciamo
che ¢ é limite approssimato di f in x, se per ogni intorno V di £ in'Y si ha che x é

approssimativamente interno a f~1(V).

Si verifica facilmente che tale nozione e effettivamente indipendente dalla scelta del

rappresentante f.
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Evidentemente, se ¢ e limite di f in z, allora £ & anche limite approssimato di f in x.

(8.6) Proposizione (Unicita del limite approssimato) Siano Y uno spazio metrico,
feY®R /L xeR el V' €Y. Supponiamo che £ e l' siano entrambi limiti approssimati
di f in x.

Allora si ha ¢ = 1'.

Dimostrazione. Supponiamo, per assurdo, che si abbia £ # ¢'. Siano V e V' due intorni
rispettivamente di £ e ¢ con VNV’ = (). Poiché f~H(V)n f~1(V’') =0, si ha
LB (x,r) < LB (2,7) \ V) + LB (,r) \ f7H(V)),

quindi
L™"(B
1= lim (B ()

R e T
M 2B () =

il che € assurdo. m

Se f ammette limite approssimato ¢ in x, poniamo

aplim f(§) :=1¢.

E—x

(8.7) Definizione Siano Y uno spazio metrico, f : R" — Y un’applicazione e x € R".

Diciamo che f é approssimativamente continua in x, se

aplim f(¢) = f(x).

E—a

(8.8) Teorema Sia f € Li, (R"C) e sia x € R™ un punto di Lebesque di f.

loc
Allora
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£ (B, \ 7 (B (f).2)))

=&

LB (z,1))
Ne segue
i cr (B (z,r)\ [ (B (f(”f)’5>>> _ 0
Jimy (B (z,1) o

per cui z & approssimativamente interno a f! (B (f(x), é‘)).
Tenendo conto che ogni intorno di f(z) contiene un disco del tipo B ( f (x),g), si

ottiene la tesi. m

(8.9) Teorema Sia f € L2 (R™C) e sia x € R" un punto in cui f ammette limite

loc

approssimato.

Allora x ¢é di Lebesgue per f e

f(z) =aplim f(£).

E—a

Dimostrazione. Sia ¢ = aplim f(£) e sia g > 0 tale che B (x,r9) C Q. Per ogni e > 0 e

E—a

per ogni r €]0,7¢] si ha
1
- — 0l dLn(€) =

/geB x,r): | f(§)—Lll<e
f"(B(l‘,T)) { (x,r): | (&) —L]<e}
I /

L' (B (z,r)\ f(B(£e))
LB (z,1))

[£(§) — €1 dLm(§)+

+ F(6) = £1dLm(€) <

<e+ (esssup |f]+ 1]
B(z,ro0)

Ne segue

. 1
lim sup

mew ey o 1O =4 <

da cui la tesi, per 'arbitrarieta di . m
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(8.10) Esempio Sia f: R — R definita da
1 1 1
n per———<zx<—,n>2,
fz) = n nd n

0 altrimenti.

Allora f € LY(R) e si ha
aplim f(¢) =0,

£—0
anche se 0 non € un punto di Lebesque per f.
Dimostrazione. Per ogni € €]0,2] e r €]0,1/2[ si ha

+oo T
L) =rr\fH(] = el) Z%S/}C (xcil)i)”

0
n==k

r

dove k_+1 <r <+ Ne segue

1 < r?
2k —1)2 — 2(1— 2702

‘Cl (] - T7T[\f_1<] - 575[)) <

per cui aplim f(§) = 0.
£—0

Si verifica facilmente che f € L'(R). Se 0 fosse un punto di Lebesgue per f, sarebbe

necessariamente f(0) = 0. Ma risulta

oo dx
/ |f|d£1>z—>/ =3

n==k,

r 1
1
/T'f > 2T

per cui 0 non puo essere un punto di Lebesgue. m

1 1
dove e ST <5 Ne segue

(8.11) Teorema Sia f € R®'/L".  Allora f ¢ L"—misurabile se e solo se f ¢

approssimativamente continua in L"—quasi ogni x € R™.

Dimostrazione. Supponiamo che f sia £"—misurabile. Per il Teorema di Lusin, per ogni

h € N esiste una funzione continua g, : R — R tale che £"(R"\ C}) < 1/(h + 1), dove

Ch={xeR": f(x)=gn(z)} .
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Evidentemente C}, & L™ —misurabile. Esiste quindi S, C C}, con L"(S,) =0e

Ve € Cp\ Sy : lim LB (z,r) \ Ch)

M B )y

Allora il complementare di U Ch \ U Sy, € L"—trascurabile. Sia z € U Ch \ U Sh

heN heN heN heN
e sia V un intorno di f(z) in R. Sia k € N tale che x € Cj. Poiché f ristretta a

Cy ¢ continua, si ha B(z,r) N C, C f~1(V) definitivamente per r — 07. Ne segue
B(z,7)\ f~4(V) C B(z,r) \ Cy, quindi

L £B @)\ V)

r—0+ LB (z,1)) =0

Pertanto f e approssimativamente continua in x.
Supponiamo viceversa che f sia approssimativamente continua in L£"—quasi ogni
x € R". Sia § C R" con L"(S) = 0 tale che f ¢ approssimativamente continua in ogni

z € R"\ S. Se A =|c,+00] con ¢ € R, risulta

FHANS S (F71(A),,

quindi £"(f~Y(A)\ (f7'(A)),) = 0. Dal Corollario (8.4) si deduce che f~'(A) &

L"—misurabile, per cui f e L"—misurabile. m

(8.12) Definizione Siano E C R™ e x € R™. Diciamo che u € R" ¢ un versore normale

esterno ad E in z, se lu| =1 ¢

. L"{ceB(x,r)NE: (§—x)-u>0})

v £(B (z.1)) -0
i PUEEB G\ B (€ a) <o)
r0+ LB (x,7)) '

(8.13) Proposizione Siano E CR", x € R" ed uy,uy due versori normali esterni ad E
n .

Allora x € 0. F ed uy = uy.

Dimostrazione. A meno di una traslazione, possiamo supporre x = 0. Poiché

BO,rNEC{{eBO,rNE: - u >0U{E€eB(0,7): &-up <0},
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si ha

lim sup L"(B(0,r)NE) <

1
o+ L7(B(0,1)) 2"

Tenuto conto che
L (B0,r) <L (B(O,r)NE)+ L (B(0,r)\ E),

ne segue
. LM(B(0,r)\ E)
it =B (0, 7)

per cui 0 ¢ E,. In modo simile si prova che 0 ¢ (R" \ £),, per cui 0 € 0, E.

1
>_a
-2

L’insieme
A ={§€B(0,r): §-ur <0< E-us}

¢ aperto in R"™. Se per assurdo u; # uso, si ha Ay # (), perché uy — u; € Ay, quindi

L"(Ay) > 0. D’altronde

A, C{EeBO,r)NE: - up>0U{EeB(0,r)\E: £-up <0},

per cui
_ L£r(A)
A B )
Inoltre si ha
L"(A,) L"(As)

OB LB

da cui una contraddizione. m

(8.14) Definizione Sia E C R". Per ogni x € R™ denotiamo con vg(x) il versore
normale esterno ad E in x, se esiste, altrimenti poniamo vg(x) = 0. L’applicazione

vg : R" — R™ cosi definita si chiama normale esterna ad F.

(8.15) Teorema Sia E C R™. Allora la normale esterna vg : R™ — R™ é un’applicazione

boreliana e limitata.

Dimostrazione. Ovviamente vg ¢ limitata. Sia F' I'insieme dei punti z € R™ in cui esiste
il versore normale esterno. Per ogni u,v € R" con u,v # 0 poniamo

_ L {EEBO.D): (€ u)(Ev) < 0D
£ (B(0.1))

w(u,v)
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Dal Teorema della convergenza dominata si deduce facilmente che w : (R™\ {0})? = R ¢
continua con w(u,u) = 0.
Inoltre per ogni r > 0 e x,u,v € R" con u,v # 0 si ha

Lr({§eBxr): (E—2) uw)(({—2) -v) <0})
LB (z,1))

_ L ({EeB(@ ) (E=2) - w)((§ =) -v) <0})
LB (z,1))

Sia C' un chiuso in R"” e sia D un sottoinsieme numerabile e denso in

= w(u,v).

{ueC: jul=1}.

Osserviamo che z € F Nvg'(C) se e solo se per ogni € > 0 esiste u € D tale che

Lr{&eB(x,r)NnE: (§—x) -u>0})

i s C'(B (z.7)) =
) Lr{&eB(x,r)\E: (£—1x)-u<0})
v (B (w,7)) =

Infatti, se x € F' e vg(x) € C, dato € > 0 esiste u € D con w(u,vg(x)) < e. Ne segue

Lr{&eB(x,r)NE: (§—x)-u>0})

fim sup L'(B (z.7)) =
, Lr{&eB(x,r)NE: (§—x) ve(x) >0})
= limsup LB (1) ’
iy ELE S S <t < ¢

In modo simile si prova che

lim su Lr({€eBa,r)\E: (—x) u<0})
B (B (1)

<e.

Viceversa, sia x € R™ e sia (uy,) una successione in D con

Lr{&eB(x,r)NE: (§—x)- u,>0}) < 1

lim sup

0+ LB (z,71)) ~h+1’
, Lr{&eB(x,r)\E: (§—x)-u, <0}) 1
fim sup £o(B (2.1)) Shan

A meno di una sottosuccessione, (uy,) € convergente ad u € C' con |u| =1 . Risulta

, Lr{&eB(x,r)NE: (§—x)-u>0})
. (B x.7)) =
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Lr{&eB(x,r)NE: (§—x)- u,>0})

< lim sup

me (B (2, 7))
Lr B c(E—x)- 0 — ). 1
+1i71[n_31+1p {eebizr) fn(Bx()x’Z;)S <{-z)u) <h i + w(up, u)
e, analogamente,
_ Lr{&eB(x,r)\E: (£—1z)-u<0}) 1
h,riiljp (B (2] < P + w(up, u) .

Passando al limite per h — oo, si deduce che z € F e vg(z) =u € C.

Risulta allora

Fny @)= U U M Ceur

e>0 ueD >0 0<r<d
eeQ 6eQ

dove

Ce,u,r:{xeRnl Lr{feB@r)nE: (§—x)-u>0})

£(B (x,7) =5
Lr{&eB(x,r)\E: (£—1z)-u<0})
(B (z.7)) = } |

Poiché ogni C. ,, € chiuso in R, si ha che F'N 1/51(0) ¢ boreliano in R"™.
In particolare, F' & boreliano. Inoltre v'(C) ¢ uguale a F N v;'(C) eventualmente

unito con R™\ F, per cui v5*(C) & boreliano. Ne segue che v : R® — R” & boreliana. m

(8.16) Teorema Siano 2 ed U due aperti in R™, g : U — R un’applicazione di classe
C* tale che
QNU={£e€U: g <0}

e sia x € UN O tale che Vg(z) # 0.
Allora g(x) =0 e

¢ 1l versore normale esterno ad §) in x.

Dimostrazione. Tenuto conto della continuita di g, & ovvio che g(z) =0. Siaw : U — R

tale che w(z) =0e

vEeU: g(§) = Vg(x) - (€ — ) +|§ — z[w(E).-



8. LIMITI APPROSSIMATI 87

Sia (rj,) una successione in |0, +oo[ decrescente a 0 e sia

(O,
= p{|Vg<x>|'§€B<’h)}'

Evidentemente anche (g5,) € decrescente a 0. Se & € B (x,r,) N2, si ha

Vy(z) - (€ = 2) +[€ = z|w(§) <0,

da cui Vo(z)
o] (6 <@l
Ne segue
£ (feepimmna: ¢ g >0))
L (B (x,rp)) B
e ({eerEm) o< -n) B <ale—al))
= L (B (x,rp)) -
o ({eeBmn: o< -0 T < ak - ol})
| - £ (B(z,1)) |
Poiché ({ | V()
EEB @ 1) 0< (€)oo < el = x|})

costituisce una successione decrescente di sottoinsiemi £"—misurabili di misura finita con
intersezione vuota, si ha
lim £ ({g EB(1): 0<(¢—a)- % <6h|§—x|}) _0.
In modo simile si prova che
o ({eeB@n\: -2 34 <o})

lim =0,

r—0+ L (B (x,r))

da cui la tesi. m

(8.17) Definizione Sia E C R™. Diciamo che E ¢é un sottoinsieme di perimetro finito,

se H"1(0.F) < +o0.

(8.18) Teorema Se E C R"™ ha perimetro finito, allora E ¢ L"—misurabile.
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Dimostrazione. Si ha L"(0,E) = 0, per cui la tesi discende dal Corollario (8.4). m

(8.19) Teorema (della divergenza) Siano E C R" di perimetro finito, f € C}(R") e
g € CHR™;R").
Allora si ha

/EVf(fE)-g(w) dL™(x) = [ f(s) (9(8)-VE(S))dH"_l(S)—/Ef(aﬁ) div g(x) dL" ().

0+ E

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione. m



Capitolo 2

Funzioni di una variabile reale

1 Funzioni crescenti

(1.1) Definizione Sia I un intervallo in R. Una funzione f : I — R si dice crescente,

se

Ve,yel: o<y = f(x)<f(y).

(1.2) Teorema Sia f : [a,b] — R una funzione crescente. Allora f ¢ boreliana ed esiste

una ed una sola p € M (Ja,b[) tale che

b
Vg Cath©): — [ gract= [ gdu.
a la,b[

Valgono inoltre i sequenti fatti:

(a) per ogni o, B € [a,b] con a < [ risulta

f(B) = fla) = p(a, B])
e st ha l'uguaglianza se f e continua da destra in o e da sinistra in (3;
(b) linsieme dei punti di discontinuita in |a,b] di f é al pit numerabile e coincide con
Uinsieme {x €la, b[: p({x}) > 0},

du

(¢) f ¢ derivabile L'—q.0. in]a,b], f' € L*(Ja,b[, L") e f' = —T

(d) si ha
| 1< o - fa).

89
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Dimostrazione. Per ogni ¢ € R Pinsieme f~!(]c, +0c]) puo essere solo della forma |d, b],
[d,b] o 0, in ogni caso boreliano. Inoltre per ogni A > 1 Uinsieme dei punti z €]a, b] tali

che

lim, f(€) ~ lim f(€) > 5

E—axt E—ax—
contiene al pitt A(f(b) — f(a)) elementi. Ne segue che 'insieme dei punti di discontinuita

di f € unione numerabile di insiemi finiti, quindi al pitt numerabile.

{gM—/ab g’fdﬁl}

¢ una forma lineare su C2°(]a,b[; C). Sia g € C°(Ja,b]) con g > 0 e sia g = 0 fuori da

la, 8] Cla, b[. Risulta
[ (5 (e 3) ~ o)) st ac(0) =

(= [ (o3 ac + [ ace) =

= [ o (s -1 (s 1)) a2 0.

Passando al limite per h — oo, si deduce che

Evidentemente

b
g€ C®(ab]) : g >0 —> —/ JfdCt >0,

{gH —/ab g’fd/ll}

¢ una forma lineare e positiva su C2°(]a, b[; C).

per cui

Per il Teorema (1.5.8) esiste una ed una sola u € M (]a,b]) tale che

b
Vg € C*(Ja,b[; C) : —/ g’fdﬁlz/ gdp.
a Ja,b[

Siano ora a < a < < b con f continua da destra in « e da sinistra in 5. Sia (gp)

una successione regolarizzante in C°(R) e sia g, € C°(]a, b[) definita da

) = [ (o (6-a= 1)~ o (=54 7)) act@).
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Allora (gp,) ¢ una successione di funzioni positive in C2°(Ja, b]) che converge crescendo a

Xa,3- Per il Teorema della convergenza monotona si ha
b
lim / gndp = p(Ja, B]) .
D’altronde per ogni € > 0 esiste 0 > 0 tale che
a<z<a+d = f(z)— fla)<e.

Allora per h > 2/§ si ha

/ab o (‘7” T %) fla)dL! (z) = f(a)| =

2

= [ e (v 1) (G0 - f(@) d2'0) <=

Ne segue
b
lim / o <x Ca- %) F@)dL (@) = f(a).

Ragionando in maniera simile su 3, si prova che

b
li}an —/ gn' fdct =

= lim Vab 0312 <:c - B+ %) f(x)dLH(x) — /ab 0312 (x — o — %) f(x) dgl(x)] —

= f(B) — f(a),
da cui u(la, B]) = f(B) — fla).

In generale, se a < a < 8 < b, esistono una successione () decrescente ad a ed una

successione () crescente a § con f continua in «y, e 3. Risulta allora

F(B) = fla) = lim (f(Br) = flan)) = lim p(lan, Bu[) = ule, BI) -

Inoltre, dato = €|a, b], esistono una successione (a4) crescente a = ed una successione

(B) decrescente a x con f continua in ay, e §,. Questa volta ne segue

lim f(§) — lim f(§) =1lim (f(5n) — flan)) = lim u(lan, Gi]) = p({z}).

E—axt E—a—
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d
Sia ¢ = d_L/‘Ll’ sia j1s la parte singolare di p rispetto a £! e sia z €|a, b] tale che f sia

continua in z, x sia un punto di Lebesgue per ¢ e

lim ps(Jz — 7,z +r[)

r—0 L1(Jx —r,x +7]) =0

Sappiamo gia che £'—quasi ogni punto di ]a, b[ ha queste proprieta. Dimostriamo che in
un tale x la funzione f ¢ derivabile e che f'(z) = @¢(x). Per ogni £ €|a, b[\{z} esistono
una successione (qy,) crescente a & ed una successione (;,) decrescente a £ con f continua

in oy, e f,. Ragionando come in precedenza, si deduce che
V€ €la,b: § <z = p(l¢, 2]) < flz) — f(§) < p(l€, z])

V¢ €a,bf: £ > 1 = p([z,€]) < £(§) — flz) < p(lz,€]).

Sia ora (z;,) una qualunque successione convergente a x con x;, # x. Dal Teorema (1.7.11)

si deduce che
lim fzn) = f(z)

m = p(z),

per cui f & derivabile in z e f'(x) = @(z). In particolare, f & derivabile £'—q.o. in ]a, b|

e f'(z) = p(z) L'—q.0. in ]a,b].

Infine si ha

1) - f(a) > nlla,b) = / o dL + py(Ja b)) > / fdct,

per cui, in particolare, f' € L'(Ja,b[, £L!). m

2 Funzioni a variazione limitata

(2.1) Definizione Siano I un intervallo in R, f: I — R una funzione ed a,b € I con

a <b. Poniamo

K
Vo(f) ZISUP{Z |f(xn) — flzn-1)|: kzl,a:xogmgxkzb}_
h=1
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Diciamo che V2(f) € [0, +00] ¢ la variazione di f da a a b. Diciamo che f ¢ a variazione
limitata, se
sup{Vab(f) ca,bel a< b} < +00.
(2.2) Proposizione Sia I un intervallo in R. Valgono allora i sequenti fatti:
(a) se f,g: 1 — R sono due funzioni e s € R, si ha

Vo +9) SVIN+ Vi), Va(s ) =1sIVI(f)

per ogni a,b € I con a < b (si intende che 0 - (+00) = 0); in particolare, l'insieme

delle funzioni da I in R a variazione limitata ¢ un sottospazio vettoriale di RY;
(b) se f: 1 — R ¢ una funzione, si ha
Vo) = Va(f) + Va(f)
ogniqualvolta a,b,c € I ed a < ¢ < b;

(c) se f:]a,b] = R ¢é una funzione crescente, [ ¢ a variazione limitata e si ha

Dimostrazione.

(a) Sea=xy<--- <z =>b,siha

>
Il =
—

[ (@n) + g(@n) = flana) = glen1)] < D [Flen) = flana)| +

A
X

da cui V2(f + g) < V2(f) + Vb(g). Inoltre si ha

> A flxn) = s flan-n)l = sl D |f(@n) = flan)ls

quindi V(s f) = |s| VE(f).
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(b) Siano a < VE(f) e B < VE(f)esianoa =20 < - <ap=cec=ys < < yYn=>
tali che

|[f(en) = fzna)l > a, Z [f(Yn) = f(yn-1)| > B.

>
Il =
—

Allora si ha
k
a+tB< Z f () = flana |+Z () = Flynr)| S VE(F),

quindi V(f) + V2(f) < V2(f) per arbitrarieta di a e f3.

D’altronde, se a =29 < --- < xp=be x;—1 <c<xj sl ha

>
Il B
—

|f(zn) = fznoa)] < Zlf zn) = flan-a)| + |f(e) = f(zj-1)] +

+|f(z5) = fl)] + Z |f(zn) — fona)| <

h=j+1

IN

Vi) +V2(f)

quindi V(1) < VE(f) + VA(P)
(c) Se a =xy < --- < xp = b, risulta

(f(xn) = f(n1)) = f(b) = f(a),

>
[y

IIM??

da cui la tesi. m

(2.3) Teorema Sia f : [a,b] — R a variazione limitata e siano fi, f> : [a,b] — R definite
da

fil) =3 O+ I@) ) =5 V) - f@)
Allora fi e fz sono crescenti e si ha per ogni z € [a, b]
f@) = fila) = fla), VI = h() + hlo).
Dimostrazione. Se a <z <y < b, si ha
fily) = file) = SOV = Vi) + Fo) — F(a) 2

V2(F) = 1f(y) = f()) = 0.

v
NSRS NN
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In maniera simile si prova che anche f; & crescente. Evidentemente f(z) = fi(x) — fa(x)

e Vi(f) = (@) + fo(z). =

(2.4) Lemma Siano I un intervallo in R con int (I) # O, f : I — R una funzione e

rel.
Allora si ha
lim inf M — liminf M7
o -z m&—(za) €=
n<z <€, n<
imsup 2= T@) _ g 18 = F0)
¢ §—x &) —@a)  §—1
n<z<§,n<g
Dimostrazione. Si verifica facilmente che
lim inf M > liminf M
Sned §—x (n,6)—(z,z) E—n

n<z<E, <€

D’altronde, se n < x < &, si ha

fO —fln) _E—afl&) — flx) , @—nflx)—fln)

§—n  f-n t-x f-n a—y
Ne segue
K= 10y { 1= S10) S10)= )}
S/ I
ogniqualvolta n < x < ¢ ed n < &, per cui
b JO ) L)~ fla)
mann tT e

L’uguaglianza riguardante il massimo limite si dimostra in modo simile. m

(2.5) Teorema Sia f : [a,b] — R una funzione a variazione limitata. Valgono allora i

sequenti fatti:

(a) le funzioni f e {x —— V*(f)} hanno gli stessi punti di continuita da sinistra e da

destra in |a, b|;

(b) linsieme dei punti di discontinuita di f é al piv numerabile;
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(¢) f é derivabile L'—q.0. in]a,b], f' € L*(Ja,b[, L) e
[f'(@)] = (Vi'(f)) per L'=q.0. x €a,b],
b
[ irazt < v,

Dimostrazione. Poiché |f(y)— f(z)] < VY(f)—VZE(f) pera < x <y < b, & evidente che la
continuita da destra o da sinistra di {z —— V*(f)} implica la corrispondente continuita
di f. Viceversa, supponiamo ad esempio che f sia continua da sinistra in « €]a,b]. Per

ogni a < VF(f) esistono a = xy < -+ < xp = x tali che

Z |f(zn) — flzna)] > a.

Possiamo supporre x,_1 < . Allora si ha
k—1
@ < Jm <Z |f(@n) = f(@n-1)] + | f(£) —f(xk_1)|> <
h=1

< Jlim V() < VI,

quindi gl_igli VE(f) = VF(f) per larbitrarieta di a. Poiché VE(f) = VI(f) — V2(f), la
continuita da destra puo essere trattata in maniera simile.
Combinando il Teorema (2.3) col Teorema (1.2), si deduce che 'insieme dei punti di
discontinuita di f ¢ al pitt numerabile, f ¢ derivabile £'—q.o. in Ja,b[ e f' € L'(Ja,b[, £L').
Poiché |f(y) — f(x)| S V¥(f) — VE(f) per a <z <y < b, & evidente che

[f'(@) < (VE(f) per L'=qo. x €la,b].

D’altronde, per il Lemma (2.4), l'insieme degli x €]a,b[ in cui |f'(z)] < (VF(f)) ¢

a

contenuto in |J FEj, dove Ej, ¢ I'insieme degli  €]a, b[ tali che
h>1

W) =) _ Valh) =Valf) 1
t—s t—s h

ogniqualvoltaa§s<t§bex—%<s§x§t<x+%. Per ogni h > 1 e per ogni

€>0,slano a =9 <--- <z =btali che (x; —z;_1) <1/he

> ) = flaj)l > Va(f) e
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esia J ={j: EyN[zj_1,2;] #0}. Allora risulta

LB < Y (o —am) B Y (VE() = VE(f) = 1 f(ag) — flzj-)]) <

jeJ jeJ

h Y2 V() = Vi (1) = 1) = Fag)]) =

= h (V;’

quindi £'(E},) = 0 per Parbitrarieta di . Ne segue

IA

IIM»

flzy) — flz;- 1)\) < he,

[f'(@) = V() per L'=q.0. z €]a,b[.

Infine, dal Teorema (1.2) si deduce che

b
/Ifwﬁsvﬂﬁ

e la dimostrazione ¢ completa. m

3 Funzioni assolutamente continue

(3.1) Definizione Siano I un intervallo in R e f : I — R una funzione. Diciamo che

f ¢é assolutamente continua, se per ogni € > 0 esiste & > 0 tale che

Evidentemente ogni funzione assolutamente continua ¢ uniformemente continua.

(3.2) Proposizione Sia f : I — R una funzione lipschitziana. Allora f é assolutamente

continua.
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Dimostrazione. Sia f lipschitziana di costante c. Dato € > 0, sia ¢d < . Allora si ha

[f(yn) = flxn)| < e (yn—zn) <cd<e,

h=1

>
Il =
—

da cui la tesi. m

(3.3) Teorema Sia f : [a,b] — R una funzione assolutamente continua. Allora f é a

variazione limitata e {x — V.*(f)} € assolutamente continua.

Dimostrazione. Sia § > 0 tale che

ogniqualvolta a <z <y < ---

h=1
. b—a : . . .
Sia n > 1 tale che <desiaa=uwxy<--- <z, =0b Possiamo supporre che i punti
n
b—a
a +m—— (0 < m < n) appartengano alla suddivisione {xy, ..., zx} e che corrispondano
n

agli indici hy, ..., h,. Allora si ha

hm+1 b 4
> (an =) = <4,
n
h=hpm+1
per cui
hm+1
Z |f(zn) — f(zna)] < 1.
h=hm+1
Ne segue
k n—1 hm41
2 1f(en) = flanv)] = fan) = f@n)| <,

h=1
per cui V2(f) < n.
Sia ora € > 0 e sia ¢ > 0 relativo ad €/2, conformemente all’assoluta continuita di f.

Sea<mz <y <. <z <y <be

Z(yh_xh)<§7

k
h=1
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siano xp = t[()h) <. < tg? =y, tali che

np (h) (h) un _i
jzl F(857) = £ > Var() = o

Allora si ha

ossia
da cui la tesi. m

(3.4) Teorema Sia f : [a,b] — R una funzione. Allora sono fatti equivalenti:

(a) f é assolutamente continua;

(b) f ¢ continua in a e b, a variazione limitata e p < L', dove p & la misura associata a

(& — V=(f)} dal Teorema (1.2);
(¢) f ¢ derivabile L'—q.0. inla,b], ' € L'(Ja,b[, £1) e

Vo e lab): fo) = fla)+ [ fdet;
(d) esiste p € L'(Ja,b], L) tale che

Vo€ latl: o) = fa)+ [ pac’

(e) f € a variazione limitata e

b
/ dE = VA(f)

Dimostrazione.
(a) = (b) Per la proposizione precedente, f ¢ a variazione limitata.
Sia E un boreliano L£'—trascurabile in Ja,b[. Per il Teorema (1.1.23) esistono una

successione crescente di compatti (K,) ed un boreliano Ey u—trascurabile tali che

E= (U Kn> U Ej.

neN
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Per provare che u < £!, & quindi sufficiente verificare che u(K,) = 0. Per la proposizione
precedente, {x — V*(f)} e assolutamente continua. Sia & > 0 e sia 6 > 0 conforme alla
definizione di assoluta continuita. Poiché £!(K,) = 0, esiste un aperto A in ]a, b| tale che

K, C Ae LYA) < 4. Per la compattezza di K, possiamo supporre che

= U J2h, ynl

cona <z <y <<z <yp <b. Allora si ha

k
E h_xh

h=1

quindi
k k
plI) < u(A) = > wan ) = D7 (V) = VEr(£) <=
h=1 h=1

Ne segue p(K,,) = 0 per Parbitrarieta di e
(b)) = (c) Essendo a variazione limitata, la funzione f ¢ derivabile £'—q.0. in |a,b| e

'€ L'(Ja,b[, £'). Siano
fil) =5 )+ @) ) =5 (V) ~ f(@)

Se 11 e pg sono le misure associate a fi e fo dal Teorema (1.2), si ha

b b
Vg€ Ca b O — [ J@)VaDd @) = ~ [ o (fi+ f) e’ =
= / gdpn +/ gdus .
Ja,b] Ja,b]
Essendo unica la misura associata a {z — V*(f)}, deve essere
VE € B (Ja,0]) : (n(E) + pa(E) = p(E).

In particolare, u; < L', o < LY e f1 e fy sono continue su [a, b].

Combinando il Teorema (1.2) col Teorema di Radon-Nikodym, si deduce che

flx) = fi(x) ()+mam fa(a) — paf

= fila) /fd.cl fa(a /fd£1 2 /fd£1
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(¢) = (d) E sufficiente porre ¢ = f'.
(d) = (e) Per il Corollario (1.7.10), f ¢ derivabile £L'—q.o0. in ]a,b[ e f'(x) = ¢(x) per
L'—q.0. x €]a,b]. Sea=x9< - <xp=b,siha

/m fd£1<2/x |f)det = /|f|d£1

b
Ve() 5/ fldLt < +oc.
La disuguaglianza opposta ¢ contenuta nel Teorema (2.5).

() = (a) Sea <z <y<b,siha

k
D 1f(@n) = flana |—
h=1

per cui

T Y b
/|f’|dﬁ1+/ |f'|d£1+/ 1AL = V() + VI + V).
a x Y
per cui
/ AL = V(f).

Sea<z <y <--- <z <y, <bed

risulta che E & boreliano e

S 1) - / et

E quindi sufficiente dimostrare che per ogni € > 0 esiste § > 0 tale che

/ |f'1dLt < e
E

per ogni boreliano E in Ja,b[ con £'(E) < §. Per assurdo, supponiamo che esistano & > 0

ed una successione (Ej,) di boreliani in ]a, b[ con L1(E),) < 27" e

/ |f'1dct > ¢.
Ep,

Fk:UEha

h>k

Posto
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si ha che (F}) € una successione decrescente di boreliani con

LHF) < 27k / |f'|dx > €.
Fy

Dal Teorema della convergenza dominata si deduce che

b b
iim [ 17w d2 = [ 1f g m de =0,
a a k

il che & assurdo. m
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