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∫
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• g di tipo jumping se λi ∈ (α, β) per qualche i ∈ N.
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(R. Caccioppoli, Un principio di inversione per le corrispondenze

funzionali e sue applicazioni alle equazioni alle derivate parziali, 1932).

• (α, β) ∩ {λi}i∈N = ∅ ⇒ ∀h ∃ soluzione
(Teorema della sella di Rabinowitz, . . . ).

• 0 < α < λ1 < β < λ2: ∃t1 = t1(h0) t.c. (caso g′′ > 0)
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∆u + g(u) = h0 + te1 in Ω
u = 0 su ∂Ω

◦ non ha soluzioni se t < t1;

◦ ha esattamente una soluzione se t = t1;

◦ ha esattamente due soluzioni se t > t1

(Ambrosetti-Prodi, 1972).
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• α < λ1 < λ2 < β ⇒ ∃t2 = t2(h0) t.c.

(∗)
{

∆u + g(u) = h0 + te1 in Ω
u = 0 su ∂Ω

ha 4 soluzioni per t > t2 (Hofer, Lazer-McKenna, Solimini,. . . ).

• α < λ1 < λ3 < β ⇒ 6 soluzioni per t grande, sotto
ulteriori ipotesi.

• Congettura di Lazer-McKenna (1983)

Se α < λ1 < λi < β allora (∗) ha almeno 2i soluzioni per
t grande.
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soluzioni

•

• Osservazioni

•

Caso con risonanza

Soluzioni di bassa
energia

Problema iniziale

• Congettura vera per N = 1.

• Falsa per N > 1:

Teorema (Dancer, 1989) Sia N > 1, ∀i ≥ 2 ∃Ωi, hi t.c.

{
∆u − αu− + βu+ = hi + te1 in Ωi

u = 0 su ∂Ωi

con α < λ1(Ωi) < λi(Ωi) < β, ha esattamente 4 soluzioni,
per t grande (u± = max{±u, 0}).

� Fissato Ω, ∀k ∈ N ∃i(k) t.c. α < λ1 < λi(k) < β ⇒ ∃k
soluzioni, per t grande.
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(Pα,β)

{
∆u − αu− + βu+ = e1 in Ω
u = 0 su ∂Ω

Teorema (AIHP, 2010) Sia N ≥ 3, α < λ1, k ∈ N. Per β grande
esiste una soluzione uk,β di (Pα,β) che verifica le seguenti proprietà:

i) esistono xβ
1 , . . . , x

β
k in Ω, r̄ > 0, con |xβ

i − xβ
j | ≥ 2r̄√

β
tali che

uk,β(x) ≤ 0 in Ω \ ∪B
(
xβ

i ,
r̄√
β

)
e u+

k,β 6≡ 0 in B
(
xβ

i ,
r̄√
β

)
;

ii) lim
β→+∞

e1(x
β
i ) = max

Ω
e1, lim

β→+∞

√
β |xβ

i − xβ
j | = ∞;



iii) uk,β

(
xβ

i + x√
β

)
converge uniformemente sui compatti di RN alla

soluzione radiale non costante di





∆U + U+ = 0 in R
N

lim
|x|→∞

U(x) = 1
α−λ1

max
Ω

e1;

iv) uk,β(x) > e1(x)
α−λ1

e, ∀ρ > 0,

lim
β→+∞

sup

{
uk,β(x) − e1(x)

α − λ1

: x ∈ Ω \ ∪B(xβ
i , ρ)

}
= 0.



iii) uk,β

(
xβ

i + x√
β

)
converge uniformemente sui compatti di RN alla

soluzione radiale non costante di





∆U + U+ = 0 in R
N

lim
|x|→∞

U(x) = 1
α−λ1

max
Ω

e1;

iv) uk,β(x) > e1(x)
α−λ1

e, ∀ρ > 0,

lim
β→+∞

sup

{
uk,β(x) − e1(x)

α − λ1

: x ∈ Ω \ ∪B(xβ
i , ρ)

}
= 0.
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(Pλ1,β)

{
∆u − λ1u

− + βu+ = p in Ω
u = 0 su ∂Ω.

Teorema Sia N ≥ 3, k ∈ N. Per β grande esiste una soluzione uk,β

di (Pλ1,β) che verifica le seguenti proprietà:

I)

◦ esistono xβ
1 , . . . , x

β
k in Ω, r̄ > 0, con |xβ

i − xβ
j | ≥ 2r̄√

β
tali che

uk,β(x) ≤ 0 in Ω\∪B
(
xβ

i ,
r̄√
β

)
e u+

k,β 6≡ 0 in B
(
xβ

i ,
r̄√
β

)
,



Esistenza di soluzioni

(Pλ1,β)

{
∆u − λ1u

− + βu+ = p in Ω
u = 0 su ∂Ω.

Teorema Sia N ≥ 3, k ∈ N. Per β grande esiste una soluzione uk,β

di (Pλ1,β) che verifica le seguenti proprietà:

I)

◦ esistono xβ
1 , . . . , x

β
k in Ω, r̄ > 0, con |xβ

i − xβ
j | ≥ 2r̄√

β
tali che

uk,β(x) ≤ 0 in Ω\∪B
(
xβ

i ,
r̄√
β

)
e u+

k,β 6≡ 0 in B
(
xβ

i ,
r̄√
β

)
,

◦ lim
β→+∞

e1(x
β
i ) = max

Ω
e1, lim

β→+∞

√
β |xβ

i − xβ
j | = ∞;
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(
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III)

◦ uk,β

‖uk,β‖L2

−→ −e1 in H1
0 (Ω),

◦ uk,β

‖uk,β‖L2

(
xβ

i + x√
β

)
converge uniformemente sui

compatti di RN alla soluzione radiale non costante di






∆U + U+ = 0 in R
N

lim
|x|→∞

U(x) = −max
Ω

e1.

• Al limite prevalgono i fenomeni di risonanza.
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Idea della dimostrazione

fβ(u) = 1
2

∫

Ω

[|Du|2−λ1(u
−)2−β(u+)2]dx+

∫

Ω

pu dx, u ∈ H1
0 (Ω).

• Ωk
β = {(x1, . . . , xk) ∈ Ωk :

|xi − xj| ≥ r̄/
√

β, dist(xi, ∂Ω) ≥ r̄/
√

β},

• u funzione k-picchi rispetto a B(x1, r̄/
√

β), . . . , B(xk, r̄/
√

β) se

u+ ≡ 0 in Ω \ ∪B(xi, r̄/
√

β) e u+
i := u+ · χB(xi,r̄/

√
β) 6≡ 0

(r̄ > r1, dove r1 è tale che λ1(B(0, r1)) = 1).



f ′
β(u)[u+

i ] =

∫

Ω

|Du+
i |2dx − β

∫

Ω

(u+
i )2dx +

∫

Ω

pu+
i dx = 0, (1)

∫

Ω

(u+
i (x))2(x − xi)dx = 0. (2)



f ′
β(u)[u+

i ] =

∫

Ω

|Du+
i |2dx − β

∫

Ω

(u+
i )2dx +

∫

Ω

pu+
i dx = 0, (1)

∫

Ω

(u+
i (x))2(x − xi)dx = 0. (2)

Dato (x1, . . . , xk) ∈ Ωk
β sia

Sβ
x1,...,xk

= {u k-picchi rispetto alle palle B(xi, r̄/
√

β),

che verificano (1) e (2)}.
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• ∀(x1, . . . , xk) ∈ Ωk
β ∃ūβ

x1,...,xk
che realizza min

Sβ
x1,...,xk

fβ ;

• possiamo definire µβ : Ωk
β → R tramite

µβ(x1, . . . , xk) := fβ(ūβ
x1,...,xk

);

• sia uk,β corrispondente a max
Ωk

β

µβ ;

• uk,β è soluzione (per β grande)!
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x1,...,xk
che realizza min

Sβ
x1,...,xk

fβ ;

• possiamo definire µβ : Ωk
β → R tramite

µβ(x1, . . . , xk) := fβ(ūβ
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* I picchi cosı̀ costruiti non possono né “collassare” né
andare sul bordo.
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• Non “passo montano” direttamente.
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0 (Ω) : u+ 6≡ 0, f ′

β(u)[u+] = 0}.

• Proposizione Se β > λ1 esiste min
Sβ

fβ e le funzioni

minimizzanti uβ risolvono il problema (Pλ1,β).

• I picchi delle soluzioni uβ tendono a punti di ∂Ω.

• Il problema risolto al limite dal riscalamento dei picchi è
diverso da quello visto per i picchi interni.

• La molteplicità di soluzioni con picchi sul bordo si può
legare alla categoria del bordo in sé.
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(Pλ1,β) allora per t > 0 grande esiste una soluzione ut,k,β

di (Pt) tale che 1
t
ut,k,β −→ uk,β per t → +∞ in H1

0 (Ω).

• Sia β > λ1, per t grande il problema (Pt) ha una soluzione
ut,β tale che 1

t
ut,β −→ uβ per t → +∞ in H1

0 (Ω).

fβ,t(u) = fβ(u) +
1

t

∫

Ω

ξ0u dx.
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e
lim

β→+∞
log β uk,β(xβ

i ) ∈ (0, +∞).
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lim
β→+∞

√
β uk,β(xβ

i ) ∈ (0, +∞).

∃x1 < x2 < . . . < xk t.c.

xβ
i −→ xi e uk,β −→ ūk,

dove ūk è soluzione del problema

(Px1,...,xk
)

{
u′′ + αu = e1 in Ω \ {x1, . . . xk}
u = 0 in ∂Ω ∪ {x1, . . . xk}.
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