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1) Nello spazio vettoriale R3[x] si considerino i sottoinsiemi

U={p®eRs[x]|p(0)=0} e V={p(x)eRs[x] | p(x) =p(-x)}
e la funzione f: R3[x] — Rj[x] tale che Vp(x)e Rs[x] f (p(x)) = p(-x).

1) Si verifichi che U e V sono sottospazi vettoriali di Rj[x] e per ciascuno di essi si de-
termini una base e la dimensione.

Esplicitiamo meglio il sottoinsieme U.

U={p(x)=a+bx+cx*+dx’ 1p(0)=0;a,b,c,de R} ={a+bx+cx’ +dx’ | a=0}
U={bx+cx*+dx’ | b,c,de R}

Sia B ={1, x, X2, x3} base per Rj[x].

Sihache U= {bx+cx*+dx’ | b,c,d e R} =<x, x*, x>, per cui U < R;[x].

Risulta By = {x, X, x3} e dimU = 3 (sono 3 i vettori della base).

OSSERVAZIONE — Ricordiamo che dimRs[x]| = 4 e, in generale, dimK,[x] =n + 1.

Esplicitiamo meglio il sottoinsieme V.
V={px)=a+bx+ ex +dx’ | px)=p(—x);a,b,c,de R} =
={a+bx+cx’+dc la+bx+cx’+dx’ =a—bx+cx’ —dx’) =

b=
= {a+bx+cx2+dx3|{ d:>b=d=0}.

princ.id. polin.

V={a+ cx’la, ce R} = <1, x> = V< R;[x].
Risulta By = {1, x*} e dimV = 2.

1) Si costruiscano 1 sottospazi U N Ve U + V.

Costruiamo il sottospazio somma che, per definizione, e U + V:=<U U V> =
= <X, xz, x3, 1, x>
Sono cinque vettori, ma la dimensione di Rj[x] € 4. Si nota che il secondo e il quinto
sono legati (in particolare sono uguali). Eliminando il quinto risulta
U+V=x<x, x5 1, 1>= R;[x].
Dalla definizione di intersezione deriva che

UnNV={px) e Rs[x]Ipx) e Uepx)e V}={px) Ip0)=0epx)=p(x)} =

:{a+bx+cx2 +dx’ |{Z:2=0}={cx2;ce R}=<x2>.

La formula di Grassman (dim(U N V) + dim(U + V) = dimU + dimV) suffraga il ri-
sultato ottenuto: dm(U N V)=3+2-4=1.



111) Dopo avere verificato che f € un endomorfismo, se ne determini il nucleo Kerf e
I’'immagine Imf e se ne scriva la matrice rispetto alla base canonica di Rj[x].

Dominio e codominio di f coincidono, percio, perché f sia endomorfismo, basta solo
verificare che f ¢ omomorfismo (pagina ALT).
Dobbiamo provare che, V p(x), q(x) € R;[x], V @, € R, si verifica che

fap)+Aq(x)) = af(p(x)) + Blqx))

Siano p(x) = a + bx + cx” +dx’, q(x) = h + kx + IxX* + mx’

Aap()+Aq(x)) =flcha + bx + cx* + dx’) + B h + kx + Ix* + mx’)) =
= flaa + obx + acx® + odx’ + Bh + Bkx + B + fmx’) =
= oua — abx + acxz—mix3+,3h—ﬂkx+ﬂlx2—lb’mx3:

D’altra parte

af(p(x)) + Bq(x)) = of(a + bx + cx* + dx’) + Bfh + kx + Ix* + mx’) =
= ala—bx + x> —dx) + Bh— kx + IX* —mx’) =

= au — abx + acx” — odx’ + Bh — Px + Blx* — fmx’.

Percio f ¢ endomorfismo.

In luogo di calcolare subito, secondo le definizioni, 1 sottospazi kerf e Imf, scriviamo
prima la matrice dell’endomorfismo. Ricaveremo poi da essa informazioni su nucleo
e immagine.

Abbiamo gia visto che la base canonica per Ri[x] ¢ B = {1, x, 2, x }.

Per scrivere la matrice dell’endomorfismo rispetto alla base canonica, calcoliamo le
immagini dei singoli vettori della base e le rappresentiamo in componenti rispetto alla
base stessa, come vettori di R*:

Al =1=(1,0,0,0);

fix) =—x=(0,-1,0,0);

fix?) = x* = (0,0,1,0);

fix)) ==’ = (0,0,0,-1).

I 0 0 O
. -1 0 0
La matrice risulta pertanto A = 0 1 ,condet A =1.
0O 0 0 -1

Il rango di A ¢ percio 4 e, per il teorema della “nullita + rango” di pagina AL17, rap-
presenta la dimensione di Imf, mentre il corango risulta O e rappresenta la dimensione
di kerf. Diretta conseguenza di cio, ¢ che

ker f ={0}; Im f = R;[x].



1v) Si costruiscano 1 sottospazi f (U) e f (V) e si stabilisca se sono uno complemento
diretto per 1’altro.

Ci risulta comodo aver gia scritto, al punto precedente la matrice di f.

AU) = {fip(x)) | p(x) € U} = {flax + bx* + cx’) a, b, c € R} =
= {af(x) + bfixD) + cf(x))} = <fx), fxD), fix))> = <—x, ¥, —x’> e dim AU) = 3.

propr.endom.

fN = e Ip(x) € Vi = {fla+bla,be Ry = {afll)+bfix)) =
= <f(1), fxD)> =<1, x>=Vedim AV) = 2.

Ricordiamo che f(U) e f{V) sono ’'uno complemento diretto dell’altro quando la loro
somma genera I’intero spazio e la loro intersezione si riduce al solo vettor nullo:

fU) ®f(V) =Rs[x] & AU)+AV)=Rs[x] e AU) nAV)={0}.

Possiamo osservare che la seconda condizione cade in quanto dim £(U )+ dim £ (V)=
=3+2=5#4=dimR;[x], il che implica, per la formula di Grassman, che

dim(A{U) N f(V)) = 1.

Possiamo in alternativa osservare che anche la seconda condizione cade in quanto si
nota che ¢’& un vettore di base, x>, comune ad entrambi i sottospazi. Percio flU) e f(V)
non sono in somma diretta.



2) Si consideri I’endomorfismo f: R* — R? tale che, se B = (e,. . e3) & la base cano-

nica, si abbia:

f(€3) =e; + 383 N f(el - 83) =-2 és, f(-2€1 + é5 — 63) = 282 + es.

1) Si scriva come agisce 1’endomorfismo f sul generico vettore v = (x, y, z7) di R} e si
costruisca la matrice di f rispetto alla base canonica.

Vediamo innanzitutto come agisce 1I’endomorfismo sui vettori della base canonica:

f(e1 — €3 +€3):f(€1 _63)+f(€3)=_2€3 +e +3e;=¢ +e;

f(=2e,+e,—es+2¢, + ;)= f(-2¢, +e, —e3)+2f(e))+ fle;)=
2e, +e; +2e +2e; +e +3e; =3¢ +2e, +6e;.

f(el)
f(ez)

Siamo pertanto in grado di scrivere la matrice di f rispetto alla base canonica:
I 3 1

M=/0 2 0
1 6 3

Vediamo ora come agisce 1I’endomorfismo sul generico vettore di R” (consideriamolo
vettore colonna). Risulta

X X I 3 1)«x x+3y+z
flly||=M-|y|=|1 2 0| y|= 2y
Z Z 1 6 3)\z x+6y+3z

Pertanto la funzione £ R —» R’
(x,v,z2)~> (x+3y+2,2y,x+6y+3z)

1) Si costruiscano 1 sottospazi Imf e Kerf : per ciascuno di essi si determinino una
base e la dimensione.

Per il teorema “nullita + rango” ragioniamo sul rango della matrice M.

1 1
detM:21 3=4;t0:>rgM:3

Il rango di M rappresenta la dimensione dell’immagine di f: rg M = dim(Imf).
Il corango (corg M := dim(R%) — rg M) rappresenta la dimensione del nucleo di f
corg M = dim(kerf).

Percid dim(Imf) = 3 = Imf= R’ e base per Imf ¢ la base canonica di R’.
E dim(kerf) = 3 — 3 = 0 = kerf = 0, che non ammette base.



OSSERVAZIONE - Se il rango della matrice non fosse stato 3 (i. e. Imf e kerf non si
fossero ridotti rispettivamente all’intero spazio e al vettor nullo) avremmo dovuto,
secondo la definizione, costruirli. Per Imf avremmo considerato I'immagine dei sin-
goli vettori della base canonica e avremmo tolto quello/i legato/i. Per il nucleo, a-
vremmo risolto un sistema lineare omogeneo che, oltre al vettor nullo, avrebbe am-
messo autosoluzioni.

i11) Si stabilisca se I’endomorfismo f ¢ diagonalizzabile; in caso di risposta positiva, si
diagonalizzi f.

Prima cosa da fare ¢ studiare il polinomio caratteristico pep.(4) := det (M — Al).
1 3 1 1 0 O 1-A 3 1

0 2 0/-40 1 0= 0 2-4 0 [=02-A)1-2)@B-1)-1)=
I 6 3 0 0 1 1 6 3-4
= (2= -44+2).
Esso ammette 3 soluzioni distinte, ognuna con molteplicita algebrica 1:
A =2; A=2-2; As=2+2.
Esse, per il teorema di pagina E6, sono gli autovalori di f.

Ammettendo tre autovalori distinti, per la conseguenza del II criterio di diagonalizza-
bilita (pagina E17), f'¢ diagonalizzabile.

Determiniamo il primo autospazio V(A) = V, := {v € R* | fiv) = Ay = 2y}, che & lo
spazio delle soluzioni del sistema (M — A D)y = 0:

X=—z
-1 3 1}Y\«x —x+3y+z=0
x=3y+7z7 x=3y+7z7 2
0 0 O0]y[=0=+50=0 = = =>{y=—-2
x=—6y—z2 9y+2z=0 9
I 6 1)z x+6y+2z=0 .
3
Per cui I’autospazio risulta Vo, = ( | —2
9
Determiniamo il secondo autospazio V(A,) = V,_y; .
1442 3 1 Y (—1+x/§)x+3y+z=0 o x=—(J§+1)z
0 2 0 |y|=0={2y=0 :{y (2 1):>y=0
x=—\W2+1)z
I 6 1+2)z x+6y+{1+42)=0 2=z



-2-1

Per cui I’autospazio risulta V,_y, = 0
1

Determiniamo il terzo autospazio V(A3) = V,, v, .

—1=42 3 1 Yx —(1+\/§)x+3y+z:0 o xz(\/a—l)z
0 -2 0 [y|=0={-+2y=0 :{y (3 1):>y=o
x=W2-1)z
16 1-42)z x+6y+(1-+2): =0 =2
V2 -1
Per cui I’autospazio risulta V, .y, = 0
1

OSSERVAZIONE — Avendo dovuto procedere con la diagonalizzazione, possiamo
verificare lo stesso, pur non essendo necessario in questo caso, che la molteplicita
algebrica degli autovalori e uguale alla molteplicita geometrica. Quest’ultima infatti
e, per la definizione di pagina E2, la dimensione del relativo autospazio, che abbia-
mo verificato essere in tutti e tre i casi uguale a 1.

L’endomorfismo ¢ diagonalizzato, infatti la matrice D ¢ uguale alla matrice AMA,

A 0 0
conD=|0 4, O e A=|\V, |V, 5|V, |taliche

0 0 A

20 0 3-V2 —2-1 21V (1 3 1Y3-+2 —2-1 V2-1
0 2-42 0 |=| -2 0 0 02 0] -2 0 0
0 0 2442 9 1 1 1 6 3] 9 1 1

Soluzioni a cura di Michele Bolzoni



