Algebra lineare — Geometria 1
21 marzo 2005

1) Nello spazio vettoriale Mat,(R) si considerino
01

la matrice H = :
10

Il sottoinsieme U = {A € Mat,(R) | A + HA = 0},

il sottospazio W = { A = [a;;] € Maty(R) | 2a;1 — a1, = 0}

e la funzione f: Mat,;(R) — Mat,(R) tale che ¥ X € Mat,(R) | f(X) = HX

1) Dopo aver verificato che U é un sottospazio vettoriale di Mat,(R), se ne determini
una base e la dimensione. Si determinino, inoltre, una base e la dimensione per il
sottospazio W.

Scriviamo in forma matriciale gli elementi del sottospazio U cosi da poter meglio
verificare che é sottospazio.
U={A e Mat,(R)|A+ HA=0} =

a bY(a b 0 1Ya b
= : + =0;a,b,c,deR ;=
c d c d 1 O)fc d
— a b:a b+C d =0;a,b,c,deR ;=
c d c d a b
a b)(a+c b+d 0 0
= ; = ,a,b,c,deR =
c d)\a+c b+d 0 0
a b
c d

:a+C:0;a,b,c,deR = 2 b ‘a,beR ;.
b+d=0 -a -b

Primo metodo. Utilizziamo la definizione di sottospazio (pag. 18).
U c Mat,(R) e sottospazio di Mat,(R) se
1. VX, YeU:X+Y eU.

: X h y k
Siano pertanto X = Y = :
—-X —h -y -k

X h y Kk X+y h+k X+y  h+k
X+Y: + = = =
-x -h) \-y -k) \-x-y -h-k) \-(x+y) -(h+k)
t t=x+y
= ,|€U , avendo posto 1 | :
-t -t t'=h+k




2. VXeUVaeR:aX eU.

Sia X = )
—X —=h

X h ax ah t t=oax
oX=a = = €U, avendo posto :
-X =h) {—ax —-ah) (-t -t t''=ah

Pertanto U < Mat,(R).

Secondo metodo. Utilizziamo il criterio di riconoscimento dei sottospazi (pag. 20).
v Mostriamo che U = .
Vero, infatti la matrice nulla vi appartiene (basta porre a=b=0).
v Mostriamo che, V X, Y e U, V «, f € Rsihache aX + gY € U.

: X h y k
Siano pertanto X = Y = :

—X —h -y -k

B X h y k) [ax oh B K
o= 5 LA S Sl U T
:[ax+ﬂy athﬁkj:(t t'jeu,avendoposto{t::m“rﬂy.

—oax—py —ah— K -t -t t"'=ah+ gk

Concludiamo che U < Mat,(R).

Terzo _metodo. Proviamo che U e chiusura di un opportuno insieme di vettori, e
come tale ¢ sottospazio (teorema di pagina ...)

a b a o0 0 b
U= ra,beR = + a,beR ;=
—-a -bDb -a 0 0 -b
1 0 0 1 1 0)(0 1
=Ja +b ;a,beR ;= : :
-1 0 0 -1 -1 0){0 -
OSSERVAZIONE - | tre metodi presentati per dimostrare che un certo sottoinsieme
finito U di vettori di uno spazio vettoriale assegnato e un sottospazio vettoriale sono,
dal punto di vista teorico, equivalenti; ma dal punto di vista pratico — applicativo il

terzo metodo risulta evidentemente piu semplice, elegante e fruttuoso per [’ulteriore
svolgimento dell esercizio (ci procura gia anche la base e la dimensione di U).

Con il terzo metodo abbiamo scritto U come chiusura di due matrici. Tali matrici
costituiscono una base se sono linearmente indipendenti. Per verificarlo, costruiamo
una matrice 4 x 2 dove le colonne sono costituite dai termini, in ordine, letti ad



1

esempio per righe, delle due matrici. Risulta

0
matrici sono linearmente indipendenti. Risulta

WINx

-1 0)(0
Scriviamo ora anche il sottospazio W in forma matrici

]} e dimU = 2, essen

0

. Il rango € 2, pertanto le due

1

do 2 i vettori della base.

ale.

b
W ={A=[aj] € Maty(R) | 2a;; — a1, =0} = {(: d]:Za—bzo; a,b,c,deR }=

a b

o sncenn |

a ?2a

,a,C
c dJ

(

,deR}=

1 2 0 0 0 0 1 2)(0 0)(0 O
=<a +C +d ;a,c,deR = : : :
0 0 10 0 1 0 0)\1 0){0 1
Come per U, verifichiamo la lineare indipendenza delle tre matrici.
1 00
_ 0 0], _ 1 2)(0 0)(0 O :
Il rango di e 3, percui By, = : : e dimw = 3.
010 0 0){1 0){0 1
0 01

i1) Si costruiscano i sottospazi U "We U + W.

Partiamo dall’intersezione.

S A

X X

y
t

Xy

z z JA

tjew}, conxy,zteR.

ool (e 5 B M %)
z t)\lz t —-a -b z t y O
( (X=aAXx=«a (x=a=a«a )
X Y\ |y=bay=2a X Y\ |y=b=2«a a  2a )|
B [z tJ'<z:—a/\z:y B {(z tj} Z=y=-a=-a :{[—a —Zaj}_
t=—bAt=06 t=0=-b=-2a
1 2

Joer |

-1 -2

<[1 2 ]>,edim(UmW)=1.
-1 -2



Passiamo ora alla somma. Ricordiamo il teorema di Grassman (pag. 53) per cui

dim(U+W)=dimU+dmW-dmUnW)=2+3-1=4=dim Maty(R).
Segue necessariamente che U + W = Mat,(R).

iii) Detto S il sottospazio delle matrici simmetriche di Mat,(R), si costruiscano i
sottospazi U N S e W n S: si ciascuno di tali sottospazi si determinino una base e la
dimensione.

Esplicitiamo S in forma matriciale.

s:{AeMatz(RHA:Ar}:{(j ) gj}cona,b,c,dea
e 36 )
oos={[; Demmen (3D GG 7))

I
D
[
Loe
|
N
QD
m
Py
(N
[l
/\
[
Loe
o
[ERY
-
(@)
o
=}
o
C
D)
w
[l
——
7\
| =
|

fj}e dimUnS)=1.

£ 360G Dk

WmS={ [X yje Matz(R)|[X yj
z t z t t
_J(X yly:2a:ﬁ: X y|y=2a _J[ @ Za;a,deR:
z t)|z=c=p z t)|z=2a 2a d
t=d=y t=d

3l o2 348 Yool 23 2

: 1 2)(0 O :
per cul B\Nms={2 0)’(0 J}edlm(WﬁS)=2.



iv) Dopo avere mostrato che la funzione f € un automorfismo, si consideri il
sottoinsieme V = {X € Mat,(R) | f (X) = X} e si verifichi che V € un sottospazio di

Mat,(R).

f: Maty(R) > Mat,(R)
Xa H-X

0 1
essendo H = -X.
10

Per dimostrare che f & un automorfismo bisogna dimostrare che
1. fe omomorfismo (i.e. applicazione lineare)
2. f e endomorfismo (i.e. dominio e codominio coincidono)
3. f e monomorfismo (i.e. omomorfismo injettivo)
4. f e epimorfismo (i.e. omomorfismo suriettivo)

: a b h k
1. Dobbiamo provare che, Vv M :(c dj’ N :(I m) e Mat,(R), V o, € R,

F(aM+ AN) = o f (M) + BT (N)

f(eM+ pN)=H - (aM+ gN)=(*)

Sfrutto ora la proprieta distributiva del prodotto di matrici rispetto alla somma.
(*)=HaM+HAN=(*)

Sfrutto ora la proprieta “pseudo-associativa” del prodotto per scalari col prodotto di
matrici e permutabilita degli scalari con le matrici.

(*)= aHM + SHN = af (M) + gf (N). Percio f e omomorfismo.

2. Dominio e condominio sono entrambi uguali a Mat,(R). E pacifico che f & un
endomorfismo.

OSSERVAZIONE - Ci viene in aiuto il corollario ¢) di pagina AL15, per culi,
essendo f un endomorfismo, f € iniettivo < f € suriettivo. Si rivela necessario
dimostrare solo una delle due condizioni. Tuttavia per esercizio le dimostriamo
entrambe.

3. Primo metodo. Applicando la definizione di funzione iniettiva, dobbiamo provare

che,VMz(a bJ,Nz(h k)eMatz(R),f(M)zf(N)éM:N
c d Il m
c=I
f(M)=f(N):f(a bJ:f(h k)z{c d]:(l m}j d:m:>
c d Il m a b h k a=h
b=k




a b h k P
= = = M=N. Percio f e injettiva.
c d I m

Secondo metodo. Avendo gia dimostrato che f € un omomorfismo, possiamo invocare
il teorema 2.a di pagina AL11 per cui
f € monomorfismo < kerf = {0}

et ¢ e -2 30 3
z t z t z t)\x vy 0 0
— (X le N >:{(0 O]}:Q. Percio f € un monomorfismo.
z t =0 00
0

4. Primo metodo. Applicando la definizione di funzione suriettiva, dobbiamo provare
che, V'Y € Mat,(R),

31X e Maty(R) | Y =f(X), ciod Y =H - X

Poiché H e invertibile (infatti det H = —10), risulta che la matrice cercata X esiste
ed & datada H™ - Y. La funzione f risulta pertanto suriettiva.
Secondo metodo. Ricordiamo il teorema 2.b di pagina AL11 per cui

f & epimorfismo < Imf = Mat,(R)

Imf:{f(X)|XeMatz(R)}:{f((il Zj;a,b,c,deR}:{(c gj;a,b,c,deR}:

a

= Matz(R)

Un’alternativa molto elegante ¢ meno pedante per verificare che f € un automorfismo
consiste nel seguente ragionamento.

X X 0 1)x
Si ¢ osservato poc’anzi che, V y eMat,(R), f = y :
z t z t 1 OAz t

Ora, in generale si pud provare (con un calcolo banale righe per colonne) che, date

a b
due matrici ( j(x yJ eMat,(R), si ha che
c d)lz t

o ali DG ¥

o T
o O

< X

o Q
o O
—~+ N < X
~ N

~




Dunque, in particolare, risulta che

0 0|1 0Y)x) (z

0 1)x vy z t 0O 0|0 1)yl |t
— Q——:_

1 0Nz t) (x vy 1 0|0 Ofz| [x

0 1|0 OAt) (y

Dunque, se in Mat,(R) si fissa la base canonica

1 00 1)(0 0)(O0 O . ) Xy N
B= . , , , 0gni matrice sara rappresentata da un
0 0){0 0){1 0)\0 1 z t

X
Y| Xy 4 . ) . . )
vettore = Qg ! € R", e I’applicazione f agisce sui vettori delle componenti
Z Z
t
X Z O 0|1 OYx X
~ t 0 0|0 1 ~ .
nel seqguente modo: f =t = ——=" =L, y = f e lineare =
Z X 1 0(0 O}z Z
t y 0O 1|0 O\t t

= f=(p,)" - f -, & un omomorfismo (endomorfismo).
Matg(R) —f) Matg(R)

4w

R4 f R4

Poi, per verificare che f € un automorfismo, basta osservare che

0O 0|1 O O 0|1 O
O 0(0 1 1 0 O 00 1
det | =—det? =—det’l,=-1#0=rg =4
1 0|0 O 0 1 1 0/]0 O
0 00 O 1({0 O

Esplicitiamo ora in forma matriciale il sottospazio V.

V={XeMat2(R)|f(X)=X}={)Z( i’ju[@ m:(j i’)}:
(G G UG DS perent-
O Sprer=bly oJofs tpvem=(3 o) 3

Dunque V < Mat,(R).



V) Si verifichi se U e V sono in somma diretta.

Ricordiamo che due sottospazi sono in somma diretta quando la loro somma genera
I’intero spazio e la loro intersezione e il vettor nullo. In questo caso:

U®V=Mat,(R) <U+V=Maty(R)eUnV={0}
Determiniamo il sottospazio somma.

wwv=pov=( 4 o LG oG i)

Verifichiamo che le matrici siano linearmente indipendenti tramite il calcolo del
determinante di una matrice 4 x 4 le cui colonne sono composte dagli elementi
ordinati delle quattro matrici del sottospazio somma.

1 0 1 0

0O 1 0 1
=...=4%0.

-1 0 1 O

0O -1 0 1

Anziché fare ora calcoli superflui per determinare il sottospazio U NV, utilizziamo il

metodo piu veloce e piu elegante: ragioniamo sulle dimensioni. Una volta

determinato il sottospazio somma e verificato che le sue matrici sono linearmente

indipendenti, affermiamo che dim (U + V) = 4, che € la dimensione di Mat,(R), per

cui tale sottospazio ¢ in grado di generare I’intero spazio.

Poi, per il teorema di Grassman,
dim(UnNnV)=dimU+V)-dimU-dimV=4-2-2=0.

Il fatto che il sottospazio intersezione abbia dimensione zero, implica che tale

sottospazio si riduce alla matrice nulla. Pertanto U e V sono in somma diretta.



2) Si discuta la risolubilita del sistema reale

x+hy+(h-1z=1
2x+2(h-1)y-2z=2-h
(h-Dx+y—-(h-1)z=0

ove h é un parametro.

Nei casi in cui il sistema € risolubile, se ne determinino le soluzioni.

Posto h = 2, dopo aver constatato che il sistema € risolubile, si verifichi se 1’insieme
U delle soluzioni & un sottospazio di R®. In caso di risposta negativa, si costruisca la
chiusura di U.

Siamo di fronte ad un sistema lineare in m = 3 equazioni e n = 3 incognite.
Sia M la matrice dei coefficienti delle incognite, con M € Mat;(R).

1 h h-1
M=| 2 2h-1 -2
h-1 1 —(h-1)
Sia [M|b] la matrice completa, con [M|b] € Mat;4(R).
1 h h-1 1
[Mb]=| 2 2(h-1) -2 2-h
h-1 1 —-th-1] O

Primo_metodo. Discutiamo il sistema utilizziamo il teorema di Rouché — Capelli
(illustrato a pagina SL4): un sistema lineare e risolubile < rg M =rg [M|b].
Per stabilire il rango di M, calcoliamo il determinante della matrice dei coefficienti.

1 h h-1

DetM=| 2 2h-1) -2 |=-2(h-1)*-2h(h-1)+2(h-1)-2(h-1)°+2+2h(h-1)=
h-1 1 —(h-))
==2|(h=1)° + (h—1) = (h—1)-1]=—2|(h —12(n—1+1) - (N—1+1)|=—2|r(h —1)? - h|=

= —2h|(h—1)? —1ff=—2[n(h -1+ 1(h—1-1)]=2n*(2—h)
Tale determinante si annulla per h = 0 oppure h = 2.

Perh=0eh=2,detM=0=rg (M)=3.
Ma M e anche minore non-singolare del terz’ordine per [M|b].
Quindi anche rg [M|b] = 3, per cui, per h= 0 e h = 2 il sistema é risolubile.

In particolare, quando é risolubile, un sistema ammette «"" soluzioni (pag. SL10).
In questo caso, per h = 0 e h = 2, il sistema ammette «0®> =® =11 soluzione.

9



Secondo metodo. Discutiamo il sistema con il metodo di eliminazione di Gauss, la
cui teoria e spiegata nelle pagine SL17 e seguenti.

Si tratta di “triangolarizzare” il sistema tramite ‘“triangolarizzazione” della matrice
dei coefficienti (tenendo a margine e lavorando anche sulla colonna dei termini noti).
Possiamo scambiare le righe tra di loro (che rappresentano le equazioni, per cui non
si possono invece scambiare le colonne) oppure sostituirle con una combinazione
lineare fra righe.

1 h h-1) 1
M=| 2 2(h-1) -2 |2-h.
h-1 1  —(h-1) 0

Iniziamo lasciando invariata la prima riga, sostituendo la seconda con il doppio della
prima meno la seconda, e sostituendo la terza con la prima piu la terza. In tal modo
cominciamo a fare comparire uno zero in my;.

In altre parole, dette A, B, C le tre righe della matrice M, operiamo cosi:

A—> A 1 h h-=1)1
B—>2A-B e otteniamo la matrice 0 2 2h |h
C—-o>A+C h h+1 0 /1

Modifichiamo ora solo la terza riga: la facciamo diventare h-volte la prima meno la
terza (C — hA — C). Naturalmente, poniamo h = 0. Otteniamo la seguente matrice:
1 h h-1) 1

0 2 2h h
0 h®’-h-1 h*-h)h-1
in cui & nullo anche il termine ms;. Rimane solo da annullare il termine ms,.

Lavoriamo sempre solo modificando la terza riga: C — %B + C, e otteniamo

1 h h-1) 1
0 2 2h h

0 h*—h R gh—l

Continuiamo a lavorare solo sulla terza riga fino ad annullare il termine ms;.
h .
C— EB + C. Risulta

1 h h-1 1

2h h

0 h? 2n? %h2+gh—1

10



2
SiaoraC — h? B — C. Risulta

1 h h-1 1
*)|0 2  2n h |
0 O h3_2h2 h3_h2—3h+2

2

Abbiamo ottenuto cosi il seguente sistema equivalente:

x+hy+(h-1)z=1
2y+2hz=h
h®—h?-3h+2

3 2\, _
(h*—2n?)z = ;

Per la Proposizione di pagina SL18, si ha che un sistema triangolare superiore
ammette una e una sola soluzione se e solo se tutti gli elementi della diagonale
principale della relativa matrice sono diversi da zero. Nel nostro caso & necessario
che h® = 2h? = h%(h — 2) = 0, per cui h = 0 (condizione gia imposta nella procedura di
“triangolarizzazione”) oppure h # 2. Abbiamo ottenuto le stesse conclusioni della
discussione fatta con il primo metodo.

Analizziamo ora che cosa succede per h = 0.
Primo metodo. Riscriviamo le matrici.

1 0 -1 1 0 1 -1
M=|2 -2 —-2|; [Mpl=]|2 -2 -2 2
-1 1 1 -1 1 1 0

OSSERVAZIONE — E inutile calcolare det M (a meno che lo si faccia a scopo di
verifica)! Sappiamo che risulta 0.

. o 1 0 -
Per forza rg M < 3. Se consideriamo il minore mg, :(2 2), ottenuto eliminando

la terza riga e la terza colonna, notiamo che esso ha determinante uguale a —2 = 0.
Percio rg M = 2. Bisogna stabilire ora il rango di [M|b]. Calcoliamo percio il
determinante di ogni minore del terz’ordine ottenuti eliminando una colonna (non la
quarta percheé risulta ancora M). Ne basta uno non-singolare per far si che il rango
della matrice [M|b] resti a 3.

o 1 -
detM;=|-2 -2 2|=-2-2+2=-2#0=rg[M|p]=3#2=rg M.
1 1 O

Percio, per il teorema di Rouché — Capelli, per h = 0, non esiste soluzione.
11



Secondo_metodo. Riprendiamo il processo di “triangolarizzazione” a partire dal
passaggio avanti I’avere imposto la condizione h = 0. Avevamo la seguente matrice:
1 h h-1)\1

0 2 2h |h.

h h+1 0 )1

Sostituiamo il valore zero al parametro e otteniamo:
1 0 -1\1

0 2 010
01 0)1

Proseguiamo da qui la “triangolarizzazione” della matrice, lavorando sulla terza
0 -1)1
colonna che vogliamo diventi C —B—2C. Risulta| 0 {2) 0 | 0 , che da origine al

0 0 0)ED
X—z=1

sistema triangolare equivalente 12y =0 , che ¢ impossibile a causa dell’assurdo
0=-2

presente nella terza equazione. D’altra parte, 1 pivot della matrice incompleta sono
infatti 2, diversamente da quelli della matrice completa che sono 3. Dato che i pivot
indicano il rango, il sistema é impossibile per Rouché — Capelli.

Analizziamo infine il caso h = 2.
Primo metodo.

12 1 12 1 1
M=|2 2 -2|; [Mp]=|2 2 -2 0
11 -1 11 -10

1 2
Anche qui rg M < 3. Se consideriamo il minore m,, =(2 2), ottenuto eliminando la

terza riga e la terza colonna della matrice M, esso ha determinante uguale a -2 # 0 =
rgM=2.
Per quanto riguarda il calcolo del rango di [M|b], utilizziamo il metodo degli orlati.

) ) 1 2 ) . )
Partiamo sempre dal minore mmz(2 ZJ (I’abbiamo chiamato ms34 In quanto

ottenuto eliminando la terza riga e la terza e quarta colonna dalla [M|b]), e

12



consideriamo I’unica sua orlatura dentro [M|b] che non ci dia la matrice M.
1 21

Otteniamo la matrice | 2 2 0, il cui determinante ¢ 0.
110

Il rango di [M|b] scende percio al rango di M.
Siharg M =rg [M|b] = 2 = sistema risolubile.

In particolare esistono o> =oo'soluzioni, dipendenti cioé da un parametro che varia
in R.

Secondo_metodo. Utilizziamo la matrice triangolare equivalente ottenuta (*), che
2 1)1

diventa |0 {2) 4 |2. | pivot della matrice incompleta sono due cosi come quelli
0 0 0)0

della matrice completa, per cui da Rouché — Capelli discende che il sistema e

risolubile con o' soluzioni. D’altra parte, la matrice da origine al sistema equivalente
X+2y+z=1
2y+4z=2 , che é chiaramente indeterminato essendo sottodeterminato (numero
0=0

di equazioni minore del numero di incognite).

Procediamo al calcolo delle soluzioni nel caso generale h=0 e h = 2.

Primo_metodo. Il sistema risulta essere crameriano (il numero delle equazioni €
uguale al numero delle incognite e la matrice dei coefficienti e non-singolare).
Pertanto, come spiegato a pagina SL12, le soluzioni possono essere calcolate nel
seguente modo.

1 h h-1
2-h 2(h-1) -2
101 -(-1__(2-hfh?+2n-1) (r2+2n-1)
detM ~ 2h%(2-h) 2h?
1 1  h-1
2 2-h -2
|h-1 0 —(h-1)  nh(h-1}h-2) 1-h
Y= det M S 2n%(2-h)  2h ]
1 h 1
2 2(h-1) 2-h
_h-1 1 0| _1(h-2f-h>-h+1) h2+h-1
det M 2 h*(2-h) 2h*

13



Secondo metodo. Per risolvere un sistema triangolare, partiamo dall’ultima equazione
applicando I’algoritmo della “risoluzione all’indietro”. Partiamo dalla terza equazione
per calcolare la z. Ricordiamo che, con una semplice divisione polinomiale, si

verifica che h® —h? —3h+2 = (h—2)h? +h—1).
h* +h-1

2h®

Risulta h?(h—2)z = %(h 2)h? +h-1)= 2=

Risolviamo ora la seconda equazione (rispetto alla y).
2 _h2 _ _
y:g(l—Zz)zh(h h h+1j:1 h

2 h? 2h
Risolviamo infine la prima equazione.

1-h) h? +h-1
=1-hy—-(h-1 :1—(—— h-1)————=
X y—(h-1)z ,——(h-1) o
_2h?—h2(1-h)-(h-1)h* +h-1) 2h?—(1—h)h®-h®>-h+1) h®+2h-1
- 2h? - 2h? ~ 2n?
Calcolo delle soluzioni nel caso h = 2.
Primo metodo. Riscriviamo il sistema.
X+2y+z=1
2X+2y—-22=0.
X+y—-2=0

Poiché per h = 2 il rango del sistema e 2, sappiamo che basteranno 2 sole equazioni:
notiamo che la seconda e la terza equazione sono uguali a meno di un fattore di
proporzionalita. Sono legate. Possiamo eliminarne una (ad esempio la seconda).
Sappiamo gia che le soluzioni saranno in funzione di un parametro. In particolare é
un’incognita che passa a parametro. Sia t := z. Il sistema diventa

X+2y=1-t
X+y=t

Risolviamolo ora tramite sottrazione membro a membro. Risulta y=1-2t.

Sostituendo tale risultato nella seconda, otteniamo x=t—y=t—(1-2t)=3t —1.

L’insieme U delle soluzioni & pertanto U ={(x,y,z)=(3t —11-2t,t)|teR} =

= (-110)+ {t(3-21)|teR} = (-110)+((3-21)).

Secondo_metodo. Partiamo dal sistema triangolare equivalente che abbiamo gia
X+2y+z=1 _

calcolato essere { 2y L Anche stavolta facciamo passare la z a parametro t.
y+2z=

Dalla seconda equazione risulta y =1—-2t.

Dalla prima x=1-2y —t=1-2(1-2t)—t=3t —1.
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Verifichiamo tramite il criterio di riconoscimento se U & sottospazio di R®.
v Vediamo se U = .
Vero, dal momento che il vettore (-1, 1, 0) € U (basta porre t = 0).

v Vediamose, Vv, we U,V a, feR:av+ fw e U.
Siano pertantov=(3h—-1,1-2h,h) ew =(3k—1, 1 -2k, k).
v+ pw=Bh-1,1-2hh)+Bk-1,1-2k k)=
= @B(h+k)—-2,2-2(h—-Kk), h+k) che, in generale, non appartiene a U.

Pertanto U non & sottospazio di R®.

Avevamo gia calcolato che U = (-110),((3-2,1)).
<U>=((-110)(3-21) = ((-110).(3-21).

propr.chius.

Soluzioni a cura di Michele Bolzoni
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