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Esercizio 1. (a) Siano W e W’ due sottospazi vettoriali di uno stesso spazio vettoriale
V(K), dove K & un campo. Dimostrare che se W U W' & sottospazio di V, allora
W C W' oppure W' C W.

(b) Nello spazio vettoriale R3[x] dei polinomi nella variabile = di grado al massimo 3,
a coefficienti reali, sia

W ={ax’ +ar’* +br+beRs[x] : a,b €R} e U,=1{0,7+a,—z—1}.
(b.1) Stabilire, giustificando la risposta, se W ed U, sono sottospazi di Rs[z]. [}

¢ sottospazio di Rs[z], U non lo ¢ |

(b.2) Costruire W' :=< U, >, indicandone una base.[Se o # 1, allora W' =
r4+krx+1> Sea=1,alora W =<z+1>]

(b.3) Posto a =1, dire se W U W’ ¢ sottospazio di Rs[x]. [Si.]
(b.4) Posto a = 0, costruire una base per W NW"'.[{(1 + z)}]
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(b.5) Al variare di «, determinare una base per il complemento diretto di W' in
R3[z].[Se o # 1, allora il complemento & , ad esempio, < 2%, 2% >. Se a = 1,
< 1,22 2% >]

Esercizio 2. Nello spazio vettoriale Mats(R), sia k& un parametro reale e sia M la
matrice
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Determinare:
(a) lazione dell’endomorfismo f = Ly, : R3}(R) — R3(R) sul generico vettore

(v,y,2) di R3[f(2,y,2) = (—2:1: +y —3z,4x + (k* — 2k — 2)y + 62, kx — gy)}

(b) al variare di k € R, il nucleo e I'immagine di f (le rispettive basi e dimensioni);[se
k # 0Ak # 2, allora Imf = R* (base canonica), ker f = {0}. Se k = 0,
allora Im f = < (1,-2,0) > e ker f = < (1,2,0),(0,3,1) >. Se k = 2, allora
Imf=<(1,-2,-1),(-3,6,0) > e ker f = < (1,2,0) >.]

(c) ivalori di k per i quali il vettore v = (k, 0, k) appartiene all'immagine di f;[k # 2]

(d) per i valori di k determinati al punto precedente, le preimmagini di ¥;[Se k #
0Ak#2, allora f7(0) = {({=2, 55, —"2)} Se k =0, allora f~'(7) = ker [ ]



(e) ivaloridi k per i quali la matrice M ammette un autovalore nullo. Posto & = 0, di-
scutere la diagonalizzabilita della matrice e, se possibile, diagonalizzarla, indicando
anche la matrice diagonalizzante. [Ammette autovalore nullo per & = 0, k = 2. Per

00 0 1 2 0
k = 0 la matrice ¢ diagonalizzabileesiha D= {0 0 0 | ,P= |0 3 —1{]
00 —4 1 -2 0



