Struttura del sistema periodico
Stato fondamentale degli elementi

Singolo elettrone:

1)Numero quantico principale n
2)Numero quantico del momento angolare orbitale | =0, 1, ..., n-1

3)Numero quantico magnetico m;= 0, +1, ..., +|
4)Numero quantico magnetico di spin m = +1/2

Principio di Pauli in forma semplificata

in natura possono esistere solo stati atomici tali che, scelti
comungue due elettroni nellatomo, questi differiscano per

almeno un numero quantico.



Numeri quantici possibili € numero di elettroni nei gusci n =1, 2, 3

n ! m, m, Numero di elettroni Configurazione Guscio
1 0 0 +1/2 2 1s? K
2 0 0 +1/2 1x2 2s2pS L
1 1 +1/2 g
0 +1/2 -
-1 +1/2 Ix2
3 0 0 +1/2 1x2
1 1 +1/2
0 +1/2
-1 +1/2 Ix2
2 2 £1/2 > =18 3s?ptat® M
1 +1/2
0 +1/2
-1 +1/2
-2 +1/2 5x2

Configurazione elettronica dei gusci (o sottogusci) occupati piu alti dei gas nobili: il
riempimento completo di un guscio viene raggiunto solo per I'clio ¢ il neon; la stabilita
delle configurazioni dei gas nobili rimanenti & dovuta al completamento di sottogusci

Stati occupati piu alti Z Elemento Energia di prima
ionizzazione (eV)

(15)? 2 He 24,58

2s)2 2p)® 10 Ne 21,56

352 3p)° 18 A 15,76

452 (3d)"° (4p)® 36 Kr 14,00

(592 (4d)"° (5p)* 54 Xe 12,13

65)2@4f)"*(5d)"° 6p)° 86 Rn 10,75
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Regole di Hund (accoppiamento LS)

1) Gusci e sottogusci chiusi non contribuiscono ai momenti
angolari totali L ed S.

2) Gli elettroni con uguale numero quantico |, detti elettroni
equivalenti, sono distribuiti nei vari sottogusci m, con gli spin
orientati in modo da dare il massimo spin risultante S possibile.

3) Una volta ottenuto il valore massimo possibile di S, il principio di
Pauli impone che gli elettroni siano distribuiti nei sottolivelli m, in modo

tale che |L, | =Xmjh sia massimo

4) Tenendo infine conto della interazione spin-orbita, nei multipletti
normali i livelli con il pit piccolo valore di J hanno energia minima,
mentre negli altri vale il contrario (normali=sottogusci occupati per
meno di meta)
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Il problema a due elettroni

Hamiltoniana per il singolo elettrone j-esimo (j=1, 2):

h] Vi Z(:’Z
2m ’ dneory

Hy= -

82

. . - 2 2
con il laplaciano definito come:  z_ & , O

Per il sistema di due elettroni non interagenti:

Se consideriamo l'interazione tra i due elettroni:

2
€

H = K+ H+
dneory

+ +
Bxf dy j‘

dz}

fﬂ= .prt'i'fz



Introduciamo oltre alla posizione r;anche la variabile di spin definendo
una nuova variabile R,

R; = (r;, variabile di spin)=(r;, /)

Consideriamo I'equazione di Schroedinger per il sistema di due elettroni
non interagenti:

H#'Y=E_ Y

E,.: rappresenta la somma delle energie dei singoli elettroni e la
¥ puo essere scritta come:

Y= ‘P(RI,Rz) = W{“(R])sz(RZ) Q= (n,l,m;,my) =(q,my)

EH:H = EQ] + EQ:



La soluzione W= W (R;) Wq2(R;) non esclude
la possibilita che si abbia Q= Q,

Tuttavia questa possibilita € da scartare in base al
principio di esclusione di Pauli.

Anche la funzione d'onda W= ¥ ;(R,) Wq.(R,) € soluzione
della Eq. di Schroedinger per i due elettroni indipendenti,
cosi come lo e la funzione (comb. lineare delle precedenti)

Y(R,,R,) = ?/15' [Wo, (R W, (Ry) = wo, R W, (RY)]

che soddisfa automaticamente il principio di Pauli. Infatti
se Q;=Q, la funzione d'onda risulta essere nulla.



Esaminiamo il ruolo delle variabili di spin scomponendo il
humero quantico Q, come:

O = (gy, mg )

Fattorizziamo la W= W4 (R;) Wq2(R;) come prodotto di una
parte spaziale ed una di spin: ¥ (Ry) = Wak(ri) dms(K) .

Pertanto la combinazione lineare precedente risulta essere:

'fl(Rl' RZ) = % ['i'fm (r:)qu(rz} ¢m\,p“)¢mhz(2)

~ Vg (l'z) Va (rl) "15"’:. | (2) ¢‘m,.1 (D].




Consideriamo ora le diverse combinazioni per i due spin:

1) mg , =1 mg,=1
2) mg, =1 mg =1
3) mg, = mg =1
4) mg =1 mg ,=1.

Per le combinazioni (1) e (2) abbiamo:

Y11 (R, Ry) = 71—5 [We, () W, (r2) — o, () v, (r)] o (1) B (2)

Y, . (R,Ry) = :lr; (W, (r) We, () — we, (1) v, (rPl 0, (1) 9, (2)




La funzione d'onda complessiva puo essere scritta come una
parte orbitale e una parte di spin:

Y(R,R,) = y(r,r)@(1,2)
dove:

@1 (1,2) = ¢4 (1) 91 (2)
@, (1,2) - ¢, (NP (2)

Per la proiezione lungo z dello spin totale ¥,=gq,, + g,
valgono le relazioni:

L. 01(1N)@1(2) = hor (1) 91 (2)
.0, 2)=-heo,(1)9,(2)



mentre  y2= (g, +g,)* hacome autovalore

Per le combinazioni (3) e (4) avremo invece:

3) Y1 (R, Ry) = Tlfz“ [Wq, (F) Wq, (F)1 (1), (2)
W () Wy (1) 61 (2, (1)]

1
7

— Wq, (R, (r) @, (2) 1 (1]

4) ¥1,(R;,Ry) = [wg, (M)W, (r)e, (1) 941(2)

_3_2
4?1

Queste funzioni d'onda non sono fattorizzabili come nel

caso precedente. Possiamo ftuttavia formare altre
combinazioni lineari ...



% [wqt(rl)_qu(rl) = Vg, (r) Vg, (r)] [¢:1(1)9.(2)

+ ¢, (D] =¥+ 11 (R, Ry)

5)=3)+4) =

6) =3)—-4)= :,—: (W, (M) Wg, (r2) + Yo, (1) wg, ()] (@1 (1) 9,(2)

- $1(2Q) ¢, (D] = ¥1, - 11(R;,Ry).

Le equazioni agli autovalori per@e@sono:

a ¢1 (1), (2) £ ¢1(2) ¢, (1)] =
T2J01 (06, + $1@6, ) = 7 B(6: ()4, + &1 Q)11

¢T(1)¢1(2) 612, ()] =



Singoletto | @ = ¢,(1)¢,(2) - $1(2)d1(1)

$1(1)941(2)
Tripletto | o= { ¢,(1)¢,2) + 12, (1)
¢, (1), (2)




W, otale=(funzione d'onda orbitale) x (funzione d'onda di spin)

Wiotale=(Simmetrica) x (antisimmetrica) singoletto

W,otale=(antisimmetrica) x (simmetrica) tripletto

In entrambi i casi la ¥, € antisimmetrica
(principio di Pauli)

Questo risultato puo essere generalizzato per un numero
qualsiasi di elettroni:

La funzione d'onda totale di un sistema di
elettroni deve essere antisimmetrica



Stati di tripletto di spin.
Parte spaziale antisimmetrica.
Probabilita nulla di localizzare gli elettroni nello stesso luogo.

Energia di interazione coulo‘ mbiana pit piccola rispetto
al caso del singoletto di spin.

29 regola di Hun! (massimizzare S)




{npl‘ In'pl‘

3
S e == sy
SP 2
6} o, 1.2
S=1 -==3
= N — - :::2 {D'lzai
D 1

Accoppiamento di due elettroni p: se gli elettroni sono equivalenti (configurazione npz} i livelli
tratteggiati sono proibiti dal principio di Pauli. Applicando un campo magnetico esterno si
ottengono la rimozione della degencrazione su J ¢ un ulteriore allargamento della struttura
(non riportato in figura).

regole di selezione

AJ=0, =1 (tranne (J=0)—(J=0))
Am;=0, =1 (tranne (m;=0)—(m;=0) se AJ=0)

AS=0 .

AL=0. +1 | Per 'intero atomo s
' _— . . i L

Al= +1 per i singoli elettroni per accoppiamento

Aj=0, £1 per il singolo elettrone nell’accoppiamento j/




Sistema di N elettroni ( non interagenti )

Coordinate R, ..., Ry
Hamiltoniana fc!:jglx}
Eq. di Schroedinger #Y=FE_ ¥
Funzione d'onda ¥Y(R;,R,, ... Rp)

Fattorizzazione (di Hartree) wo, RDVo,(Ry) ... wo(Ry)

Autovalori Eo=Eg+Eq+...+Eq,

Il principio di Pauli NON ¢ soddisfatto. Non viene
escluso il caso Q=Q per una generica coppia i,k




Antisimmetrizzazione della funzione d'onda.
La ¥eé definita attraverso un determinante.

vo,(R) vo,(Ry) ... ¥o, (Ry)

vo,(R) v, (R ...
w(Rth, ses RN z._i._._ Q2 1 Q?. 2

/N

Von(R1) Wwou(Ry) ... wou(Ry) .

Scambiare due variabili R, ed R, equivale a scambiare le
colonne i e k. Scambiando le colonne il determinante cambia
di segno. Quindi la ¥ e antisimmetrica

Se Q;=Qy per una qualunque coppia di indici i e k, il
determinante si annulla. - Principio di Pauli



Interazione coulombiana tra gli elettroni:
i procedimenti di Hartree e Hartree-Fock.

2

N
#=F Kt ¥
j=1 j<k 4TEQT jk

|

Hamiltoniana di
singolo elettrone Interazione

elettrone-elettrone

La condizione j<k impedisce di contare la stessa coppia j k due volte.
Alternativamente si puo scrivere:

N { ez
H =) H+— )
j=1 2 jxk dmeprix




L'Hamiltoniana per il sistema di N elettroni non é risolvibile
esattamente.
Esistono diversi schemi risolutivi: Hartree, Hartree-Fock.

Supponiamo di avere gia risolto il problema a singolo elettrone e di
conoscere la funzione d'onda di singolo elettrone

Alla quale & associata una dist Vo, (R)) li densita di carica pari a:

e(r) = e|yg,(R))|?

Dall'elettrostatica:

! ee(r;) :Vm 1. e*lyy(R)|?
d . V — - J
4IIE.3.I [r—r; g ® 4755(}! Ir—r| d

J




Eq. di Schroedinger per l'elettrone k-esimo

hz 2 Zé’z
V=
-2”1(:: drepry

+ Ve (rk)] vl R,) = Eyf"(R,)

dove V/? & il termine di interazione coulombiana a molti elettroni
ottenuto sostituendo nella

N e lyo (R)|?
Vk{r)= Erj [ Qj J l dT-

517 dmelr—n)

le funzioni d'onda wé‘:] al posto delle ¥,

L'indice (0) indica delle funzioni d'onda scelte come punto di partenza,
plausibile ancorché arbitrario, per il procedimento iterativo.

L'apice nella sommatoria indica che j # k



Procedimento iterativo

Al primo passo del processo di determina W(). Tale soluzione viene
inserita nel fermine V,(r) della equazione di Schroedinger per ottenere

la W@ . Il processo prosegue finché le successive WU convergono, cioe
W) 2 P,

Se la funzione d'onda & fattorizzata come Yo, (RDWg,(Ry) ... wo (Ry)
(fattorizzazione di Hartree) si otterra un sistema di Eq. del tipo:

2 2
k:112,...n { — ( h )Vi— ze + Vk(rk)} ka(Rk) = Ewgk(Rk)

2my dmeory




Se la funzione d'onda di "prova” é del tipo:
Yo, (R) v, (Ry ... WQ,(RN)

1 vo,(R) vo(Ry) ...
Y(R;,R;, ... Ry) =—— .

)N

Von(R1) wou(Ry) ... wo (Ry) .

allora il principio di Pauli ¢ automaticamente soddisfatto.

Per le singole funzioni d'onda v, otterremo un insieme di
Equazioni di Schroedinger della forma:

2 2
b "( f )vi_ Ze ;"Vk(l'x)} Vo (Ry)

2mg 4megry
j 4mey Ire =1,

Termine di scambio ﬁ




