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Introduzione

Le equazioni differenziali alle derivate parziali (PDE, Partial Differential Equations) che studieremo
in questo corso nascono in maniera molto naturale nella modellizzazione matematica. Un paradigma
tipico ¢ quello della legge di bilancio o di conservazione, che esprime appunto il bilancio di una certa
quantita G in un sistema. Supponendo che G sia scalare, introduciamo la seguente notazione:

* y: ladensita di G per unita di volume;
* j: la densita di flusso (o di corrente) di G per unita di superficie;

* f: la densita sorgente (o pozzo) di G per unita di volume.

Allora il bilancio di G su un insieme £ si esprime tramite 1’equazione integrale

aldv:—/ j~ndS+/de
o Ot pYe) Q

dove n ¢ la normale esterna alla superficie Q.

Tramite il Teorema della divergenza, I’integrale di superficie si puo riscrivere come integrale di volume,

ottenendo 5
/ (—7+divj—f)dvzo.
o\ ot

Se ora € puo essere scelto con sufficiente arbitrarieta come sottoinsieme di un corpo B, si ottiene
I’equazione

Iy

— +divj =

3 i=rf
che ¢ appunto un’equazione alle derivate parziali.

Ovviamente, con scelte modellistiche diverse potremo ottenere equazioni diverse: ad esempio, se
supponiamo che

J=vv,
ovvero che la quantita G venga trasportata attraverso la superficie mediante un campo di velocita v,
otteniamo I’equazione

0
6_7; +v-grady +ydivy = f,

che per f = 0 e y densita di massa & 1’equazione di continuita della fluidodinamica.

Se invece assumiamo la legge di Fourier

Jj=—-kgrady
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con k > 0 costante, otteniamo I’equazione

dy

— —kAy = f,

Fr y=1r
che ¢ ’equazione del calore. Pil in generale, se K ¢ una matrice simmetrica e definita positiva di
ordine n, assumendo

Jj=-Kgrady

si ottiene
dy
ot

che ¢ I’equazione di diffusione anisotropa.

K.gradgrady = f



Capitolo 1

Introduzione alle equazioni differenziali
alle derivate parziali

1.1 Elementi introduttivi

Per lo studio delle equazioni differenziali alle derivate parziali conviene introdurre la notazione dei
multi-indici.

Definizione 1.1 (Multiindici). I multiindici sono elementi di N”. Porremo
aeN*' ossia a=(a,as,...ay) con ar€eN, k=12...n

Indicheremo con || la lunghezza del multiindice definita da

la| =a;+az+ -+ ap. o
Mediante i multiindici, fissato un vettore x = (x,...,x,) € R", possiamo denotare il generico
monomio nelle variabili xy, . .., x, come
a __ (o2 %) .. an
x4 =x1x5 x,m.

Fondamentalmente si ha poi la seguente comoda notazione per le derivate parziali di una funzione
u:R" > R: ol
a
5%y = 0'%"uy
COx L oxg
L Oxy
Per le derivate del primo e del secondo ordine useremo anche la notazione

_ Ou 0%u

u.Xf»__ u.X')C»:—‘
ko oxy’ 7k 0x;0xy

Osservazione 1.2. Il numero dei multiindici @ € N” di lunghezza k & dato da

)

3
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Infatti, ¢ sufficiente ricondurre il calcolo alle combinazioni con ripetizione.

Si pud poi dimostrare che il numero dei multiindici @ € N” di lunghezza minore o uguale a k & dato
da
n+k
k) *

Definizione 1.3 (Equazioni differenziali alle derivate parziali). Sia k € N, k > 1 e indichiamo con

m = (”zk) il numero di multiindici @ con |a| < k. Data la funzione F : R**™ — R, una equazione

differenziale alle derivate parziali di ordine k nelle variabili x € R" e nella funzione incognita
u:R" — R, ¢ data dalla relazione

F(x, (0%(x))|a<k) = 0,

dove almeno un multiindice di lunghezza k compare nell’espressione. o

Consideriamo in particolare i seguenti tipi di equazioni differenziali alle derivate parziali:

Quasilineari: Z aa(x, (0Pu(x))|p<k)0%u(x) + F(x, (0Pu(x))g<k) = 0
|a|=k

Semilineari: Z aa(x)0%u(x) + F(x, (0Pu(x))|p<x) = 0
|a|=k

Lineari: Z Ao (x)0%u(x) = £(x).
|a|<k

Un esempio tipico di equazione non quasilineare ¢ I’equazione di Monge-Ampére:

det(grad grad u) = f(x,u, grad u).

1.2 Esempi

Diamo alcuni esempi di equazioni differenziali alle derivate parziali. Ricordiamo I’espressione
dell’operatore di Laplace

* Equazione di Poisson:
Au(x) = f(x), xeR"”

* Equazione di Laplace:
Au(x) =0, xeR"

* Equazione del calore:

g—b;(t,x) —a’Au(t,x) = f(t,x), teR, xeR"
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* Equazione delle onde:

0%u

W(I,x) —*Au(t,x) = f(t,x), teR, xeR"

» Equazione della trave:

0%u

0*u
m(r,x) + kzﬁ(t,x) = f(t,x), t,x€R.

* Equazione di Schrodinger:
Ou .
IE(I,X) = —yAu(t,x) + V(x)u(t,x), teR, xR
* Equazione di Helmholtz:
Au(x) + K*u(x) =0, xeR"
* Equazione dei telegrafisti:

ik 0
a—:(t,x) + ba—b;(t,x) +au—c?Au(t,x) =0, t€R, x eR"
* Equazione di Burgers:

2
O 10+ a0 210 = v (1), rxeR

* Equazione di Eulero-Tricomi:

d%u 2y
y@(x,y) + a_yZ(x’y) =0, x,yeR
* Equazione di Korteweg-De Vries:

ou ou ou
E(t,x) + 6u(t,x)a(t,x) + ﬁ(t,x) =0, t,xeR.

Esempio 1.4. Studiamo brevemente la generica equazione quasilineare del primo ordine con F' = 0,
detta equazione del trasporto non lineare,

ou ou
E(z‘,x) +c(u)8—x(t,x) =0, x€eR,t>0,

con la condizione iniziale u (0, x) = ug(x), dove ¢ : R — R & una funzione regolare assegnata.

Sia x¢(¢, x) dato in forma implicita dall’equazione

X :xo+c(u0(x0))t, (1.1)

e definiamo u (%, x) := ug(xo(z,x)), ovvero il valore di u in (z, x) & trasportato dal valore iniziale (0, xo)
con velocitd ¢(ug(xp)). Verifichiamo che u(z, x) & soluzione del problema dato.
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Poiché per ¢t = 0 si ha x9 = x, si vede subito che la condizione iniziale ¢ soddisfatta. Ora prendiamo
I’equazione che definisce x( e deriviamola rispetto a ¢:

0xg , , 0xg 0xg C(MO(XO))
0=——+c"(up(xg))ug——t + cluo(x = — =- .
gr ¢ ol)up 77t + cluo(xo)) ot 1+ 1c (uo(xo))uf
Se invece la deriviamo rispetto a x otteniamo:
0xg 0xg 0xg 1

t - = .
= Ox 1+ tc’ (uo(xo))u(’)

l = E + c'(uo(xo))uéa—x

Quindi, derivando u per composizione e sostituendo nell’equazione differenziale, si ottiene

(9)6() o C(u() (x())) 1

U _ — + =0,
Ox "o 1+ tc’(uo(xo))% C(MO(XO)) 1+12c’ (uo(xo))u6

9%
ot

A + c(u)uy

quindi anche ’equazione & soddisfatta. Si dice che la retta x = xg + c(ug)t € una caratteristica
dell’equazione.

Consideriamo I’esempio c¢(u) = u, ug(x) = x, ovvero

ou ou
T +ua =0, wup(x)=nx.

In questo caso si verifica subito che 1’equazione (1.1) si scrive

X
X = xg + xot = XxX9p=—
I+t
e dunque la soluzione & proprio u(z,x) = 13, che ¢ ben definita per ogni z > —1. *
Esercizio 1. Si verifichi che la funzione
¢

u(t,x) = f(x—ct), f(&):=
2 cosh? (‘/75(5 —§0))

¢ soluzione dell’equazione di Korteweg-De Vries.

Esercizio 2. Si applichi la trasformazione di Cole-Hopf

2y 0z

u(t,x) = _z(t,x)a t,x

)

all’equazione di Burgers e si mostri che si giunge per z all’equazione del calore unidimensionale

o Ox’
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1.3 Classificazione delle equazioni semilineari del secondo ordine

Consideriamo la generica equazione semilineare del secondo ordine

Zn:a-~(x)ﬂ+F(xu radu) =0 (1.2)
ST Oxidx, e o '

Possiamo supporre che i coefficienti a;;(x) siano continui e costituiscano una matrice simmetrica
A(x) = [aij(x)].

La parte nelle derivate seconde viene detta parte principale dell’equazione.

Osservazione 1.5 (Diagonalizzazione della matrice dei coefficienti). Consideriamo in R” una trasformazione di coordi-
nate di classe C?
- . 0x
X=X(x) con J=det|—|#0.
ox

Se si fissa un punto xg la trasformazione ¢ localmente invertibile con la funzione
x = x(X).
Per la funzione incognita u si ha allora
A% =u(x®) e ulx)=d(x(x)),
e per le derivate

u <~ il 0%y

T = e ;
0x; i~ 0Xp, Ox;

0%u _ 0

axiaxj B axi

3% OFp 0%k o dii 0%
52| O%n0%y Ox; 0xj £ 0%, Oxidx)

ou
axj

Sostituendo queste espressioni nell’equazione si ha

n ~

0 -
D @ (®) o + F(%.010,) = 0, (1.3)
0Xp0x
h,k=1
dove i coefficienti djy sono dati da
n ~ ~
oxy, 0X
an(®) = ) aip(x) 7 = (1.4)
=1 6x,‘ 6)61‘
Se ci mettiamo nel punto x¢ e poniamo
. ox
Xo = %(x0), bin= 6_xh . Ao=A(x0), B=|bu]
b lx=xp

indicando con B’ la trasposta di B, la (1.4) puo essere scritta nella forma matriciale
Ao = B'AgB.

Se si determina la trasformazione di coordinate B in modo che nel punto x( la matrice A venga diagonalizzata, nel punto x¢
i coeflicienti della parte principale dell’equazione sono gli autovalori di Ap. *

Definizione 1.6 (Classificazione). Siano
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p il numero degli autovalori positivi;
g il numero degli autovalori negativi;
r il numero degli autovalori nulli.

Ovviamente risultera p + ¢ + r = n. Diremo allora che nel punto xo 1’equazione & del tipo (p, g, r).
Evidentemente sono da considerarsi equivalenti le equazioni (p, g,r) e (g, p,r).

Per un’equazione in cui la parte principale ¢ a coeflicienti costanti la classificazione data puo essere
riferita alla stessa equazione. Se i coefficienti sono invece funzioni continue si avranno regioni dove
I’equazione ¢ di un determinato tipo. o

Segnaliamo i pili importanti tipi di equazioni differenziali.

i (n,0,0) oppure (0, n,0) equazioni ellittiche;

ii. (n-1,0,1) oppure (0,n—1,1) equazioni paraboliche;

iii. (n—1,1,0) oppure (1,n—1,0) equazioniiperboliche;

iv. (n-k,0,k) oppure (0,n—k,k) equazioni ultraparaboliche;
v. (n—k,k,0) oppure (k,n—k,0) equazioniultraiperboliche.

Ci si limitera a considerare equazioni dei primi tre tipi.

1.4 Esempi

1. Equazione di Laplace in R Au = 0.
La matrice A ¢
1 00
A=10 1 0
0 01

quindi I’equazione ¢ ellittica.

2. Equazione del calore in R?. Alle variabili spaziali va aggiunta la variabile tempo.

ou
Au—k— =0
! ot
La matrice A ¢
1 000
0100
A= 0010
0 00O
quindi I’equazione ¢ parabolica.
3. Equazione delle onde in R>.
1 92
Au Yoo

2oz
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La matrice A &

1 00 0
010 0
A= 0 0 1 0
0 0 0 —1/c?
quindi I’equazione ¢ iperbolica.
4. Equazione di Eulero-Tricomi.
0%u N 0%u ~ 0
Yoz "oy T
La matrice ¢
_[y O
+=[o

quindi I’equazione ¢ iperbolica per y < 0, parabolica per y = 0 ed ellittica per y > 0.

1.5 Problema di Cauchy

Consideriamo ora il problema di Cauchy per equazioni semilineari del secondo ordine. Data
I’equazione

& 0%u
D aij(x)7—— + F(x,u, Du) = 0 (1.5)
Q=1 8]6,'(9)(_,'

con a;; ed F funzioni continue nei loro argomenti, formuliamo il problema nel seguente modo.

Definizione 1.7 (Problema di Cauchy). Data una varieta (n — 1)-dimensionale regolare I, il proble-
ma di Cauchy per I’equazione differenziale data sopra consiste nel determinare, in un intorno di I, la
soluzione di (1.5) che soddisfa le seguenti condizioni

P
ul, = o(x), a_z = ¢1(x), (1.6)
I

dove d/dn & la derivata secondo la normale a I', con ¢q(x) funzione di classe C? e ¢;(x) di classe
cl. o

La varieta I" su cui si assegnano i dati deve avere delle proprieta geometriche particolari, legate a come
¢ fatta la parte principale dell’equazione differenziale.

Definizione 1.8. Consideriamo la parte di ordine massimo di un operatore differenziale semilineare
di ordine k, a coefficienti continui in R™:

L= Z aqe(x) 0¢.

lal=k

Fissato x, il polinomio caratteristico associato all’operatore differenziale ¢ il polinomio in &

PL(x,E) = ) aa(x) €%, £€R™

|a|=k
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L’insieme
dirp(x) ={€eR": £ +0e P.(x,&) =0} (1.7)
definisce I'insieme delle direzioni caratteristiche per L in x. Una ipersuperficie regolare S in R” si

dira non caratteristica per 'operatore differenziale L se in ogni punto x € § il vettore normale a S non
¢ una direzione caratteristica per L in x, ovvero se

ns(x) ¢ dirp(x) per ogni x € S.

Chiameremo invece varieta caratteristica per L una ipersuperficie S tale che ng(x) sia una direzione
caratteristica per ogni x € S. o

Osservazione 1.9. Nel caso di un operatore semilineare del secondo ordine (1.5), denotando con A(x)
la matrice simmetrica dei coefficienti a;; (x) si ha che una direzione ¢ € non caratteristica se e solo se

£-AE#0. *

Ora possiamo enunciare il seguente importantissimo teorema.

Teorema 1.10 (Teorema di Cauchy-Kovalevskaya). Se nell’equazione (1.5) tutti i coefficienti ed F
sono funzioni analitiche, le funzioni ¢ e @1 delle condizioni di Cauchy sono pure funzioni analitiche
e la varieta I' é non caratteristica, allora esiste ed ¢ unica la soluzione della (1.5) in un intorno di I,
e tale soluzione ¢é analitica.

Lipotesi di analiticita della funzione ¢ fondamentale: esiste un famoso esempio del 1957, dovuto
a Hans Lewy, con F di classe C*™ ma non analitica, per cui un’equazione (lineare!) non ammette
soluzione.

La dimostrazione, su cui non ci soffermeremo, consiste nel mostrare che gli sviluppi in serie della

soluzione u, ottenuti calcolando le derivate di u sono convergenti, e si basa sulla seguente idea.

Proposizione 1.11. Consideriamo il problema di Cauchy della Definizione 1.7. Fissato un punto xg
sul’, se I' in xg € non caratteristica, si possono determinare in x tutte le derivate parziali di u fino al
secondo ordine.

Dimostrazione. Fissiamo in xo un sistema di coordinate locali (i Is-- .in) tali che X1, ...,X,_1 siano
coordinate sulla varieta I" e X, sia secondo la normale a I'. Con ci0 1’equazione della varieta
nell’intorno di xo puo essere data nella forma

Fn(¥1, %2, ... %0o1) = 0. (1.8)

Indicando con i ’espressione di # in funzione delle nuove coordinate X, essendo u assegnata su [
tramite la prima delle (1.6) possiamo determinare in xq le derivate
0ii
0%;

Inoltre dalla seconda delle (1.6) si ha

peri=1,2,...n—1.

oii | Ou

on | “oml T ¢1(x0).
r
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Per la determinazione delle derivate seconde basta tener presente che, essendo ¢g € ¢ note su tutto
I, si possono calcolare le derivate

0%

0%:0%; |

peri=1,2,...nej=12,...(n—1).

La determinazione di
9%
%)
ox;
puo essere fatta tramite I’equazione stessa purché il coefficiente d,,(x¢) sia diverso da zero. Ciod ¢

vero se e solo se I" in x( non ¢ tangente ad una varieta caratteristica: infatti, nelle nuove coordinate il
vettore normale alla superficie ¢ dato da

(1.9)

nr(X()) =é,
e la condizione di direzione non caratteristica, in base all’Osservazione 1.9, si scrive

é, -Axp)e, #0 = duu(xg) #0. 0

Se le funzioni ¢ (x) € ¢ (x) sono indefinitamente derivabili e I" & non caratteristica in ogni suo punto,
in modo analogo a quanto visto sopra, si possono calcolare su I tutte le derivate di . Su questo fatto
si basa I’idea della dimostrazione del Teorema di Cauchy-Kovalevskaya.

A titolo di esempio, studiamo le direzioni caratteristiche di alcuni operatori visti in precedenza.

(1) Operatore di Laplace: si ha
n
D=0 = k=0 = £=0
i=1

quindi non ci sono direzioni caratteristiche e tutte le superfici sono non caratteristiche per il
laplaciano. Questa ¢ la proprieta fondamentale degli operatori ellittici.

(2) Operatore del calore: 1’equazione delle direzioni caratteristiche ¢ la stessa del caso precedente,
ma in questo caso & ha una componente in pil, che indichiamo con #, quindi le direzioni
caratteristiche sono date da

{(0,...,0,1) : t € R}

e corrispondono alla direzione (0, . .., 0, 1). Le superfici del tipo {¢ = cost.} sono invece varieta
caratteristiche per I’operatore del calore.

(3) Operatore delle onde: in questo caso si ha che le direzioni caratteristiche sono i vettori (x, ¢) tali
che

P-ClEP=0 = {(&0): 1= =clél).

Le superfici date da
At —10)* = lx—xo|* =0

sono quindi varieta caratteristiche nel punto (xo, ).
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(4) Operatore di Eulero-Tricomi: consideriamo I’operatore in R?

9? 0?

L=y . &
Y ox2 dy?

Le sue direzioni caratteristiche nel punto (xg, yo) sono date da

YoET+E =0 = £ =-yf.

Quindi per yo > 0 non ci sono direzioni caratteristiche, mentre per yo = 0 si ha & = 0 e quindi
si ha la direzione caratteristica (1,0) e per yo < O si ha

& = +/=yoé1

da cui le direzioni caratteristiche (1, 4/=yg). Ci sono poi delle varieta caratteristiche date da
2 3
X = J_r§ —y° + cost.

Esempio 1.12 (Condizione di compatibilita sui dati). Data per la funzione u(t,x), con t € R e

x € R3, ’equazione

ou
= M=o,
ar

assumiamo come varieta I la varieta caratteristica di equazione ¢ = 0, con i dati di Cauchy

ou

ul,_, = ¢o(x), 5 Tet.
t=0

Dall’equazione data sopra si ha facilmente che tra ¢g € ¢ sussiste la relazione

¢1(x) = Agpo(x) = 0. *

Esempio 1.13 (Valori al contorno per I’equazione delle onde). Si consideri I’equazione

Ui — czuxx =0

nel dominio A = {(¢,x) : |x £ ct| < 1}, con la condizione al contorno

”|aA = Uo-
Si puo vedere facilmente che con la trasformazione di coordinate & = x + ¢t e 7 = x — ct questa diventa
I’equazione

0%u 3

oédn

nel quadrato
Q={E&n: -1<e<1, -1<p<l1},

con le condizioni al bordo

u(l,n) =uor(n), u(=Ln) =uoz(n), u(&1)=un(), u(§ -1)=uul),
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con
uor (1) = uo2(1), ua(=1) = uo3(1), wuo3(=1) = upa(=1), wuoa(1) = up1(-1).
Si vede facilmente che la soluzione della nostra equazione si puo esprimere nella forma
u(é,n) = f(&) +g(n)
con f, g € C2. Per le condizioni poste si ha allora
g(m) = uo1(n) = f(1) = uo3(n) - f(=1)
(&) = un(&) — g(1) = up(f) - g(-1).
Da queste condizioni si ottiene
uo1 (1) —uoz(n) = f(1) — f(=1) = cost.
up2 (&) — uoa(¢) = g(1) — g(~1) = cost.

Pertanto la funzione u#y non puo essere data arbitrariamente. *

1.6 Problemi ben posti

Le equazioni differenziali ammettono generalmente una molteplicita di soluzioni. Per determinare
soluzioni particolari occorre porre delle condizioni addizionali. Si possono distinguere i seguenti tipi
di problemi:

a) Problemi di Cauchy. In particolare si danno per le equazioni in cui interviene la variabile tempo,
quando si impongono opportune condizioni iniziali su tutto lo spazio.

b) Problemi aivalori al contorno. Quando per determinare una soluzione in una determinata regione
chiusa 8B si impongono condizioni sul bordo 5.

c) Problemi misti. Si danno in particolare per equazioni in cui interviene la variabile tempo,
quando per determinare una soluzione in una determinata regione chiusa 8 dello spazio si impongono
condizioni iniziali su B e condizioni sul bordo 5.

Nei diversi problemi che si danno si richiede normalmente che siano ben posti secondo criteri introdotti
da Hadamard.

Definizione 1.14. Chiameremo problema ben posto nel senso di Hadamard un problema per cui sono
soddisfatte le seguenti condizioni.

1) Esista una soluzione in una determinata classe di funzioni.
ii) La soluzione in detta classe sia unica.

iii) La soluzione dipenda in modo continuo, in un senso determinato, dai dati del problema (dati
iniziali, dati al bordo, ecc.). o

1.7 Operatori differenziali formalmente aggiunti

Se applichiamo ad una funzione u € C* un operatore differenziale lineare L di ordine k si ha

Lu = Z Ao (x)0%u.

|la|<k
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Definizione 1.15 (Operatore differenziale formalmente aggiunto). Dato un operatore differenziale
L lineare di ordine k, con coefficienti a, € C¥, diremo operatore formalmente aggiunto ’operatore L*
definito nel seguente modo

L*u = Z (=1)!118% (a g (x)u).

|la|<k

In particolare se L ¢ a coefficienti costanti si ha

L*u = Z (-D'*la,0%.

la|<k
L operatore differenziale ¢ formalmente autoaggiunto se
L*u = Lu. o
Si noti che per avere un operatore formalmente aggiunto con i coefficienti regolari bisogna richiedere

piu regolarita ai coefficienti di L, visto che essi vengono anche derivati un certo numero di volte. Se i
coefficienti di L sono infinitamente derivabili, pero, lo saranno anche quelli di L*.

La dimostrazione della proposizione seguente & banale nel caso a coefficienti costanti, mentre nel caso
generale ¢ un po’ piu delicata.

Proposizione 1.16. Si ha
(L) = L.

Dimostrazione. Tramite la formula di integrazione per parti si pud verificare che per ogni ¢ € C°(R")

si ha
/(Lu)godx:/u(L*go)a’x

e quindi, applicando due volte la formula,

/(Lu)gadx:/u(L*<p)dx:/((L*)*u)cpdx.

Ora basta sfruttare I’ arbitrarieta di ¢ e la continuita delle funzioni Lu e (L*)*u. O

Ci soffermiamo in particolare sugli operatori del secondo ordine

Lu = Z ajj(x) Ou +Zai(x)a—u+ao(x)u
=1

(9xl-<9xj 8)6,'

i,j=1 i=

dove, posto Q C R", supporremo u, a;; € C*(Q), a;j = aj; e a; € C.
Introduciamo per questo operatore anche una forma vettoriale. Con una semplice interpretazione dei
simboli si ha
Lu = A(x) : grad gradu + a(x) - grad u + ag(x)u,
conA = [a;;] : 2 - Sym(R",R"), a=[a]:Q2—>R", ap:Q2—R

Poiché I’operatore aggiunto ha espressione

n 52 ng
L*u = y -y l_ ,
u i;1 oxi0x, (aij(x)u) 24 5x; (ai(x)u) + ap(x)u
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in forma vettoriale diventa

L'u = A(x) : gradgradu + (2divA(x) — a(x)) - gradu + (divdivA(x) — diva(x) + ao(x))u.

In particolare un operatore differenziale del secondo ordine ¢ formalmente autoaggiunto se e solo se

a =divA.
1.8 Esempi
L=A L"=A Operatore di Laplace
L= i - a’A L* = _2 - a’A Operatore del calore
~ ot ot P
92 92
L= (m - czA) L* = (ﬁ - czA) . Operatore delle onde

Si vede immediatamente che gli operatori di Laplace e delle onde sono formalmente autoaggiunti.

1.9 Formula di Green

Proposizione 1.17 (Formula di Green). Sia Q C R" un aperto sufficientemente regolare perché si
possa applicare il teorema della divergenza. Siano u,v : Q — R due funzioni tali che u,v €
C*(2)NCY(Q). SiaL un operatore differenziale lineare del secondo ordine formalmente autoaggiunto

Lu = A(x) : gradgradu + a(x) - gradu + ag(x)u, a =divA,

conA: Q — Sym(R",R"), a: Q2 — R" ay: Q — Rdiclasse C'. Allora vale la formula

/ (vLu - uLv)dx = / (vgradu —ugradv) - Ando,
Q 90

dove n ¢ la normale esterna al bordo 0£.

Dimostrazione. Dalla formula di Gauss-Green, tenendo conto che A ¢ simmetrica, segue

/ vA - gradgradu dx = —/ div(vA) - gradu dx + / vegradu - Ando
Q Q aQ

:—/(vdiVA+Agradv)-gradudx+/ vgradu - Ando
Q oQ

Quindi, tenendo presente I’espressione di L, si ha

/vLudx:—/(vdiVA-gradu+Agradv-gradu)dx
Q Q

+ / vgradu - Ando + / (va - gradu + vaou) dx.
a0 Q
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Poiché L* = L, si ha divA = a e dunque

/vLudx:—/(Agradv-gradu+vaou)dx+/ veradu - An do.
Q Q oQ

Allo stesso modo

/uLvdx=—/(Agradu-gradv+ua0v)dx+/ ugradv - Ando.
Q Q 0Q

Sottraendo le due equazioni si ottiene la tesi. O

In particolare, se L ¢ il laplaciano si ha

du 9
/Q (vAu — uAv) dx = /m (va—z - ua—:) dor, (1.10)

/Audx:/ o 4o (1.11)
Q 00 On

Inoltre, scegliendo v = 1,

1.10 Esercizi

Esercizio 3. Si verifichi che le seguenti funzioni sono soluzioni dell’equazione del calore omogenea
unidimensionale u, — a%u, = 0:

Wl
e e VYl sinwx, weR

_ L e

2Vra’t

Esercizio 4. Si verifichi che le seguenti funzioni sono soluzioni dell’equazione del calore omogenea
bidimensionale u; — a*Au = 0:

o om@ (PP sinpxsingy, p,q€R

1)/ (a)
dra’t

Esercizio 5. Si verifichi che la seguente funzione & soluzione dell’equazione del calore omogenea
multidimensionale u, — a®Au = 0:

L kaa

(e

Esercizio 6. Si verifichi che le seguenti funzioni sono soluzioni dell’equazione delle onde omogenea
unidimensionale u;; — cu,, = O:

¢ onda stazionaria: sin(wx) cos(cwt), w €R

* onda viaggiante sinusoidale: sin(wx — cwt), w €R



1.10. Esercizi 17

« onda viaggiante generale: f(wx — cwt), w €R, f € C*(R)

* si diano delle condizioni sufficienti su f, g € C*(R) affinché la funzione

f(wx)g(cwt)

sia soluzione dell’equazione delle onde omogenea unidimensionale per ogni w € R.

Esercizio 7. Si verifichi che le seguenti funzioni sono soluzioni dell’equazione delle onde omogenea
bidimensionale u;; — ¢2Au = 0:

+ onda stazionaria: sin(w;x) sin(wsy) cos (c,/w% + w%t), W, wr €R

* onda viaggiante: f(a)lx + wyy — c,/w% + wgt), wi,wr €R, f € C*(R)

Esercizio 8. Si verifichi che le seguenti funzioni sono soluzioni dell’equazione delle onde omogenea
multidimensionale u,; — c2Au = 0:

fa-x+clalt), aeR", feC*R).



Capitolo 2

Argomenti propedeutici di Analisi

2.1 Alcuni spazi funzionali

Sia Q un aperto in R".

Definizione 2.1 (Spazi C, C*, C*). Indicheremo con
- C(Q) lo spazio delle funzioni continue in Q;

- C*(Q) 1o spazio delle funzioni u in Q che hanno derivate d%u continue fino all’ordine k, ciog per
|| < ks

- C*(Q) lo spazio delle funzioni in Q2 indefinitamente derivabili con tutte le derivate continue.

Indicheremo con C, C¥, C* gli stessi spazi in R”. o

Definizione 2.2 (Supporto). Diremo supporto di una funzione u definita in 2 il complemento del pit
grande aperto in 2 su cui u(x) = 0 e lo indicheremo con supt u. o

Definizione 2.3 (Spazio C;°). Indicheremo con C;°(£2) lo spazio di tutte le funzioni di C*(£) con
supporto compatto in £. Per le funzioni in R" useremo la notazione C°. o

Esempio 2.4. Appartengono a C° le funzioni w. : R" — R cosi definite per € > 0

X —_— se x| < &
we(x) = p(|x|2—82) "

0 se x| > e. *

Definizione 2.5 (Spazio &). Indicheremo con & la classe delle funzioni di Schwartz, cio¢ lo spazio di
tutte le funzioni di C* in R" che insieme a tutte le derivate tendono a zero all’infinito piu rapidamente
di ogni potenza di x~!:

S§ = {u € C™: sup [x¥0Pu(x)| < oo per ogni multi-indice a/,ﬁ} .

XeR”

18
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Esempio 2.6. Appartiene allo spazio & la funzione

x|?

o) = ¢

Definizione 2.7 (Spazi L?). Se 1 < p < oo e se la funzione u# ¢ misurabile nell’aperto 2 c R",

poniamo
1
P
lull, = { / |u<x>|f’dx} .
Q

Diremo spazio LP (£) lo spazio normato delle funzioni misurabili # per cui
[l , < oo.

Per Q = R” indicheremo tali spazi semplicemente L”. In particolare considereremo lo spazio L' e lo
spazio L? che & uno spazio di Hilbert. o

Definizione 2.8 (Spazio L*°). Diremo spazio L*(£) lo spazio delle funzioni u in £ misurabili ed
essenzialmente limitate, cioe tali che
esssup |u| < oo.
Q

Per Q = R" scriveremo semplicemente L. o

Definizione 2.9 (Spazi L{; .)- Diremo spazi Lf; () gli spazi delle funzioni u misurabili tali che per
ogni compatto K C £ si abbia
/ lu(x)|Pdx < oo.
K <

2.2 Elementi della teoria delle distribuzioni

Definizione 2.10 (Spazi di funzioni test). Considereremo tre classi di funzioni in R":

* & lo spazio delle funzioni C*;
e & lo spazio delle funzioni C* a decrescenza rapida;
* 9 lo spazio C° delle funzioni di & a supporto compatto. o

In ognuno di questi spazi si da una definizione di convergenza ¢;, — ¢ delle successioni {¢;,} a una
funzione ¢. Precisamente:

* in&: convergenza uniforme di ¢j a ¢ con tutte le sue derivate in ogni compatto;
 in &: per ogni multi-indice a, B, |x*08 (¢5, — ¢) | — 0 uniformemente;

* in 9P: esiste un compatto K per cui supt ¢, C K e ivi ¢; converge uniformemente a ¢ insieme
a tutte le sue derivate.
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Esempio 2.11. Dato xo € R", xg # 0, per h € N si considerino le funzioni in &

on(x) == w1 (x = hxo),

dove w; ¢ definita nell’Esempio 2.4. Si osserva che (¢;,) non converge in & mentre converge alla
funzione nulla in &. *

Osservazione 2.12. Gli spazi & e 9 si possono considerare anche limitatamente ad un aperto  c R"
e li indicheremo allora con &(Q) e 2(Q). *

Definizione 2.13 (Distribuzioni). Date le tre classi di funzioni test &, &, 9, introduciamo le cor-
rispondenti classi di distribuzioni come i loro spazi duali, cio¢ gli spazi dei loro funzionali lineari

continui. Li indicheremo con
7 !’ ’
&,S8, D, o

Ad esempio, [ € D" seesolose [ : D — Relineare e (f, pn) — (f, ) per ogni ¢, — ¢ in D.
(Notazione: dato un generico spazio vettoriale V e dato un elemento f del duale V’, indicheremo con
(f,¢) € Ril valore di f in corrispondenza al generico elemento ¢ € V).

Proposizione 2.14 (Inclusioni). Tra gli spazi delle distribuzioni valgono le seguenti inclusioni:
& cs' co.

Dimostrazione. Basta tener presente che per gli spazi delle funzioni test valgono, anche in senso

topologico, le inclusioni
cScCsé. o

Tanto piu si allarga I’insieme delle funzioni test tanto pil si restringe 1’insieme dei corrispondenti
funzionali lineari continui. Cosi evidentemente &’ costituisce la classe di distribuzioni pilt ampia.

Osservazione 2.15. Chiameremo pill propriamente distribuzioni gli elementi dello spazio 9’. Gli
elementi dello spazio & vengono detti distribuzioni temperate e godono di proprieta particolarmente
interessanti che vedremo pit avanti. Gli elementi dello spazio &’, per quanto si vedra, sono identificabili
con le distribuzioni a supporto compatto.

Le distribuzioni, come si vedra, costituiscono una notevole generalizzazione del concetto di funzione.
Il nome “distribuzioni” & dovuto al fatto che esse permettono di dare una buona rappresentazione della
distribuzione di grandezze fisiche nei corpi come la massa, la carica elettrica, le forze, la temperatura,
etc. *

Definizione 2.16 (Convergenza di distribuzioni). Data una successione { fj,} in &’, diremo che essa
converge (debolmente) all’elemento f € D’ se

(fns ) = (f.9) VYpeD.

In modo analogo si introduce la convergenza in &’ e in &’. Sebbene la convergenza debole di solito
si denoti col simbolo f;, — f, noi non useremo questa notazione, essendo I’unico tipo di convergenza
che useremo per le distribuzioni. o

Definizione 2.17. Siano f € @’ ed A aperto in R", diremo che f si annulla in A se

(f,o) =0 perogniypeD(A). o
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Definizione 2.18 (Supporto di una distribuzione). Data una distribuzione f € &’, il supporto di f,
che indicheremo supt f, ¢ il complementare del pitt grande aperto su cui f si annulla. o

Proposizione 2.19. &’ ¢ lo spazio degli elementi di D’ a supporto compatto.

Dimostrazione. Sia f € @’ con supporto compatto K; osserviamo preliminarmente che per ogni ¢ €
D, il valore (f, ¢) € determinato solo dalla restrizione ¢|g. Infatti, se anche y € D e p(x) -y (x) =0
perx € K,sihasupt (¢ —¢)NK = @ e quindi (f,¢ — ) =0.

Facciamo ora vedere che ogni elemento f € &’ a supporto compatto puo essere esteso a tutto & come
elemento di &’. Sia { € D taleche { = 1 susupt f e 0 < ¢ < 1 suR", e definiamo il funzionale

f:&8>R, Voe&: (f.0)=(f.¢)).

Non & difficile vedere che f & lineare e continuo, quindi f € &. Inoltre, per quanto osservato all’inizio
della dimostrazione, f coincide con f su & (e non dipende dalla funzione ¢ scelta).

Mostriamo ora che ogni elemento di & ¢ una distribuzione a supporto compatto. Per assurdo,
supponiamo che supt f non sia compatto, dunque si abbia

VheN: suptf\ By(0) + @.

Questo significa che per ogni & € N esiste ¢;, € & tale che supty, N B, (0) = @ e (f,¢n) # 0.
Poniamo ora

Ph
Y = ,
(fsen)
in modo che (f, ) = 1. Poiché suptyj, esce definitivamente da ogni compatto fissato, si ha ¢, — 0
in &, mentre {f, ) — 1, dunque f non puo essere una distribuzione. O

1

Definizione 2.20 (Distribuzioni regolari). Data una funzione u € L,

buzione T,, € 2’ () nel seguente modo:

(Q) si puo definire la distri-

(T ¢) = /Q u(&)p(&) de.

La verifica della linearita ¢ banale, quella della continuita si ha da

< llgx - «p||me (€| de.

’ /Q u(&) (0 () — p()) de

dove K ¢ tale che supt ¢, supt ¢ C K per ogni K.

Le distribuzioni corrispondenti a funzioni di LIIOC(Q) vengono dette distribuzioni regolari. o

Quando non ci sara pericolo di confusione, denoteremo con lo stesso simbolo u sia la funzione che la
distribuzione regolare ad essa associata.

Come si vedra, esistono distribuzioni non regolari dette anche singolari. Questo fatto comporta che le
distribuzioni costituiscono una generalizzazioni del concetto di funzione.

Vediamo ora che il concetto di supporto distribuzionale ¢ un’estensione del concetto classico di
supporto di una funzione.
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Proposizione 2.21. Se u € Llloc’ si ha che il supporto di u (come funzione) e quello di T, (come
distribuzione) coincidono.

Dimostrazione. E ovvio vedere che T}, si annulla fuori da supt «, quindi si ha supt 7}, C supt u.

Viceversa, se consideriamo un aperto A fuori dal supporto di 7,,, ovvero un aperto su cui 7;, si annulla,
si ha

Yoe D(A): 0={(u,¢)= ‘/Au(x)go(x) dx

e dunque, per i soliti teoremi sulle funzioni integrabili, # = 0 su A. Dunque suptu C suptT,,. O
La proposizione seguente mostra che le funzioni a crescita lenta, ovvero a crescita polinomiale, sono
distribuzioni (regolari) temperate.

Proposizione 2.22. Siau € L| . Se esistono N € N e C > 0 tali che
Vx e R":  |u(x)| < C(1+|x]V,

alloraT, € §'.

Dimostrazione. Sia ¢ € & e poniamo

M = sup |x|Vp(x)] < .
xeRM

Si ha

1+ xpV
<u,¢>=/u¢dx</ ugodx+MC/ %dx
B1(0) R7\ B, (0) |X| +n+

= (1+7)V
=K+O'n_1MC‘/] rNTdr<°°,

dove 0,—1 ¢ la misura della superficie della sfera unitaria in R". Quindi il dominio di 7,, ¢ estendibile
a tutto &'. La continuita si dimostra in modo simile, mentre la linearita & ovvia. O

Esempio 2.23. Diamo alcuni esempi di distribuzioni.

a) Tra le distribuzioni regolari su R segnaliamo quella corrispondente alla funzione di Heaviside
0 sex<O
h(x) = *
1 sex>=0,

OVVero

+00
hor= [ e a.
b) La distribuzione 6 di Dirac viene definita come il funzionale per cui

YoeD: (0,¢)=¢(0).

Che sia lineare ¢ immediato, che sia continuo discende dal fatto che la convergenza in &
comporta la convergenza puntuale. Si verifica facilmente che suptd = {0}. Pertanto § ¢ una
distribuzione a supporto compatto e quindi si ha anche ¢ € &”.
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Questa distribuzione non & regolare, infatti: supponiamo che esista u € L' tale che

Voe D / u(€)p(&) dé = (5, 9) = ¢ (0).

In particolare I’integrale si annulla per ogni ¢ che abbia supporto in R" \ {0}, e dunque per i
soliti teoremi sulle funzioni integrabili si ha u = 0 g.0. in R \ {0}. Questo vuol dire u = 0, il
che & assurdo.

Riferendoci alle distribuzioni di massa la ¢ di Dirac ci da la rappresentazione di una massa
puntiforme nell’origine.

¢) La distribuzione di strato semplice € un altro esempio di distribuzione singolare. Data una
superficie limitata e regolare I" ed una funzione u € L'(I') introduciamo la distribuzione ud
cosl definita:

(Uér, @) = /Fﬂ(xw(x} ds.

Nell’ambito delle distribuzioni di massa la ud ci da la rappresentazione di un corpo configurato
come la superficie I" con densita superficiale u.

d) La distribuzione di strato doppio. Data nuovamente una superficie limitata e regolare I" ed una
funzione y € L'(I") introduciamo la distribuzione -2 (udr) cosi definita:

0 B de(£)
<%(#5r)’90> = —/Fﬂ(f)a—n do(£).

Tale distribuzione rappresenta una densita di dipoli concentrata sulla superficie I". *

Passiamo ora a definire alcune importanti operazioni sulle distribuzioni. Va subito sottolineata in
particolare la possibilita di introdurre per le distribuzioni una definizione di derivazione che consente
una importante generalizzazione del calcolo differenziale.

Definizione 2.24 (Moltiplicazione per una funzione 1 € C*). Data una distribuzione f € 9’ e una
funzione u € C* si puo definire la distribuzione u f nel seguente modo

YoeD: (uf,p)=(f,up). o

Osserviamo che la definizione ¢ ben posta in quanto f¢ € &. Lasciamo per esercizio la verifica che
effettivamente fu € 9&’.

Definizione 2.25 (Derivazione). Data una distribuzione f € 2’ e dato un multiindice @ definiamo
07 f nel seguente modo

(0f, ¢) = (f, (=1)!"19%p). o

Per la verifica che la definizione & corretta ci limitiamo a osservare che, per come ¢ stata definita la
convergenza in 9, la continuita del funzionale f implica la continuita di 0 f.

In modo analogo si definisce la derivazione in §” e quella in &”.
Osservazione 2.26. Se u & una distribuzione regolare corrispondente a una funzione derivabile, &

facile mostrare, attraverso 1’integrazione per parti, che la definizione data sopra, in questo caso, da un
risultato coincidente con la derivazione ordinaria. *
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In base alle definizioni 2.24 e 2.25 si possono applicare alle distribuzioni gli operatori differenziali del
tipo
L= Z ao(x)0% peray, € C%,

la|<k

nel seguente modo: data f € &’, poniamo

(Lf, @) =(f.L"¢)

N

dove L* ¢ I’aggiunto formale di L, ovvero

o= > (-1)*9%(aayp).

la|<k

Esempio 2.27 (Esempio di derivazione). Studiamo la derivata in R, nel senso delle distribuzioni,
della funzione di Heaviside. Si ha

dh do oo do  de
— = - — ) =- h(x)— dx = — — dx = ¢(0) = {5, ).
<dx"p> < ’dx> [oo (x) dx o /0 dx x = ¢(0) =, ¢)

Pertanto per la derivazione nel senso delle distribuzioni si ha:

dh
il §
dx *

Definizione 2.28 (Traslazione). L'operazione di traslazione su una funzione u : R" — R puo essere cosi definita
Teu(y) ;= u(x +y).

Se consideriamo una distribuzione regolare
o) = [ ue(s)dy.

vale la relazione

(et ) = / u(x + y)ely) dy = / U(D)e(z - x) dz = (0, T-r ).

Quindi per una distribuzione in generale la definizione di traslazione puo essere data nel seguente modo:

(txfs0) = {f,T-x9). o

Definizione 2.29 (Riflessione). Per una funzione ¢ I’operazione di riflessione puo essere definita nel seguente modo:
@(x) = ¢(=x).
Tenendo presente quanto avviene per le distribuzioni regolari, per le distribuzioni in generale si puod dare la seguente

definizione di riflessione:

<f9‘10>=<f9‘15> <&
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2.3 Convoluzione

Definizione 2.30 (Convoluzione di funzioni). Date due funzioniu,v € Llloc, se per quasi ogni x € R"
converge assolutamente I’integrale

Jutx=ynea.

si definisce la convoluzione u + v di u e v nel seguente modo

(U v)(x) = / u(x — y)v(y) dy.

Osservazione 2.31. Con un cambiamento di variabile y — x — y si dimostra che vale

(u*v)=/u<x—y>v<y>dy=/u<y>v<x—y>dy=<v*u><x>.

Per I’esistenza della convoluzione diamo, senza dimostrazione, il seguente teorema fondamentale.

Teorema 2.32 (Disuguaglianza di Young). Seper 1 < p<co u e L' e v € LP allora

uxvell e |luxv|,<|ullilvilp.

Enunciamo un importante teorema di approssimazione.

Teorema 2.33 (Approssimazione della identita). Data la funzione ¢ € L' con / @(x)dx = 1, per ogni € > 0 si puo
definire la funzione

_ X
pe(x) =¢ "w(—)~
&
Preso allorau € LP con 1 < p < oo si ha

lu*@e—ull, >0 pere— 0.

Se u € L™ e uniformemente continua su un insieme V, allora u * ¢ o — u uniformemente in V per € — Q.

Questo teorema ¢ alla base dei metodi di regolarizzazione che consistono sostanzialmente nel determinare le approssimazioni
di u mediante le funzioni u * ¢, supponendo ¢ € Cg°. Le proprieta della convoluzione, che vedremo immediatamente,

assicurano, in questo caso, la regolarita delle funzioni approssimanti.

Proposizione 2.34 (Derivazione della convoluzione). Se u € Llloc ey €D, allorau ¢ € C* e per
ogni multiindice « si ha
0%(u*¢)=u+*d%.

Dimostrazione. La dimostrazione si basa sul fatto che per le proprieta di & I’integrale che da la
convoluzione

(U*8%g) (x) = / u(»)8%p(x — y) dy

¢ assolutamente ed uniformemente convergente in R” e quindi si puo applicare il Teorema di derivazione
sotto il segno di integrale. O

La proposizione appena vista ¢ valida, con identica dimostrazione, anche nel casi in cui u € L? con
I<p<oegped,classe di Schwartz.
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Proposizione 2.35. Se u ha supportoinV C R" e v ha supportoin W c R" allora u*v ha supporto
nell’insieme V+W ={v+w:veV,weW}

Dimostrazione. Da

(u*v)(x) = / u (v (x = y) dy

sihachesey ¢ Vox—y¢ Wil contributo all’integrale ¢ nullo, pertanto gli elementi del supporto
della convoluzione sono della formax =y +wdovey e Vew e W. O

Definizione 2.36 (Prodotto tensoriale di funzioni). Seu : Q| - R, v: 2, —» R, con 2; Cc R™,
Q, c R™, il prodotto tensoriale di u e v, che indicheremo u ® v, ¢ una funzione

URV : 21 X 2, — R,

cosi definita:
(u®v)(x,y) = u(x)v(y). o

Proposizione 2.37. Date due funzioni u e v in L', vale la relazione

(o, e) = [ utoreey) dedy
= (), (v (). 05, 7))
perogni ¢ € D(Q) X Q).

1

Osservazione 2.38. Data la convoluzione di due funzioni u, v € L.

(*v) (x) = / u(x = Y)v(y) dy

possiamo considerare per ogni ¢ € 9 I'integrale

(u=v,p) = / u(x = y)v(y)e(x) dydx.

Con la trasformazione di coordinate x — y = z si ha

(W v.g) = / u(@v()e(y +2) dydz.

e quindi anche
(uxv, o) =((u®v)(x,y), )

dove con ¢ si intende la funzione da R” X R" in R che manda la coppia (x, y) in ¢(x + y). *

L'ultima formula puo essere utilizzata per introdurre la convoluzione tra distribuzioni. Si presentano
pero due difficolta:

* bisogna introdurre una nozione di prodotto tensoriale per distribuzioni (e lo faremo nella
Definizione 2.40);
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« anche se ¢ & a supporto compatto in R”, ¢ non & piil a supporto compatto in R?”. Infatti se
il supporto di ¢ contiene il punto xo € R", il supporto di ¢ contiene I’insieme delle coppie
{(x0 = y,y) : ¥y € R"} e quindi non & compatto.

Per risolvere la prima difficolta, estendiamo la definizione di prodotto tensoriale al caso delle
distribuzioni. Premettiamo un lemma di facile dimostrazione:

Lemma 2.39. Sia g € 2'(2,) e ¢ € D(21 X Q). Allora la funzione

X = <g’ @(x, )>
sta in D(21).

Definizione 2.40 (Prodotto tensoriale di distribuzioni). Se sono dati due aperti 2 C R™ e Q, C
R™ e due distribuzioni f € 2'(21) e g € D'(£,), definiamo il prodotto tensoriale di f e g nel
seguente modo:

(f®g ¢)=(f.(g¢(x,y)) VYoeD(Q21X2).

Si ha poi:
f@ge@’(leQz). o

Per ovviare alla mancanza di compattezza del supporto di ¢, ci limiteremo a considerare il caso
ristretto, e che risulta pit semplice, in cui una delle due distribuzioni sia a supporto compatto. In
questo caso si puo dare la seguente definizione.

Definizione 2.41 (Convoluzione di distribuzioni). Siano date due distribuzioni f € 9’ e g € &’.
Definiamo la convoluzione distribuzionale di f e g nel seguente modo:

(fxg¢)=(f®8 @),
dove al solito @(x,y) = o(x + y). o
Proposizione 2.42. Se f € @’ e g € &' valgono per la loro convoluzione f = g le seguenti proprieta:
i) frg=gx*f
ii) 0%(f*g)=f*0%% =0 g
iit) supt(f *g) C supt f + suptg.

Possiamo ora mostrare che la ¢ di Dirac costituisce 1’elemento neutro rispetto al prodotto di convolu-
zione.

Proposizione 2.43 (Prodotto di convoluzione con la ¢ di Dirac). Se f € 9, allora vale
feo=6%f=F.
Dimostrazione. Siha § € & e quindi per la Definizione 2.41

(f#6,0) ={f x®b,0(x +y)) = ([, (6, 0(x +-))) = ([, ¢)

da cui la tesi. ]
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Osservazione 2.44. Attenzione: la convoluzione tra distribuzioni non ¢ in generale associativa. Ad
esempio, consideriamo in R le distribuzioni regolari 1 e & e la distribuzione a supporto compatto ¢’
(derivata della delta di Dirac). Si ha

18 =(1%6)=1"=0 = (1%x8)xh=0xh=0.

Invece,
x«h=(@*h)=h=6 = 1% «h)=1x65=1.

Tuttavia, ¢ possibile dimostrare che se almeno due delle tre distribuzioni hanno supporto compatto,
allora la proprieta associativa vale. *

2.4 Trasformata di Fourier

Definizione 2.45. Data la funzione u € L'(R";C) definiamo la sua trasformata di Fourier, che
indicheremo con i o anche con & [u], la funzione da R" a valori in C definita da

ﬁ(f):/e_Z”ix'gu(x)a’x.

Chiaramente 7i(¢) € ben definita per ogni & e vale la stima

llalleo < lfullr o

Esempio 2.46. Sia n = 1 e sia uy := X(-q,q) la funzione caratteristica dell’intervallo (—a, a), per
a > 0. Allora la sua trasformata di Fourier ¢

a 1 . ) sin(2ra&)
N _ 2mix & _ _ 2riag _ p2miag) _ 2 \TT O/
0q(§) = '/_a € dx = 2rié (e ¢ ) né

che € ben definita anche per ¢ = 0 e si ha i,(0) = 2a. Facciamo alcune osservazioni sulla funzione
ottenuta:

* 1, ¢ regolare, anche se la funzione di partenza ¢ discontinua. Anzi, si puo dimostrare che se u ¢
a supporto compatto, come in questo caso, allora # ¢ una funzione analitica (in realta olomorfa,
essendo a valori complessi).

* i, ¢ L', perd si ha che ii, € L? (in generale la trasformata di Fourier & ben definita da L? a L?,
grazie al Teorema di Plancherel).

* Pera — +oosihau, — 1, mentre i, non converge nel senso delle funzioni. Si pud dimostrare
che @i, — 6 nel senso delle distribuzioni, da cui (almeno intuitivamente) 1 = 6.

e Pera — 0 si ha ’;—Z — 0 nel senso delle distribuzioni, mentre Z—Z — 1. Anche da qui si puo
intuire che 1 = 6. *

Proposizione 2.47. Se u,v € L' allora (u = v) = ip.
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Dimostrazione. E una applicazione del teorema di Fubini:

W) (&) = / / 2R E(x — y)u(y) dydx
= '//e_z”i(x_y)'fu(x —y)e 2 €y (y) dxdy
- (e) / YEL () dy = (). O

Il modo piti semplice per sviluppare le proprieta fondamentali della trasformata di Fourier & considerare
la sua restrizione alla classe & di Schwartz, dato che & ¢ L' ed & ivi denso.

Introduciamo la seguente notazione: data una funzione u, denoteremo con x“u la funzione
{x — x“u(x)}.
Proposizione 2.48. Sia u € §. Allora si ha, per ogni multi-indice B:
(i) 0P F [u] = F [(-2mix)Pu(x)];
(i) F[0Pul(€) = 2ri&)’ F [u](é);
(iii)) Fu] € S.

Dimostrazione. (i) Siccome u decresce all’infinito pill rapidamente di ogni potenza di |x|~!, I’integrale
della trasformata di Fourier ¢ assolutamente uniformemente convergente, si puo quindi derivare sotto
il segno di integrale, si ottiene cosi la tesi.

(ii) Si ha
9[5%](5)=/e—2m‘xfaﬁu(x)dx.

Si ottiene la tesi integrando per parti e tenendo presente che u e le sue derivate vanno rapidamente a
zero all’infinito.

(iii) Basta mostrare che per tutti i multi-indici «, 8 le funzioni €08 % [u](£) sono limitate. Per la (i)
si ha

EYOPF[u](€) = £ F[(—2mix)Pu(x)](€) = Qri) 1N 2rie) *F [ (=2rix)Pu(x)](£),
e quindi per la (ii) si ha anche
OB F [u)(¢) = ri) 1o F [a“ ((—2mx)ﬁu(x))] &).

La funzione v = 99 ((—2nix)Pu) sta nello spazio L', quindi si ha

/ 27y (x) dx

per ogni a, B8, e quindi F [u] € §. ]

€7 0P F ul (@) = | )1 F [v]| = 2m) 71! < @l < oo

Proposizione 2.49 (Trasformata di un riscalamento). Siav € L'(R";C)ea € R, a # 0. Definiamo
u(x) = v(ax). Allora

a(e) = lal9(£)
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Dimostrazione. Siha

a() = / e 28y (ax) dx
e, posto y = ax si ottiene

i(€) = la| ™" / () dy = lal ™9 )

O

In vista di alcune importanti applicazioni studiamo ora la trasformata di Fourier di una funzione
particolare.

Proposizione 2.50. Se

u(x) = e~ mhIxI?

con b >0, allora

Dimostrazione. Dimostriamo prima che la trasformata della funzione
_ 2
v(x) = e 7,

& la funzione stessa, ovvero che = v. Dalla definizione di v si ha subito che'"

ov

— = 27XV, 2.1)
6xk

moltiplicando tutto per I’unita immaginaria i, prendendo la trasformata di Fourier di ambo i membri e
usando la Proposizione 2.48 (in particolare la (ii) per il primo membro e la (i) per il secondo membro),
si ottiene

9
—2n&iF [v] = 8—ﬁ9[V],

che ¢ identica alla (2.1). Quindi per ogni k = 1, ..., nlafunzione & [v] risolve la medesima equazione
differenziale ordinaria di v. Essendo I’equazione differenziale lineare e omogenea del primo ordine,
le due funzioni differiranno per una costante moltiplicativa, da cui

Fv](£) = Ce ™E,

Per vedere che C = 1 basta usare la definizione della trasformata di Fourier per & = 0, ovvero

C:.G/T[V](O)=/V(X)dx:/e_”|x|2dx:ﬁ/+me_”x12<dx:1.(2)

k=1Y7%°
(MHo visto per la prima volta questa idea, semplice e concisa, sul libro di [ ]. Ringrazio Alessandro Giacomini per
la preziosa segnalazione.
@1nfatti

+00 ) 2 . 2n ) )
(/ e ™ alx) = //e’”()C ) dxdy =/ / e ™ rdrdd
oo 0o Jo

2 (o)
= 271/ re ™ dr = —ﬂ/ e ™ ds=—[e™37 = 1.
0 2 Jo
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Per ottenere il risultato nel caso generale basta tener presente che
u(x) =v(ax) pera= Vb

e applicare la Proposizione 2.49.7) O

/u\?dxz/ﬁvdx.

Dimostrazione. Per il teorema di Fubini,

‘/uﬁa’x://u(x)v(y)e‘zm‘x'y a’ydx:/ﬁvdx. 5

Passiamo ora a definire la trasformata inversa.

Proposizione 2.51. Se u,v € & allora

Definizione 2.52 (Trasformata inversa di Fourier). Se u € L' definiamo la trasformata inversa (o
antitrasformata) di Fourier, che indicheremo con i, nel seguente modo

i(x) = / 2T E Y (£) dE = G(—x).

Teorema 2.53 (Inversione della trasformata di Fourier). Se u € S, si ha i = u.
Dimostrazione. Dato £ > 0 consideriamo la funzione

(&) = erixemnetlel,

Per la Proposizione 2.50 si ha

_ mlx-yf?

¢(y) — / e—27ri(y—x)~§€—7r£2|§|2 df —g e 2

e quindi, posto v(x) = e~71xI” si ha anche

6 =& (=) = velw - ).

Per la Proposizione 2.51 si ha

—ne?| &) 2mix-& 4 ~ ~
/e Pemivd(gyde = [ ap= [ ug= [ u(y)velx—y)dy=(uxve) (x).
®Una dimostrazione alternativa, in cui perd si imbroglia un pochino trattando i come una costante reale, & la seguente:

nell’integrale
/ e—27rix'fe—7r\x|2dx — / e—n(2ix<.f;'+|x\2)dx

si completa il quadrato di binomio all’esponente, ottenendo

ooléP / pmlxrig g

Ora nell’integrale si pone y = x + i&, da cui dy = dx e dunque I’integrale fa 1 per i motivi visti sopra, da cui la tesi.
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Ma essendo f v(x) dx = 1, per il Teorema 2.33 e per I’uniforme continuita di u si ha
U*Vg > U

per € — 0 uniformemente.

D’altra parte, evidentemente per ogni x vale anche

[emeieranicagag [ enivae) de = i,

e quindi in definitiva si ha

¢
I
s

O

Corollario 2.54. La trasformata di Fourier é un isomorfismo di § in sé.

Dimostrazione. La linearita ¢ evidente, la biiettivita segue dall’esistenza della trasformazione inver-
sa. O

Passiamo ora a considerare la trasformata di Fourier per le distribuzioni. Essa infatti puo essere estesa
alle distribuzioni temperate, cio¢ a &”, infatti la Proposizione 2.51 puo anche essere riscritta come

Voes: <ﬁ,¢>=//a¢dx=<u,¢>.

Diamo allora la definizione seguente.

Definizione 2.55 (Trasformata di Fourier in §’). Data f € §’, definiamo f € &’ nel seguente
modo:

VeeS: (f.o)=(f.¢)

Ricordando la Proposizione 2.48, ¢ € & e quindi la definizione data ha senso. o

Per le trasformate delle distribuzioni temperate valgono le stesse proprieta delle trasformate in §. In
particolare, & & un isomorfismo da & in sé.

Esempio 2.56. Siha é = 1. Infatti

Vpes: <5,so>=<6,¢>>=<6, / e-z’"'*%u)dx>= / o) dx = (1, ).

2.5 Soluzioni generalizzate di equazioni differenziali lineari

Attraverso la nozione di distribuzione intendiamo sviluppare una generalizzazione del concetto di
soluzione per le equazioni differenziali lineari.
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Definizione 2.57 (Soluzioni in senso generalizzato). Sia L un operatore differenziale lineare di ordi-
ne k con coefficienti di classe C*,

L= Z aq(x)0?,

|a|<k
definito in un dominio Q C R", e sia f € @’'(Q). Diremo che u € 2’(Q) & soluzione in senso
generalizzato dell’equazione Lu = f se

Vo € 2(Q) : (Lu,¢) = (f, ¢),

ciog se
Vo e D(Q): (u,L7¢) =(f,¢). S

Le soluzioni generalizzate sono una effettiva generalizzazione, in quanto ogni soluzione classica € so-
luzione generalizzata. Nella definizione rientra ovviamente anche il caso in cui « sia una distribuzione
regolare per cui esiste una corrispondente funzione u € LIIOC(Q).

Ci limiteremo d’ora in poi al caso di operatori differenziali a coefficienti costanti L:

L= Z ag0°.
|a|<k

Vogliamo dare la definizione di soluzione fondamentale.

Definizione 2.58 (Soluzione fondamentale). Dato un operatore differenziale L lineare a coefficienti
costanti, diremo che la distribuzione e € 9’ & soluzione fondamentale dell’operatore dato se & soluzione
in senso generalizzato dell’equazione

Le = 6,

cioe se

Yo e D: (Le,p) = ¢(0). o

Proposizione 2.59. Le soluzioni fondamentali di L, se esistono, sono molteplici.

Dimostrazione. Intanto cerchiamo una soluzione dell’equazione omogenea associata. Sia & € C"
soluzione di L(¢) = 0. Allora per ogni ¢ € C la funzione f(x) = cexp(x - ¢) soddisfa

99f(x) =cd%exp(x- &) = c&Vexp(x- &) =& f(x)

e dunque Lf(x) = fL(¢) = 0.
Ora, se indichiamo con e((x) una particolare soluzione fondamentale, si verifica immediatamente che
ogni distribuzione

e(x) = eo(x) + f(x)

¢ soluzione fondamentale per I’operatore dato. O

Per la determinazione delle soluzioni fondamentali ci si puo anche avvalere della trasformata di Fourier.

Teorema 2.60. Condizione necessaria e sufficiente affinché una distribuzione temperata e € 8’ sia
soluzione fondamentale per un operatore differenziale L é che la sua trasformata é soddisfi I’equazione

L(2rig)é(&) = 1. 2.2)
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Dimostrazione. La condizione & necessaria. Infatti, sia e € &’ soluzione di
Le = 6.
Applicando la trasformata di Fourier al primo membro si ha

Fllel= ), aoF[0%] = ) as(2mif)"F[e] = LQ2ri£)2(&).

la|<k lal<k

e quindi per I’Esempio 2.56 segue la tesi.

Viceversa, se g = ¢é ¢ soluzione dell’equazione (2.2), per la relazione precedente e per I’Esempio 2.56
si ha
FLe-6] =0.

Ma allora per I’iniettivita della trasformata di Fourier si ha anche Le = 6. O
Le soluzioni fondamentali dell’operatore L consentono di costruire le soluzioni dell’equazione diffe-

renziale lineare non omogenea
Lu=f.

Teorema 2.61 (Teorema fondamentale della soluzione fondamentale). Se e € D’ ¢ soluzione fon-
damentale per l'operatore L e f € D’ ¢é tale che esiste la convoluzione e = f in D', allora esiste la
soluzione dell’equazione Lu = f ed ¢ data da

u=exf.
Dimostrazione. Sostituendo I’espressione di # nel primo membro dell’equazione si ha

Z ag0%(e = f),

|a|<k
e quindi per le proprieta della derivazione di una convoluzione si ottiene

Z aaaa(e*f):( Z aaa(’e)*sze*f:cS*fzf.

la|<k |a|<k O

Teorema 2.62 (Unicita). Sia e una soluzione fondamentale per l'operatore L e sia f € D’. Allora
lequazione differenziale Lu = f ammette al piu una soluzione nella classe delle distribuzioni in 9’
per cui esiste la convoluzione con e.

Dimostrazione. Siano uy, u; due soluzioni di Lu = f che ammettono convoluzione con e. Allora
up—up = (uy —up) %6 = (uy —up) *Le = L(uy —uz) xe = (f - f) xe =0.

Si noti che il passaggio u * Le = Lu * e ¢ possibile solo se u * e esiste. O

In vista della determinazione di soluzioni fondamentali per alcuni importanti operatori differenziali
conviene studiare il caso dell’operatore differenziale lineare a coefficienti costanti in una variabile.
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Proposizione 2.63. Dato ['operatore differenziale di ordine k lineare a coefficienti costanti nella
variabile t

k .
L= a; 2% 4 z0
u = aj—-
J dt-] B ak £
Jj=0
una soluzione fondamentale é data da

e(t) = h(n)z(1),

dove h(t) ¢ la funzione di Heaviside e 7(t) ¢ la soluzione del problema di Cauchy

Lz=0

d/

ﬁ(O):o perj=0,1,2,.. k-2
d*=1z

a0 = 5

Dimostrazione. Tenendo presente che la derivata nel senso delle distribuzioni di 4 ¢ ¢, si ha:

(e, 0y =—(e,¢") = —(hz,¢") = —(h,z¢") = —(h, (z¢)" =2/ @) = (6, 2¢) + (h. 7 p).

Tenendo allora presente che per le condizioni iniziali date sopra si ha z(0) = 0, segue

(e, o) =(h,7 ).

Procedendo con le derivate successive, sempre tenendo presenti le condizioni iniziali su z e sulle sue
derivate, si trova

d’ d’
—e(t) = h(t)wz(t), perj=1,2,...,k—-1

dt’
d* d* 1
—e(t) = h(t)—z(t) + —0
Zre(n) = h(0) Tz +
per cui in definitiva si ha effettivamente:
Le(r) = h(t)Lz(t) + 6 = 6. m|

Osservazione 2.64 (Casi particolari). In particolare gli operatori
d2

e — tw

2
— +a
dt dt?

ammettono rispettivamente le seguenti soluzioni fondamentali:

sin wt

e(t) =h(ne™ e e(t) = h(n)— .
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2.6 Esercizi

Alcuni esercizi provengono dal bel libro [ ].

Esercizio 9. Per n = 1 si definisce il valore principale di 1/x in questo modo:

VoD (PV(1/x),g) = lim. (/ £ s [0 dx).

e X X

Si dimostri che PV (1/x) € una distribuzione.

[Suggerimento: si faccia un’integrazione per parti.]

Esercizio 10. Si mostri che la distribuzione dell’esercizio precedente si pud anche definire come

. ©x
YoeD: (PV(1/x),¢)= lim nggo(x) dx.

"
e—=0% J_»o

Esercizio 11. Si dimostri la seguente caratterizzazione alternativa delle distribuzioni:

f € D' seesolose [ élineare su D e per ogni compatto K C R" esistono C > 0, N € N t.c.

Ve supto Kt [(f. @) <C ) 107l

|a|<N

Se si puo prendere lo stesso N € N per ogni compatto K, il pil piccolo tra questi N viene chiamato
ordine della distribuzione.

Suggerimento: per la parte “=" si proceda per assurdo costruendo la successione

v =en/(N Y 10%w ),

la|<N

dove gy étale che (f,on) 2 N 2 [|0Y¢N||c-
|

al|<N

Esercizio 12. Con riferimento all’esercizio precedente, si dimostri che ¢ ha ordine 0. Che ordine ha
PV(1/x)?

Esercizio 13. Sia p € 9 tale che
p =0, suptp C{|x|] <1}, /p(x)dle

e sia pg(x) := e7"p(x/e). Si dimostri che T,,, — ¢ nel senso delle distribuzioni.



Capitolo 3

L’operatore di Laplace

In questo capitolo studieremo alcune proprieta dell’operatore di Laplace. Denoteremo con B, (x) la
palla aperta di centro x e raggio r, e con S, (x) il suo bordo. Utilizzeremo spesso una formula che
viene dal cambio di variabili nell’integrazione: ponendo y = rw e tenendo conto che la misura di
superficie do- ¢ (n — 1)-dimensionale, si dimostra che

/ £ do(y) = ! / F(rw) dor(w)
S, (0) S1(0)

,
e dunque anche che

R

R
f(x)dx = / f(x)do(x)dr = / pl frw) do(w)dr.
B, (0) 0 J5,(0) 0

S1(0)

3.1 Soluzione fondamentale

Vogliamo trovare, nel senso delle distribuzioni, una soluzione e dell’equazione Ae = 9.
Teorema 3.1. Una soluzione fondamentale per l'operatore di Laplace in R" é data da

1

Z -1
2|x| sen
1
e(x) = ﬂlog |x| sen=2
1
-(n-2)
- |x sen >3
=D

dove oy =212 /T (%) é la misura della superficie della sfera unitaria in R" (I" é la funzione gamma
di Eulero). In tuttii casi e € Llloc, e dunque é una distribuzione regolare.

Dimostrazione. Verifichiamo anzitutto che e € LllOC per n > 3. Sia K un compatto e sia R > 0O tale che
K c Bg(0). Posto |x| = red e(x) = —=Cr?>~", si ha

R R
C
/ le(x)] dx < C/ / 2l dr ds = C/ rdr/ dS = —R*0_; < +00.
K s:(0) Jo 0 $1(0) 2

37
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In modo analogo si fa la verifica per n = 2; per n = 1 € ovvio, essendo e(x) continua.

Per il resto fissiamoci sul caso in R?. Consideriamo la funzione v(x) = 1/|x|. Per x # 0 questa
funzione & regolare e si ha (")
1
A(—)=o.
|x|

Consideriamo poi un test ¢ € 9 e prendiamo R > 0 in modo che supty C Bg(0). Dato £ > 0,
applichiamo la formula di Green alla corona sferica Q. = {x € R® : & < |x| < R} con le funzioni
1
u(x) =px),  v(x)=—.
|x]

Tenendo presente che Av = 0 in Q. e che ¢ e le sue derivate sono nulle su Sg(0), ponendo |x| = r si

he 1 19 8 (1
/ —Agodx=—/ ——‘pd5+/ o (—) ds,
o. S.(0) T Or Se(0) Or \r

| 1 |
/ —A¢dx=—/ —a—“’dS—/ o dS.
o, Ixl S.(0) € Or S.(0) &

Con il cambio di variabili x = ew, dove w ¢ un punto della sfera S;(0), si ha

1 10 1
/ —Agpdx = —/ —Msz a’S—/ (,o(sw)—zs2 ds. 3.D
o, Ix| s, 0) € O& $1(0) €

e quindi anche

Essendo ¢ € 9, le sue derivate sono limitate, quindi dalla (3.1) per € — 0 si ottiene

1
HAQD dx = —4np(0) = —4n(d, ¢).
x

Ma per definizione di laplaciano di una distribuzione vale

1 1 1
<A—, > = <—,A<p> = / —Ap dx = —-4n{d, ),
|x| |x| |x|

quindi una soluzione fondamentale e(x) & data da

11
€(.X) = —Em

(La verifica di questo fatto per n = 3 pud essere fatta con un conto esplicito. Nel caso n > 3 si ha
A (|x|2-") - 0.

Infatti: calcoliamo 1’integrale su By (0)

/BR<0) A (MH) b= ./oR /s ) A (rz_") do(§)dr = w1 /OR A (rz_n) dr.

Per la formula di Green (con v = 1), il primo membro si pud anche scrivere come

/ A (|x|2_”) dx = / ir2_"da'(§) =wu-1(2-n).
Br(0) sr(0) On

. - R . . . . .
Uguagliando si ottiene /0 A (rz_”) dr =2 — n da cui, derivando rispetto a R, viene la tesi.
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Il caso n = 2 si dimostra in modo simile, partendo stavolta dalla funzione v(x) = log|x|, che &
armonica in R? \ {0}. Stessa cosa per il caso n > 3, partendo dalla funzione v(x) = |x|>~". Infine
il caso n = 1 si puo verificare facilmente ricordando I’Esempio 2.27, in cui si mostra che la § ¢ la

derivata della funzione di Heaviside.

O

Osservazione 3.2. Se invece che al punto 0 ci si vuol riferire al generico punto & € R" la soluzione di

Ae = 55
¢ data da e(x — &). In particolare, per n = 3
1 1
e

3.2 Rappresentazione integrale delle funzioni e potenziali

Introduciamo le definizioni dei potenziali.

Definizione 3.3 (Potenziali). Una distribuzione V € 9 si dice potenziale di f € D’ se
AV = f.

Se f € &’, dalle proprieta della soluzione fondamentale si ha che
V=exf,

dove e ¢ una soluzione fondamentale in R" dell’operatore di Laplace.

In particolare, il potenziale si dice:

1 .2

* potenziale di volume Vg [p], se f = pxo con Q limitatoe p € L, ;

* potenziale di strato semplice V[ u], se f ¢ una distribuzione di strato semplice, ovvero f = udr

con I” superficie limitata e u € L' (I');

* potenziale di strato doppio V.[u], se f & una distribuzione di strato doppio, ovvero f =

—%(ué,—) con I” superficie limitata e u € L'(I).

b

Proposizione 3.4. I potenziali di volume, di strato semplice e di strato doppio sono distribuzioni

regolari e possono esprimersi nelle forme integrali
Valpl(x) = [e + xop] () = [ pl@)et - de.
Q
Velul) = [ w(@etx - ) do o)
r
0
Vil = [ (@G te-6) dore)

@1Indichiamo con y¢ la funzione caratteristica di Q.
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Dimostrazione. La prima formula & ovvia.

Essendo I” limitata le due distribuzioni di strato semplice e di strato doppio sono a supporto compatto
e quindi come si ¢ visto nella Definizione 2.41 per Vi [u] si avra

(Vrlul, ) = (e * uor,¢) = (uor(€) ®e(y), p(€ +y)).

Ma allora essendo anche e € LllOC si ha

(Vrlul, o) = (uor,(e(y), e(€ +y)))
=<uar, / e(y)p(é +7) dy>
- / () / ()& +y) dydor(&).
r

Allora facendo la posizione £ + y = x e applicando il teorema di Fubini si ottiene

Vrlul ¢) = /r () / e(€ — ) p(x) deder (&) = / o(x) fr p()e(x - €)do(€)ds,
da cui segue
Ve[ () = / w(@)e(x - &) do(&).
I

Per il potenziale di doppio strato si procede in modo analogo. O

Lintroduzione della soluzione fondamentale dell’operatore di Laplace ci permette di introdurre una
notevole formula di rappresentazione delle funzioni di classe C2.

Teorema 3.5 (Formula dei potenziali). Consideriamo un aperto Q@ C R" limitato con frontiera 92
regolare. Siau € C*(Q) N C'(Q). Per ogni punto x € Q vale la formula

Z_Z’ag] () + Voo [u ag] ().

Dimostrazione. Applichiamo la formula di Green con v(&) = e(£ — x) = ex(¢) in Q. = Q\B(x)
con g abbastanza piccolo:

u(x) = Vo [Au] (x) - Voo

Oey
on

[ tes@au-u@nenen de= [ lexte 5@ -ute
Q. oQ h

Ls(x)

dove il secondo integrale di bordo presenta un segno negativo perché ¢ scritto per la normale esterna
alla sfera.

(é’)] do (§)

e OF©) - 1) 52 )| dore)

Tenendo presente che Ae, = 0in Q, il primo membro tende a Vo [Au] per € — 0. Quindi il teorema
¢ dimostrato se facciamo vedere che

s (f)] dor (&) - u(x) pere — 0.
n

[ fe@5ro-ue
Se(x) n
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Per semplicita, ci mettiamo nel caso n > 3 (il caso n = 1 & semplice, e il caso n = 2 puo essere
affrontato in modo analogo). Con il cambiamento di variabili £ — x = gw trasformiamo ’integrale su
S¢(x) in un integrale sulla sfera unitaria S;(0):

- [ e -wale| e
Se(x) n n

o .
C (n=2)ou-1 Js,(x)

1 e Jdu
o /31(0) [(n—z)a_(x+g‘*’) +“(X+Sw)] do(w).

1
8"28

1 &)+ u(®) 2| dor(8)

Se ora mandiamo & — 0, otteniamo

0
/ s—u(x+sw) do(w) >0
si0) 0¢

/ u(x + ew) do(w) — op_1u(x).
S1(0) o

La formula data sopra € notevole in quanto permette di determinare la funzione u a partire dalla
conoscenza di Au in Q e di u e du/0n sul bordo 0Q.

Osservazione 3.6. Con i risultati della Proposizione 3.4, 1a formula introdotta nel Teorema 3.5 per R
puo esprimersi nel modo seguente:

Au(®) ou 9 1
[ [ Somde@ s [ wegode@|.

Proposizione 3.7. Nelle ipotesi del Teorema 3.5 con n = 3, per x ¢ Q si ha

u(x) = —L

ou de
[ aut@ret-erae- [ Zhioet-rdo)+ [ u@zc-e)doe) =0

Dimostrazione. Basta applicare la formula di Green ad Q. In questo caso non occorre isolare il punto
x perché ¢ esterno ad Q. O

3.3 Funzioni armoniche

Definizione 3.8 (Funzioni armoniche). Sia © un aperto in R". Diremo che la funzione u : Q — R
& armonica in Q se u € C%(RQ) e se Au(x) = 0 per ogni x € Q. o

Proposizione 3.9. Dalla Formula dei potenziali 3.5 se u € C*(Q) N C'(Q) é armonica allora vale

ou de
w) == [ FOe-0dr@)+ [ @3- do(o.

In particolare, nel caso n = 3 si ha

1 1
= [ et do© - [ wer (o) are
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Dalla espressione data sopra si deduce 1’importante proprieta che le funzioni armoniche sono funzioni
analitiche.

Teorema 3.10. Sia Q aperto inR", se u : Q — R é armonica e u € C'(Q), allora u é analitica in Q.

Dimostrazione. La funzione e(x — &) € analitica per ¢ # x, quindi la tesi segue dalla formula dei
potenziali per le funzioni armoniche data sopra, in quanto gli integrali a secondo membro sono estesi
al bordo 0Q. ]

La Proposizione 3.9 ci consente di introdurre una proprieta fondamentale delle funzioni armoniche.
D’ora in poi supporremo per comodita n = 3, anche se i risultati valgono per ogni 7.

Teorema 3.11 (Teorema del valor medio). Sia x € R, R > 0, u armonica in Br(x) e continua su
Bgr(x). Allora si ha

1
47 R?

/ u(é)do(é) = € / u(x + Rw) do(w).
SR (x) S1(0)

u(x) = 4

Dimostrazione. La seconda espressione si ottiene dalla prima con il cambiamento di variabili § =
X+ Rw con w € S1(0).

Per ottenere la prima espressione applichiamo la Proposizione 3.9 alla sfera S, (x), conr < R. Tenendo
presente che su detta sfera

1 1! o (1 \__1
lE—x| oan\|E-x|] 2

1 u 1
u(x) = H/s,<x>%(§)d"(§)+mfs<

r

si ottiene

)u(f) do (&),

ma il primo termine € nullo: basta applicare il Teorema della Divergenza a Au = div gradu su B, (x).
Infine si passa al limite per ¥ — R e si ha la tesi. O

Corollario 3.12. 1l teorema del valor medio si puo dare anche nella seguente forma

1 1
u(x) = ‘/B ( )u(f) dé = —/B (O)M(X+RT]) dn.

4.p3 4
37rR 37

/BR(x)u@) d¢ = ARLr(x)u(g) do (¢)dr.

Per il teorema del valor medio, 1’integrale interno risulta 477%u(x), dunque I’integrale doppio viene
Aru(x)R3/3. O

Dimostrazione. Siha

Vale anche il teorema inverso.

Teorema 3.13 (Teorema inverso del valor medio). Sia Q un aperto in R> e u € C>(Q). Se per ogni
x € Q eperognip >0 tale che B,(x) C Q si ha

u(x) =

/ u(&) dor(£).
Sp(x)

4 p?

allora u é armonica in Q.
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Dimostrazione. Dal Teorema della Divergenza si ha

ou du
/Bp(x) Au(¢) df—/sp(x)a—(f) da(f)_/s,)(x)E(f(r))r do (&),

n
=p

dove r ¢ la coordinata radiale di un sistema centrato in x. Con la posizione ¢ = x + pw si ha

0
/ Au(é) dé = —u(x +rw)|  pldo(w) =
By (x) s1(0) O rep
2 0 , 0
=p°— u(x +rw) do(w) = p" = [4nu(x)],-, = 0.
ar |Js 0 rep or
Per I’arbitrarieta di B, (x), dato che Au ¢ continua, ne viene che Au = 0. O

Osservazione 3.14. Il teorema inverso puo essere dimostrato anche se & verificata la formulazione del
teorema del valor medio data nel Corollario 3.12. *

Il concetto di funzione armonica puo essere generalizzato secondo la seguente definizione.

Definizione 3.15. Una distribuzione u € 9’(Q) ¢ armonica in senso generalizzato in Q se verifica
I’equazione di Laplace in senso debole, ossia se

Yo e D(Q): (u,Ap)=0. o

Questa generalizzazione comunque non comporta una effettiva estensione per il seguente teorema.

Teorema 3.16 (Lemma di H. Weyl). Una distribuzione armonica in senso generalizzato in Q ¢ una
distribuzione regolare associata a una funzione armonica in senso classico.

Idea della dimostrazione: Si prende un’approssimazione dell’identita ¢, € si pone Uz = u * @g, €
dunque u. € C* e Au, = 0. Poi si scrive il teorema della media per u . e si cerca di passare al limite.

Dimostrazione. Vediamo per semplicita il caso u € LIIOC(Q). Fissato & > 0 sia
Q. = {x :Bg(x) C .Q}

Prendiamo
¢ € D(B1(0)) con / o(x)dx =1,
€ poniamo
_ 3 (X
pe(x) =& 90(8) :
La funzione
e () = (12 00 = [ ule - £, (6) de

¢ ben definita e si ha u, € C*(Q,). Per la definizione di convoluzione V¢ € D(Q,) siha

(Mg, ) = (ux @, AY) = (u(x), (0 (), AY (x + y))).

Essendo ¢, una funzione si ha anche

(Aug,yy = <u,A/¢>g(y)t/f(X+y) dy>-
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Facciamo la posizione
£ = [ neawe ey dy
Questa funzione ¢ di classe C* perché lo € ¥, e ha supporto compatto in Q in quanto ¢, ha supporto in B.(y). Quindi
(e € D(Q)esiha
(Bug,yr) = (u.0és) =0

per le ipotesi fatte su u. Ora u . & regolare e armonica in senso classico per cui per il teorema della media si ha

1
(15 0e) () = 5 /B()(u*wg)(y)dy (32)

4,3
3r
perx € Q. ed r abbastanza piccolo. Ma per il teorema di approssimazione per convoluzione 2.33 u* ¢ — u uniformemente

su ogni compatto in €. Allora per la (3.2) u soddisfa la proprieta del valor medio e quindi per I’inverso del teorema del
valor medio u ¢ armonica in senso classico. O

3.4 Principio del massimo

Una conseguenza importante del teorema del valor medio ¢ il cosiddetto principio del massimo.

Teorema 3.17 (Principio del massimo). Sia Q C R" aperto e connesso. Se u : Q — R é armonica
e se

sup u(x) = M < +oo
xeQ

allora si ha la seguente alternativa:
® o u(x) < M perognix € Q
® o u = M costante.
Dimostrazione. Facciamo il caso n = 3. Poiché {M} & chiuso e u ¢ continua I’insieme
u ({M})

& chiuso. Vogliamo mostrare che & anche aperto. Per assurdo, supponiamo che esista x € u ™! ({M})
tale che per ogni sfera B, (x) C Q esista ¢ € B, (x) tale che u(¢) < M. Poiché u & continua, esistera
un intorno U C B, (x) di £ in cui u(£) < M e quindi per il teorema del valor medio si avrebbe

1
P / u(y) dy
3N J By (x)

1 M
- (/Uu(y)dy+/3r(x)wu(y)dy) <7 (|U|+|Br(x)\U|) -M

4.3 3
37'(}’ 37TI”

M = u(x)

che € assurdo. Dunque deve esserci una opportuna sfera di centro x in cui u(¢) = M. Ne segue che
u~!({M}) & anche aperto. Allora, dato che Q & connesso, u~!({M}) deve essere o il vuoto o tutto
Q. O

Osservazione 3.18. La condizione che 2 sia connesso ¢ essenziale. Infatti la funzione

hx) = 0 perx<O
1 perx >0,

¢ armonicainR \ {0} esuph =1, mané h = 1né h(x) < 1 nel suo dominio. *
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Corollario 3.19 (Principio del massimo in forma forte). Sia Q C R”" limitato e u € C2(2) N C(Q)
armonica in Q. Allora u assume il massimo e il minimo sul bordo 0 Q.

Dimostrazione. Si ha che Q & compatto e quindi, per il teorema di Weierstrass, # ha massimo in Q.
Sia ©’ la componente connessa di Q che contiene il punto di massimo; se il punto di massimo fosse
interno, allora per il principio del massimo u sarebbe costante su £’ e quindi, per la continuita di u,
su ©’. Quindi il massimo & raggiunto anche su dQ’. In modo analogo si ragiona per il minimo. O

Teorema 3.20 (di Hopf). Sia dato un aperto Q C R" con bordo 9Q di classe C?esiadatau : Q — Rconu €
C2(Q) N C(Q) e armonica in , non costante. Se x € dQ é punto di massimo per u allora

ou

a_n >0

X

3.5 Problemi di Dirichlet e di Neumann

Possiamo ora affrontare lo studio dei problemi ai valori al bordo per I’equazione di Poisson. Introdu-
ciamo i problemi principali.

Definizione 3.21 (Problema di Dirichlet). Sia Q un aperto limitato in R", definiamo:
(DY) Problema di Dirichlet (interno): date le funzioni
f:Q >R, uy: 082 —> R continue,

trovare la soluzione u € C2(Q) N C(Q) tale che

Au(x) = f(x) perx € Q
u(x) = ug(x) perx € 09Q. o

Definizione 3.22 (Problema di Neumann). Sia ©Q un aperto limitato in R", n > 3, con bordo 9Q
regolare; definiamo:

(NI) Problema di Neumann (interno): date le funzioni
f:Q—-R, up: 02 » R continue,

trovare la soluzione u € C2(2) N C'(Q) tale che

{Au(x) = f(x) perx € Q

(x)=u(x)  perx € dQ. o

Dalla formula (1.11) segue subito che i dati del problema di Neumann interno devono verificare la
seguente condizione di compatibilita:

/Q ) dx = /a s,

Mediante il Principio del massimo in forma forte ¢ possibile dimostrare un teorema di unicita per il
problema di Dirichlet.
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Teorema 3.23 (di unicita per DI). [/ problema di Dirichlet interno ammette al piv una soluzione.
Dimostrazione. Supponiamo che ci siano due soluzioni u; e up. Consideriamo la differenza
u=u—up.

Essa soddisfa I’equazione omogenea in £, e quindi ¢ armonica in £, con condizioni omogenee al
bordo

u(x) =0 perx e dQ.

Essendo ©Q limitato, per il Principio del massimo in forma forte u ha il massimo e il minimo su 0 Q,
che quindi sono nulli. Ne segue che u ¢ identicamente nulla in £ e quindi la tesi. O

Per il problema di Neumann valgono risultati diversi. Ricordiamo che per €2 limitato e regolare e
u € C2(Q) N C'(Q) vale la formula

9
/uAudxz—/ |gradu|2dx+/ L 4o (3.3)
o o) a0 On

che puo essere dimostrata facilmente usando la Formula di Gauss-Green.

Teorema 3.24 (sulle soluzioni di NI). Se Q ¢ connesso, due soluzioni dello stesso problema di
Neumann interno differiscono per una costante.

Dimostrazione. Siano u; e up due soluzioni. La loro differenza u = u; — u, ¢ allora soluzione del
problema omogeneo con condizioni al bordo di Neumann omogenee. Dalla (3.3) si ha allora

/ | grad u|*dx = 0
Q

da cui discende gradu = 0 e u(x) = ¢ costante. m|

Definizione 3.25. Sia £ un aperto limitato con bordo regolare diviso in due parti disgiunte: 022 =
IoyV I, IyN T =@. Siano poi

f:Q—>R, uy:lp—R, u;:I1 -R,

tre funzioni continue. Il problema con condizioni miste Dirichlet-Neumann (interno) per I’equazione
di Poisson consiste nel trovare u € C*(2) N C'(Q) tale che

Au(x) = f(x) perxe Q,
u(x) =up(x) perx €Iy,
9 (x) =uy(x) perx €Ij. .

Per questo problema vale il seguente teorema di unicita.

Teorema 3.26. Se Q ¢ connesso e Iy # @, allora esiste al piit una soluzione per il problema con
condizioni miste.
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Dimostrazione. Siano u; e uy due soluzioni dello stesso problema. Posto u = u; — uy per la formula

(3.3) si ha
/ | grad u|*dx = 0
Q

e quindi u(x) = ¢ in Q. Ma essendo Iy # @ deve essere ¢ = 0. O
Attraverso I’applicazione del principio del massimo si possono ottenere anche risultati sulla dipendenza
continua delle soluzioni dai dati al bordo.

Teorema 3.27 (Dipendenza continua dai dati al bordo). Se u e v sono soluzioni per il problema di
Dirichlet (interno) con dati al bordo rispettivamente ug e v, allora vale la relazione

max |u — v| = max |ug — vol,
xeQ x€0Q

che equivale a dire che I’applicazione ug — u é continua nella norma || - || .
Dimostrazione. Ponendo w = u — v si ha che w & soluzione del problema
Aw(x) =0 perxe Q
w(x) = uog(x) —vo(x) perx e dQ,
per cui la tesi discende dal Principio del massimo in forma forte. O

Risultati analoghi si danno per il problema di Neumann, supponendo pero che le soluzioni siano
normalizzate per togliere I’indeterminazione delle costante additiva. Non vedremo questa parte.

Possiamo ora mostrare che per affrontare il problema di Dirichlet, grazie alla linearita, ci si pud
avvalere di risultati di sovrapposizione di effetti. Teoremi analoghi valgono anche per il problema di
Neumann.

Proposizione 3.28. Siano f : Q — R e up : Q2 — R due funzioni continue. Siano v e w, con
v,w: Q — R le soluzioni dei seguenti problemi di Dirichlet

Av(x) = f(x) perxe Q; v(ix) =0 perxedQ

Aw(x) =0 perx e Q; w(x) = ug(x) perxedQ
allora u = v +w é soluzione del problema
Au(x) = f(x) perx e Q, u(x) = upg(x) perx e dQ.
Le proposizioni seguenti mostrano che il problema di Laplace (f = 0) e il problema di Dirichlet

omogeneo (uop = 0) sono riconducibili I’uno all’altro, almeno in certi casi. Le dimostrazioni sono
lasciate per esercizio.

Proposizione 3.29. Supponiamo che ug : dQ2 — R ammetta una estensione iy su Q di classe C* e
che v soddisfi il problema

Av(x) = =Aiig(x) perx € Q, v(x) =0 perx e 09,
allora u = iy + v risolve il problema

Au(x) =0 perx e Q; u(x) = up(x) perx e dQ.
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Proposizione 3.30. Sia w una soluzione del problema
Aw(x) =0 perxe Q w=—-ex(fxo) perxecdQ,
allorau =w + e = (fxo) é soluzione del problema

Au(x) = f(x) perx e Q; u(x) =0 perx e 0Q.

3.5.1 Problemi esterni

Definizione 3.31 (Problema di Dirichlet esterno). Posto Q, = R" \E e date le funzioni
f:Q, =R, up:0Q - R continue,
trovare la soluzione u € C2(2,) N C(Q,) tale che
Au(x) = f(x) perx € Q,
u(x) = ug(x) perx € 0Q

u(x) -0 per |x| — oo. o

Definizione 3.32 (Problema di Neumann esterno). Posto Q. = R"\Q e date le funzioni
f:9Q., >R, u:0Q0—->R continue,
trovare la funzione u € C2(Q,) N C'(Q.) tale che
Au(x) = f(x) perx € Q,

%(x) =uq(x) perx € 0Q

u(x) -0 per |x| — co. o

Osservazione 3.33. InR" conn > 3 si pud dimostrare (vedi [ , Proposition 2.74]) che per la soluzione dell’equazione
differenziale Au = f su un dominio esterno vale

k

lim u(x) =0 & |u(x)| < —— per |x| > R, per qualche k, R > 0.
|x‘—>oo |x|n—2

In particolare per n = 3 nei problemi (DE) e (NE) si pu0 sostituire la condizione di annullamento all’infinito con la condizione

equivalente

k
lu(x)] < m per |x| > R.

Nel caso n = 2 bisogna invece richiedere che
)l _
| x| >0 | 10gX| ' *

Teorema 3.34 (di unicita per DE). [l problema di Dirichlet esterno ammette al piu una soluzione.

Dimostrazione. Consideriamo la sfera Bg(0) con raggio R da definire ma comunque sufficientemente grande perché sia
Supponiamo che in Q, ci siano due soluzioni u; e uy. Consideriamo la differenza
u=uy—uj.

Siaorae > Oesia R > Otale che u(x) < & per |x| = R (questo grazie al fatto che u(x) — 0). Nellaregione Qg = Br(0)NQ,
si avra

Au=0 perxe Qp, u(x) =0 perx e dQ.
Ora, per il Principio del massimo in forma forte, |u(x)| avra il suo massimo in Sg (0) U 9L, dunque in Qg si avra |u(x)| < e.
Preso un qualunque x € Q,, per R abbastanza grande si ha x € Qg per cui in detto punto |u(x)| < €. Ma & ¢ arbitraria e in
quindi deve essere u(x) = 0, cio¢ u;(x) = up(x) per ognix € Q,. O
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Teorema 3.35 (di unicita per NE). Se Q, é connesso, il problema di Neumann esterno ammette al pii una soluzione.

Dimostrazione. Siano u; e uy due soluzioni e poniamo u = u; — uy. Poiché u & armonica e u(x) — 0 all’infinito, grazie
anche all’Osservazione 3.33 si puo dimostrare che

[ru(x)| < —— per|x| - o0 sen>3
|x|n—l
c
|0ru(x)| < — per|x| - o sen=2
x|
(vedi [ , Proposition 2.75]), quindi usando ancora la (3.3) si ha grad u = 0 in €., ma qui per la condizione all’infinito
del problema esterno si arriva a u(x) = 0 in Q, e quindi alla tesi. O

Anche il Teorema 3.27 sulla dipendenza continua dai dati al bordo puo essere esteso al caso di un dominio esterno, ma
per la dimostrazione bisogna procedere come per il teorema di unicita, introducendo la regione Qg e tenendo conto della
condizione all’infinito. Per il problema di Neumann esterno valgono risulati analoghi, supponendo pero che le soluzioni
siano normalizzate per togliere I’indeterminazione delle costante additiva. Non vedremo questa parte.

Vediamo che cosa puo succedere nel caso di un dominio che non sia né limitato né esterno.

Esempio 3.36 (Problema di Cauchy per I’equazione di Laplace). In R?, consideriamo I’equazione di Laplace

u  0%u
S )
0x2  9y?

Cerchiamo una soluzione continua con derivate continue fino al secondo ordine nella striscia
Q:{(x,y): x €R, —a<y<a},
che soddisfi sull’asse y = 0 le seguenti condizioni

ou(x,0)

=pu(x) = e V" cos nx.
dy

u(x,0) =0,
Si vede facilmente che la soluzione cercata ¢ la funzione

1
un(x,y) = - e V" cos nx sinh ny.

Dal Teorema 1.10 si vede anche che la soluzione ¢ unica. Non si ha invece la dipendenza continua dai dati. Infatti la
successione {(pn} per n — +oo tende uniformemente a zero, in quanto

l@nlleo = suple™V" cos nx| = =V,
xeR

Invece, la successione delle soluzioni {un} ¢ divergente: la norma del sup di u, ¢

oA

1 . .
llunlleo = sup —ef‘/zcosnxsmhnyz sinh na,

(x.y)e@ |l

che per n — +oo tende a +oo. *

3.6 La funzione di Green per il problema di Dirichlet

Definizione 3.37. Sia dato un aperto limitato £2 C R” e supponiamo che per ogni x € Q esista la
soluzione g, (&) del problema di Dirichlet

Aggx(§) =0 peré € Q,
gx(é) = —e(é —x) peréedQ.
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Definiamo la funzione di Green
G(x,8) =8x(§) +e(§—x)
e notiamo che &(x,-) € Llloc(Q). Si verifica che & (x, &) soddisfa, nel senso delle distribuzioni,
I’equazione
Ag?(x, ) =0 x

e la condizione al contorno
C(x,)=0 sudQ. o

Per il Teorema di unicita 3.23, se la funzione di Green esiste, € unica. Nel caso n = 3 la funzione di

Green ¢ data da .

If x|

Proposizione 3.38. La funzione di Green é simmetrica, cioé
G(x,y) =%(,x).

Dimostrazione. L’idea ¢ applicare la formula di Green alle funzioni € (x, ) e €(y,-). Bisogna pero
fare attenzione alle singolarita.

G(x,8) = gx(8) -

Fissati x # y € Q e scelto & > 0 in modo che B (x), B.(y) c Qe B.(y) N B.(y) = @, consideriamo
il dominio . _
2.(x.y) = \(Bo(v) UB.(»))

e applichiamo a tale dominio la formula di Green con le funzioni €(x,-) e €(y, -):
/ [?(x,é‘)A?(y,f) - ?(y,f)A?(x,f)] dt
Q:(x,y)
- [ [pe o500 - 5005w o) dre)
n [?(x,f)—(y,f) —f(y,a—(x,f)] dor (&)

- /S N |70 057 0,6 - 50,05 (v.6)| dor®)

dove il segno negativo sulle sfere ¢ dovuto al fatto che consideriamo la normale esterna a ogni sfera.

L'integrale su Q. (x, y) € nullo in quanto sia & (x, ¢) che €(y, £) sono armoniche su Q.. L'integrale
su 00 ¢ nullo in quanto ivi per la Definizione 3.37 le & sono nulle. ’integrale su S (x), supponendo
n = 3, si sviluppa come segue

0% 0%
[ |swoioa-s0.05 colde
Se(x) " "

=/ [g(x,x + sw)a—g(y,x +ew)—E(y,x + sw)a—g(x,x + sw)]sz do(w)
$1(0) dn on

_L [la—g(y,x+gw)+?(y,x+sw) (il) ]820’0'(0))
4 S1(0) €0 8pp p=¢&

0% 1
282/ O(x,y, ¢, w)do-(w)——/ (y,x+sw)d0'(w)+—/ E(y,x+ew)do(w).
51(0) 4 Js, o) n 4 Js, o)
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Tenendo presente che

®(x,y, &,w), (y,x +ew), E(y,x+e&w)

0
on
per & abbastanza piccolo sono funzioni regolari, dall’espressione data sopra si ha che per ¢ — 0 il
primo e il secondo termine vanno a zero e il terzo tende a & (y, x).

In modo analogo si puo trattare I’integrale su S.(y). In definitiva, per £ — 0, tenendo conto che
Z(y,¢) nell’integrale su S (x) ha segno diverso rispetto a & (x, &) nell’integrale su S (y) si ottiene

?(y’x) - g(X’y) =0

cioe la proprieta di simmetria cercata. O

Attraverso la funzione di Green relativa a un dominio £ siamo in grado di dare una espressione della
soluzione del problema di Dirichlet su tale dominio.

Teorema 3.39. Se esiste la funzione di Green per il dominio 2, allora la soluzione del problema di
Dirichlet

Au(x) = f(x) perx e Q,

u(x) = up(x) perx e dQ,

esiste ed ¢ data dall’espressione
0g
u) = [ f@Fwder [ w@ xdo®. G4
Q F;Ye) n

Dimostrazione. Dimostriamo il teorema nel caso speciale in cui u sia di classe C! e si estenda a una
funzione iig su tutto Q di classe C2.

Cominciamo verificando che u definita dalla (3.4) soddisfa le condizioni al contorno. La formula dei
potenziali per iip ci da

oil 0
i) = [ din@re-ede = [ T@et-0dr@)+ [ ule)5tx - do(@)

e la formula di Green per i e gy, ricordando che Ag, = 0, da

0= / Adig(£)gx (£) dé - / 20 )6.0(6) dor () + / (&) 26 dor ()

Sommando le due formule e ricordando che & si annulla sulla frontiera, si ottiene

i) = [ din@5 )i+ [ (oG (x.6) dore)

In particolare, se x € 9, grazie alla simmetria di € si ha € (x, &) = 0 per ogni & € Q, e dunque

0%
) = [ a0 G (5.6 do@).

Per lo stesso motivo, la formula (3.4) per x € 0Q da

u) = [ @G ) dor(o)
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Quindi si ha u(x) = ug(x) per ogni x € 0Q.

Ora calcoliamo Au(x) per x € Q usando le distribuzioni. Per ogni ¢ € (L) si ha
0%
i) =g = [ ([ r@seeaes [ w©G e dre)spwar
2 \Jo 0Q n

- [ o[ sewseeaaes [ we ([ sG] are.
Per definizione di A¥ si ha

/Q Ap(x)8 (x, &) dx = (A%, @) = (€)

e dunque il primo addendo diventa

/Q FE)e() dé = (f. ).

Nel secondo addendo la derivata normale, visto che ¢ fatta nella variabile &, si pud portare fuori
dall’integrale interno, e dunque

0
[ wtergs ([ sz a) oo

Come prima, per & € €2 si ha

0 0 0
3 ([ g as) = 5 (065 0) = 520 =0

essendo ¢ a supporto compatto. Quindi abbiamo trovato che

Yo e D(Q): (Au,p)=(f,p)

e per la continuita di f si ha Au(x) = f(x) per ogni x € Q. m]

3.7 Problema di Dirichlet nella sfera. Formula di Poisson

Determiniamo la soluzione del problema di Dirichlet nella sfera in R3 di centro 0 e raggio R, Bg(0),
mediante la costruzione della funzione di Green.

Definizione 3.40 (Inversione sferica). Data la sfera Sg(0) e dato il punto x € R" \ {0}, si definisce
inversione sferica di x rispetto a Sg(0) il punto x* sul raggio vettore di x tale che [x*| : R = R : |x|.
Quindi si ha
R? R?
x* = —=ux, '
E x|

D o
L’inversione sferica manda punti interni alla sfera in punti esterni, e viceversa. Inoltre gode della
seguente proprieta: per & € Sg(0) si ha che i triangoli Oéx e Ox*¢ sono simili (vedi Figura 3.1), per

cui vale la relazione
R |x-¢|

el e =4l

(3.5)
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Figura 3.1: I triangoli O&x e Ox*¢ sono simili.

Proposizione 3.41. La funzione di Green per Br(0) ¢ data da

)C

S O =_[£ P |x_§|_1} o
g('x"f) = 4 [R|x -l [x=&1 4 |

1 1 1 —
H[E_m] x=0.

Dimostrazione. Fissato x € Bg(0), la funzione

(3.6)

1
e = €]

¢ armonica in B (0) rispetto a ¢ in quanto x* & esterno alla sfera, dunque dalla (3.6) siha A9 (x, &) =
Ox(&). Inoltre dalla (3.5) discende che per & € Sgr(0) si ha

1 X7

k=&l Rlx*-¢l

&

3.7

e quindi
Z(x,6) =0
per ogni & € Sg(0). O

Osservazione 3.42. Per verificare che & (x,£) = 0 per |£] = R si puo anche vedere che

Ix—§|2= el + 167 =20 € = |xP + R - 2x - €,

R x| R IXI
B ——f ||2| X+ o€ —2x - £ = [xP + RP - 2x - £,
Da questo conto risulta anche che
Il ’ ’
é‘_ = x
’I ER

quindi la quantita ¢ simmetrica rispetto allo scambio tra x e £.

Questo puo servire a dimostrare che la funzione
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¢ armonica sia rispetto a x che rispetto a & per ogni x # £. Nel caso di una sfera in R" con n qualsiasi
quindi si ha

e(x — {-‘)—e(lxlx— |x|§) x#0

e(§) —e(R) x=0. *

g(x.¢6) =

Possiamo ora dare la soluzione del problema di Dirichlet per I’equazione di Laplace nella sfera B (0).

Proposizione 3.43 (Formula di Poisson). La soluzione del problema di Dirichlet per I’equazione di
Laplace nella sfera Bg(0) in R3 ¢ data da

3 R? — |x|?
w0 = St [ @ g dr©), (8
Dimostrazione. Applicando al nostro caso la (3.4) si ha
g
u) = [ (@ ) do (o) (39)
Sx(0) on

Osserviamo che per & € Sg(0) sihan = £/R , dunque
1 1 -
K R TR P B )
on\la-¢|) R la=¢&l) R la-¢|
In base alla (3.6) si ha

ﬁ_i[lfla( ! )_a( ! )}_ £ ,[|x*|<x*—§>_<x—g>
41

on R on\lx*—¢&|) on\lx=¢&[)]  4nR | R =& |x-¢&P
Poiché per |£| = R si ha |x||x* — &|/R = |x — ]|, si pu0 continuare
0% 1 |x|? R? R? — |x|?
et e o Sl B Rl o Rk (x=9)|= —3
on  4nR|x—&P | R | x| 47 R|x — &|
e la dimostrazione ¢ conclusa. O

Definizione 3.44. Il nucleo nell’integrale della formula di Poisson viene detto nucleo di Poisson:

RZ_ |x|2
H(x, &) = — 1
(x.£) 4xR|x — &)3 o

. . . . . , 2 . . .
Esercizio. Dimostrare che la funzione di Green per 1’operatore # sull’intervallo (0, 1) ¢ la funzione

_jx(y-1) x<y
g(x’y)_{y(x—l) x> y.

Grazie alla formula di Poisson si puo introdurre per le funzioni armoniche una importante disuguaglianza.

Proposizione 3.45 (Disuguaglianza di Harnack). Se u é una funzione armonica positiva in Br(0) c R3, allora vale la
seguente disuguaglianza:
R(R - R(R +
RR=), o o R+ )

(R + X)) ® -2
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Dimostrazione. Utilizzando la disuguaglianza |x — &| > || — |x|, dalla formula di Poisson si ha
R — |x? u(é) R* — x| u(é)
u(x) = [ Mo < i 9 o)
4nR SR (0) |x—§| 4nR SR (0) (|§|—|X|)
RE—|xP)R 1 R(R + |x|)
J (B ZRPIR 1 [ w@are = T
(R—|x[)” 47K Jsgo (R —Ix])

che da la seconda disuguaglianza. La prima disuguaglianza si ottiene nello stesso modo utilizzando la disuguaglianza
triangolare. g

La disuguaglianza di Harnack puo essere utilizzata per dimostrare il seguente teorema.

Teorema 3.46 (di Liouville). Una funzione armonica e limitata in tutto lo spazio é necessariamente costante.

Dimostrazione. Sia u funzione armonica in R? limitata e sia c il limite inferiore, per cui u(x) > ¢ per ogni x € R3.
Consideriamo allora la disuguaglianza di Harnack per v = u — ¢. La disuguaglianza vale per R arbitrariamente grande.
Evidentemente dalla disuguaglianza per R — oo si ha

v(0) < v(x) < v(0),

cioe v(x) deve essere costante e quindi anche u(x). |

Diamo ora alcuni interessanti risultati sulle funzioni armoniche.

Teorema 3.47. Se la successione {uy} di funzioni armoniche in Q converge debolmente a u € C(Q), cioé se

veea@: [ u@eede— [u@ee de.
allora u é armonica in Q.

Dimostrazione. Infatti dalla relazione

() = [ 106 (@) de =0,
essendo Ap € D(Q), per k — oo si ottiene
[ u@neieae=o.
Si ha quindi che u ¢ armonica in senso generalizzato e pertanto, per il teorema di Weyl, ¢ anche armonica. O

Teorema 3.48. Data una successione {uy} di funzioni armoniche in Q, aperto e limitato in R?, e continue in Q, se tale
successione in 02 converge, allora in Q converge uniformemente ad una funzione u armonica e continua in £.

Dimostrazione. Se {uy} converge in 0, essendo dQ compatto vi converge anche uniformemente. Per il principio del
massimo si ha allora
212{))( [um (x) — Um+p (E9]IES ggé i (x) — Um+p ()1,

e quindi {uy } converge uniformemente in 2 ad una funzione continua . Ma la convergenza uniforme implica la convergenza
debole e quindi per il teorema precedente u € armonica. O



Capitolo 4

L’operatore del calore

In questo capitolo studieremo 1’operatore parabolico

]
L=——a*A
ot a

dove a € R.

4.1 Soluzione fondamentale

Teorema 4.1. La soluzione fondamentale dell’operatore del calore per x € R" é data da

e(x,t) = Lexp[ ﬂ]

(4mat)n/2 4a’t
Dimostrazione. Dobbiamo trovare la soluzione nel senso delle distribuzioni di

de(x,rt) B

o a’Ae(x,1) = 6(x) ®6(t) = Sgepni- 4.1

Operiamo la trasformata di Fourier & rispetto alle variabili spaziali sull’equazione (4.1). Si ha

7, [%] _2F[Ae] = F[5() @6(1)]
Per i singoli termini si ha
Fx|6()@6(1)] = Fx[6(x)]6(r) = 6()
o |Oe| 0
Fx [E] = EJ'X [6]
F[Ae| = —4n* |17 F [ e]

per cui si arriva alla seguente equazione in [e]

%F}x[e] + 4n2a2|§|297x[e] =6(1)

56
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Come si ¢ visto in (2.64) questa equazione ammette la soluzione
Fx [e] = h(t) exp [ - 4n2a2|§|2t].
Allora per quanto visto nella Proposizione 2.50 e ricordando che per I’antitrasformata si ha
F @] = F[f(=0)].

dall’espressione della trasformata di e(x, t) data sopra si ottiene

~ h(t)
e(x.) = ! | h(t) exp (- 4na’lgl) | = (dna2iy"l?

_
4a’t

Proposizione 4.2. La soluzione fondamentale dell’operatore del calore gode delle seguenti proprieta:

i) pert # 0 é una funzione e

Vi >0: e(x,t) >0, Vi<0: e(x,t) =0;

i) YVt >0: / e(x,t)dx = 1;
iii) pert #0sihae(-,t) € S;

iv) lir(r)l e(x,t) = 6(x) nel senso delle distribuzioni in x.
t—0*

Dimostrazione. La i) ¢ evidente. La ii) € stata vista nella Proposizione 2.50. Per la iii) basta tener
presente I’Esempio 2.6. Dimostriamo la iv). Per ogni ¢ € 2(R"), tenendo presente la i7) si ha

‘ / e(x, 1) p(x)dx — 90(0)‘ - ‘ / e(x.1) [0 (x) — (0] dx

e vogliamo mostrare che tale quantita tende a O per + — 0*. Non basta usare il fatto che ¢ & limitata,
serve qualcosa di pili: siccome ¢ ¢ anche lipschitziana (avendo derivata limitata), esiste K, > 0 tale
che

lo(x) = ()] < Kylx|

per cui si deduce che
‘ [ etenlew - ¢ ax

K, |x|2 Kyon-1 /°° r2
<—f L I A L | rar.
(47ra2t)"/2,/ exp [ 22 | W= e Jo P Taa |

Con la sostituzione r = 2|a|V/ty si ha

‘ / e(x.0)[0(x) - 9(0)] dx

< K;,\/;/ e_yzy”du = Ctp\/;.
0

Con questa disuguaglianza si ha che e(x,7) — §(x) per t — 0*. m]
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4.2 Problema ai valori iniziali per I’equazione del calore

Definizione 4.3 (Problema ai valori iniziali classico). Date le funzioni f : R"*' - Reuy : R" —
R entrambe continue il problema ai valori iniziali classico per 1’equazione del calore consiste nel
trovare u € C(R" x [0, oo[) con u(-,1) € C*(R") e u(x, ) € C'(]0, oo[) tale che

% —&Au(x,1) = f(x,1) per (x,1) € R"x]0, +oo[
u(x,0) = ug(x) perx € R". o

Attraverso la soluzione fondamentale introdotta sopra si possono determinare, come vedremo, soluzioni
del problema ai valori iniziali in senso piu generale. Consideriamo 1’equazione del calore non
omogenea
ou(x,t)
ot
Come si ¢ visto in generale nel Teorema 2.61, se esiste la convoluzione a secondo membro, la funzione

u(x,1) = e(x,y) = f(x,1)

¢ soluzione della nostra equazione, intendendo che la convoluzione in questo caso deve essere fatta
sia rispetto ad x che rispetto a ¢. Per impostare adeguatamente la questione conviene fissare per f
opportune condizioni.

—a®Au(x, 1) = f(x,1). 4.2)

Definizione 4.4. Indicheremo con .Z la classe delle funzioni f(x, ) misurabili tali che

f(x,1) =0 pert <0,
VI >03Kr>0: |f(x,0)|]<Ky perxeR", 0<t<T. o

Proposizione 4.5. Se f € ./ allora esiste per I’equazione del calore non omogenea (4.2) la soluzione
V(x,t) = e(x,t) = f(x,t) data da

[ f(&, 1) 3 lx — &
vz = ./0 -/R” (4ma®(r - T))n/2 o [ 4a?(t - 1)

’V(x,t)| t sup |f(§ T)| tKr per0<t<T
o<t
£eR?

dé dr.

Inoltre si ha

e quindi per ogni x € R"
V(x,t) > 0 pert— 0*.

Dimostrazione. E facile vedere che la convoluzione esiste, quindi la soluzione dell’equazione ¢ data
da

= fEDh=T) [ LT P

n/2 a2(t -7)

Vix,t) = (e *f)(x,t) :/

—o JR" (47a?(t — 7))

Tenendo conto che A(tr — 7) = 0 per T > t e che per le ipotesi fatte f(&,7) = 0 per T < 0, si ha

f(&, 1) - £
Vix,t) = / /n (4ra(1 — 1)) exp [—4a2(t — 7)} dé dr.
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Per t > 0 e per ogni x € R” si ha allora

!V(x t)| < sup !f(f T)| t/ ! exp [_ﬂ dé¢ dr
’ o<r<t ’ 0 Jrn (47Ta2(t—7'))"/2 4a2(t—‘l')
£eR?
Ma ricordando che I'integrale in d¢ su R" vale 1, alla fine si ottiene
Vix,t)| <t sup |£(£,7)

0<7<t
£eR?

e per effetto di questa disuguaglianza si ha V(x,t) — 0 pert — 0. O

11 potenziale V(x, t) dato sopra determina la soluzione dell’equazione del calore non omogenea con
condizioni iniziali omogenee. Dobbiamo ora affrontare il caso dell’equazione omogenea con condi-
zioni del tipo u(x,0) = ug(x). Per affrontare questo problema partiamo dalla seguente proposizione,
che riconduce le condizioni iniziali a un secondo membro singolare.

Proposizione 4.6. Sia ug(x) misurabile e limitata in R" e consideriamo il potenziale

2
Vor.) = —10__ / o (€) exp [—"“ d ]df.

(4ma?t)ni2 4a’t

Allora Vi soddisfa I’equazione
Ou 5
E(x, 1) —a“Au(x,t) = up(x) ®6(1). 4.3)
Inoltre si ha
|Vo(x, t)| < sup ’uo(§)| pert >0,
EeRn
lir(r)l Vo(x,t) = up(x).
t—0*
Dimostrazione. La soluzione nel senso delle distribuzioni dell’equazione (4.3) ¢ data da
u(x,t) = e(x,t) ( * : [uo(x) ®5(t)] =e(x,t) *ug(x)
x,t X
e si verifica facilmente che Vy(x, t) ¢ proprio dato da
Vol(x, 1) = e(x,1) *ug(x).
X

Per ¢ > 0 vale poi la relazione

a’r)n/? 4a’t

ots 0] < | sup fo@| s [ o[- EE e = s e

Ricordando infine la proprieta iv) della Proposizione 4.2, si ha

tli%1+ e(x,1) x uo(x) = 6(x) x uo(x) = up(x).
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Avendo introdotto nella Proposizione 4.5 il potenziale V (x, 7) e nella 4.6 il potenziale Vy(x, ¢), possiamo
enunciare il seguente risultato.

Teorema 4.7. Se f € M e ug ¢ limitata in R", allora la soluzione di

ou(x,t) B
ot

esiste ed é unica in M ed é data da

a*Au(x, 1) = f(x,1) + up(x) ® (1)

u(x,t) =V(x,t) + Vo(x,t).
La soluzione dipende da f e da ug con continuita, nel senso che, per 0 < t < T, posto

sup |f(x,0) = Fen)] <& e sup lug(x) —do(x)| < eo,
(KZET X€ERn
xeR™

allora, sempre per 0 < t < T, si ha
|u(x, 1) —ii(x, t)| < Te + &.

Dimostrazione. E una semplice applicazione delle Proposizioni 4.5 e 4.6. O

4.3 Problema misto per I’equazione del calore

Definizione 4.8. Consideriamo in R? un dominio limitato © con bordo Q2 generalmente regolare.
Indicato con T un tempo positivo fissato, introduciamo gli insiemi

Or =92x%(0,7), Qp = Q x {0}, Qr = Qx{T}, Br =002 x(0,T).

Date le funzioni L . o
feC(@Qr), up € C(Q), v € C(Br),

con la relazione di compatibilita
v(x,0) = up(x) perxedQ,
il problema misto per I’equazione del calore consiste nel trovare la soluzione
ueCQr), u(,t)eC*(R"), u(x,-)eC'(]0,o0])

del problema

% —a’Au(x,1) = f(x,1) per (x,1) € O
u(x,0) = up(x) perx € Q (4.4)
M(X,l) = V(X,t) per (X,f) GET. ©

Per maggior chiarezza si veda la Figura 4.1 per il caso in cui Q & in R?.

Proposizione 4.9 (Principio del massimo). Se f(x,7) < 0 per (x,1) € Or, la soluzione u(x,t) in
Or, o é tale che u(x,t) < 0, o assume il massimo in Q¢ U Br.
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At

Qr

Or

X1

Figura 4.1: Il dominio del problema misto per 1’equazione del calore.

Dimostrazione. Posto

m = max [u(x, t)], 4 = max [O, “max [u(x, t)]],
or QoUBT
dovremo far vedere che m < p.

Supponiamo che sia u < m. Indichiamo con (xg, f) il punto di massimo che sara o in Q7 o in Q7.

Costruiamo la funzione "

2T

PerO<t<Tsihato—t<ty<T equindi vale per (x,7) € Qy U Br

Eto-1). 4.5)

w(x,t) =u(x,t) +

-4 m+pu
22

w(x,t) < u+ <m.

D’altra parte, w(xo, o) = u(xo,t9) = m. Cid vuol dire che w raggiunge il suo massimo o su Q7 o su
Q7. Indichiamo con (X, 7) il punto di massimo di w. Perché si abbia un massimo in tale punto si deve
avere

ow(x,1) _o ow(x,1) _

, 0, Aw(%,1) < 0, se (x,17) € O,
ot oxy
ow(x,t ow(x,t
OwE D . owEn _ Aw(E.D) <0, se (£.7) € Or.
ot Oxy
e quindi in ogni caso
ow(x,t
WED _ 2pw D) - FED)| > 0. (4.6)

ot
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Draltra parte, dalla (4.5) per (x,t) € Q7 U Q7 si ha

Ow “ 2[m_“(zo—z)]:—m_”<o. 4.7)

0

2 2

- A _f—__ Au — +

ot s ot a"hu—f ot L 2T 2T

Da questa contraddizione si deduce (X,7) ¢ Or U Q7. Con cio resta dimostrato il principio del
massimo. O

In modo analogo si ha il seguente risultato.

Proposizione 4.10 (Principio del minimo). Se f(x,1) > Oper (x,1) € Q7 la soluzione u(x, 1) in or,
o é tale che u(x,t) > 0, o assume il minimo in Qy U Br.

Mediante i principi stabiliti sopra si dimostrano i teoremi di unicita e di stabilita per le soluzioni
classiche del problema misto.

Teorema 4.11 (di unicita). La soluzione del problema misto (4.4) é unica.
Dimostrazione. Supponiamo che esistano due soluzioni u; (x, t), us(x, t) e consideriamo
ﬁ(X, t) =u (-x’ t) - MZ(X, t)

Per la linearita, ii(x, t) soddisfa il problema omogeneo, cio¢ con f(x,¢) = 0, e con condizioni iniziali
e al bordo omogenee, cio¢ con ug(x) = 0 e v(x,7) = 0. Dovendo essere

i(x,r) =0 per (x,7) € Qy U Br,
per i principi del massimo e del minimo si ha

i(x,t) =0 per (x,1) € Or. O

Possiamo ora mostrare anche un teorema di stabilita.

Teorema 4.12 (di stabilitd). Supponiamo f € C(Q7), uy € C(RQ) e v € C(By). Poniamo

Ifll = max [f(x,0)], [luoll = max|uo(x)], [v|l= max [v(x,1)].
(x,t)eOr xXEQ (x,t)EBT

La soluzione del problema misto (4.4) ¢ stabile, nel senso che se si considerano le soluzioni u e i,
corrispondenti rispettivamente a f,ug,v e a f, iy, v si ha

ot = all < max (Jluo - aoll, Ilv = 711) + 71l = FII
Dimostrazione. Posto M = || f|| costruiamo la funzione
w(x,t) = u(x,t) — Mt.

Essa ¢ soluzione del problema misto dell’equazione

ow(x,t) B

ar a*Aw(x, 1) = f(x,1) =M
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con le stesse condizioni iniziali e condizioni al bordo
w(x,t) = v(x,t) — Mt per (x,1) € Br.
In questa situazione, tenendo presente che
fl,t) - M <0 eche v(x,t)— Mt <],
per il principio del massimo si ha
W) < max [l 1v])-

Per la funzione u si ha quindi

u(x, 1) < MT+maX(||uo||,||v||). (4.8)
Analogamente introducendo la funzione

wi(x, 1) = u(x,t) + Mt,

si ottiene

u(x,t) > —MT — max (|u0|,|v|). 4.9)

Infine, dalla (4.8) e dalla (4.9) si ha

el < max (floll 1v11) + T £1,

da cui, considerando le due soluzioni u e i, si ottiene immediatamente la relazione di stabilita

cercata.

O



Capitolo 5

L’operatore delle onde

In questo capitolo studieremo 1’operatore iperbolico

92 )
L:@—CA

dove ¢ € R.

5.1 Soluzione fondamentale per ’operatore delle onde

Lemma 5.1. La trasformata di Fourier &, rispetto alle coordinate spaziali, della soluzione fonda-
mentale dell’operatore delle onde ¢ data da
sin(2rrc|é|t)

Fx [e(x, t)] = h(t) 2mclé]

G.D

Dimostrazione. La soluzione fondamentale per 1’operatore delle onde ¢ la funzione e(x, ) tale che
d%e(x,1)
or?
Applicando la trasformata di Fourier &%, si ottiene

he(x,1) = 6(x)®6(1).

(e 9%e 2 —
% [ﬁ] _ 2%, [Ae] = 7 [5)].

Per i singoli termini si ha

Fx[6(0)@6(1)] = Fx[s(x0)]s(r) = 6(1),
o] 92

F [a—;] = 5%e].

Fr|Ae] = —4n?1€17 F[e],

per cui si arriva all’equazione

62
277 [e] +4n*cPIE)P F[e] = 6(p).
Come si ¢ visto in 2.64, la soluzione di questa equazione ¢ data dalla (5.1). O

64
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D’ora in poi supporremo x € R>.

Lemma 5.2. Denotiamo con 6sg (o) la distribuzione di strato semplice in &’

(Ssr0)> #) = /S o ¢(x) dS.
R

Allora la trasformata di Fourier di tale distribuzione é data dalla funzione
2R .
F [65R(0)] = m sin (27R|x|).
Dimostrazione. Per ogni ¢ € & si ha

(Fx[0se]- #) = (Ssp0)> F[]) = <5SR(0),/ e E o (x) dX>

— —2nix-& — —2mix-&
‘/SR(O) [/ e w(x) dx] ds(¢) /go(x)[/SR(o) e dS(¢)|dx.

Fissiamo su S (0) un sistema di coordinate sferiche i, 9 con asse polare nella direzione di x. Si ha

2 T
/ e—27rix~§dS(§) — R2/ dlﬁ‘/ e—27riR|x|COS‘l9 sin9 do
Sr(0) 0 0

—27iR|x|cos ¥ 17 2R
- R [—e—] = 22 sin(2xR|x|),
ilx] o I

quindi si ottiene
2R .
(Fx|0se0)]s @) = Ty S0 (27R|x|) ¢ (x) dx.

Teorema 5.3. La soluzione fondamentale dell’operatore delle onde in R é la distribuzione data da

h(t)

o) =

050, (0)- 5.2)
Dimostrazione. Dal lemma precedente si ha

__y [ sin (27R|€]) 1
e [ €] }‘2R

per cui, ponendo R = ct e moltiplicando per i(t)/27c si ha

sin(27rc|§|t)} _ h(t)

2nclE] dmcp Ser O

0SR(0)s

Fe'! [h(r)
La tesi si ottiene quindi dal Lemma 5.1. O

A differenza di quanto visto per ’operatore di Laplace e del calore, stavolta la soluzione fondamentale
¢ una vera distribuzione e non una distribuzione regolare.

Passiamo ora a studiare le proprieta della soluzione fondamentale.
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Proposizione 5.4. La soluzione fondamentale dell’ operatore delle onde

h(t
e(x,t) = (—zt(SSct(O)

pert > 0 édiclasse C™ rispetto a t, ed inoltre gode delle seguenti proprieta di limite nel senso delle
distribuzioni su R rispetto a x:

i) e(x,t) > Opert — 0F;
i) % — §(x) pert — 0*;

8%e(x,t)
or?

iii) — O pert — 0%,

Dimostrazione. i) Calcoliamo

()

c2t
3 h(t)
" 4nclt

(e(x,1), o(x)) = ¢(x) dS(x)

2;2/ ¢(ctw) dS(w) = —t/ p(ctw) dS(w).
S1(0) S1(0)
Tenendo presente che per t — 0F

f o (c1w)dS(w) — 4ng(0),
S1(0)

si ha
<€(‘, t)’ ()0>x — 0.

ii) Per valutare le derivate rispetto a 7 di e(x, ), teniamo presente che

dke(-,1) d*
< 8tk "70>X = ﬁ(e("t)’ ‘p>x

Si ha allora per t — 0*

de(-,1) B i it
< ot 90>x h dt [471' '/Sl (0) QD(CZ(A)) dS(a)):|

p(ctw) dS(w) + —_—— l/
s

p(ctw) dS(w)] — ¢(0) = (6 go)

4r Js0) 1(0)

visto che la quantita

d
o [ ./S, o o(ctw) dS(a))}

¢ limitata in 7.
iii) Per la derivata seconda si ha

<62e(-,t) > _1d

ot? 2r dt

t d?

+4_%[ / o(ctw) dS(w)|.  (5.3)

= (ctw) dS(w)
2r dt ‘/Sl (0) 4
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Ora si ha

d

E[/SI(O) o(ctw) dS(w)] = c'/SI(O) grad ¢(ctw) - w dS(w) — c grad ¢(0) - wdS(w) =0

S1(0)

pert — 0%, poiché I’integrale di una funzione dispari su un dominio simmetrico si annulla. Quindi il
primo termine del secondo membro della (5.3) tende a zero per t — 0*. Ovviamente anche il secondo
termine tende a zero, per cui alla fine si ha

<326(-,Z) > o
o Y. T O

5.2 Formula dei potenziali ritardati di Kirchhoff

Attraverso la soluzione fondamentale dell’operatore delle onde data nel Teorema 5.3 si possono
determinare le soluzioni per il problema di Cauchy per I’equazione delle onde non omogenea. Per
affrontare questo problema opereremo in modo analogo a quanto fatto per 1’equazione del calore.
Diamo prima di tutto I’impostazione del problema.

Definizione 5.5 (Problema di Cauchy per I’equazione delle onde). Sia f € C>(R*) con f(x,1) =0
pert < 0. Sia poi ug € C*(R?) e u; € C*(R?). Si vuole trovare la soluzione

u € C1(R3 x (0, ))

del problema

2
% —PAu(x, 1) = f(x,1)
u(x,0) = ug(x) 5.4

20 = i),

Si noti che il problema avrebbe senso per f, ug, #; anche solo continue, ma le tecniche qui impiegate
richiedono una regolarita maggiore dei dati.

Siccome e(-, t) data in (5.2) & una distribuzione di strato semplice su una superficie chiusa e limitata,
allora il suo supporto ¢ compatto e dunque esiste la sua convoluzione con una funzione f continua.
Tale convoluzione si esprime mediante la formula sulle distribuzioni di strato semplice vista nella
Proposizione 3.4. Possiamo quindi affrontare la determinazione della soluzione dell’equazione delle
onde non omogenea.

Proposizione 5.6. La funzione

f(f’t_ |x_§|)
V(x,t) = / — < - d (5.5
4nc? Jp,,(x) Ix — & d
¢ di classe C*(R3? x (0, 0)) ed é soluzione dell’equazione delle onde nel problema (5.4). Inoltre si ha
oV(x,t)
0) =0 =
V(x, ) ’ ot t=0
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Dimostrazione. La regolarita di V & subito dedotta dalla regolarita di f. Per mostrare che V(x,t) &
soluzione dell’equazione delle onde basta far vedere che

V(x,t) =e(x,t) ( *z) f(x, 1),

dove la convoluzione ¢ fatta sia rispetto ad x che rispetto a . Tenendo presente 1’espressione di e(x, r)

si ha
" ()

1 1) =
e(x )(xﬂjr)f(x ) ‘/_oo Arcr

Per le condizioni poste su f(x, ) e per la definizione di /(7) si ha

0 ”(0)*f(x t—T1)dr.

05s,..(0) jf(x,t —-71)dr.

t
, 1 , 1) =
e(x1) () f1) ,/0 dncct

Allora per la Proposizione 3.4 si ha

4rct

Crun) x f0xiD) = / [ /S fe g aso|ar

Con una traslazione x — & = 7 si ottiene

t —
e(rt) * flrf) = — / / SO =7 o) dr (5.6)
(x,t) 4rc? 0 Ser(x) T

e con la posizione r = ¢t si arriva a

[x=1]
1 f(nt—=1)
1) = dS dr = ¢ “dn.
e(rt) x frn)= - 62/ /w d (mdr = —— /Bc,m o dn

Abbiamo ottenuto cosi la prima parte della tesi.
Dalla (5.5) si ha poi

1 dn
V(x,1)| < max | f( ,T)I/
| | 47TC2 B(;t (X)X[Ost] f n th(x) |x - nl

242 2
= 9 _4 9
L |f(n.7)] =7, a0 |f (. 7)1,

da cui per t — 0 si ottiene V(x,t) — 0.
Con procedimento analogo, si pu0d mostrare che per t — 0 si ha anche

oV(x,t) 0.

ot
Basta tener presente che
oV (x,1) x.1) 0f(x,t)
=e(x,t) * .
ot (x,t) Ot O

La funzione V(x,t) data dalla (5.5) viene detta potenziale ritardato con densita f(x,), in quanto
il valore del potenziale all’istante ¢ viene ottenuto integrando i valori della densita f negli istanti
t — |x — &|/c. Questo potenziale e la sua derivata rispetto a ¢ tendono a 0 per + — 0, pertanto con
questo potenziale non si possono soddisfare le condizioni iniziali assegnate nel problema di Cauchy.
Per risolvere il problema introdurremo due ulteriori potenziali.
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Proposizione 5.7. 1l potenziale

h(t)

4rc?t Ser(x)

Vi(x,1) = ui(n) dS(n)

¢ di classe C*(R3 x (0, o)) e verifica I’equazione
8%V,
o
per ogni (x,t) € R3 x (0, o). Inoltre per t — 0% si ha
oVi(x,t)
ot

x,1) — AV (x,1) =0

Vi (x, l) — 0,

Dimostrazione. Mostriamo che V| ¢ soluzione, nel senso delle distribuzioni, dell’equazione

2
V
= AV = () @6(0),

ovvero che

Vi(x,t) = e(x,1) (x*t) (ul(x) ®5(t)) = e(x,t)iul(x).

Per ’espressione (5.2) di e(x, t) si ha

h(t)
Vix,t) = mésa(m iul(x)’
e quindi per Proposizione 3.4 si ottiene
h(1)

Vi(x,t) =
WO = e Sei(0)

Infine con la sostituzione x — & = 7 si arriva all’espressione

_ h(?)
B 4rc?t Ser(x)

Vi(x,1) ui(n) dS(n),

che ¢ proprio I’espressione di V| data nell’enunciato.

Inoltre, per t — 0%, tenendo presente le proprieta i) e i) date nella Proposizione 5.4, si ha

Vilx,t) = e(x,t);l;ul(x) — 0,

oVi(x,t) _ de(x,t)
ot ot

Proposizione 5.8. 1l potenziale

e = gl [ wnasio|

 4ne? ot
¢ di classe C*(R3 x (0, o)) e verifica I’equazione
9*Vy
W(x, 1) — c*AVo(x,1) =0
per ogni (x,1) € R? x (0, o).

Inoltre pert — 0% si ha
Vo(x,1)

Vo) > wo(x),

— uy(x).

. ui(x — &) ds(g).

Fur(x) = 6(x) *u(x) = ui (x).

0.

6.7

(5.9)
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Dimostrazione. Mostriamo che V; & soluzione, nel senso delle distribuzioni, dell’equazione

0%u(x,1) i

=13 AAu(x, 1) = up(x) 68 (1).

Scrivendo la convoluzione con la soluzione fondamentale, per le proprieta della ¢ si ha

Vo(x,t) = e(x,t) (x*t) (uo(x) ®6'(t)) = Beg);, ) (x*z) (uo(x) ®6(t))
_ de(x,1)

0
S (1) = 2 () 2 uo(x) |-

Ma dall’espressione di e(x, t), per la Proposizione 3.4, con sviluppi analoghi a quelli di V; (x, ¢) si ha

h(t)

4rc?t Ser(x)

e(x, 1) *uo(x) = uo(17) dS(n).

In definitiva per ¢ > O si ha I’espressione
1 o]l

Vo(x,t) = ——|— ds(n)|.

0= gl [ wmasto)]

Per dimostrare le proprieta di Vj basta tener presente che

_ Oe(x,1) .

Vo(x, 1) Fram uo(x).

Da questa si ha anche

oVo(x,t) d%e(x, 1) 1o ()
or oz x0T

Ricordando allora le proprieta ii) e iii) della Proposizione 5.4, per t — 0% si ha

_ de(x,1)

Vo(x, 1) = o *uo(x) = 6(x) *uo(x) = uo(x),
2
) PAD i :

Possiamo riunire i risultati delle Proposizioni 5.6, 5.7 e 5.8 nel seguente teorema riassuntivo.

Teorema 5.9 (Formula dei potenziali ritardati di Kirchhoff). La soluzione del problema di Cau-
chy (5.4) condati f € CQ(R3 X [0, 00)), up € C}(R®) eu; € C*(R?) ¢ la funzione u € C*(R?x (0, 00))

u(x,t) =V(x,t) + Vi(x,t) + Vo(x,1)
[x—£|

R flé—5)
el B e

1
b /S s
1 011
p— [; /S N uo@)dS(f)].

(5.9

+
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Possiamo precisare che nel punto x si ha u(x, ) = 0 fino all’istante in cui la sfera B.,(x) raggiunge
I’insieme

Q; =supt (-, 1) Usuptug U suptu;.

In particolare se I’equazione € omogenea, cioe f(x,7) = 0, e se ug(x) e u; (x) hanno supporto limitato
in R? si ha che u(x, 1) & nullo fino a quando S.;(x) tocca 1’unione Q di detti supporti, e ritorna ad
essere zero quando la sfera comprende Q. Come si vedra, in due dimensioni si ha un comportamento
diverso.

5.3 Teoremi di unicita e di stabilita

Mediante la formula dei potenziali ritardati si arriva facilmente al teorema di stabilita, che in particolare
implica I’unicita della soluzione.

Teorema 5.10 (di stabilita). Supponiamo f(x,t), ug(x) e ui(x) limitate e fissiamo per le soluzioni
Uintervallo [0,T]. Allora la soluzione dell’equazione delle onde ¢ stabile, nel senso che se si
considerano le soluzioni u(x,t) e ii(x,t), corrispondenti rispettivamente a f(x,t), uy(x), ug(x) e a
F(x,1), it (x), do(x), si ha

. T* x g g -
u(x, 1) = (e, O] < [ = flleo + Tl = irlleo + T grad ug — grad do|les + lluo = folleo-

Dimostrazione. Si verifica facilmente che

1 d¢ T2
sup [V (x, )| < sup | f(x, f)|m‘/3 o JE—al = - sup|f(x.0l,
cT (X

1 11
wplVienl < sl 1 [ as©| =rsn
ct (X t=T

Ora consideriamo Vj: intanto, ponendo 17 = x + cty e calcolando la derivata rispetto al tempo, si puo
scrivere, per ¢t > 0,

1 0|1 1 0
Vo(x,t) = ——|- ds = ——|t ty) dS
0= g7 [ wtnas)| = e [ ot em st

1
/ uo(x +cty)dS(y) + ct/ gradug(x + cty) - y dS(y)]
S1(0) S1(0)

47

da cui

sup [Vo(x, )| < sup |ug(x)| + T sup | grad ug(x)|.
Tenendo presente che
M(x,t) - ﬁ(x,t) = V(x’t) - V(x7t) + Vo(x,t) - Vo(xvt) + Vl (X, t) - ‘71 (x7 t)

si ha la tesi. O
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5.4 1l caso bidimensionale

Nel caso bidimensionale ci sono alcune differenze qualitative della soluzione dell’equazione delle
onde rispetto al caso 3D e 1D. Per cominciare, per calcolare la soluzione fondamentale dell’operatore
delle onde, se si opera con la trasformata di Fourier si giunge a dove calcolare I’integrale di una
funzione ellittica. Per cui conviene procedere in altro modo, considerando le funzioni del piano come
particolari funzioni definite in tutto lo spazio che non dipendono dalla terza coordinata, e deducendo
la soluzione da quanto gia sappiamo (metodo della discesa di Hadamard). Si noti che tale operazione
fa perdere la compattezza, perché un dominio compatto in R? diventa un cilindro infinito in R>.

Partiamo quindi dal problema di Cauchy (5.4) in R? x (0, o0). Se ridefiniamo le funzioni nel modo
detto sopra, poiché gli operatore di Laplace 3D e 2D sono identici nel caso in cui la funzione non
dipenda dalla terza coordinata, otteniamo un problema di Cauchy per I’equazione delle onde 3D con
dati indipendenti da x3. Le funzioni in gioco, dipendendo solo dalle due coordinate x, x;, risultano
definite in insiemi che sono cilindri paralleli all’asse x3.

La soluzione & quindi espressa dalla formula di Kirchhoft (5.9), dove riscriviamo il primo termine
mediante la (5.6):

_ 1 ! f(ﬂ,f B T)
u(x,t) = /0 /S”(x) —~dS(n)dr

4rc? T

1 1 011
ds 4+ ——| - Ay .
— /S L masm + m[t /S RO (n)]

Gli integrali sulle sfere S, (xy, x2,0) di raggio r, con centro nei punti del piano (x1,x;), si possono
esprimere con integrali nel piano sui dischi corrispondenti D, (x1, x2), nel seguente modo: la funzione
che manda il disco sulla semisfera superiore & data da

+

(£1,6) B (£1,60,2(61,6))  dove  z(£1,6) = V2 = (&1 —x1)? = (& —x2)2

e dunque lo jacobiano risulta

— (&1 —x1) + (& - x)? 4
1 d 2 — 1 = .
+ lgrads] \/ TP @ - (G -n) Vr2 =& - x|

Tenendo conto del fatto che per la semisfera inferiore si puo fare lo stesso ragionamento, si ottiene

¢(£)
das =2 —d
/Sr(x)w(gf) © ’/D,(x) A

Quindi partendo dalla formula data sopra per il caso tridimensionale e decomponendo I’integrale su
B¢ (x) come un integrale di integrali su sfere, si arriva, per il caso bidimensionale, alla nuova formula

_ 1 ! f(é:’t_T)
u(x, t) - %['/0‘ LCT(X) CZTZ - |§: —x|2 dde

ui () 0 / uo(&)
+ ————dé+ — ——————dé|, (5.10
/DU(X) 22 — & —x|? ¢ Ot Jp.,(x) \Jc22 = |¢ — x|? ) G149
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che ¢ anche detta formula di Poisson. Per il fatto che in questo caso gli integrali non sono sulle
circonferenze, ma sui dischi, anche quando le condizioni iniziali hanno supporto compatto, il loro
effetto sulla funzione # permane nel tempo senza pill azzerarsi.

Dall’ultima formula (facendo il cambio di variabile T +— ¢ —7) si pu0 anche verificare che I’espressione
della soluzione fondamentale per il caso bidimensionale &

1 XD (0)(X) 1 h(ct—|x|)
er(x, 1) = XL @) 1

2ne \[o252 Ix[2 T 2ne V22 — |x|2'
5.5 Caso unidimensionale

Consideriamo il caso omogeneo

0%u(x,t) _Czazu(x,t) _

0.
012 O0x?

Come si verifica facilmente, la soluzione di questa equazione ¢ data da
u(x,t) = f(x —ct) + g(x +ct). (5.11)
Perché queste siano soluzioni in senso classico f e g devono essere di classe C2, ma queste sono

soluzioni in senso generalizzato anche quando f e g sono solo continue.

Studiamo i due termini separatamente. Consideriamo prima f. Se poniamo
X1 —Cti =Xxp —cCly

si ha ovviamente

f(x1 —cty) = f(xz2 = ctr)

e quindi i valori di f in x; e in x, sono uguali in tempi diversi ¢; € £, con
x| —x2 =c(t; — 12).

Abbiamo un fenomeno ondoso, con onda f progressiva, con velocita c.

Considerando la funzione g si ha invece x; — x, = —c(¢; — ). Si ha quindi un fenomeno ondoso ma
con onda g regressiva, sempre con velocita c.

Se ora poniamo le condizioni iniziali

ou(x,0
u(x,0) = ug(x) e ¥ = up(x),
ot
possiamo determinare la soluzione corrispondente mediante una formula, detta formula di D ’Alembert.
Si tratta di determinare nell’espressione (5.11) della soluzione le due funzioni f e g tramite le condizioni
iniziali. Per ¢ = 0 si ha

u(x,0) = f(x) + g(x) = uo(x)

w =——f'(x) +cg’(x) = u1(x).
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Derivando la prima e dividendo la seconda per c si ottiene il sistema lineare in f’ e in g’

F/x) 8/ () = (x)
—f' () + g/ (x) = 12

Da questo sistema si ottiene immediatamente

1 1
0 =g [we-2] g =3 e + 12,
Integrando si ha allora
1 1 e
£6) = uo(s) = - [ (@) + 4
2 2c 0
1 1 r*
805 = 5u(s) + 5 [ w(@de+ 8.
2 2c 0
Per la soluzione u(x, t) si arriva alla espressione
1 1 x—ct 1 1 x+ct
u(x,t) = zug(x — ct) - — u(6)dé + zuo(x + ct) + — u(&)dé + A + B.
2 2¢ 0 2 2c 0

Ma questa per t = 0 da
u(x,0) =ug(x) + A+ B

e quindi tenendo conto delle condizioni iniziali si ha
A+B=0.

Alla fine per la soluzione si ottiene la formula di D’Alembert‘"

u(x,t) = %[uo(x +ct) + uog(x — ct)] + 1 /X ) ui(&)dé.

2¢ et
Infine, si puo verificare che I’espressione della soluzione fondamentale nel caso unidimensionale ¢
data da | |
e1(¥.1) = 3-X(-eren) (x) = 3-h(et =[x

esihae;(x,0) =0e %(x, 0) = 0 nel senso delle distribuzioni. Quindi nel caso non omogeneo ¢

sufficiente aggiungere il termine
1 t x+c(t—71)
ol [ rendr
x—c(t—7

(M Anche questa formula poteva essere ottenuta col metodo della discesa.



Capitolo 6

Metodi funzionali

Per affrontare i teoremi di esistenza, e in generale lo studio delle soluzioni di problemi relativi ad
operatori ellittici, e in particolare all’operatore di Laplace, sono stati introdotti metodi molto efficaci
nell’ambito dell’analisi funzionale.

6.1 Introduzione

Dato I’aperto limitato Q C R” e date le funzioni u,v : 2 — R di classe C'(Q) poniamo
D(u,v) = / gradu - grad v dx. 6.1
Q

E facile verificare che 1’espressione

1
2
llullgn = [D(u,u) +/ Iulzdx]
Q

definisce una norma in C!(Q).

Definizione 6.1. Indicheremo con H'(Q) lo spazio ottenuto per completamento di C!(€Q) rispetto
allanorma || - || 1. o

Osservazione 6.2. Essendo la norma ||u||5: definita tramite integrali, bisogna considerare come
elementi di H'(Q) le classi di equivalenza delle funzioni definite quasi ovunque. *

Proposizione 6.3. Lo spazio H'(Q) risulta essere uno spazio di Hilbert con prodotto scalare dato da
(0, v) g1 = / [ gradu - grad v + uv|dx.
Q

Dobbiamo ora dar senso alla restrizione al bordo di una funzione anche se non ¢ definita ovunque. Per
affrontare questa questione ci occorre il seguente risultato che diamo senza dimostrazione.

75
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Proposizione 6.4. Se 2 C R" ¢ un aperto regolare con bordo R di classe C ! allora esiste in Q un
campo vettoriale 7i : Q — R™ di classe C'(Q) tale che

fi(x) =n(x) perxedQ,
dove n é il vettore unitario normale a 0 Q.

Teorema 6.5. Sia Q C R" un dominio regolare con 0 Q di classe C'. Allora esiste una costante K > 0
tale che .
VueC'(Q):  ullo0) < Kllullg-

Dimostrazione. Indicando con 7 il versore normale a 0, per il teorema della divergenza si ha

/ |u|2da':/ (|u|2n)-nd0:/div(|u|2ﬁ) dx:/ [|u|* divii + grad (Ju|?) - ] dx.
00 00 Q Q

Ricordando che grad (|u|*) = 2u grad u, si ha

n
/ lul?do < sup | divii(x)] |u|dx + max sup |nj|/ 2u—
0Q xeQ Q xeQ Q Ox Xi

i=

Ma utilizzando per I’ultimo integrale la relazione

ou > | Ou|?
2ust| <+ |
| u(‘)xi |M| 6)6,'
e ponendo
M = max{ sup | div i(x)|, max sup |ﬁj|},
xeQ J xeQ
si ha
/ lul*do < M(n+1)/ |u|2dx+M/ |gradu| dx < M(n+ D)lull?,,
oQ
da cui segue la tesi con K> = M(n + 1). m|

Definizione 6.6 (Operatore di traccia). Dato Q c R" dominio regolare con bordo di classe C'
diremo operatore di traccia 1’ applicazione

T7:CY(Q) - C'(69),

definita da
Tu= u| 89

cioe dalla restrizione di u su 9%2. Chiaramente 1’operatore di traccia ¢ un operatore lineare e continuo
rispetto alla topologia uniforme. o

Mediante il Teorema 6.5 si puo stabilire una estensione dell’operatore di traccia ad H' (Q).

Teorema 6.7. Esiste un’unica estensione continua dell’operatore di traccia T~ allo spazio H'(Q) con

T :HY(Q) > L*(09Q).



6.2. Riformulazione del problema di Dirichlet 77

Dimostrazione. Sia {u} una successione in C' () che converga a u in H'(Q). Per il Teorema 6.5
per ogni k, h si ha

”T(”k - ”h)”LZ(aQ) < K””k - uh||H1(Q)’

quindi {7 uz} & di Cauchy. Poiché C'(0Q) c L*(0Q) e L*(0Q) & completo, la successione {7 uy}
convergera a una funzione w € L?(8Q). Si pone w = T u.

Supponiamo ora che ci siano due estensioni 77 e 7;. Per ogni u € C 1(Q) si ha (‘7I - 7§)u = (0, allora
essendo C! denso in H' ed essendo le estensioni continue si ha 7] = 75. O

Per trattare il caso in cui le funzioni hanno traccia nulla al bordo conviene introdurre il seguente spazio.

Definizione 6.8. Definiamo lo spazio Hcl)(Q) come il completamento di () nella norma in H'.
Indicheremo poi con H~!(Q) il suo duale topologico. o

Proposizione 6.9. Per gli spazi H&(Q) e H-'(Q) si possono stabilire le seguenti inclusioni:

D(Q) c Hy(Q) c L*(Q),
2'(Q) > H'(Q) > L2(Q).

Usando le tracce, si puo caratterizzare Hé nel modo seguente:
ueHy(Q) e ueH(Q),Tu=0.

La necessita si dimostra facilmente: se u € Hé (Q) u ¢ limite di funzioni a supporto compatto in Q e
quindi nulle al bordo nel senso normale; ne segue per continuita 7« = 0. La sufficienza ¢ invece piu
delicata e non la mostriamo.

6.2 Riformulazione del problema di Dirichlet

Siamo in grado ora di riformulare il problema di Dirichlet, iniziando dal caso in cui i dati al bordo
sono omogenei, cio¢ se u(x) = 0 per x € Q.

Definizione 6.10. Sia 2 C R” un dominio limitato con € di classe C! e sia f € H~!(Q). Diremo
cheu € Hé(Q) ¢ soluzione debole del problema di Dirichlet interno per I’equazione di Poisson, con
condizioni al bordo omogenee, se

Yv € Hé(Q) . D(u,v) =-={f,v). o

Osservazione 6.11. La condizione u € Hé(Q) sostituisce la condizione classica di annullamento al
bordo. *

Osservazione 6.12. Se si considera solo v € 2(Q) si ha una formulazione equivalente, dato che
2(Q) & denso in Hé(Q). Perd se si vogliono avere soluzioni per f € H~!(Q) conviene porre il
problema nella forma data. *
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Teorema 6.13. Se u : Q — R ¢ soluzione classica del problema di Dirichlet interno, con

Au(x) = f(x) perxe Q
u(x) =0 perx € 09,

dove f : Q — R é continua, allora é anche soluzione debole del problema di Dirichlet con condizioni
omogenee, nel senso della Definizione 6. 10.

Dimostrazione. Per ogniv € D(£Q) si ha

/fvdx:/vAudx=—/gradv-gradudxz—D(u,v).
Q Q Q

Tenendo presente che il primo integrale & ( f, v), la tesi segue dal fatto che () & denso in Hé (Q). o

Teorema 6.14. Sia u soluzione debole del problema di Dirichlet con f € H™'(Q) e con condizioni
al bordo omogenee, allora u é soluzione della equazione Au = f nel senso delle distribuzioni.

Dimostrazione. Siav € (), si ha

D(u,v) = / gradu - gradv dx = —/ ul\v dx = —(u, Av).
Q Q
Ma allora {(u, Av) = {f, v), cio¢ la tesi. O

Possiamo ora far vedere che per Q limitato la quantita ||u||p := /D (u, u) & una norma equivalente a
|let|| g1 - Premettiamo la disuguaglianza di Poincaré.

Lemma 6.15 (Disuguaglianza di Poincaré). Sia Q C R" un dominio limitato. Allora vale la
disuguaglianza

Vu € Hy(Q) : / u?(x) dx < KZ/ | grad u|dx,
Q Q
con K costante dipendente solo da €.

Dimostrazione. Vediamo il caso pill regolare in cui si ha u di classe C! a supporto compatto in Q.
Fissiamo un sistema di riferimento in R” in modo tale che si abbia 0 < x,, < a perx = (x{,x2,...X,) €

Q. Partiamo dalla relazione p
n Qu(&’t

0&n
dove si ¢ posto & = (&1,&2,...&n-1). Applicando a questa relazione la disuguaglianza di Cauchy-

Schwartz'" si ha
Souen \_ e
lu(é))? = (/ ’ dt) < a/
© 0 0éy 0

(u,v):/qudx

& un prodotto scalare in L*(€2), la disuguaglianza di Cauchy-Schwartz | (u, v)| < ||u||||v|| implica (elevando tutto al quadrato)

(o <[] (]2
(/Qudx)2<|.(2|/guzdx

(che poteva essere ottenuto direttamente anche dalla disuguaglianza di Jensen).

2

o 0l .

0én

MPoiché 1a quantita

e nel caso v = 1 si ottiene
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Integrando questa disuguaglianza e ponendo 2,,_; = Q NR"! si ha

[ lut@)fae - // (@I dé < ///

u(’ &n) &)

(9§n dé dé,

a? / | grad u|2d§,
Q

per cui la disuguaglianza dell’enunciato vale con K = a. Per il caso generale u € Hé(Q) si puo
procedere per densita. O

Corollario 6.16. Dato un dominio Q limitato si possono determinare due costanti K| e K tali che si
abbia
20,12 201,112
K ”u”Hl < D(u,u) < KzHMHHl

perogniu € Hé(Q).

Dimostrazione. Essendo ||u||12ql = ||u||i2 + D(u,u) si ha subito K, = 1, inoltre dalla disuguaglianza
di Poincaré si ha
llull7,0 < (1+K*)D(u,u)

per cui sihaKlzz (1+K>7L O

Siamo ora in grado di dimostrare il seguente teorema di esistenza e unicita per la soluzioni debole.

Teorema 6.17. Sia Q C R" un dominio limitato (con 4R di classe C') e sia f € H™'(Q), allora
esiste ed é unica la soluzione u € Hé(Q) del problema

Vv e HY(Q): D(u,v) = —(f,v).

Dimostrazione. 11 funzionale v +— Lv = —(f,v) ¢ un funzionale lineare continuo in Hé. Per
I’equivalenza tra le norme stabilita sopra Lv ¢ anche un funzionale continuo nella norma D(:, ).
Allora per il teorema di rappresentazione di Riesz esiste un unico elemento u € Hé(Q) tale che
Lv = D(u,v) e questa ¢ la soluzione cercata. O

Il caso con condizioni al bordo non omogenee si riconduce al caso precedente con la seguente
definizione.

Definizione 6.18. Sia dato Q con le stesse condizioni date sopra e sia iig € H'(Q). Diremo soluzione
debole del problema di Dirichlet per 1I’equazione di Poisson con condizioni al bordo non omogenee la
funzione u € H'(Q) tale che u — iy € H(l)(Q) e

Vv e Hy(Q): D(u,v) = —(f,v). o

Si noti che se la condizione al bordo che si vuol porre € u(x) = ug(x) per x € 9Q, la funzione
iip € H'(Q) dovra essere tale che T iy = uo.

Teorema 6.19. Esiste ed ¢ unica la soluzione del problema definito sopra.
Dimostrazione. Consideriamo il problema z € Hé(Q) e
Vv € H(l)(Q) . D(z,v) = —=(f,v) — D(ip,v).

Il Teorema 6.17 garantisce 1’esistenza e 1’unicita di una soluzione z a questo problema. Poniamo infine
u=z+iy. a
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6.3 Inverso dell’operatore di Laplace

Possiamo ora introdurre un sottospazio di H(l) (Q) associato all’operatore differenziale
—Au conu(x) =0perx € 0Q.
Definizione 6.20. Consideriamo il sottospazio di Hé(Q) dato dal dominio di —A
D(-A) ={ue Hy(Q): AueL*(Q)},

munito di norma e di prodotto scalare dati da

D=

||u||A = [D(u’u)] > (M’V)A = D(“’V)' o

Proposizione 6.21. Loperatore —A : D(—A) — L?*(Q) verifica la relazione
Vu,v € D(=A) : (= Au,v) ;o = (u,—Av) ;. = D(u,v).
Dimostrazione. Basta verificare che essendo le condizioni al bordo omogenee vale

—/Auvdxz/gradwgradvdxz—/uAvdx.
Q Q

Q O

Osservazione 6.22. Ricordiamo che valgono le seguenti inclusioni:
D(-A) c Hy(Q) c L*(Q), L*(Q) c H'(9Q).
In particolare, dato f € L?(Q), per il Teorema 6.17 esiste la soluzione u € Hé(.Q) del problema

Vv € Hé(Q) . D(u,v) =={f,v). *

Definizione 6.23. Sia X uno spazio di Hilberte £ : X — X un operatore lineare. L’operatore si dice
limitato o continuo se
I LIl := sup [[Lx]| < +oco
llxlI=1
e il numero || L|| € la norma dell’operatore limitato.

Loperatore ¢ autoaggiunto se
Vx,y € X : (Lx,y) = (x, Ly).

L’operatore ¢ compatto se per ogni successione limitata {x;} la successione { Lx;} ha una sottosuc-
cessione convergente. o

Teorema 6.24. L'operatore —A : D(=A) — L*(Q) ¢é invertibile con inverso continuo —A~' :
L*(Q) — Hé(.Q). Inoltre vale
Yu,v e L*(Q): (- A_lu,v)

2= (”’ _A_IV)U'
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Dimostrazione. Perogni f € L?(Q) poniamo—A~!f = udoveu € Hé (Q) elasoluzione del problema
—Au = f nel senso della Definizione 6.10. Allora usando le disuguaglianze di Schwartz e di Poincaré
e indicando con || - || la norma in L?(Q) si ha

lully = (= Dw,u) o = (fsu) < lullll £l < Klulall £

per cui
llulla < KII£1I,

che si puo scrivere anche
-1
=A™ flla < KII £,

1 & continuo.

con cui si esprime che —A~

Inoltre, siano f, g € L*(Q); tenendo conto che —A~!' f, ~A~!g € D(=A), per la Proposizione 6.21 si
ha
(fa _A_lg)LZ = ( - A(_A_lf)7 _A_lg)LZ = ( - A_]f’g)LZ- O

Osservazione 6.25. Con il teorema precedente si stabilisce anche una proprieta di dipendenza continua
della soluzione debole dell’equazione di Poisson dal dato f, almeno nel casoincui f € L?(Q). %

Per studiare il problema agli autovalori enunciamo senza dimostrazione il seguente importante teorema.

Teorema 6.26 (di Rellich). L’immersione di Hé (Q) in L*(Q) é compatta, cioé l'operatore di immer-
sione

7 :H)(Q) - L*(Q),
trasforma limitati in precompatti.
Definizione 6.27. Componendo ’operatore —A~! : L?(Q) — H(l)(Q) conl’immersione J : H(l)(Q) —

L*(Q), definiamo 1’operatore
To(-A"

e lo denotiamo ancora con —A~!, per cui si ha

A7 L2(Q) - LA(Q). o

Proposizione 6.28. Loperatore —A~' é compatto e autoaggiunto

Dimostrazione. ¢ sufficiente combinare il Teorema 6.26 col Teorema 6.24. m|

6.4 Elementi di teoria spettrale per operatori compatti

Consideriamo un operatore £ lineare, compatto e autoaggiunto nello spazio di Hilbert X
L:X - X.

Richiamiamo alcune nozioni.
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Definizione 6.29. Denotiamo con &% (L) I'immagine di £ e con /4 (L) il nucleo di L.
Se Z(L) = X diremo che L ¢ suriettivo, se /(L) = {0} diremo che L & iniettivo. o

Definizione 6.30 (Risolvente e spettro). Il risolvente di £, che indicheremo con p( L), &€ ’insieme
o(L)={reR: L —rl¢hbiiettivo in X}.

Se r € p(L) sidice che r € regolare. o

Lo spettro (continuo) o (L) di L & il complementare di p(L):
o (L) =R\ p(L).
Fanno parte dello spettro gli autovalori, cosi definiti: u ¢ autovalore di L se
N (L - ul) + {0},
cioe se L —ul non ¢ iniettivo. Gli elementi non nulli di A (.[j — ul) sidicono autovettori corrispondenti

a u, mentre il sottospazio 4" (L — ul) & il cosiddetto autospazio.

L'insieme degli autovalori costituisce lo spettro discreto o4(L), e si ha
ca(L) co(L).

In generale lo spettro discreto non esaurisce lo spettro. Ci possono essere infatti valori di y per cui
N (L= pl) = {0} ma R(L — ul) # X. Tali valori appartengono allo spettro ma non sono autovalori.
Una proprieta importante degli operatori compatti ¢ proprio che per essi gli autovalori esauriscono
lo spettro. Quindi in questo senso gli operatori lineari compatti “assomigliano” molto agli operatori
lineari in spazi di dimensione finita.

Osservazione 6.31 (Proprieta degli autovalori). Se u ¢ un autovalore di £ e x un autovettore
corrispondente, si ha

(Lx,x)
(x.x) -
Inoltre, se u; e up sono due autovalori distinti, i corrispondenti autovettori x; e x sono ortogonali fra
loro; dati infatti

Lx1 = uixy, Lxo = poxs,

moltiplicando la prima per x, e la seconda per x; e tenendo conto che £ ¢ autoaggiunto si ha

(Lx1,x2) = pi(x1,x2), (x1, Lx2) = (Lx1,x2) = pa(x1,x2),

da cui per sottrazione si ottiene
(11 — p2) (x1,x2) =0,

ovvero (xj,x2) = 0. *

Lemma 6.32. Si ha
L]l = sup |(£Lx.x)|.

llxl1=1
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Dimostrazione. Poniamo m = supy_; |(Lx.x)|.

Dato che per ||x|| = 1 si ha |(.£x,x)’ < || L], e quindi m < || L]], resta da provare la disuguaglianza
inversa.

Perx,y € X siha

(Lx+y), (x+y) = (Lx.x) + (Ly,y
(L(x =), (x=y)) = (Lx,x) + (Ly,y) —2(Lx, y).

+
By
>
Ay
<

Sottraendo la seconda dalla prima si ottiene

4(Lx,y) = (Lx+y), (x+y)) = (Lx=y), (x—y)).

Tenendo presente che per ogni z € X vale

< mllzll?,

(L2 2)| = llz]I*

Z Z
-L_’ T
( Izl ||Z||)

4(Lx,y) < m(llx + Y12+ lbe = yI%) = 2m(|Ixl1* + Iyl?)

si ha

e quindi
2(Lx,y) < m(|lxl +1Iy1?).

Ponendo ora y = pLx con p € R arbitrario si ha
mp*|| Lx|1* = 2|1 Lx|1* + m|lx[|* > 0.
Perché questa sia verificata dovra essere
L1 = m? || Lx]?[1x]* < 0

da cui si ottiene

|| Lx||? L
< e quindi Ll < m.
TR q 121 < .

Possiamo ora enunciare il seguente teorema.

Teorema 6.33. Dato nello spazio di Hilbert X l'operatore compatto e autoaggiunto L, posto

-l
[lxlI=1

esiste un elemento y € X con ||y|| = 1, tale che
(L. y)| = m,

e y é autovettore di L corrispondente all’autovalore u = (Ly, y).
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Dimostrazione. Per la definizione di estremo superiore esistera una successione {xx} con ||xg|| = 1,
tale che
m = lim |(.£xk,xk)|.
k— 00

La successione {(Lx,xx)} & limitata, esiste quindi una sottosuccessione convergente. Possiamo
supporre che {xy} sia scelta sin dall’inizio in modo che {(.Exk, xk)} sia convergente. Poniamo

M= kll_{rol<> (Lxg, xk).
Ovviamente si ha |¢| = m. Mostriamo che
Jim [ Ly = x| = 0. (6.2)
Infatti
1Lk = pxicll® = 1 Lxxll = 2p (Lxi, xi) + 1 < N LIP = 2u(Lxw, xi) + 1° = (LI =

Ma per il lemma p? = ||.£]|? e quindi vale la (6.2).

Poiché I'operatore £ & compatto e {x;} & limitata (visto che ogni elemento ha norma 1), esiste una
sottosuccessione {xy, } tale che {kai} ¢ convergente. Allora per la (6.2) esiste anche il limite di {xy, }
che indicheremo con y. Ma sempre per la (6.2) y & autovettore di £ corrispondente all’autovalore u e

p=(Ly,y). O

Dal teorema dimostrato si evince che ogni operatore compatto, autoaggiunto, non nullo ha almeno
un autovalore non nullo. In base a questo risultato si pud costruire un algoritmo per determinare
autovalori ed autovettori di un operatore compatto ed autoaggiunto.

Osservazione 6.34 (Procedimento di calcolo). Indichiamo con ¢; il vettore y determinato nel teo-
rema precedente e con u; il corrispondente autovalore. Introduciamo il seguente procedimento per
induzione.

Supponiamo di aver determinato k autovettori

P1,925 - - - Phs
e i corrispondenti autovalori
M1, H25 - o5 HEs

I’ autovettore ¢+ viene cercato come il vettore che massimizza il funzionale
|(Lx,x)]

sotto le condizioni
x|l =1, (ginx) =0 peri=1,2,...k.

Lesistenza di un tale vettore ¢ conseguenza del teorema precedente. Infatti se indichiamo con X
il sottospazio di X per cui (¢;,x) = O peri = 1,2,...k, si vede facilmente che X ¢ sottospazio
invariante, cioe

x € Xi = Lx e Xg,
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poiché
(Lx,¢:1) = (x, Loi) = pi(x, 1) = 0.

L'operatore £ su X; € compatto e autoaggiunto, quindi per il Teorema 6.33 esiste ¢g+ con [|@r+1]] = 1
per cui

|(£90k+1,90k+1)| = sup |(LX,X)|, Wit = (Lorrts Pret)-
X€Xp, |l x|I=1
Inoltre essendo X C Xji_1 siha |ug+1| < |ukl. *

In base al procedimento istituito sopra si dimostra il seguente teorema.

Teorema 6.35. Per un operatore L compatto ed autoaggiunto in uno spazio di Hilbert X si ha una
successione di autovettori ortonormali {¢y}, corrispondenti alla successione {uy} di autovalori, tale
che ogni x € X é rappresentabile nella forma

x =) (x5 @)k +,
k

dove y é tale che
Vk: (y.¢k)=0 e Ly=0.

Se la successione {uy} ¢é infinita si ha
lim g =0.
k—o0

Dimostrazione. Si costruisce la successione di autovettori mediante il procedimento dato sopra. Si
danno allora due casi.

19 caso. 1l procedimento termina per »n finito. Cid avviene quando I’operatore £ su X, ¢ nullo, cioe
Ly =0 Vy e X,. Dato allora un qualunque x € X poniamo

n

y=x- (% en) .

k=1

Chiaramente y € X, e quindi Ly = 0.

29 caso. 1l procedimento continua indefinitamente, allora si hanno le successioni {¢g } e {ux } infinite.
Facciamo vedere che

li =0.
Jim s

Supponiamo per assurdo che
Jim | > 0,

ricordando che la successione dei valori assoluti degli autovalori ¢ decrescente, quindi ammette limite.
In questo caso la successione
1
— Pk
Mk

sarebbe limitata, e la successione degli elementi

1
=L (—<Pk)
Hk
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dovrebbe avere una sottosuccessione convergente, ma cio &€ impossibile perché {¢; } & una successione
ortonormale.

Dato x € X poniamo

n
yn=x= " (% 0k) g (6.3)
k=1
Facilmente si verifica che (yn, <ph) =0perh=1,2,...,nequindi si ha y, € X,,. Consideriamo ora

I’operatore £ nel sottospazio X, si ha

ILynll < [tnslllynll.
D’altra parte vale la relazione

n
el = llyall® + D (6 ),
k=1

da cui si deduce ||y, ||> < ||x||%, e quindi vale anche || Ly, || < |tns1]]lx]] €

lim Ly, = 0.
n—oo

Infine applicando ’operatore £ alla (6.3) si ottiene

Lyn = Lx= )" ui(x 0x) e,

k=1

e quindi al limite per n — oo si ha

k=1
Posto allora .
y=x=) (% ¢k)¢k,
k=1
si pud verificare facilmente che vale Ly = 0 e (y, ¢x) = 0 per ogni k. O

6.5 Autovalori dell’operatore di Laplace

Consideriamo per un dominio £, limitato e con bordo regolare, il problema agli autovalori per
I’operatore di Laplace, con condizioni di Dirichlet omogenee.

Definizione 6.36 (Problema agli autovalori, forma classica). Si vogliono determinare le funzioni
ueC*(R)NC(Q),conu #0, e gliscalari A € R tali che

—Au(x) = du(x) perx e Q
ulx)=0 perx € 0Q.

Gli scalari A vengono detti autovalori e le corrispondenti funzioni u autofunzioni. o
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Il problema agli autovalori pud essere riformulato in forma debole.

Definizione 6.37 (Problema agli autovalori, forma debole). Si vogliono trovare le funzioni u €
H} (), conu # 0, e gli scalari A € R tali che

Vv e Hy(Q): D(u,v) = A(u,v). o

Osservazione 6.38. Se esistono autovalori, essi sono positivi. Segue dalla formulazione debole se si
pone u = v. *

Osservazione 6.39. Dato un autovalore A e una corrispondente autofunzione u(x), & autofunzione
anche la funzione cu(x) con c scalare arbitrario. In generale le autofunzioni corrispondenti ad un
autovalore A costituiscono un sottospazio vettoriale dello spazio ambiente. *

Lo studio del problema agli autovalori per ’operatore di Laplace puo essere ricondotto a quello del
problema agli autovalori per I’operatore compatto —A~! in L?>(). In effetti posto il problema agli
autovalori per I’operatore —A

—Au = Au,
per I’operatore —A~! il problema diventa
1
Ay = —u,
A
e se ci si pone in L?(Q) si ha
1
A u=pu, p=-.
w=qu, p= o

Possiamo allora applicare a questo caso i risultati del paragrafo precedente.

Definizione 6.40. Per il Teorema 6.35 ogni elemento u € L*(Q) pud essere espresso mediante la
successione di autofunzioni ortonormali {¢y } corrispondente alla successione degli autovalori {uy}
nel modo seguente

=) (1, 06)pk + Y,
k=1

Ma y in questo caso & nulla in quanto, sempre per il teorema citato, si ha —A~!y = 0 e valgono le
condizioni di Dirichlet, quindi y = 0 per I'unicita della soluzione. Quindi u & sviluppabile in serie

u= Z(”’ OK) Pk
=1

Questo sviluppo in serie di autofunzioni viene detto sviluppo in serie di Fourier della u. o

In corrispondenza alla successione degli autovalori {z} di —A~! si ha la successione degli autovalori
Ar di —A con

1
Hik
e le autofunzioni ¢; non cambiano. Attraverso gli sviluppi in serie di Fourier si pud dare una
espressione della soluzione del problema di Dirichlet per 1I’equazione di Poisson molto utile nelle
applicazioni.

Ak =
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6.6 Metodo di Fourier per il problema di Dirichlet

Consideriamo il problema di Dirichlet con condizioni omogenee

Au=f inQ
u=0 sudQ.

Per trovare la soluzione di questo problema possiamo usare le autofunzioni ¢y e gli autovalori Ay di
—A introdotte nella sezione precedente. Ricordiamo che si ha

(o)

—Au = Z(M, 0r) APk,
=1

dove le parentesi rappresentano il prodotto scalare in L. Se sviluppiamo in serie di Fourier il dato f,
otteniamo

= i(f, PPk

k=1

e dunque u ¢ soluzione del problema se

- Z(M, Q1) APk = Z(f, PPk
k=1 k=1
Poiché le autofunzioni sono linearmente indipendenti, otteniamo il sistema (di dimensione infinita)

1
(u, px) = _T(f’ ©k)s k>1
k

che, una volta risolto, fornisce le componenti di Fourier della soluzione.

Nel caso in cui il problema abbia un dato al bordo non omogeneo ug, si procede in modo analogo,
supponendo che ug sia estendibile a iiy su tutto Q e sviluppando in serie la funzione u — .

6.7 Metodo di Fourier per il problema misto del calore

Consideriamo il problema misto studiato nel Capitolo 4, Sezione 4.3, omogeneo, e quindi con f(x,t) =
0, e con condizioni al bordo omogenee, cioe con v(x, ) = 0. Applichiamo a questo problema il metodo
di separazione delle variabili, supponiamo cioe che la soluzione u(x, t) si possa porre nella forma

u(x, 1) = H1)e(x).
Sostituendo questa espressione nell’equazione

ou(x,t) B

o a*Au(x,1) =0

si ha
V(@) _ 2Ae()
(1) p(x)

6.4)
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I due membri di questa equazione risulteranno evidentemente costanti. Indichiamo con —a’2 tale
costante. Dal secondo membro si ha allora I’equazione

Ap(x) = —2¢(x).

Questa equazione con le condizioni al bordo omogenee ci porta al problema agli autovalori per
I’operatore di Laplace. Indichiamo con {1} la successione degli autovalori e ricordiamo che risulta

Ar > 0, lim A = +o0.

k—o0

In corrispondenza di questi si determina una successione di autosoluzioni {¢x} in L*(G) fra loro
ortonormali.

Dal primo membro della (6.4) in corrispondenza ad ogni autovalore A si ottiene I’equazione
¥ (1) + a* A4, 9(1) = 0.
Indichiamo con ¥ (¢) la soluzione corrispondente. Posto 9 (0) = ¢y, si ha
(1) = cke_az’lk’.

In conclusione, in corrispondenza ad ogni autovalore A per la funzione u si avranno le soluzioni

—alekt

ur(x,t) = cpe i (x).

Queste soluzioni per ¢ = 0 ci danno
ug(x,0) = crpr(x).

Per ottenere la soluzione del nostro problema dovremo soddisfare le condizioni iniziali. A questo fine
sviluppiamo la funzione ug(x) in serie di Fourier nelle autosoluzioni ¢y (x)

(59

ug(x) = Z (10, ¢k ) i (x).

k=1

Se si considera la serie delle funzioni uy

[0e]

u(x,1) =Y cre™ Mg (x),

k=1

perché siano soddisfatte le condizioni iniziali bastera porre

ck = (1o, ¢k)-
Per affrontare 1’equazione non omogenea
oul(x,t
Ql) _ 2mur.) = flx), ©5)

con le condizioni

u(x,0) = ug(x) perxe€G, u(x,t) =0 per (x,t) € Br,
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procediamo nel seguente modo.

Data la successione {¢r} delle autosoluzioni dell’operatore di Laplace, diamo lo sviluppo delle
soluzione u(x, t) nella forma

u(x,0) = ) (D),
k=1

con

01(0) = (uCx.0. ¢ (x).

prodotto scalare in L>(G) di u(x, ) e di ¢ (x). Per le condizioni iniziali si dovra avere

I (0) = (uo,sok) = Cr. (6.6)

Se ora moltiplichiamo I’equazione (6.5) per ¢y e integriamo su G si ha

d
E'/Gu(x,t)gok(x)dx—az'/GAu(x,t)tpk(x)dx=/Gf(x,t)tpk(x)dx.

Ma tenendo conto che le condizioni al bordo sono omogenee, da questa si ha anche

d
E'/Gu(x,t)gok(x)dx—az'/Gu(x,t)Atpk(x)dx=/Gf(x,t)tpk(x)dx.

Posto allora

Je(t) = (f, ‘Pk),

e tenendo presente che, essendo ¢ autosoluzione corrispondente a Ay, si ha Apr = —Axgi dalla
relazione precedente si ottiene

%W(l) + a2 0% (1) = fi(2).

Questa ¢ un’equazione differenziale lineare non omogenea. Tenendo presente la (6.6), la soluzione &
data da

t
G (1) = cpe Mt +/ e~ W=7 f (1) dr.
0

Si puo pertanto dare la nostra soluzione nella forma

(o)

t
u(x,t) = Z [cke_aZ/lkt +/ e~ W) £ (1) d | i ().
0

k=1

Per affrontare il problema con condizioni al bordo non omogenee si fa la posizione
u(x,t) =wx,t) +vix,t),

definendo quindi v(x, ) non solo sul bordo By ma anche in Q7, e cercando quindi w(x,?) come
soluzione di 5

,t

DD 2 hwie,r) = fulen)

con
ov(x,t) _

o a’Av(x,1)].

fv(-x’t) = f(x’t) -
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6.8 Esempi di calcolo degli autovalori per ’operatore di Laplace

Vedremo in questa sezione alcuni esempi di calcolo esplicito di autovalori e autofunzioni in alcune
geometrie particolari.

6.8.1 1l caso unidimensionale

Sia Q =]0,a[ un intervallo limitato; nel caso unidimensionale il problema agli autovalori per
I’operatore di Laplace diventa semplicemente

d*v
— E = /1\/, v#0
v(0) =v(a) =0

dove ricordiamo che deve essere 4 > 0.

Risolvendo I’equazione del moto armonico si ottiene v(x) = A sin(VA x+a) e imponendo le condizioni
al contorno:
Asina = Asin(Via +a) =0,

dacuia=0eVaA= %’T, k € N, k > 1. Quindi gli autovalori sono
k2
/lk:(—ﬂ), keN, k> 1
a

e le rispettive autofunzioni

. (km

wr(x) = Ay sin (—x)
a
Abbiamo verificato che in questo caso lo spettro ¢ effettivamente discreto, e abbiamo un’infinita
. . . . LN . ~ 2

numerabile di autovalori dipendente da un parametro. Il piu piccolo autovalore & 4| = %
6.8.2 1l caso del rettangolo

Passiamo ora al dominio bidimensionale Q2 =]0, a[x]0, b[. Il problema agli autovalori si scrive

v(0,y) =v(a,y) =v(x,0) =v(x,b) =0.

Mediante la separazione delle variabili cerchiamo una soluzione del tipo v(x, y) = X(x)Y(y), X # 0,
Y # 0. Sostituendo nell’equazione abbiamo

Xl/ Y// B
X v

-X"Y-Y'X=AXY = - A.

Poiché il primo addendo ¢ solo funzione di x e il secondo solo funzione di y, si deve avere

X/l Y// + A
= _— = y =
X M, Y v, M >
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mentre le condizioni al contorno diventano
X(0)=X(a)=0, Y(0)=Y(b)=0.

Quindi otteniamo due problemi analoghi al caso unidimensionale, e dunque

km\2 k hm\2 h
o= (—ﬂ) , X(x):Asin(—ﬂx), v = (—ﬂ) , Y(y):Bsin(—ﬂy),
a a b b
conk,heN, k,h>1.
Gli autovalori sono dati da A = u + v, ovvero
k> h%\
ﬂk’h = (; + ﬁ)ﬂ

e le autofunzioni da
. (km . (hm
<pk,h(x9 y) = Ak»h sin (—x) sin (7),)
a

Anche qui osserviamo che lo spettro ¢ discreto; il pitt piccolo autovalore ¢ dato da

(11,
/l]’l—z-f'ﬁﬂ.

Notiamo che in questo caso puo succedere che esistano autovalori con molteplicita pit grande di 1.

11 quadrato

In particolare, nel caso del quadrato a = b, gli autovalori diventano

k* + h?
/lk,h = —271' .
a
In questo caso gli autovalori con k£ = A hanno molteplicita 1, mentre quelli con k # A hanno almeno
molteplicita 2, visto che
Ak,h = Ank

ma le corrispondenti autofunzioni
k h h k
en.k(x,y) = Asin (—ﬂx) sin (—ﬂy), @r.n(x,y) = Asin (—ﬂx) sin (—ﬂy)
a a a a

sono indipendenti. Se la molteplicita ¢ esattamente 2, si dice che le oscillazioni corrispondenti a queste
autofunzioni sono semplicemente degeneri.

Puod anche capitare che k% + h% = k% + h% per h, k diversi: ad esempio 65 = 1% + 82 = 42 + 7%, oppure

252 = 152 + 20% = 72 + 242.Y) In questo caso si ha
Akhy = Any kg = Anyky = Aky iy

e quindi la molteplicita ¢ almeno 4. Se la molteplicita ¢ esattamente 4, si parla di autofunzioni
doppiamente degeneri. 11 discorso puo essere portato avanti: infatti, alcuni numeri si scrivono come
somma di quadrati in tre o pilt modi distinti (un esempio minimale: 325 = 324 + 1 = 289 + 36 =
225 + 100), e quindi le molteplicita possono aumentare indefinitamente.

@ Questo fatto & legato al numero di fattori primi distinti della forma 4m + 1 e della forma 4m + 3. L esempio piil piccolo
€50 =49 + 1 =25+ 25, dove pero la molteplicita si riduce a tre per la presenza di due addendi uguali.
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6.8.3 1l caso del parallelepipedo

Se consideriamo il dominio tridimensionale Q =]0, a[Xx]O0, b[X]O0, c[, possiamo ragionare in modo
analogo separando le variabili, e otterremo un’infinita numerabile di autovalori indicizzata da tre
parametri:

k> n* L2

A = (— +— + —)n2
kht =\ 27 2" 2

con autofunzioni

. (kmn N . (hm \ . (frm

@k, e(X,y,2) = Ag,p,e Sin (736) sin (7)7) sin (7Z)

Naturalmente il discorso ¢ estendibile al caso di un dominio n-dimensionale che sia il prodotto di
intervalli.

6.8.4 1l caso del cerchio

Un caso pill sofisticato & quello del cerchio 2 = {(x, y) : x*>+y? < R?}. Per poter separare le variabili,
bisogna passare alle coordinate polari (r, ¢), ricordando che si ha
10/ 0v 1 0%
mvir = L2 (20, Lo
v(r,9) rar\ or) T 2892

Le condizioni al contorno diventano semplicemente v(R, ) = 0, ma bisogna tener presente anche che
che v deve essere una funzione limitata e che v(r, ) = v(r, 9 + 27).

Come sopra, applichiamo la separazione delle variabili cercando una soluzione del tipo v(r,¥) =

p(r)Q(9):

14 dp(r)y p(r) 9?0(9)
_;E(FQW) or )_ rz2 992

p(R) =0, Q@ +2n) =0().

Dividendo 1’equazione per p(r)Q(«}) e moltiplicando per r2 otteniamo

W), P a0
o) Ve T e

che ha il primo membro dipendente solo da 9 e il secondo solo da r.

= Ap(r)Q(J)

Quindi avremo
oW
o)

e per avere la periodicita deve essere v > 0 e quindi

QO +2m) = Q(D),

0(%) = Asin(\v + ).
Ma ricordiamo che Q(# + 27) = Q(+), quindi v € N, cioé v = n?> con n € N.

Ora riprendiamo ’equazione in r:

/1},2+rp (r) +r2P (r) = 2

p(r) p(r)
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Riordinando i termini e facendo le sostituzioni x = VAr, y(x) = r( si ottiene I’equazione

%)
2

"0+ ' @)+ (1= 5 )y =0

che ¢ nota come equazione di Bessel (in realta si tratta di una famiglia di equazioni dipendenti dal
parametro n> per n € N, n > 1). & un’equazione differenziale ordinaria del secondo ordine lineare a
coefficienti non costanti, e si pud mostrare che per ogni n 1’unica soluzione limitata (a meno di una
costante moltiplicativa) ¢ data dalla serie

x ) n+2k

In <x>—Z<— >’<kf(2 o

Tali funzioni vengono chiamate funzioni di Bessel.””)

In particolare le funzioni di Bessel si annullano infinite volte, come si pui vedere in Figura 6.1:
chiamiamo &; ;, I’i-esimo zero dell’n-esima funzione di Bessel sulla parte positiva dell’asse x. Poiché
per il nostro problema agli autovalori dobbiamo ancora imporre p(R)=0, avremo

0 = p(R) = y(VAR) = J,(VAR),

e quindi gli autovalori sono dati da

e le autofunzioni sono

@i n(r,9) = Asin(nd + a)J, (\Ainr).
Anche qui abbiamo infiniti autovalori indicizzati da due indici interi positivi. Il pitt piccolo autovalore
si ha per il primo zero della funzione Jy, 1o =~ 2.40483:

A 612 ~578321
0= 7

6.9 KEsercizi

Esercizio 14. Come cambiano autovalori e autofunzioni del laplaciano con condizioni di Dirichlet
nel caso unidimensionale per un intervallo del tipo |a, b[?

®Si pud mostrare facilmente che il raggio di convergenza della serie & infinito, infatti: separiamo il termine indipendente
da k, riscrivendo la serie come

Xin S (—l)k 2k
In(x) = (= S ——
0 =(3) ;) 2Kkl (n+ k)
Dalla stima (k)2 = H;?:I j(k = j+1) > k¥ si trova che

1 1 1
< < —
2k (n+ k)l (k)2 kk

e quindi I’inverso del raggio di convergenza della serie ¢ dato da

1 . K im ¥ ! :
— = limsup & =1 Sy S lim ’
g = limsup lexl om 2K\ (n + k)] koo 4k =0
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Figura 6.1: I grafici delle prime tre funzioni di Bessel

Esercizio 15. Si trovino autovalori e autofunzioni del laplaciano con condizioni di Dirichlet nel caso
unidimensionale per un’unione disgiunta di intervalli del tipo |a, b[U]c, d[.

Esercizio 16. Si chiama problema agli autovalori per l'operatore di Laplace con condizioni di
Neumann il problema
—Av=Av in Q

v #0.
_gv =0 sudQ,
n

Che cosa si puo dire sul segno degli autovalori in questo caso?

Esercizio 17. Si trovino autovalori e autofunzioni dell’operatore di Laplace con condizioni di Neu-
mann nel caso n = 1 sull’intervallo ]0, a[.

Esercizio 18. Si chiama problema agli autovalori per 'operatore di Laplace con condizioni di Robin
il problema
—-Av = Ay in Q

v#0

0
SAN a(x)r=0 sudQ,
on

dove a : © — R ¢ una funzione regolare. Che cosa si puo dire sul segno degli autovalori in questo
caso?
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